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O slodkiej strategii Mikolaj ROTKIEWICZ

skrzyzowania” zatruty

b

wskrzyzowanie” (3,2)

W przypadku ogélnym skrzyzowanie (i, j)
oznacza punkt o wspétrzednych (i, j), gdy
poczatek ukladu wspélrzednych znajduje
si¢ w lewym dolnym rogu tabliczki
czekolady, osie lezg na brzegu czekolady,
a jednostka jest dlugos¢ boku dowolnego
z m - n jednakowych, kwadratowych
kawalkéw czekolady.

Autor pragnie podzigkowaé panu
Waldemarowi Pompe za udzielenie
cennych informacji na temat tego
problemu.

Rozwazmy nastepujaca gre, ktora stodko sie zaczyna, a konczy sie Smiercig.
Dana jest prostokatna tabliczka czekolady zlozona z m x n kawalkéw, w ktorej
prawy, gorny kawalek jest zatruty (rysunek). W grze uczestniczy zaczynajacy
gracz A oraz gracz B. Gracze wykonuja posunigcia na przemian. Ruch gracza
polega na wybraniu ,skrzyzowania” (moze to byé takze skrzyzowanie o ksztalcie
litery T z gérnego lub prawego boku tabliczki) i zjedzeniu wszystkich kawalkow
znajdujacych sie na lewo i w dét od wybranego skrzyzowania. Przegrywa gracz,
ktéry musi zje$é¢ zatruty kawalek.

Okazuje sie, ze na przyklad dla kwadratowej tabliczki czekolady mozna

latwo wskazaé strategie wygrywajaca dla gracza A. Zalézmy bowiem, ze
nasza tabliczka ma wymiar m x m. W pierwszym ruchu gracz A wybiera
skrzyzowanie (m — 1,m — 1). Wéwczas B musi wybraé skrzyzowanie (m, 7)
lub (i,m) dla pewnego i. Gracz A na kazdy ruch gracza B odpowiada ruchem
symetrycznym tak, ze po posunieciu pozostala cze$é czekolady ma oS symetrii
przechodzaca przez skrzyzowania postaci (i,7). Widaé, ze gracz B bedzie
zmuszony do posuniecia (m,m) i zjedzenia zatrutego kawalka.

A jak gra¢ w przypadku ogdlnym? Wedlug dostepnych autorowi zrédel ogdlna
strategia nie jest znana. Okazuje sie jednak, ze niezaleznie od wymiaréw
tabliczki zawsze istnieje strategia wygrywajaca dla gracza A!

Zauwazmy, ze kazda rozgrywka wymaga nie wiecej niz mn posuniec.

Niech N = mn, jesli mn jest liczba parzysta i N = mn + 1, jesli mn jest liczba
nieparzysta. Rozgrywke bedziemy kodowaé za pomoca ciagu (a1, as,...,an),
gdzie a; oznacza i-ty ruch, czyli a; jest pierwszym ruchem gracza A,

as — pierwszym ruchem B, a3 — drugim ruchem A, itd. Ruch a; kodujemy

za pomoca pary (i,7), 1 <i <m, 1 < j <n. Jedli partia liczy k ruchéw

i k < N, to aby oznaczy¢ ruch pusty, przyjmujemy a; = ,* 7 dla i > k.

Zbiér dozwolonych, tzn. zgodnych z regutami gry, rozgrywek oznaczmy przez T
Zbior T sklada sie wiec z pewnych ciagéw dlugosci N. Zbiér T mozemy
przedstawi¢ w postaci sumy roztacznych zbioréw Ty i Ts, gdzie Ty i T
skladaja sie z tych rozgrywek, ktére konczg sie zwyciestwem odpowiednio
gracza A i gracza B.

Istnienie wygrywajacej strategii dla gracza A mozna zapisa¢ w jezyku logiki jako
(1) dai Vas dasVay ... Jay_1Vay (al, ag, . .. ,aN) cTy.

Pod kwantyfikatorami powinniémy napisacé: ,.a;, takie ze aq, a9, ..., a;
przedstawia prawidlowy ciag posunie¢”. Istnienie wygrywajacej strategii dla
gracza B mozna zapisa¢ w postaci warunku

(2) Yaq das Vas ...ﬂaN(al,ag,...,aN)eTB.

Zauwazmy, ze (2) jest zaprzeczeniem warunku (1). Zatem albo istnieje strategia
wygrywajaca dla gracza A, albo taka strategie ma gracz B.

Wykazemy, ze gracz B nie moze mie¢ strategii wygrywajacej.

Zalézmy bowiem przeciwnie, ze taka strategie ma. Niech wtedy gracz A

w pierwszym ruchu wybierze skrzyzowanie (1,1). Wéwczas gracz B, zgodnie

z zalozeniem, zna ,genialng”’ odpowiedz, prowadzaca go do zwyciestwa.
Powiedzmy, ze ten mistrzowski ruch polega na wybraniu skrzyzowania (a, b).
Zauwazmy jednak, ze gdyby w pierwszym posunieciu gracz A wykonal

wlasdnie ruch (a,b) zamiast (1,1), to postawilby gracza B w tej samej sytuacji,
w ktérej on sam teraz nieopatrznie sie znalazl! Gracz A mialby wiec taki ruch,
po jakim B na pewno nie znajdzie ,,genialnego” posuniecia. To przeczy naszemu
przypuszczeniu.

Dowiedlismy wiec, ze gracz A ma strategie wygrywajaca, cho¢ nie mamy pojecia,
jak ona wyglada!
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Chandra — najnowszy teleskop rentgenowski

Tomasz KWAST

Dzi$ wiemy, ze obiekty Wszechswiata — z malymi wyjatkami — emituja
energie we wszystkich zakresach promieniowania elektromagnetycznego,

cho¢, oczywiscie, nie zawsze jak cialo doskonale czarne. Swiec% wiec tez

w zakresie rentgenowskim, a na mocy poprzedniego zdania niebo w zakresie X
moze wyglada¢ calkiem inaczej niz w zakresie optycznym. Sprawa warta

jest wiec zbadania. Poczatek astronomii rentgenowskiej przypada na rok 1962
— wtedy czujniki umieszczone na rakietach po raz pierwszy zarejestrowaty
promieniowanie X pochodzace spoza Ukladu Stonecznego (o tym, ze Slonce
jest Zzrédlem m.in. promieniowania X, wiedziano wczesniej), a rentgenowskie
obrazy samego Stofica dlugo jeszcze otrzymywano za pomocy urzadzenia typu
camera obscura. Przez 40 lat sprawa posuneta sie jednak wyraznie naprzod.

Aby lustro teleskopu dawalo obrazy zadowalajacej jakosci, jego powierzchnia
nie moze odbiega¢ od zadanego ksztaltu paraboloidalnego bardziej niz o utamek
fali $wietlnej, na jakiej teleskop ma pracowaé. W praktyce poleruje sie lustra

z doktadnoscia nie gorsza niz do 1/10 fali i na potrzeby teleskopéw optycznych
technologia ta jest w pelni opanowana. W teleskopie rentgenowskim obraz
powstaje w zasadzie tak samo, ale z dodatkowymi klopotami, ktére nietrudno
przewidzieé.

Po pierwsze, promieniowanie rentgenowskie chetniej przeniknetoby przez lustro,
niz odbilo sie od niego. Aby uzyskaé jednak odbicie, wiazke promieniowania
nalezy skierowa¢ niemal stycznie do powierzchni odbijajacej, zatem lustrem
rentgenowskim moze by¢ pierécien wyciety z paraboloidy daleko od jej
wierzcholka. Skupiajaca sie po odbiciu wiazke promieniowania ze wzgledéw
praktycznych skupia sie jeszcze bardziej, wykorzystujac ,,prawie styczne”
odbicie od odpowiednio dobranej hiperboloidy. Taki bowiem ksztalt zapewnia,
ze wiazka zbiegajaca sie w jednym z ognisk hiperboloidy skupi sie po odbiciu
w drugim jej ognisku, a wiec tez w punkcie. Po drugie, wypolerowac

lustro optyczne z doktadnoscia do 1/10 dlugoéci fali moze nawet amator
(dlugosé fali okolo 0,5 pm = 500 nm), jest to natomiast bardzo trudne

dla fali rentgenowskiej (np. 2A = 0,2nm). Niedokladnoéé obrébki lustra

rzedu 10 A, a wiec absolutnie niedostrzegalna w $wietle optycznym, jest gora
nie do przebycia dla promieniowania X. Po trzecie, obiektyw rentgenowski

w postaci paraboloidalnego pierscienia ma caly srodek pusty, bo zbiera
promieniowanie tylko swoim brzegiem. Zeby wiec wykorzysta¢ przestrzen,
wewnatrz paraboloidalnego pierscienia umieszcza sie wspolosiowo kilka pierscieni
innych paraboloid — tak dobranych, by ogniska ich wszystkich pokrywaly sie
(tak samo oczywiscie z hiperboloidami). Rzecz jasna, wsp6losiowosé

i wspologniskowo$é odbijajacych powierzchni musi by¢ uzyskana z ogromna
doktadnoscia. Wreszcie po czwarte, caly teleskop musi si¢ znalezé poza ziemska
atmosfera, ktéra — wobec swojej grubosci — dla promieniowania rentgenowskiego
jest nieprzezroczysta.

Jak wida¢, uruchomienie teleskopu rentgenowskiego jest przedsiewzieciem
trudnym technicznie, a wiec takze kosztownym. Pierwszym satelita
rentgenowskim byl Uhuru (wystrzelony w 1970 r.), ktéry wykonal przeglad
calego nieba, majac rozdzielczo$é gorsza niz nieuzbrojone oko. Osiem

lat pdzniej satelita Einstein obserwowal niebo juz z rozdzielczoscia, jaka maja
male teleskopy optyczne. Kolejny, Rosat (1990), przy s$rednicy obiektywu

84 cm i ogniskowej 240 ¢cm mial rozdzielczosé rzedu 5”. Wreszcie pod koniec
lipca 1999 r. za pomoca promu Columbia umieszczony zostal na orbicie
okotoziemskiej najnowszy teleskop rentgenowski nazwany wpierw banalnie
AXAF (od Advanced X-ray Astrophysics Facility), ktéra to nazwe wkrétce
zmieniono na Chandra, na cze$¢ Subrahmanyana Chandrasekhara (1910-1995),
wybitnego teoretyka zajmujacego sie budowa wewnetrzna gwiazd i dynamika
gwiazdowa, laureata Nagrody Nobla z 1983 r.
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Chandra jest urzadzeniem o masie 4620 kg, dlugosci 14 m i rozpigtosci skrzydet
baterii stonecznych 20 m. Jego obiektyw ma $rednice 1,2 m i ogniskowg 10 m.
Sklada sie z czterech wspéltosiowych fragmentéw paraboloid i czterech
hiperboloid z irydowymi powierzchniami odbijajacymi. Przy takich rozmiarach
i precyzji wykonania jego rozdzielczos¢ wynosi pot sekundy tuku. Satelita
zostal wprowadzony na silnie eliptyczna orbite, ktéra w perygeum przebiega
10000 km nad Ziemia, w apogeum zas osiaga 140 000 km. Czas obiegu orbity
wynosi 64,2 h. Dzigki tak duzej odleglosci w apogeum (w poblizu ktérego
satelita spedza wiekszo$é czasu) Ziemia przeslania znikomy fragment nieba
(bo érednica jej tarczy widzianej z apogeum nie przekracza 5°), a to z kolei
umozliwia sprawne kierowanie teleskopu w rozmaitych kierunkach.

Jakakolwiek dotychczasowa spektroskopia rentgenowska byta w istocie
szerokopasmowg fotometrig w réznych zakresach, wybieranych przez ustawianie
na drodze promieniowania réznych filtrow. Chandra jest pierwszym teleskopem
rentgenowskim wyposazonym w transmisyjne siatki dyfrakcyjne, dzieki czemu
mozliwe stato sie otrzymywanie autentycznych widm rentgenowskich z calym
bogactwem linii. Aparatura pozwala na badanie promieniowania X w zakresie
od 1 do 200 A, czemu odpowiada zakres energii kwantéw od 10 do 0,07 keV.
W poblizu energii 1 keV rozdzielczo$é¢ widmowa pozwala na rozréznienie
kwantow o energiach rézniacych sig o 1 eV.

Chyba nikt nie spodziewa si¢, ze Chandra wykona obserwacje wywracajace
nasze szeroko pojete ,poglady na $wiat”, podobnie jak nikt nie oczekiwal tego
od Teleskopu Hubble’a. Niewatpliwie jednak Chandra stal si¢ tym w astronomii
rentgenowskiej, czym Teleskop Hubble’a w astronomii optycznej, mimo ze

od 2000 r. ma juz dwéch towarzyszy ,po fachu”: XMM (X-ray Multimirror
Mission) oraz Astro E. Ich systematyczna praca wlasciwie dopiero si¢ zaczela.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz lipcowe (tak, lipcowe) zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Proszynski i S-ka.

m Zadania

Wiegcej informacji:
http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Redaguje tukasz WIECHECKI

M 991. Udowodnié, ze jesli pewien prostokat mozna pokryé¢ 100 kotami
o promieniu 2, to mozna go réwniez pokry¢ 400 kotami o promieniu 1.
Rozwiazanie na str. 7

M 992. Udowodnié, ze jesli pewien trojkat mozna pokryé 100 kotami
o promieniu 2, to mozna go pokry¢ rowniez 400 kotami o promieniu 1.
Rozwiazanie na str. 7

M 993. Udowodnié, ze jedli 1000 kot o promieniu r wystarczy do pokrycia
tréjkata o bokach 1, 2 i /5, to wystarczy tez 5000 két o promieniu ﬁ
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 573. Mamy zbiornik o przekroju poprzecznym S, wypelniony gazem

o gestosci p i ci$nieniu p. Znalezé predko$é vy ucieczki gazu przez wykonany
w podstawie zbiornika otwor o przekroju Sp. Pominaé zmiany ci$nienia gazu
wraz z wysokoécia.

Rozwiazanie na str. 16

F 574. Niech zbiornik z poprzedniego zadania bedzie dysza rakiety. Zaktadajac
ciaglos$¢ przeplywu masy przez zbiornik, wyznaczy¢ sile ciagu rakiety.
Rozwiazanie na str. 16
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Zaskakujacy pret
Mateusz GORYCA, Adam DZIALAK

Wtasnosci fal wzbudzanych w prostych rezonatorach, ktére mozna traktowac
jako jednowymiarowe, sa powigzane prostymi zaleznosciami: czestosci kolejnych
modéw sa wielokrotnosciami czesto$ci modu podstawowego, a odleglosci miedzy
kolejnymi wezlami sa réwne.

Takimi szkolnymi przykltadami rezonatoréow sa np. struny. Swa ,,popularno$é¢”
zawdzieczaja prostocie opisu. Trudno natomiast znalez¢ w podrecznikach
wyczerpujacy opis innego prostego rezonatora — luzno zawieszonego

cienkiego preta (majacego oba konce swobodne). Dlaczego tak jest?

Otéz drgania tego na pozér prostego ,,przyrzadu” sa znacznie bardziej
skomplikowane. Tym samym pret moze by¢ nader ciekawym obiektem
doswiadczen. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy przeprowadzi¢ eksperyment
za pomoca uktadu przedstawionego na rysunku 1, co tez uczynilismy.

Zamiast preta uzyliSmy cienkosciennej rurki aluminiowej, o $rednicy
zewnetrznej 12,5 mm i grubosci $cianek 0,8 mm, pochodzacej z popularnych
dzwonkéw kupionych w sklepie orientalnym. Przez wywiercony w poprzek rurki
niewielki otwér przewlekliSmy cienka nié, na ktérej zawiesiliSmy obiekt

naszego do$wiadczenia. ZalozyliSmy na rurke tlumik z kawalka zgietego,
sprezystego drutu trzymanego w rece (zamiast drutu mozna uzy¢ np. wygietej
agrafki), ktérego zadaniem bylo tlumienie drgan w miejscu jego zamocowania.
Doswiadczenie powtérzyliSmy dla czterech rurek, rézniacych sie tylko dlugoscia
(odpowiednio 250, 260, 270 i 290 mm).

Eksperyment polegal na znalezieniu takich polozen ttumika, przy ktérych
uderzony pret wydaje dlugi, niesttumiony dzwiek. Takie polozenia to, podobnie
jak dla struny, wezly fal stojacych. Wykorzystujac dodatkowo cyfrowy
oscyloskop z mozliwoscia przeprowadzenia analizy widma dzwieku wydawanego
przez pret (za taki oscyloskop postuzyl nam zwykly komputer, wyposazony
w mikrofon i jeden z darmowych, dostepnych w Internecie programéw
analizujacych widmo dzwieku), mogliémy odr6znié¢ wezty odpowiadajace
kolejnym modom drgan preta oraz zmierzyé czestosé tych modéw. Przykladowe
wyniki pomiaréw (polozenia wezléw) dla trzech modéw, dla preta o dlugosci
290 mm przedstawia rysunek 2. Czestosci tych modéw wynosza odpowiednio:
860 Hz, 2340 Hz, 4440 Hz. Jak wida¢ z rysunku, sytuacja jest bardziej
skomplikowana niz dla struny, gdyz odleglto$ci miedzy weztami nie sa jednakowe,
i odlegtos¢ miedzy pierwszym wezlem a koncem preta nie stanowi potowy
zadnej z nich. Nie mozna wigc w prosty sposéb wyznaczy¢ dlugosci fali
stojacej powstajacej w precie. Ponadto zaleznosé czestosci drgan od numeru
modu nie jest liniowa, jak to ma miejsce w przypadku struny. Aby zrozumieé
,dziwne” drgania preta, nalezy rozwazy¢ rownanie ruchu. Dla cienkiego preta
podstawowym réwnaniem jest (wyprowadzenie mozna znalezé w trzytomowej
Encyklopedii Fizyki PWN pod hastem ,prety”):

1 oy oty

(1) o2 Ox?t’

gdzie y(x,t) jest wychyleniem z polozenia réwnowagi, x wspoélrzedna liczona
wzdluz preta, ¢ czasem, a A pewna dodatnia stala (zalezna od modulu Younga,
przekroju poprzecznego i gestosci). Szukajac rozwiazan w postaci fali stojacej,
mozemy zapisa¢ wychylenie jako iloczyn czynnikéw, z ktorych jeden zalezny jest
tylko od potozenia, a drugi od czasu y(z,t) = y1(z) - y2(t). Stad:

P(y1(z) - y2(t) _ ya(t) (@) () _ o d(2)

9 - 9l ) —
2) ot? (@) de? Ox?t 2(t) dat
Podstawiajac powyzsze zaleznosci do (1) i przeksztalcajac, otrzymujemy:

1 dya(t) —A d'yi(z)
yo(t) dt2 yi(z) dat

(3)
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W przypadku fal sinusoidalnych liczba
falowa k wynosi 2w /. W naszym
przypadku powstala fala stojaca

jest superpozycja fal sinusoidalnych

i wyktadniczych, w zwigzku z tym

w prosty sposéb nie da si¢ go wyznaczy¢
z odlegltosci miedzy weztami.

log10(f /Hz)

E Levve bbb b b b
—-1.75 =17 —1.65 —1.6 —1.55 —1.5 —1,45 —1.4
log10(k/mm)

Rys. 3

znalezione polozenie wezla (mm)

ol by b b b b b 1
40 60 80 100 120 140
przewidywane polozenie wezla (mm)

Widaé, ze obie strony réwnania (3) musza by¢ stalymi, bo sa funkcjami réznych
zmiennych (odpowiednio ¢ i x).

Dla lewej strony warunek ten jest spetniony dla dowolnej kombinacji liniowej
funkcji trygonometrycznych a; sin(fwt 4+ ¢;) o tej samej czestosci kolowej w

lub dla dowolnej kombinacji liniowej funkeji wyktadniczych b; exp(+wt + ;)
(gdzie a;, b; sa dowolnymi rzeczywistymi amplitudami, a ¢;, 1; dowolnymi
rzeczywistymi fazami). W pierwszym przypadku lewa strona jest réwna —w?,

a w drugim +w?. Natomiast prawg strone spetniaja dowolne kombinacje liniowe
funkcji sinus i funkcji wykltadniczej o tej samej liczbie falowej k:

(4)

a warto$é prawej strony wynosi wtedy —Ak*. Poniewaz wyrazenie to jest
ujemne, musimy odrzuci¢ rozwiazania zaleznosci czasowej w postaci kombinacji
liniowej funkcji wykladniczych. Ostatecznie okazuje sig, ze czestos$é f = w/2n
jest proporcjonalna do kwadratu liczby falowej k:

(5) f=C-k,

gdzie C = 21V A.

2

cjsin(tkz + ¢;) + d;j exp(L£kx + 1;),

Mozna dowies¢, ze druga i trzecia pochodna odchylenia wzgledem zmiennej x

w danym punkcie sg proporcjonalne odpowiednio do momentu sity i do silty
dziatajacych w tym punkcie. Poniewaz moment i sita na obu konicach preta
musza by¢ rowne zeru, druga i trzecia pochodna takze musza wynosic¢ zero.
Teoretyczne przewidywania wynikajace z tychze warunkéw brzegowych prowadza
do wniosku, ze mozliwe wartoéci liczby falowej k sa rozwiazaniami réwnan:

kl kl kl kl
(6)

tg2 = tgh2 lub tg2 —tgh2,
gdzie [ jest dlugoscia preta. Obliczone numerycznie wartosci kl dla réznych
moddéw sa nastepujace: 4,7300; 7,8532; 10,9956. Aby otrzymaé¢ odpowiednie
wartosci k dla konkretnego preta, wystarczy podzieli¢ powyzsze wartosci przez
jego dlugosé [. Jezeli przedstawimy teraz na wykresie zaleznosé logarytmu
zmierzonych czestosci (dla czterech zbadanych pretéw) od logarytmu tak
wyliczonych wartoéci k, to okaze sig¢, ze nasze punkty do$wiadczalne ukladaja
sie na prostej, ktérej wspotezynnik kierunkowy jest z duza dokladnoscia
réwny 2 (rys. 3).

Oznacza to, ze czestoéci kolejnych modéw sa wprost proporcjonalne do k2,
co zgodne jest z przewidywaniami teoretycznymi.

Wykorzystujac tak obliczone wartosci kl, mozemy réwniez wyznaczy¢

miejsca zerowe funkeji y1(x) (wzér (2)), czyli wezly fali stojacej wzbudzonej

w precie (obliczenia, réwniez wykorzystujace warunki brzegowe, pomijamy).

Po przedstawieniu na wykresie zalezno$ci wynikéw otrzymanych do$wiadczalnie
(dla czterech pretéw) od otrzymanych teoretycznie, okaze sie, ze punkty

na wykresie ukltadaja sie wzdluz prostej o réwnaniu y = z (rys. 4), czyli zgodnie
z oczekiwaniami.

Jak wida¢, nawet tak proste do$wiadczenie, jak przedstawione w artykule, moze
dostarczy¢ zaskakujacych wynikéw. Jest to o tyle ciekawe, ze ich opis jest rzadko
spotykany i niewiele oséb zdaje sobie sprawe z faktu, jak skomplikowanym
rezonatorem moze by¢ zwykly pret (rurka). Dlatego warto sie czasem przyjrzeé
z pozoru oczywistym zjawiskom i sprawdzié, czy rzeczywiscie ich przebieg jest
tak prosty, jak nam si¢ wydaje.

Korzystajac z okazji, pragniemy jednocze$nie podzigkowa¢ Panu profesorowi
Janowi Gajowi za po$wiecony nam czas i pomoc, bez ktérej nie powstatby
niniejszy artykut.

Prace wykonano na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w ramach warsztatéw
naukowych organizowanych przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci.
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Rys. 1

Tréjkat pitagorejski to tréjkat
prostokatny o bokach catkowitej dlugosci.

Czytelnik zapewne bez trudu obliczy
wysokosci otrzymanego tréjkata

za pomoca wysokosci zestawianych
trojkatow.

Czytelnik oczywiscie zauwazyl, ze p jest
liczba wymierna.

O pewnym problemie Eulera
Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Czy istnieje trojkat, w ktorym diugosci bokéw, wysokosci, dwusiecznych
i srodkowych sa réwnoczesnie liczbami catkowitymi? Odpowiedz na to pytanie
postawione przez Eulera dotychczas nie jest znana.

Zbudowanie trojkata, w ktérym calkowite sa dlugosci bokow i wysokosci,
nie stwarza trudnosci.

W tym celu rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b
i przeciwprostokatnej c. Wysokos¢ opuszczona na przeciwprostokatng
ma dlugosé %“b. Poszukiwanym tréjkatem jest, na przyklad, trojkat

o bokach ac, be, ¢® — dla tréjkata egipskiego o bokach 3, 4, 5 otrzymamy
w ten sposéb trojkat o bokach 15, 20 i 25.

Zauwazmy, ze rozwiazania problemu Eulera mozna poszukiwaé¢ wsréd trojkatow
o elementach (dlugosciach bokdéw, wysokosci i tak dalej) wymiernych, bowiem
powigkszajac taki trojkat, mozemy uzyskac¢ trojkat o wszystkich tych elementach
catkowitych.

Dlatego dalej wystarczy ograniczy¢ sie do budowania tréjkatéw o elementach
wymiernych.

Najpierw opiszemy konstrukcje niekoniecznie prostokatnego tréjkata o bokach
i wysokosciach catkowitej dlugosci. Przypusémy, ze mamy taki trojkat.
Sprawdzimy, ze tréjkat ten jest podzielony na dwa tréjkaty pitagorejskie
przez wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka najwigkszego kata. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku 1.

Wykazemy, ze wysokos¢ dzieli trojkat na dwa tréjkaty pitagorejskie, czyli ze

ai i az maja dlugodci catkowite. Rzeczywiscie, liczby a?, a3 i a1 + as beda
2 2
aj —a
catkowite. Wtedy a; — ap = — 2 jest liczba wymierng, co pocigga za soba, 7e
aj

ay i ag sg liczbami wymiernymi. Poniewaz ich kwadraty sa liczbami catkowitymi,
wiec liczby a; i as tez sa calkowite.

Wynika stad, ze tréjkaty o wymiernych bokach i wysokosciach to trojkaty
powstale przez zestawienie dwoch tréjkatéw pitagorejskich.

Przejdzmy teraz do budowania trojkatéw o catkowitych dlugo$ciach bokow
i dwusiecznych. Przypusémy wiec, ze mamy taki trojkat i jest on przedstawiony
na rysunku 2.

Po pierwsze zauwazmy, ze
Cos — cosé i cos2
2’ 2 2
sg liczbami wymiernymi. Rzeczywiscie, z twierdzenia kosinusow wynika, ze
2 2 ac \2
« ¢+ la - (bJrc)
oS — = ————
2 2cl,
jest liczba wymierna.

Udowodnimy, ze

sing sinE i sin J
2’ 2 2

tez sa liczbami wymiernymi.

2 23 25

o o . .
S, sin” 5 i sin”  sg liczbami

Najpierw zwréémy uwage, ze wiemy juz, iz sin 5

wymiernymi.
Dalej mamy

. (Oé +'7) . Y + a
= COS — = Ss1n|( — — = S11I1 — COS — COS — Ss1n —.
P 2 2 73 9 %% 9 My



Podobnie postepujemy dla sin g i sin g

L.}

Rozwigzanie zadania M 991.
Przeksztalcajac za pomocag
jednokladnosci o skali 1/2 nasz prostokat
pokryty 100 kotami o promieniu 2,
otrzymujemy prostokat o dwukrotnie
mniejszych wymiarach liniowych pokryty
100 kotami o promieniu 1. Z czterech
takich prostokatéw mozna zlozyc
prostokat wyjsciowy, skad wynika teza.

L.}

Rozwigzanie zadania M 992.
Przeksztalcajac za pomoca
jednokladnosci o skali 1/2 nasz tréjkat
pokryty 100 kotami o promieniu 2,
otrzymujemy tréjkat o dwukrotnie
mniejszych wymiarach liniowych
pokryty 100 kotami o promieniu 1.

7 czterech takich tréjkatow mozna
ztozy¢ tréjkat wyjsciowy (laczac srodki
bokéw wyjéciowego tréojkata, otrzymamy

odpowiednie rozciecie), skad wynika teza.

L.}

Rozwigzanie zadania M 993.
Przeksztalcajac za pomocag
jednoktadnosci o skali 1/1/5 nasz tréjkat
(prostokatny!) pokryty tysiacem kot

o promieniu r, otrzymujemy tréjkat
prostokatny o bokach 1/v/5,2/v/5, 1,
pokryty tysiacem kél o promieniu r/+/5.

no

1

Jak pokazano na rysunku, z pieciu
trojkatéw prostokatnych o bokach
1/v/5,2/+/5,1 mozna ztozyé trojkat
prostokatny o bokach 1,2,/5, skad
wynika teza.

Stad
2 o Y .2
p° — 2psin ) cos 5 + sin

!
— cos
2

A wigc liczba sin § jest wymierna.

Stad natychmiast wynika, ze sinusy katoéw tréjkata sa liczbami wymiernymi,
a to oznacza, ze wysokosci tez maja dlugos¢ wymierna.

Ze wzoru o
¢ le’ 1 —cos 5
g = "o

4 sm%

wynika, ze liczba tg ¢ jest wymierna.

A wigc warunkiem koniecznym istnienia zadanego trdjkata jest wymierno$é liczb

8., v
tg S i tg —.
, tg 1 tg

t (e
&7

Sprawdzimy, ze warunek ten jest tez dostateczny. Co wiecej, wystarczy zadac
tylko wymiernosci dwoch sposrod tych trzech liczb.

Rzeczywiscie, zachodzi réwnosé

1—tgoth

1 1774 )T gt

Na mocy wzoréw
e 2tg 3 Q@ 1—tg2%
ST T T Tire
g7 g 7

stwierdzamy, ze liczby
gl & p gl

Lo B
S —., SIin —, S1n —, COS —, COS —, COS —
2’ 2’ 2’ 2’ 2’ 2

sa wymierne. A wiec wymierne sa sinusy i kosinusy wszystkich katéw tréjkata.

Gdy dobierzemy trojkat tak, aby $rednica okregu opisanego byta liczba
wymierna, otrzymamy trojkat, ktérego boki, wysokosci i dwusieczne maja
dtugosci wymierne.

Podamy przyktad takiego tréjkata.

Niech o = 3 i niech
=L wiedy tg2 =2
87 = 3 y oy ==

Stad
tgg :tgé: §7 tgo = 17
2 2 4 24
a3 Ly T . . 336
sing =g, sing =cp, sina=cg, siny= o
Po prostych obliczeniach otrzymujemy nastepujacy tréjkat:
dhugosci  bokdéw 24 375 24375 13 650,
wysokosci 13104 13104 23 400,
dwusiecznych 14 000 14 000 23 400.

Dosé tatwo stwierdzié, ze nie jest to tréjkat Eulera, bowiem nie wszystkie jego
srodkowe sa calkowite.

Dla Czytelnikéow proponujemy zastanowienie si¢ nad warunkami koniecznymi
i wystarczajacymi na to, by tréjkat miat boki catkowitej dtugosci i

— catkowite pole;

— calkowity promien okregu opisanego (wpisanego, dopisanego).

Problem dotyczacy srodkowych catkowitej dlugosci jest bardziej skomplikowany,
bowiem dlugosci srodkowych nie mozna wyrazi¢ w sposéb wymierny za pomoca
funkcji trygonometrycznych katéw trojkata. Autorzy umieja stosunkowo prosto
wykazaé, ze ani zaden trdjkat rownoramienny, ani zaden tréjkat prostokatny
nie jest trojkatem Eulera. Ale to juz dluzsza historia. Powr6cimy do niej.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Blyskajaca supernowa

Rozbtyski gamma sg najpotezniejszymi eksplozjami
rejestrowanymi przez astronomoéw. Przez moment sa
jasniejsze od galaktyk, w ktérych znajduja sie ich zrodta.
Po raz pierwszy zarejestrowano je w latach szesédziesiatych
XX wieku przy okazji monitorowania przestrzegania
moratorium na proby nuklearne. Przez lata pozostawaty
niewyjasniong zagadka. Nie wiadomo byto nawet,

czy sa niezwykle poteznymi eksplozjami na krancach
Wszech$wiata, czy tez dos¢ niepozornymi fajerwerkami

w naszej Galaktyce. Kilka lat temu udalo sie wreszcie
zarejestrowaé poswiaty rozbtyskéw i z ich pomoca

ustalié¢, ze przynajmniej niektore z nich sa katastrofami

w odleglych zakatkach Wszechswiata. Zwolennicy hipotezy
lokalnej twierdza co prawda, ze pewna frakcja rozbltyskow
nie pasuje do kosmologicznej hipotezy, niemniej jednak
istnienie eksplozji o niewyobrazalnej mocy stalo sie
astronomicznym faktem.

Nadal nieznany jest jednak mechanizm powstawania
rozblyskéw. Ostatnio popularno$é zdobyty dwie hipotezy
(ale jest ich juz duzo wiecej). Wedtug pierwszej zrodtami
eksplozji sa zderzenia gwiazd neutronowych. Wedtug
drugiej towarzysza one niektérym wybuchom supernowych.
Cho¢ w tym drugim przypadku i tak nie bardzo wiadomo,
jaki konkretnie miatby by¢ mechanizm generacji btysku
(co nie znaczy, ze brakuje pomystéw — raczej odwrotnie —
jest ich zbyt duzo), to wlasnie on uzyskal dos$wiadczalne
potwierdzenie w postaci analizy rentgenowskiej poswiaty
rozbtysku GRB 011211.

Promieniowanie gamma zostalo najpierw (tradycyjnie)
odkryte przez wlosko-holenderskiego satelite BeppoSAX.
Byl to najdtuzszy z dotad zarejestrowanych przez tego
satelite btyskéow. Trwal az 270 sekund. Nastepnie zostat
wystany do spotecznosci astronoméw alarm ,rozbtyskowy”.
Juz po 11 godzinach od odkrycia umozliwito to skierowanie
,ha miejsce zbrodni” najbardziej precyzyjnego instrumentu
do rejestrowania promieniowania X, jaki ,fruwa” w poblizu
Ziemi, czyli X-ray Multi-Mirror satellite XMM-Newton.
Newton zdazyt (podobno kilka godzin pézniej juz

byloby za pézno) i dokonat dwéch bardzo interesujacych
obserwacji.

Po pierwsze, zrédlo rentgenowskiej poswiaty rozszerzato
sie z predkoscia rzedu 10% predkosci swiatta. Po drugie,
spektroskopia tego zrédla pozwolita na ustalenie, ze
zawiera ono duzo magnezu, krzemu, siarki, argonu

i krzemu, a bardzo malo zelaza. Zmierzono rozmiar
rozszerzajacej si¢ sfery materii, otrzymujac w wyniku
10 miliardéw kilometréow. Obserwacje te zgadzaja, sie
doskonale z hipoteza wybuchu supernowej kilka dni
wczesniej.

Konkurencyjna hipoteza zderzenia gwiazd neutronowych
miataby klopoty z wyjasnieniem zaobserwowanego tak
przestrzennego rozkladu, jak i sktadu rozszerzajacego sie
obloku materii.

Czy wszystkie rozbtyski sg zwiazane z wybuchami
supernowych, a jezeli tak, to jaki doktadnie jest mechanizm
generowania promieniowania gamma — nadal nie wiadomo.

Piotr ZALEWSKI

Na podstawie internetowych materialéw XMM-Newton.

Lis¢ Kartezjusza

Krzywa tak nazwana jest cissoida prostej i elipsy. Cissoida dwéch krzywych

danych w biegunowym ukladzie wspélrzednych przez zaleznosci r1 (@) 1 r2(p)
jest dana w tymze ukladzie przez zalezno$é r(y) = r1(p) — ra(p).

Konkretnie li$¢ Kartezjusza otrzymamy, biorac elipse o stosunku osi v/3 : 1
i prosta przecinajaca wigksza po6tos tej elipsy pod katem prostym w jej potowie.

Lis¢ Kartezjusza jest krzywa algebraiczng Lig¢ Kartezjusza ma punkt samoprzeci(;cia; styczne w tym punkcie Sq
stopnia trzeciego i w stosownym ukladzie progtopadle. Ma tez asymptote — jest nig prosta uzyta do jego konstrukcji.

wsp6élrzednych ma réwnanie
23+ y® — azy = 0, gdzie a jest

Pole obszaru ograniczonego petla lisScia Kartezjusza jest réwne polu obszaru

pomnozong przez 3v/2 odlegloscia prostej Ograniczonego przez dwie nieskonczone galezie i asymptote. Kazde z tych pol

uzytej do konstrukcji licia od $rodka
symetrii elipsy.

jest rowne potrojonemu polu tréjkata wyznaczonego przez asymptote i styczne
w punkcie samoprzeciecia.

M. K.



Dowodzenie nierownosci

W tym artykule zobaczymy kilka typowych metod
podejscia do zadan olimpijskich, dotyczacych
nierownosci. Czesto wystepuja w nich pewne
dodatkowe warunki, takie jak

ab=1,

ryz =1,

r+y+z=1,itp.

Wiaczenie tych ograniczen do nieréwnoéci pozwala
niekiedy uprosci¢ problem. Zacznijmy od
nastepujacego przyktadu.

Zadanie 1 (Wegry 1996). Niech a i b beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi, takimi ze a + b = 1.
Wykazaé, ze

2 b2

a+1 + b+1

a

<

Wl

Rozwigzanie. Korzystajac z warunku a + b = 1,
mozemy sprowadzi¢ nasza nieréwnos¢ do postaci
jednorodnej:

1 a? b2

= < +

37 (a+b)(a+(a+b) (a+b)(b+ (a+1D))

lub
(a+b)(2a +b)(2b+ a) < 3(a®(a + 2b) + b*(2a + b)),

co po przeksztalceniach daje nieréwnosé
2(a® 4+ b*) + 7(a*b + ab?) < 3(a® +b*) + 6(a®b + ab?).
Mamy wiec udowodnié¢
a’b+a b? < a® + b3,
a to wynika z nieréwnosci

(a® +b*) — (a®b+a b*) =(a — b)*(a +b) > 0.

Nieréwno$é a?b + a b? < a® + b> mozna uogélnié.

Twierdzenie 1. Niech a1, a9, b1, bs beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunki

a1 + ag = b1 + b2 i max(al, ag) Z max(bl, b2)
Jedli x i y sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, to

xalyag + :L.G,anl > xblbe + $b2yb1-

Dowdd. Bez utraty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze
a1 > as,by > ba,ay > by. Jesli x lub y jest zerem,
nieréwnos¢ jest oczywiscie spetniona. Przyjmijmy
zatem, ze obie liczby, i y, sa rézne od zera. Latwo
sprawdzi¢, ze

xalyag + Z.agyal . zblbe . Z'b2yb1 —

— — by — bo—
:zazyaQ(zal az +yal az _ b1 a2y2 az __

_xbz—azybl—az)

— xag yaz ($b1 —az
1

B xa2qa2 (2 —y")(a" = ™) >

— ybl—a2)(l-b2—a2

o

— ) =

Hojoo LEE; Seul, Korea

Zanim zajmiemy sie przykltadem nieréwnosci z trzema
zmiennymi, wprowadzmy dwa zapisy sumacyjne

D)

cykl sym

Niech P(z,y, z) bedzie funkcja trzech zmiennych
x, y, z. Definiujemy:

S Py, 2) = P(a,y,2) + Ply,z,2) + P(z,,y),
cykl

> P(z,y,2) = P(z,y,2) +P(z,2,y) + P(y, 2, 2)+

sym

+P(y,z,x) + P(z,z,y) + P(z,y,x).

Na przyktad,

Z $3y = x3y + ygz + 2:390,

cykl

Dot =2’ +yP + 27,

sym

Z z2y = x2y + 2%z + y2,z + y2:c + 22z + zQy,

sym

Z ryz = 6xyz.

Zadanie 2 (Miedz. Olimp. Matem. 1984). Niech z,y, z
beda nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, takimi ze
x4y + 2z = 1. Wykazad, ze

7
ngy—l—yz—i—z:E—Q:Eyzgﬁ.

Rozwigzanie. Dzigki warunkowi o +y+ 2 =1
mozemy sprowadzi¢ nieréwnos¢ z zadania do postaci
jednorodnej, tzn.

7
0§(:cy+yz+z:c)(z+y+z)—2zyz§2—7(:c+y+z)3.

Nieréwnos¢ po lewej stronie jest trywialna, poniewaz
jest rownowazna warunkom

ngyz—i—Z:EQy i x,y,2 >0.

sym

Prawa nieréwnosé upraszcza sie do postaci

72303 + 1bxyz — 62:1:2;(; > 0.

cykl sym
Poniewaz
72:1:3 + 1bxyz — 62:1:23/ =
cykl sym
= 22:03 — Zx2y +5(3xyz + Z:c3 — Z:ch),
cykl sym cykl sym

wiec wystarczy wykazaé, ze

22:03 > ZzQy i 3zyz + Z:c3 > ZzQy.

cykl sym cykl sym



Zauwazmy, ze

2) a® =Y @’y = (@ +y?) - Y (@Py+ay?) =

cykl sym cykl cykl
= (@ 4y’ — Py —ay®) > 0.
cykl
Druga nieréwnosé mozemy zapisaé tak:
> w(z—y)(z—2) >0,
cykl

a to jest szczegdlny przypadek nastepujacej
nieréwnosci Schura.

Twierdzenie 2 (Schur). Niech x,y, z beda
nieujemnymi liczbami rzeczywistymi. Wowczas
dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej r

Z:CT(:E —y)(x—2z) >0.

Dowdd. Zadna permutacja trzech zmiennych

nie narusza tej nieréwnosci, wiec mozemy zalozy¢,

ze x >y > z i przeksztalci¢ nieréwnosé do nastepujacej
postaci:

(z =yl (= 2) =y (y — 2)] + 2"(z = 2)(y — 2) 2 0,

w ktorej kazdy wyraz po lewej stronie jest oczywiscie
nieujemny.

Nierzadko przydaje si¢ nastepujacy szczegdlny
przypadek nieréwnosci Schura:

Zx(m —y)(x—2)>0<& 3ayz+ sz > Zx2y.

cykl cykl sym

Oto inne zadanie z Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej, ktére mozna rozwiazac za pomoca
tej nieréwnosci.

Zadanie 3 (Migdz. Olimp. Matem. 2000). Niech

a, b, c beda liczbami dodatnimi, takimi ze abc = 1.
Udowodnié¢ nieréwnosé

() reD)en

Rozwigzanie. Nieréwnos¢ z zadania jest réwnowazna
nastepujacej nierownosci jednorodnej

(a—(abc)1/3 + M) : (b — (abe)'? + @)

b
2/3
-(c — (abe)/? + M) < abe.
a

Podstawiamy: a = 23,b = 33, c = 23, gdzie x,y,2z > 0,
otrzymujac

2 2
(:v?’ — Yz + (my;) ) - (93 — Yz + (:z:yj) )
y z

2
TryYyz
.<23 gt @) < Py,
€T
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To mozna uprosci¢ do postaci nastepujacej

(@®y —y’z +2%0) - (P2 — 22 +a’y)

(22 — 2%y + y?2) < 2y3

3z3y323+2x6y3 > Z‘T4y4z +Zx5y2227

cykl cykl cykl

lub

lub
3(a2y) (y22) (=2%0) + S (@%y)* = 3 (@2y)2(y%),
cykl sym
co juz jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci
Schura.

7 kolei przyklad nieréwnoéci z dodatkowym
warunkiem abc = 1.

Zadanie 4 (Turniej Miast 1997). Niech a, b, ¢ beda
liczbami dodatnimi spelniajacymi warunek abc = 1.
Udowodnié, ze
1 1 1
a+b+1 + b+c+1 +

<1.
ct+a+1—

Rozwigzanie. Nieréwnosé mozemy przedstawic
w nastepujacej postaci

1
a+ b+ (abc)l/3

i b+c+(abc)1/3+
n 1 - 1
c+a+ (abc)l/3 = (abc)l/3”

Podstawiamy: a = 23,b = 33, c = 23, gdzie x,y,2z > 0,
i dochodzimy do nieréwnosci
1 1 1
3 3 T3 3 T3 3
x4y +xyz  Y° +z2°+aryz 2°+x° + Yz

1
< —
T xyz

réwnowaznej nastepujacej

ayzy (2® +y° + ayz)(y® + 2° + ayz) <
cykl

< (2% + P+ ay2) (P + 22+ ay2) (22 + 2 4 yz).

7 tej otrzymujemy nieréwnosé

§ 5569322 .T5y2212,
sym sym

ktora jest szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszego
twierdzenia.

Twierdzenie 3 (R.F. Muirhead). Jesli a1, as, as, by,
ba, b3 sa liczbami rzeczywistymi, takimi ze

a; > ag > az >0,

by > by > b3 > 0,

ap > by,

ai +az > by + ba,

ai + az +az = by + by + bs,

oraz x, ¥, z s liczbami nieujemnymi, to

§ :Calyazza3 > § xblybzzbs.

sym sym



Dowaod. Przypadek 1. by > as :
7 nieréwnoéci
a1 >ar+az—briar > b

wynika, ze
aq Z max(a1 + as — bl, bl),

a wiec
max(ai,as) = a3 > max(aj + az — by, by).

7 kolei z
ay +az —by > by +az — by =az

a1 +az—by >ba > b3
wnioskujemy, ze
max (a1 + az — by, az) > max(be, bs).

Stosujac teraz dwukrotnie twierdzenie 1, mamy

E xal a2 a3 — E ZaS xal az +xa2yal)

sym cykl

>§ Zas ai1+az—by bl +:Cb1 aitaz— bl):

cykl

_ § .Z'bl (ya1+az—b1 298 | yagzal-i—ag—bl) >

Z leh (ybz Zbd + yb3 Zb2 bel b2 bd

cykl sym

cykl

Przypadek 2. by < as :
7 nieréwnosci

3b1 > b1 +ba+bs=a1+ax+a3>by+ax+as

otrzymujemy
by > az +az—b

oraz
a1 > az > by > az +az — by,

a w konsekwencji

max(az,as) > max(by,as + az — by)

max (a1, as + ag — by) > max(by, bs).

Stosujac ponownie dwa razy twierdzenie 1,
dochodzimy do nieréwnosci

ay ,,a2 .a a aa aa
§z1y223f§z1 23+y3 2)

sym cykl

> E 201 (ybl Za2+113—b1 + ya2+a3—b1 Zbl) —
cykl

— E ybl (xal le2+113—b1 + $a2+a3—b1za1) >

cykl

> E ybl ($b2 zbs + xbs Zb2
cykl sym

Ostatnie twierdzenie mozna takze wykorzystaé
do rozwiazania nastepujacego zadania
z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej.
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E xbl b2 b3_

Zadanie 5 (Miedz. Olimp. Matem. 1995).
Niech a, b, c beda liczbami dodatnimi, takimi ze
abc = 1. Udowodnié, ze

1 1 1

> —,
a3(b+c) N b3(c+a) N Ala+b) ~ 2

w

Rozwigzanie. Rownowaznie, mamy udowodni¢
nieréwnosé
1 1 1 3
ad(b+c) * b3(c+a) N c3(a+0b) = 2(abc)4/3"

Przyjmijmy a = 23,b = 3, c = 23, gdzie
x,y,z > 0. Woéwczas nieréwnosé przybiera postaé

1 3
> .
293 3) = QpdydA
s (y3 +23) = 2ztytz

Likwidujac mianowniki, dochodzimy do postaci
nastepujacej:

Zx12 12+22$129923+Z$9y ZGZ

sym sym sym
> 3Z$11y8’25 + 6a5y5 28
sym

lub
(qu 12 an 8 5)
sym sym

JrQ(Zzu 9.3 Zzu 8 5)

sym sym
+(Z$99926_Zx8 8 8)
sym sym

gdzie na mocy twierdzenia 3 kazdy wyraz po lewej
stronie jest nieujemny.

ZADANIA

1. (Miedz. Olimp. Azji i Pacyfiku 1998) Niech a, b, ¢
beda liczbami dodatnimi. Udowodnié, ze

(1+a)(1+b)(1+c) (1+a+b+c)
b c a v abe -
2. (Jugostawia 1987) Niech a i b beda liczbami

dodatnimi. Udowodnié, ze

(a+b)2+i(a+b)2a\/5+b\/ﬁ.

DN =

3. (Miedz. Olimp. Matem. 1998, propozycja)
Udowodnié, ze jesli z,y, z sa liczbami dodatnimi oraz
ryz =1, to

3 y3 23

+90+2) 0T+20+0 O+a0+y) =

e~ w

4. (Wielka Brytania 1999) Liczby rzeczywiste
nieujemne p, g, r spelniaja warunek
p+ q+r = 1. Udowodni¢, ze

T(pq + qr + rp) < 2+ 9Ypqr.



Czy istnieje trdojkat, ktoérego sSrodkowe
zawarte sg w tych trzech prostych?

Oczywiscie istnieje. Oto jak go znalezé (rys. 1).
Na jednej z prostych, powiedzmy k, obieramy
jaki$ punkt P (byle nie punkt przeciecia
wszystkich prostych). Nastepnie odbijamy
symetrycznie [ wzgledem P i znajdujemy
przeciecie otrzymanej prostej z m — oznaczamy
je B. Obraz symetryczny B wzgledem P
nazywamy C'. Wreszcie po przeciwnej stronie O
niz P odkladamy odcinek 2- OP — jego
nienazwany koniec nazywamy A. I pozostawiamy
Czytelnikowi uzasadnienie, ze srodkowe trojkata
ABC sa zawarte w prostych k, [ i m.

- v
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Maia delld

Czy taki tréjkat istnieje 7

Dane sg trzy proste k, [ i m przechodzace przez jeden punkt O.
To bedzie motyw przewodni naszej zabawy.

Rys. 1

Czy istnieje trojkat, ktoérego symetralne
bokéw zawarte sa w tych trzech prostych?

Oczywiscie istnieje. Oto jak go znalezé.
Prowadzimy prosta n prostopadta do jednej

z prostych k, [, m — przewaznie moze to by¢
dowolna z nich, gdy jednak dwie sa prostopadle,
wybraé nalezy jedna z nich (rys. 2, rys. 3).
Niech ta prosta bedzie k. Nastepnie odbijamy
symetrycznie n wzgledem [ i wzgledem m —
przeciecie ich obrazéw nazwijmy A. Jego obrazy
symetryczne wzgledem [ i m (lezace na n —
prawda?) oznaczamy B i C. A Czytelnikowi
zostawiamy uzasadnienie, ze symetralne bokéw
tréjkata ABC to wlaénie proste k, [ i m,

oraz wyjasnienie, po co byly te fanaberie

z prostopadlodcia.



Rys. 4

Czy istnieje trdojkat, ktérego dwusieczne
katéw zawarte sa w tych trzech prostych?

To zalezy od dobrej woli rozwiazujacego
to zadanie. A oto jak przedstawia sie ta — raczej
niecodzienna w matematyce — sytuacja.

Najpierw podam, jak znalezé taki trojkat

(rys. 5). Na prostej k obieramy jaki$ punkt A
(byle nie O) i odbijamy go symetrycznie
wzgledem [ i m. Nastepnie punkty przeciecia
prostej taczacej obrazy punktu A z prostymi [ i m
nazywamy B i C. A Czytelnikowi zostawiamy
uzasadnienie, ze dwusieczne katow trojkata ABC
sg zawarte w prostych k, [ i m.

Czytelnik oczywiscie bez trudu znajduje

to uzasadnienie i wtedy patrzy na kolejny
rysunek, na ktéorym sytuacja jest jakby

troche inna (rys. 6). Po chwili jednak odkrywa,

ze tym razem proste [, m sa — co prawda

— dwusiecznymi, ale katow zewnetrznych
znalezionego tréjkata. I musi tak by¢, albowiem. ..
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Czy istnieje trdojkat, ktorego wysokosci
zawarte sg w tych trzech prostych?

Oczywiscie istnieje. Oto jak go znalezé (rys. 4).
Rysujemy trojkat PQR, dla ktorego proste te
sa symetralnymi bokéw. Srodki bokéw tego
tréjkata nazywamy A, B i C. A Czytelnikowi
zostawiamy uzasadnienie, ze wysokosci trojkata
ABC sa zawarte w prostych k, [ i m.

Rys. 6

Dwusieczne wewnetrznych katéw troéjkata
dziela plaszczyzne na same katy ostre.

I tego juz dowiode sam (bo atwe). Oznaczmy
przeciecia dwusiecznych katow wewnetrznych
tréjkata ABC z przeciwleglymi bokami przez

A, B'"iC" (rys. 7). Gdyby np. kat BOA’ byl
prosty lub rozwarty, to suma katéw OAB i OBA
bytaby co najmniej réwna 90°. Zatem suma katow
CAB i CBA, jako dwa razy wieksza, bytaby

co najmniej réwna 180°. A tymczasem katy te
dopiero z katem ACB daja 180°. Sprzeczno$é,
ktora dowodzi, ze przypuszczenie, iz kat miedzy
dwusiecznymi nie jest ostry, okazuje sie falszywe.

Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2002

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 443, 444

443. Rozwazamy alfabet zlozony z trzech znakdéw:

0, 1, 2. Niech a,, bedzie liczba stéw dlugosci n,

w ktorych nie wystepuje blok 11 ani 22. Niech b,
bedzie liczbg stow dlugosci n, w ktorych nie wystepuje
blok tréjelementowy ztozony z trzech réznych znakdw.
Wykazaé, ze 3a,, = by41.

Zadanie 444 zaproponowal pan Michal Adamaszek
z Ket.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2002

435. Rozwazamy stowa binarne dowolnej dlugosci skonczonej.

Stowo powstale przez napisanie pod rzad trzech identycznych

kopii dowolnego stowa binarnego bedziemy nazywac tréjniakiem.
Okres$lamy operacje dopuszczalne. Kazda taka operacja polega

na rozerwaniu slowa w dowolnym miejscu i wstawieniu w powstata
luke dowolnego tréjniaka (takze dopisanie tréjniaka na poczatku lub
na koncu stowa), badz tez na wykresleniu dowolnego fragmentu

435. Przyporzadkujmy stowu W = cica...cn (¢ € {0, 1})
liczbe

sW)=c +202+303+..4+ncn22jcj.
j=1

Wezmy pod uwage stowo W’ powstale z W przez
wstawienie pomiedzy znaki ci i cx+1 dowolnego tréjniaka
TTT, T =tita...tm:

W’:Cl...thl...tmtl...tmtl...tmck+1...Cn.

Spéjrzmy, jak zmienia si¢ warto$é s(W):

k m m
sW) = jej+ Y (hidt + Y (k+m+ilti+
i=1 i=1

j=1

+ ) (k+2miti+ > (3mes)e; =
i=1

j=k+1
m n

:ﬁwq+§:@hﬁm+&m+f§:3mq.

i=1 j=k+1

Tak wiec s(W') = s(W) (mod 3). To znaczy, ze reszta
z dzielenia s(W') przez 3 jest niezmiennikiem operacji
dopuszczalnych. Poniewaz s(01) = 2, s(10) = 1, nie jest
mozliwe przejscie od stowa 01 do stowa 10.

436. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Dla liczb
x # 0 zachodzi réwnosé

" oy — 102~ (@)

xT
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

444. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D,

E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB,

przy czym proste AD, BE, C'F przecinaja si¢

w jednym punkcie. Prosta E'F przecina okrag opisany
na tréjkacie AEB w punktach E i P, a okrag opisany
na tréjkacie AFC' w punktach F i Q. Udowodnié, ze
punkt A jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
PDQ wtedy i tylko wtedy, gdy odcinki AD, BE, CF
sa wysokoséciami trojkata ABC.

Przypominamy tres¢ zadan:
bedacego tréjniakiem. Startujemy od stowa 01 i wykonujemy ciag

operacji dopuszczalnych. Czy jest mozliwe uzyskanie stowa 107

436. Znalezé wszystkie funkcje rézniczkowalne f:R — R spelniajace
réwnanie

f(2z) = f(z) + 2f'(2z) dlaxeR.

ktora pokazuje, ze funkcja f’ jest ciagla w zbiorze R\ {0}.
Jest tez ciagla w punkcie 0, bowiem we wzorze (1) mozna
przejs$é do granicy (z — 0) w sposéb nastepujacy:

27) — _
a2 [EO =10 -1

— 2f'(0) = £'(0) = £(0).
Zatem f' jest funkcja ciaglta w caltym zbiorze R.

Ustalmy dowolng liczbe zo > 0. Niech A bedzie zbiorem
tych liczb = > 0, dla ktérych f'(z) = f'(x0). Wobec
cigglodci funkcji f jest to zbiér domkniety; jest wiec w nim
liczba najmniejsza «. Przypusémy, ze o > 0. W mysl
twierdzenia Lagrange’a istnieje w przedziale (%oz; a)
liczba £ spelniajaca rownosé

fie - L)~ o)

1
af§a

Otrzymany iloraz jest réwny f'(a), zgodnie ze wzorem (1).
Tak wiec f'(€) = f'(a) = f'(mo), czyli £ € A, wbhrew temu,
ze « jest najmniejsza liczba w zbiorze A. Sprzecznosé
dowodzi, ze a = 0, i wobec tego f'(0) = f'(xo).

Ta réwnoéé zachodzi dla kazdej liczby o > 0. To znaczy,
ze funkcja [’ jest stala na przedziale (0; 00). Analogicznie
wykazujemy, ze jest stala w przedziale (—oo;0). Jest
wiec stata w zbiorze R, czyli f jest funkcja postaci

f(z) = ax + b. Nietrudno sprawdzi¢, ze kazda funkcja
takiej postaci spelnia zadane réwnanie.



Zadania z fizyki nr 340, 341
Redagugje Jerzy B. BROJAN

340. Dwie stacje kosmiczne kraza wokoét Ziemi po orbitach kolowych lezacych
w tej samej plaszczyznie, przy czym zwrot obiegu orbit jest zgodny, a ich
promienie wynosza odpowiednio Ry i 2Ry, gdzie Ry jest promieniem Ziemi
(oczywiscie, w praktyce promien pierwszej orbity musi by¢ nieco wiekszy

Termin nadsylania rozwigzan: ze wzgledu na opdr powietrza). Aby przenie$é si¢ z pierwszej stacji na druga,

31 VIII 2002

kosmonauta wsiada do ,takséwki kosmicznej”, ktéra odlacza sie od pierwszej

stacji 1 rozpedza do predkosci takiej, aby jej orbita siegneta orbity drugiej

stacji (rys. 1); w chwili zblizenia do drugiej stacji kolejne wlaczenie napedu
ytakséwki” powoduje zréwnanie predkosci obu pojazdéw. Oba czasy rozpedzania
ytakséwki” uznajemy za bardzo krétkie w poréwnaniu z okresem obiegu Ziemi
przez ktorakolwiek ze stacji.

a) Ile powinien wynosi¢ przyrost predkosci ,takséwki” przy kazdym wlaczeniu
napedu? Dana jest wartosé¢ I predkosci kosmicznej vy, (predkosci orbitalnej

pierwszej stacji).

b) O jaki kat o powinna wyprzedzaé druga stacja pierwsza w chwili rozpoczecia

Rys. 1 podrézy ,takséwki”, czyli przy pierwszym wlaczeniu silnikéw?
341. Oporno$¢ termistora R [Q] P (W] rysunku 3. Jakie
péiprzewodnikowego 140 1,4 maksymalne napiecie
zalezy od temperatury 100 1.0 mozna przylozyé
wedhug rysunku 2, A\ ’ do termistora, nie
a szybko$é odpltywu 60 0,6 powodujac przy tym
ciepla z termistora zalezy o T [°C] 0.2 -~ T [°C] nieograniczonego wzrostu

AN 2| 0
od temperatury wedhug 20 40 60 80 20 40 60 80 temperatury:

Rys. 2 Rys. 3

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2002

332. Rura sklada si¢ z odcinkéw o érednicach dy i d2, w ktérych
mogy si¢ poruszaé bez tarcia ttoki o masach my i ma (rys. 4).
Poczatkowo drugi tlok byl nieruchomy, a pierwszy poruszajac
si¢ w prawo zaczal sprezac¢ gaz. Jaki warunek muszg spetniaé
wymienione parametry, aby w pewnej chwili drugi tlok osiagnat
energie kinetyczng réwnag poczatkowej energii pierwszego?
Zalozy¢, ze przemiana gazu jest odwracalna.

m

)

d, d,

Rys. 4

332. Ruch ttokéw podlega réwnaniom
m1% = —pbSi, mz% = pSa,
gdzie p jest nadwyzka ci$nienia gazu nad cisnieniem
zewnetrznym, a S1 i S2 — powierzchniami ttokéw. Widzimy,
ze wielkos¢
mivi mav2

S1 Sa
pozostaje stala w czasie ruchu tltokéw, a stad

mi1vU1 o mwi + mwé
St S1 Sy 7

gdzie primy odpowiadaja chwili, w ktorej nastapito

rozprezenie gazu, czyli ponowne wyréwnanie cidnienia

z ci$nieniem zewnetrznym. Zgodnie z zasada zachowania
energii energia kinetyczna ttokéw jest wtedy réwna energii
poczatkowej:

2 12 72
miv] = miv; + Mavy .
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Przypominamy tresé¢ zadan:

333. Na rysunku 5 przedstawiony jest _
schemat pewnej zabawki fizycznej. —
Wewnatrz cylindra wypelnionego e
przezroczystg ciecza plywa szklana —
klepsydra z piaskiem. Poczatkowo klepsydra

jest przy gérnym koncu cylindra; zatem 0
po jego obréceniu znajdzie si¢ na dole -,
i pozostaje tam, podczas gdy piasek w niej g
si¢ przesypuje. Dopiero, gdy przesypie si¢ il
okolo polowy piasku, klepsydra zaczyna _

powoli wyplywaé w goére. Dlaczego
klepsydra poczatkowo pozostaje na dole
i dlaczego zaczyna wyplywad? Rys. 5

Drugi tlok osiagnie maksymalng energie kinetyczna,
jesli v} = 0. Jak nietrudno sprawdzié, warunek ten jest
réwnowazny nastepujacemu:

m_ (&)2 _ (ﬂ)“
ma - SQ - d2 ’
(Inspiracja do opracowania tego zadania byt opis tzw.

dziata gazowego, uzytego przy wytwarzaniu metalicznego
wodoru — zob. Swiat Nauki, sierpieni 2000 .)

333. Gdy wiekszos¢ piasku jest w gérnej komorze
klepsydry, jej pozycja w cieczy jest niestabilna i gdyby
plywala w niej swobodnie, to by si¢ odwrécita o 180°. Stad
wynika pewien nacisk klepsydry na $cianki cylindra (np.
gornej jej czesci w lewo, a dolnej w prawo), a wynikajaca
stad sita tarcia przyczynia si¢ do utrzymania klepsydry
przy dnie. (Takie wyjasnienie nasuneto sie autorowi; by¢
moze Czytelnicy znajda inne, réwnie logiczne.)



Patrz w niebo

Czastki zwyklego gazu wymieniaja si¢ energia i pedem w wyniku zderzen.

Wyobrazenie sobie takiego zderzenia jako zderzenia po prostu dwéch
sprezystych kulek catkiem niezle odpowiada rzeczywistosci. Przy kazdym
zderzeniu laczny ped i energia pary kulek nie zmieniaja sie, niemniej jednak
uktad zawierajacy np. bilion czastek bardzo szybko ewoluuje. Przyczyna
i jest ogromna czestos¢ zderzen czastek gazu w najczesciej spotykanych
' warunkach. Bardzo podobnie zachowuje si¢ ,gaz”, ktérego czastkami sa gwiazdy.

Rozwigzanie zadania F 573.
Oznaczmy przez po ci$nienie

Mechanizm zderzen jest tu caltkiem inny, gdyz gwiazdy dzialaja wzajemnie

atmosferyczne. 7 réwnania Bernoulliego 1@ siebie dalekozasiegowymi sitami przyciagania (a nie krétkozasiegowymi
mamy: sitami odpychania), a jednak ewolucja gazu gwiazdowego przebiega pod wieloma

1 5 2
p—po = —p(vg —v°),
2
zatem

. 2(p—p
’ué: (p — po) +v2,

wzgledami podobnie. Na przyktad w obu przypadkach rozklad predkosci czastek
dazy do rozkladu Maxwella. Oznacza to, ze w stanie réwnowagi najwiecej
czastek ma predkos¢ zblizona do éredniej, a odpowiednio mniej jest czastek

P bardzo powolnych i bardzo szybkich. I tu pojawia sie réznica miedzy gazem

gdzie v jest predkoscig przeplywu gazu
wewnatrz zbiornika.

w naczyniu a zbiorowiskiem gwiazd. Mianowicie ,,gaz gwiazdowy” nie ma
Scianek i dlatego gwiazdy wyjatkowo szybkie moga z danej galaktyki uciec.

Nie ulega watpliwosci, ze w przestrzeni miedzygalaktycznej blaka sie sporo
i gwiazd wyrzuconych z galaktyk w wyniku tego elementarnego zjawiska.

A czy gwiazdy moga powstawaé w przestrzeni miedzygalaktycznej? Na zdrowy

Rozwigzanie zadania F 574.
Ciaglo$é przeplywu masy, przy
zaniedbaniu zmian gestosci gazu, oznacza,

rozum miejsce powstawania wydaje si¢ mniej istotne, najwazniejsze, by gwiazdy
te mialy z czego powstaé¢. Wszystko wskazuje na to, ze gaz miedzygalaktyczny

ze jest zbyt rzadki, by mégt staé¢ sie budulcem gwiazd, chyba ze z innych powoddw

Sv = Spvo.

Jezeli otwor jest bardzo maly, tzn.

So > S, wtedy vp > v i w réwnaniu

na predkosé¢ wyplywu gazu otrzymanym
w poprzednim zadaniu mozemy pomingé

zostal juz zgeszczony. O jednym takim przypadku wspomnieliSmy w Patrz
w niebo w Delcie 9/2001: gwiazdy moga powstaé¢ w strumieniu materii
wyciagnietym z galaktyki dziataniem sil ptywowych galaktyki sasiedniej.
Niedawno wykonane obserwacje tzw. Kwintetu Stephana ujawnily drugi

czton v2. Wtedy wzér na predkosé taki przypadek. Kwintet Stephana to znajdujaca si¢ w Pegazie ciasno

wyplywu przyjmuje postaé:

/2(p = po)
v = _
P

Silta ciggu rakiety wyraza si¢ przez

zgrupowana na niebie piatka galaktyk (NGC 7317, 7318A, 7318B, 7319

i 7320), fizycznie tworzaca wlasciwie kwartet, bo NGC 7320 do zespolu nie
nalezy — znajduje sie w zupelnie innej odleglosci niz pozostata czworka.

Ot6z zdjecie Kwintetu w podczerwieni wykonane przez satelite ISO (Infrared

predkosé wyplywu masy, tzn. jest réwna  Spgce Observatory) ujawnilo obecno$é szostej ,,plamy $wietlnej” nieobecnej

vg dM/dt. Masa gazu wyplywajacego
w czasie dt wynosi dM = pSpvodt, zatem
sila ciggu rakiety wynosi:
o 2
F(‘,iqgu = pr/U[ﬁ

bioragc pod uwage wyrazenie na vg,

na zdjeciach w swietle widzialnym. Drobiazgowe badania wydaja sie swiadczy¢
o tym, ze jest to zgeszczony wskutek ruchu galaktyki NGC 7318B oblok materii
miedzygalaktycznej, ktory $wieci dlatego, ze formuja sie w nim mlode gwiazdy.
Skad ten obtok tam si¢ wzial — to inna sprawa. Na razie nie wiadomo, nasuwa

mamy: sie jednak przypuszczenie, ze roéwniez wyrwany zostal z ktérej$ galaktyki

Feiggu = 2So(p — po)-

(a moze z niejednej) wskutek dzialania sit pltywowych.
Tomasz KWAST

Czerwiec

Gwiazda nowa to przede wszystkim gwiazda
podwdéjna. Jednym z jej skladnikéw jest bialy

karzel, a drugim olbrzym, z ktérego materia, czyli
gltownie wodér, przeplywa na bialego karta. Gdy
uzbiera si¢ go tam dostatecznie duzo, bialy karzel
wybuchowo pozbywa sie go, inaczej mowiac w otoczce
bialego karta nastepuje eksplozja termojadrowa —

i to jest wlasnie rozblysk gwiazdy nowej. Potem

caly cykl powtarza sie, a przynajmniej w to obecnie
wierzymy, gdyz odstep czasu miedzy wybuchami

liczy sie setkami lat. Podobny typ gwiazd, tzw. nowe
powrotne, to takie gwiazdy nowe, ktore wybuchaja

7 mniejsza moca, za to czesciej. Nazwa ta nie jest zbyt
szczesliwa, bo w koncu wszystkie nowe sa ,,powrotne”,
ale akurat u nich zaobserwowano juz w czasach
nowozytnych po kilka rozbtyskéw. Taka gwiazda

jest np. T Korony Pélnocnej, ktory to gwiazdozbior
wieczorem w czerwcu widaé blisko zenitu. Gwiazda ta
w latach 1866 i 1946 zwigkszyta jasnos¢ z 10 mag
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do 2 mag, czyli podczas wybuchu byla jasniejsza niz
alfa tego gwiazdozbioru.

Wenus jest w Raku i $wieci na zachodnim niebie.
Blizej Stonca, w Bliznietach, znajduja sie Mars

i Jowisz, zachodza wiec jeszcze wezedniej niz

Wenus, a Saturn jest za Stoncem i w ogdle go

nie wida¢. Now Ksiezyca wypada 11 VI i nastapi
wtedy obraczkowe za¢mienie Stonca, ale widoczne
we wschodniej Azji, na Pacyfiku, w USA i Kanadzie.
Pelnia bedzie 24 VI i nastapi wtedy pélcieniowe
za¢mienie Ksiezyca. Maksymalna faza wypada okoto
pélnocy, ale za¢mienia poélcieniowe sa wladciwie
niezauwazalne. 12 VI Ksiezyc zakryje Marsa,

ale zjawisko to bedzie widoczne tylko z okolic
arktycznych. 21 VI bedzie przesilenie letnie, czyli
formalnie poczatek lata i zarazem od tej daty dnia
bedzie juz ubywaé. Tego samego dnia nad ranem
mozna prébowaé odszukaé Merkurego, gdyz znajdzie
sie w maksymalnej katowej odlegtosci od Stonca.



l@@ &6 /02 (54)
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O ROWNYCH SUMACH
SZOSTYCH POTEG

Rozwiazania réwnania
(6.3.3) a® + 05+ =d° +ef + f6,
czyli réwne sumy trzech széstych poteg znajdujemy bez
trudu. W liczbach ponizej 100 mamy pie¢ istotnie réznych
rozwiazan:

23% +15% 4+ 10° = 22° + 19° + 36,

67° +37° 4+ 36° = 65° + 52 + 15,

74° 4+ 47° + 336 = 73° 4 545 + 23°,

81° +43° 4 32° = 80° + 55° + 3°,

81° + 50° 4 37% = 78% + 65° + 11°.
Wszystkie powyzsze rozwigzania spetniaja jednoczesnie
réwnanie

(2.3.3) A+ =d? 4 e+ R
Sposréd 60 rozwiazan réwnania (6.3.3) w liczbach
mniejszych od 1000 az 46 spelnia réwnanie (2.3.3).
Najmniejszym rozwiazaniem réwnania (6.3.3), ktére
nie spelnia réwnania (2.3.3), jest
138° 4 62° + 25° = 135° + 92° + 82°.
Roéwnanie (6.3.3) ma nieskonczenie wiele rozwigzan
pierwotnych w liczbach catkowitych dodatnich, gdyz znane
sa rozwigzania parametryczne tego réwnania. Z rozwigzan
303° +185° 4 124° = 300° + 211° + 83°,
300° + 211° + 125° = 289° + 249° + 68°
otrzymujemy
303° + 185° +125° + 124° = 300° + 211° + 125° + 83° =
= 289° +249° + 83° + 68°,
co pozostaje prawda po zmianie wyktadnika 6 na 2.
Odnotujmy réwniez
30" + 25" + 16" + 7" = 29" + 27" + 14" + 8"

dlan=1,2,6,
25" 4+ 21" + 16™ + 2" = 24" + 23" + 14" + 5"
dlan =2,4,6,

82" + 63" + 61" + 15" + 9" = 81" + 69" + 55" 4+ 18" + 7"
dlan=1,2,3,6,
17" 4+ 14™ + 12" 4 5™ + 4™ = 16™ + 16™ + 10™ + 7" + 3"
dlan=1,2,4,6,
T0™ 4 64" + 47" 4+ 24" + 23" + 11" =
= 68" + 67" +44™ + 31" + 15" + 14"
dlan=1,2,3,4,6,
84™ + 70" + 68" + 39" 430" + 11" + 1" =
= 81" + 79" 456" + 50™ 4 19" + 18"
dlan=1,2,3,4,5,6.
Nie jest znany rozklad széstej potegi na sume szesciu
szostych poteg, mamy jednak

(6.1.7) 1141° = 1077° 4 894° + 702 + 4745 4 402° + 234° + 74°.

Warto przytoczy¢ tez
(6.2.5) 11175 +770° = 1092° + 861° + 602° + 2125 + 845.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (30)

Zadanie: W tréjkacie ABC srodek okregu opisanego,
wierzcholek C oraz srodek boku AB leza na jednej prostej.
Dowies¢, ze trojkat ABC' jest réwnoramienny.

Rozwigzanie: Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC, a S $rodkiem boku AB (zob. rysunek).
Woéwcezas AO = BO, czyli trojkat ABO jest réwnoramienny
i jego srodkowa OS jest zarazem jego wysokoscig. Skoro
prosta OS jest prostopadta do boku AB, to takze
srodkowa C'S tréjkata ABC jest jego wysokoscia, skad

AC = BC.

DWIE HIPOTEZY (1)

Hipoteza: Wéréd dowolnych 65000 kolejnych liczb
naturalnych liczby pierwsze stanowig mniej niz 10%.

Argumenty na poparcie hipotezy:

Doswiadczenie uczy, ze liczby pierwsze najgesciej
upakowane sa na samym poczatku. Doktadniej, mozna
uwierzy¢, ze wéréd kolejnych N liczb naturalnych nie moze
by¢ wiecej liczb pierwszych niz wérdd liczb od 2 do N + 1.

Dwie liczby pierwsze mozemy znalezé wsréd dwéch
kolejnych liczb: 2 i 3. Nigdzie dalej w ciagu liczb
pierwszych nie jest tak dobrze — w najlepszym razie
znajdujemy dwie liczby pierwsze wsrod trzech kolejnych
liczb naturalnych (liczby pierwsze blizniacze).

Trzy liczby pierwsze znajdujemy wsrod czterech kolejnych
liczb: 2, 3,4, 5. Potem wéréd pieciu: 3,4, 5,6, 7. Nigdzie
dalej wérod szesciu kolejnych liczb nie znajdziemy trzech
liczb pierwszych, trzeba wziaé siedem kolejnych liczb, aby
mie¢ nadzieje na to, ze trzy z nich sa pierwsze.

Wiréd 30 kolejnych liczb 2,3, ...,31 jest az

11 liczb pierwszych. Wsréd 30 kolejnych liczb,

z ktoérych najmniejsza jest wigksza od 5, az 22

sa podzielne przez 2, 3 lub 5, moze by¢ wiec

co najwyzej 8 liczb pierwszych — np. liczby pierwsze
1277,1279, 1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303 mieszcza si¢
wsrod 30 kolejnych liczb.

Jesli wiec wierzyé w powyzsze argumenty, nalezy

przyjaé, ze wéréd dowolnych 65000 kolejnych liczb
naturalnych jest nie wiecej liczb pierwszych niz wsréd

liczb 2,3,4,...,65001. A tu liczb pierwszych jest doktadnie
6493, czyli mniej niz 10%.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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LIIT OLIMPIADA MATEMATYCZNA 2001/2002
ZAWODY II STOPNIA (2223 lutego 2002)

1. Dana jest taka funkcja f: R — R, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodza rownosci
f(@) = ) = f(1—=).

Dowiesé, ze funkcja f jest okresowa.

2. W czworokacie wypuklym ABCD zachodza réwnosci
XADB =2 XACB oraz <BDC =2 <BAC.
Udowodnié, ze AD = CD.

3. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata sze$¢ komisji.
W sktad kazdej z nich wchodzi nie mniej niz n/4 oséb.
Dowiesé, ze istnieja dwie komisje oraz grupa liczaca nie
mniej niz n/30 oséb, nalezacych do obu tych komisji.

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie trojki liczb pierwszych
p<qg<r, ze liczby

pa+r, pa+r gr+p, qr+p, rp+a, rp+q
sa pierwsze.

5. Tréjkat ABC, w ktérym < BAC = 90°, jest podstawa
ostrostupa ABCD. Ponadto zachodzg réwnosci

AD = BD oraz AB=CD.
Udowodnié, ze < AC'D > 30°.
6. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze dla

dowolnych liczb rzeczywistych x1,z2,...,%n, Y1,Y2,---,Yn
zachodzi nieréwnosé

T1T2 ... Tn +Y1Y2 .. . Yn<

SV + 3 13+ y3 /2yl

ZAWODY III STOPNIA (3-4 kwietnia 2002)

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki liczb naturalnych
a, b, ¢, ze liczby a? + 11 b% + 1 sg pierwsze oraz

(@®+ 1) +1)=c+1.

2. Na bokach AC' i BC tréjkata ostrokatnego ABC
zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, prostokaty
ACPQ i BKLC o réwnych polach. Udowodnié, ze srodek
odcinka PL, punkt C oraz srodek okregu opisanego

na tréjkacie ABC leza na jednej prostej.

3. Na tablicy sg napisane trzy nieujemne liczby caltkowite.
Wybieramy z tej trojki dwie liczby k, m i zastepujemy

je liczbami k 4+ m i |k — m/|, a trzecia liczba pozostaje

bez zmiany. Z otrzymang tréjka postepujemy tak samo.
Rozstrzygnaé, czy z kazdej poczatkowej tréjki liczb

catkowitych nieujemnych, kontynuujac to postepowanie,
mozna otrzymac trojke, w ktorej co najmniej dwie liczby
sa zerami.

4. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n >3 i dla
kazdego ciggu liczb dodatnich x1,xo,. .., x, zachodzi
co najmniej jedna z nieréwnosci

n xT; n n xX; n
E L — > -, E - > =
i=1 Ti+1 + Tit2 2 i=1 Ti—1+ Ti—2 2

(przyjmujemy Tn4+1 = &1, Tn42 = T2 Oraz To = Tn,
L1 = Tn-1).

5. W przestrzeni dany jest trojkat ABC oraz sfera s
roztaczna z plaszczyznag ABC. Przez kazdy z punktow
A, B, C poprowadzono prosta styczna do tej sfery. Punkty



stycznosci oznaczono odpowiednio K, L, M. Punkt P lezy

na sferze s i spetnia warunki

AK BL CM

AP BP CP’
Udowodnié, ze sfera opisana na czworoscianie ABCP jest
styczna do sfery s.

6. Dana jest liczba naturalna k. Okreslamy ciag (an)
wzorami

a1 =k+1, an+1:ai—kan+kdlan>1.
Wykazaé, ze jezeli m # n, to liczby am 1 an sa wzglednie
pierwsze.

Koncowa klasyfikacja

Nagrody stopnia pierwszego

Pawel PARYS (36 pkt.), kl. IV, LO im. Stanistawa Staszica
w Tarnowskich Gérach (nauczyciele: Dariusz Nowak i Jézef
Kalinowski).

Marcin PILIPCZUK (86 pkt.), kl. III, XIV LO im. Stanistawa

Staszica w Warszawie (nauczyciele: Agnieszka Katamajska, Michat

Krych, Leszek Sidz, Jakub Wojtaszczyk i Piotr Przytycki).

Wojciech CZERWINSKI (85 pkt.), kl. IV, XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciele: Wojciech
Boratynski, Jerzy Konarski i Jakub Wojtaszczyk).

Michat JOZWIKOWSKI (35 pkt.), kl. IV, XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciele: Jerzy Konarski,
Wojciech Boratynski i Edward Stachowski).

Roman LOMOWSKI (385 pkt.), kl. IV, VI LO im. Jana
i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy (nauczyciele: Henryk
Pawtlowski, Lev Kourliandtchik i Anna Karaszewska).

Jarostaw WRONA (34 pkt.), kl. IV, I LO im. Mikolaja
Kopernika w Kro$nie (nauczyciel: Andrzej Bysiewicz).

Nagrody stopnia drugiego

Michat LASON (30 pkt.), kl. IIT, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cieciwa, Ryszard Gruca
i Mieczystaw Jedrzejowski).

Krzysztof DZIOLAK (29 pkt.), kl. IV, I LO im. Stanistawa
Dubois w Koszalinie (n.: Pawel Rudecki).

Nagrody stopnia trzeciego

Kamil DUSZENKO (26 pkt.), kl. II, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu (n.: Bozena Inglot).

Mateusz MICHALEK (26 pkt.), kl. II, V LO im. Augusta

Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka, Ryszard Gruca

i Tomasz Michalek).
Aleksander ZABLOCKI (26 pkt.), kl. III, IV LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Toruniu (n.: Zbigniew Bobiriski i Maria Kobus).

Karol CWALINA (24 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie (n.: Wojciech Boratynski, Jerzy Konarski,
Edward Stachowski, Jakub Wojtaszczyk i Kazimierz Cegietka).

Krzysztof GRYGIEL (24 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie (n.: Jerzy Konarski).

Jakub HERCZYNSKI (24 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Stanistawa

Staszica w Warszawie (n.: Jerzy Konarski, Wojciech Boratynski
i Edward Stachowski).

Witold REBACZ (24 pkt.), kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cieciwa, Zdzistaw Pogoda,
Mieczystaw Jedrzejowski, Witold Jarnicki, Grzegorz Kapustka

i Michal Kapustka).

Wojciech SAMOTILJ (24 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu (n.: Wiestaw Suchocki i Cezary Urban).
Lech STAWIKOWSKI (24 pkt.), kl. II, III LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu (n.: Augustyn Kaluza, Zbigniew
Romanowicz i Rafatl Kulik).

Bartosz WALCZAK (24 pkt.), kl. ITII, V LO im. Augusta

Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cieciwa, Mieczyslaw
Jedrzejowski i Ryszard Gruca).

Barttomiej ROMANSKI (23 pkt.), kl. II, XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie (n.: Wiktor Bartol i Jerzy
Bednarczuk).

Robert PISZCZATOWSKIi (22 pkt.), kl. IV, I LO im. Adama
Mickiewicza w Bialymstoku (n.: Zofia Parchanowicz).

Wyréznienia
Pawel JANUSZEWSKI (20 pkt.), kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cieciwa, Zdzistaw Pogoda
i Mieczystaw Jedrzejowski).
Marek MISZTAL (20 pkt.), kl. IV, II LO w Konskich (n.: Adam
Kowalczyk).
Maciej BRYNSKI (19 pkt.), kl. IV, I LO im. Jana Smolenia w Bytomiu
(n.: Halina Pasieczna i Jézef Kalinowski).
Kamil FABER (19 pkt.), kl. III, XIV LO im. . Stanistawa Staszica
w Warszawie (n.: Waldemar Patuba, Jakub Wojtaszczyk, Edward
Stachowski i Tomasz Zukowski).
Piotr DANILEWSKI (18 pkt.), kl. II, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka i Ryszard Gruca).
Joanna DOMAN (18 pkt.), kl. IV, IX LO im. Karola Libelta w Poznaniu
(n.: Ryszard Doman).
Pawel GAWRYCHOWSKI (18 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu (n.: Wieslaw Suchocki, Cezary Urban, Artur Jez
i Mateusz Kwasnicki).
Tomasz KAZANA (18 pkt.), kl. IV, VIII LO im. Wiladystawa IV
w Warszawie (n.: Grazyna Czenskowska i Iwona Kazana).
Tomasz KAZIMIERCZUK (18 pkt.), kl. III, I LO im. Mikolaja
Kopernika w Kroénie (n.: Ewa Wierdak).
Andrzej KOSNIKOWSKI (18 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu (n.: Stanistaw Bus i Zbigniew Romanowicz).
Krzysztof KULEWSKI (18 pkt.), kl. II, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie (n.: Wiktor Bartol i Jerzy Bednarczuk).
Jakub EOPUSZANSKI (18 pkt.), kl. IV, III LO im. Adama Mickiewicza
we Wroctawiu (n.: Augustyn Kaluza, Hanna Garuga i Przemystaw
Szczepaniak).
Krzysztof NALEWAJKO (18 pkt.), kl. IV, LO im. Jana Bazynskiego
w Ostrédzie (n.: Anna Dmitruk).
Piotr POWALOWSKI (18 pkt.), kl. IV, V LO przy Lubuskim Osrodku
Doskonalenia Nauczycieli w Zielonej Gérze (n.: Dorota Krassowska).
Marek RAMS (18 pkt.), kl. IV, Katolickie LO oo. Pijaréw w Krakowie
(n.: Wactaw Tomala, Witold Jarnicki, Michal Kapustka, Grzegorz
Kapustka i Krzysztof Reczek).
Jerzy SODZAWICZNY (18 pkt.), kl. IV, I LO im. Edwarda
Dembowskiego w Gliwicach (n.: Malgorzata Urgacz).
Przemystaw UZNANSKI (18 pkt.), kl. ITI, III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni (n.: Wojciech Tomalczyk i Witold Zakrzacki).
Karol WRONSKI (18 pkt.), k. IV, VI LO im. Wactawa Sierpinskiego
w Gdyni (n.: Irena Hofman-Kotewa).
Maksymilian HUMPICH (17 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie (n.: Jerzy Konarski, Wojciech Boratynski, Jakub
Wojtaszczyk i Piotr Przytycki).
Michat KORCH (17 pkt.), kl. III, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie (n.: Agnieszka Kalamajska, Leszek Sidz, Michal Krych,
Jakub Wojtaszczyk, Wojciech Tomalczyk i Piotr Przytycki).
Aleksandra KWIATKOWSKA (17 pkt.), kl. III, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu (n.: Wiestaw Suchocki, Artur Jez i Mateusz
Kwagnicki).
Marcin MICHALSKI (17 pkt.), kl. III, III LO im. Marynarki Wojennej
RP w Gdyni (n.: Wojciech Tomalczyk i Witold Zakrzacki).
Jarostaw PASZEK (17 pkt.), kl. IV, III LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni (n.: Wojciech Tomalczyk, Witold Zakrzacki i Gerard Paszek).
Michat STAROMIEJSKI (17 pkt.), kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Ryszard Gruca, Janina Klapyta i Pawet
Walter).
Marcin SUSZCZEWICZ (17 pkt.), kl. II, XIII LO w Szczecinie (n.: Beata
Bogdanska i Adam Neugebauer).
Grzegorz SZUBA (17 pkt.), kl. IV, I LO im. Barttomieja Nowodworskiego
w Krakowie (n.: Jacek Bagifiski, Grazyna Komarzyniec, Teresa
Markiewicz, Leszek Pienigzek, Jacek Dymel, Witold Jarnicki i Grzegorz
Kapustka).
Wiktor TOMCZAK (17 pkt.), kl. IV, I LO im. Mikotaja Kopernika
w Gdansku (n.: Andrzej Danke).
Jan ZANKOWSKI (16 pkt.), kl. IV, IV LO im. Tadeusza Koéciuszki
w Toruniu (n.: Henryk Pawlowski).



1. Planetoidy — drobne ciata Ukladu Stonecznego —
maja rézng strukture wewnetrzng. Czes¢ z nich stanowi
konglomerat wielu elementéw spojonych jedynie sitami
grawitacji. SporzadZ wykres zaleznosdci minimalnych
okreséw rotacji takich planetoid od ich Sredniej gestosci,
w zakresie od 2500 do 3500 kg/m?. Upraszczajaco
przyjmij, ze planetoidy maja ksztalt sferyczny.

2. Podczas catkowitego za¢mienia Ksiezyca obserwator

na Ziemi moze widzie¢ nad horyzontem Storice lub Ksiezyc.

Czy sa tacy obserwatorzy, ktorzy w fazie catkowitego
zanurzenia Ksiezyca w stozku cienia Ziemi nie widza nad
horyzontem zadnego z tych cial niebieskich. Czy sa tacy,
dla ktérych w takiej sytuacji obydwa te ciala niebieskie
w calo$ci znajduja sie nad horyzontem.

Przedyskutuj ten problem dla obserwatora na ladzie i na
morzu.
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ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (druga seria)

3. Pewnego dnia 1854 roku zaglowiec kliper ,,Champion
of the Seas” znajdowal si¢ na pétkuli potudniowej ptynac
bardzo szybko w sztormie. Udalo sie jednak okresli¢ jego
pozycje geograficzng z pomiaru gérowania Stonca. Udato
sie rowniez okredli¢ pozycje z nastepnej kulminacji, ktora
nastapita 23 godziny i 17 minut pdzniej. Log (przyrzad
do pomiaru przebytej przez statek drogi) wskazat
przebycie miedzy tymi kulminacjami fantastycznej dla
zaglowca odlegtosci 465 mil morskich (wykazywanej wsrod
rekordowych przebiegéw dobowych zaglowcéw). Zakladajac
kierunek zeglugi wzdtuz réwnoleznika i pomijajac zmiany
wartosci rownania czasu oblicz szeroko$é geograficzna

na jakiej odbywala sie zegluga.

Uwaga. 1 mila morska to z definicji jedna minuta szerokosci
geograficznej lub inaczej odlegto$¢ dwdch punktéw na potudniku
réznigcych sie o jedna minute szerokosci geograficznej.

W rozwigzaniu zakladamy kulisto§¢ Ziemi.

4. Oméw pojecie liczby Wolfa, I | I || Iv |V |VI|VI|VIIlIX| X | XI |XII
krétko opisz do czego jest stosowana 1999.| 67,9| 64,6/ 70,3| 64,6 {100,9|150,2{119,9] 97,9| 74,9|118,7|131,9| 88,6
i jakie dotad dzieki niej uzyskano

"y c 2000.| 93,3|116,3|140,7| 121,4|119,8|124,1|163,2|121,1{101,3| 95,3/106,2|103,0
wyniki. Tabela podaje miesigczne
érednie liczby Wolfa z lat 1999-2001: 2001.| 96,7| 85,1|117,3| 110,9| 94,0{131,8| 79,7|109,2

Przeanalizuj te dane pod katem stanu aktywnosci stonecznej w tym czasie.

ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Czy ze stacji badawczej im. Arctowskiego, polozone;j

w miejscu o wspétrzednych geograficznych ¢ = 62,2° S,

A = 58,5° W, mozna ogladaé¢ program telewizji satelitarnej
nadawany z satelity geostacjonarnego znajdujacego sie nad
potudnikiem 15° E?

Zaléz, ze Ziemia jest kula, a program mozna odbieraé
w tych miejscach, dla ktérych satelita znajduje sie ponad
horyzontem astronomicznym.

Jako dane przyjmij: pierwsza predko$é¢ kosmiczna
v =17,9 km/s, promief Ziemi R = 6400 km
i dobe gwiazdowa P = 23"56™.

2. Jasno$¢ bolometryczna gwiazdy zmiennej fizycznie
waha si¢ w ciggu okresu o Am = 0,8™. Przyjmujac, ze

w momencie minimum jasnoéci gwiazda ma temperature
efektywna 77 = 2000 K, a w momencie maksimum jasnosci
Ty = 2800 K wyznacz dla tych momentéw procentowsa
zmiane promienia.

3. W oddzialywaniach jadrowych wazng role spelniaja
neutrina. W szczegdlnosci powstaja one w duzej ilosci

w trakcie ewolucji gwiazd, zaréwno ciggu gtdéwnego,

jak i w ostatnich etapach ewolucji np. w gwiazdach
neutronowych. Opisz jak wyglada ruch neutrina z centrum
Stonca do jego powierzchni oraz analogiczny ruch

w przypadku gwiazdy neutronowej o tej samej co

Stonice masie i promieniu réwnym 10 km. Odpowiedz

(w $wietle tego opisu), czy i w jakim przypadku nalezaloby
uwzgledni¢ neutrina przy obliczaniu cisnienia wewnatrz
gwiazdy.

Zaléz, ze zarowno w Stoncu, jak i w gwiezdzie neutronowej
neutrina rozpraszajg sie gtéwnie na nukleonach.
Prawdopodobienistwo oddzialywania neutrin z nukleonami
opisane jest przekrojem czynnym, ktéry mozna uwazaé

za staty i réwny o = 107*% m?. Oddzialywania neutrin

z innymi czastkami mozna pominac.

Przyjmij, ze masa i rozmiary Slonca wynoszg odpowiednio
2-10%° kg i 7-10° km oraz zaldz, ze gestoéé gwiazdy
neutronowej i Stonca sa state. Czy w $wietle faktu, ze

gestosé w centrum Stonca nie przekracza 160 g/cm?’,
to ostatnie zalozenie jest istotne?

Potrzebne state uniwersalne odszukaj samodzielnie.

Wskazéwka. Oszacuj srednig droge swobodng neutrina w materii
cial obu typow.

Srednia droga swobodna, to $rednia odlegtoéé jaka pokona
neutrino miedzy reakcjami. Jest ona opisana wzorem:

Ty = vl gdzie N jest liczba czastek rozpraszajacych

w jednostce objetosci.



4. Zmiany polozen na sferze niebieskiej sktadnikow
gwiazdy fizycznie podwéjnej wywotane sg wzajemnym
ruchem obiegowym gwiazd oraz ruchem $rodka masy
uktadu w przestrzeni. Na rysunku 1 linig przerywana
wykreslono zmiany potozen sktadnika A, natomiast linia
wykropkowana — sktadnika B. Dla wybranych lat

1755 . e
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zaznaczono wzajemne usytuowanie obu gwiazd. Metoda
graficzng wyznacz mimosréd keplerowskiej orbity
sktadnika B wokot sktadnika A oraz okres obiegu i moment
przejscia sktadnika B przez peryastron.

Wskazéwka. Na podstawie danych wynikajacych z rysunku
mozna skonstruowaé rzut orbity keplerowskiej na sfere niebieska.

1835 7
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ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Gwiazda zaé¢mieniowa o identycznych sktadnikach,

z ktorych kazdy ma mase 1 Mg i o okresie zmian jasnosci
P, = 0,750000 doby, tworzy uktad fizycznie podwdjny

z inng gwiazda o masie 1,8 M, znajdujaca sie w odlegtosci
a =5,7 AU.

Jak beda si¢ zmienialy obserwowane momenty miniméw
gwiazdy za¢mieniowej wzgledem efemerydy liniowej

Tobl:To+Pz'E7

gdzie E jest liczba catkowita, a T, — wybranym momentem
poczatkowym? Przyjmij, ze wszystkie gwiazdy poruszaja
sie po orbitach kotowych w tej samej plaszczyznie.
Obliczenia przeprowadz w uktadzie zwigzanym ze srodkiem
Stonca.

2. W centrach galaktyk znajduja si¢ duze masy
rejestrowane dzigki analizie predkosci obiegajacych je
gwiazd. W szczegdlnosci, w centrum Mlecznej Drogi
znajduje sie masa o wartosci réwnej 2,6 - 10° mas Stonca.
Zwykle uwaza sie, ze takie masy sa w formie czarnych
dziur. Byé moze nie jest to jedyna mozliwosé. Jedna

z konkurencyjnych hipotez jest koncepcja, ze taka masa
moze by¢ kula neutrin. Okazuje sig, ze jeden z modeli
teoretycznych przewiduje istnienie pewnego rodzaju
neutrin, tzw. neutrin sterylnych, ktére mogtyby tworzy¢
kule o masach rzedu milion6w mas Stonca i rozmiarach
zgodnych z wynikami pomiaréw astronomicznych.
Koncepcja jest o tyle obiecujaca, ze dos¢ tatwo mozna
ja bedzie w ciagu najblizszych lat zweryfikowaé. Wedlug
niej neutrino sterylne rozpada si¢ bowiem na dwa takie
same kwanty gamma i jedno ze zwyklych neutrin,

przy czym prawie cala energie spoczynkows neutrina
sterylnego unoszg kwanty gamma. Jezeli wiec stwierdzi
sie przewidywany rodzaj promieniowania, bedzie mozna
te koncepcje potwierdzi¢. Wprawdzie rejestracja tych
kwantéw jest (uzywajac przyrzadéw umieszczonych

na orbicie) dosé tatwa i da si¢ zarejestrowaé nawet
strumien rzedu 107'% W/m?, to jednak nalezy si¢ liczy¢
z tym, ze w wyniku pochlaniania w materii otaczajacej
centrum Galaktyki, w okolice Ziemi dociera co najwyzej
co tysieczny kwant. Oszacuj, ile powinien wynosié¢ pétokres
zycia neutrin sterylnych, aby hipoteza o kuli neutrinowej
byta mozliwa do weryfikacji obserwacyjnej. Odlegtosé

v

do centrum galaktyki wynosi 28 tysiecy lat $wietlnych,
a przewidywana masa neutrin sterylnych ok. m = 15 keV.
Proces rozpadu czastek opisany jest wzorem
In2

NfNoexp(f - t),
gdzie N i Ny sa odpowiednio aktualng i poczatkowa liczba
czastek, t jest czasem, a T' — okresem poétrozpadu. Zaldz,
ze rozwazana neutrinowa kula jest na tyle ,zimna”, by jej
masa byta bliska sumie mas tworzacych ja czastek.

Uwaga. Jest zupelnie oczywiste, ze neutrino sterylne musi

mieé okres pélrozpadu co najmniej rzedu wieku Wszechswiata
— w przeciwnym przypadku obiekt nie bylby wystarczajaco
trwaly, by do teraz istnie¢ w Galaktyce. Tym samym, w matych
przedzialach czasu N = Ny, lub inaczej exp(—% t), co moze
znacznie utatwié¢ rachunki.

3. Pod wptywem duzych pél grawitacyjnych promienie
$wietlne odchylaja sie. Teoretycznie mozliwe jest
zaobserwowanie podwdjnych obrazéw gwiazd wskutek
istnienia czarnej dziury miedzy obserwatorem a gwiazda.
Sprébuj oszacowaé przydatno$é praktyczna tej metody
do odkrycia hipotetycznej czarnej dziury o masie Stonca
w odlegtosci 1 roku $wietlnego od nas.

obserwator

czarna
dziura

Uwagi:
Co L . 2R,
e ugiecie p promienia wynosi p = —,
gdzie R, — promien grawitacyjny czarnej dziury,
e jasno$¢ I obrazu gwiazdy powstalego wskutek
zakrzywienia $wiatta w polu czarnej dziury dana jest
wzorem: (£)2

B

a7 —— '107
2% — 1]

gdzie Ip — jasno$¢ gwiazdy niezaburzona, pozostale
symbole z powyzszych uwag wyjasnia rysunek,

e rozwigzanie utatwiag rachunki przyblizone, stosowane
dla matych katow.
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Rvs. 2 49°00’ N
s dniu 2002 roku.

Potrzebne dane liczbowe
wyszukaj samodzielnie.

5. Ogladamy widok nieba
z pokladu sztucznego
satelity Ziemi w jakims

Korzystajac z udostepnionych materialéw, okresl z mozliwie
najwiekszg dokladnoscig date oraz odlegtosé sztucznego satelity

od Ziemi w momencie obserwacji.

6. Tabelka podaje przewidywane dane dotyczace przelotéw
niektérych sztucznych satelitow Ziemi, ktére mozna bedzie
dostrzec z tarasu naszego obserwatorium astronomicznego, dzisiaj

w godzinach 19.00-19.45.

Na schematycznej mapce (rys. 3) nieba zaznacz te czesci toréw
satelitéw, ktére uda Ci sig¢ zaobserwowaé gotym okiem oraz podaj

choé¢ jeden moment przejscia satelity przez jakis charakterystyczny

uktad gwiazd lub w poblizu zidentyfikowanych przez Ciebie cial
niebieskich. Na mapce jest pokazany przewidywany tor jednego

-
Ursa Major LCamelopardals

A Berenices

4. Jakie warunki powinny by¢ spelnione, aby podczas gérowania Ksiezyca obserwator
znajdujacy si¢ na terenie Polski widziatl Ksiezyc na minimalnej wysokosci.
Oblicz wartoé¢ tej minimalnej wysokosci
z dokladnoscig do jednej
minuty katowej (rys. 2).

Triaﬁum
PargedsHang um

Aries

ze stabszych satelitéw Okean 1-7. Rys. 3
Jasnosé Pojawienie sie satelity Najwieksza wysokos$é satelity
Nazwa (w yvielk. moment wysokosé Kierunek moment wysokosé Kierunek
gwiazd.) (CSE) w stop. (CSE) w stop.

Kosmos 2367 2,6 19" 06™ 10 WSW 19 10™ 43 NW
Kosmos 1151 Rakieta 3,9 19k o7 10 N 19k 11m 58 ENE
Kosmos 426 Rakieta 3,8 19h ogm 10 NNW 19h 12m 59 ENE

UARS 3.8 19 o9™ 10 NW 19h 13m 37 NNE
Okean 1-7 4,3 19" og™ 10 N 190 14™ 67 ENE
Kosmos 1862 Rakieta 4,3 19 10™ 10 N 19 15™ 65 ENE
Lacrosse 4 Rakieta 2,5 19k 15m™ 10 NwW 19h 20m 81 WSW
Okean O Rakieta 3,8 19h 26™ 28 ENE 19h 26™ 28 ENE
Meteor PRIRODA 4.3 19h 42m 54 SSE 19h 43m 80 ENE
Meteor 1-31 Rakieta 3,9 19h 43™ 31 S 19h 45™ 75 WSW
Koncowa klasyfikacja
Laureaci Pozostali uczestnicy finalu

I miejsce Aleksander SADOWSKI, kl. IV, I LO im. Ziemi
Kujawskiej we Wloctawku (nauczyciel i opiekun przygotowujacy
do olimpiady: mgr Mariusz Sobczak).

II miejsce Krzysztof NALEWAJKO, kl. IV, LO im. Jana
Bozynskiego w Ostrédzie (nauczyciel i opiekun przygotowujacy
do olimpiady: mgr Ryszard Dakowski).

III miejsce Tomasz TYRANOWSKI, kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel i opiekun przygotowujacy
do olimpiady: Teresa Mach).

IV miejsce Piotr GUZIK, kl. II, I LO im. Mikotaja Kopernika
w Krosnie (nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr inz. Grzegorz Depczyniski).

Finalisci
V miejsce Przemystaw KLIS, kl. IV, Zesp6t Szkét Mechaniczno—
Elektrycznych w Zywcu (nauczyciel i opiekun przygotowujacy
do olimpiady: mgr Bozena Piatek).
VI miejsce ex aequo
Krzysztof BARCZYNSKI, kl. III, LO im. Bolestawa Chrobrego
w Pszczynie (nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Cezary Filipiuk).
Radostaw MAKSYM, kl. ITI, XLI LO im. Joachima Lelewela
w Warszawie (nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Kazimierz Piotrowski).

Mariusz FIRSZT, kl. III, VIII LO im. Marii Sktodowskiej—Curie
w Katowicach;

Bartosz FORNAL, kl. ITI, I LO im. Bartlomieja
Nowodworskiego w Krakowie;

Yukasz GLOWACK]I, kl. IV, I LO im. Juliusza Stowackiego
w Skarzysku-Kamiennej;

Michat HARASIMOWICZ, kl. II, I LO im. Tadeusza Kosciuszki
w Legnicy;

Piotr KOKOCKI, kl. II, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki

w Toruniu;

Fukasz KRYSIAK, kl. II, V LO w Piotrkowie Trybunalskim;
Dawid LUSZCZKI, kl. 111, II LO im. Putkownika Leopolda
Lisa—Kuli w Rzeszowie;

Michat PELCZAR, kl. III, V LO w Bielsku—Bialej;

Pawel PUTERLA, kl. IV, II LO im. Mikolaja Kopernika

w Mielcu;

Rafal SAMBORSKI, kl. IT, I LO im. Bolestawa Chrobrego

w Piotrkowie Trybunalskim;

Piotr STANKIEWICZ, kl. IV, II Spoteczne LO w Warszawie;

Pawel WOLAK, kl. IV, I LO Collegium Gostomianum
w Sandomierzu.



1. Nad elektroniczng waga zwisa swobodnie jednorodny
sznurek o masie M = 0,01 kg i dtugoéci L = 1 m. Jego
koniec dotyka szalki wagi. Sznurek jest wiotki, to znaczy
zmiana jego ksztaltu nie wymaga wykonania pracy.

W pewnym momencie sznurek puszczono i zaczal on
spadaé¢ w taki sposob, ze jego czesé znajdujaca sie

nad szalkg byta stale pionowa. Jakie byto maksymalne
wskazanie wagi? Zaléz, ze waga bez opdznienia wskazuje
aktualny nacisk na szalke.

2. Pewna prébka zawiera gazowy tlen w postaci

czasteczek O skladajacych si¢ z dwoch atoméw 6O
(czasteczki A) lub jednego atomu '°O i jednego atomu *O
(czasteczki B). Liczbe czasteczek zbudowanych z dwéch
atoméw #O mozna zaniedbaé.

Prébke podgrzano do wysokiej temperatury, tak by zaczela
wydzielaé gaz, a nastepnie wyznaczono zalezno$é¢ od czasu
wielkosci r(t) = Anp/Ana, gdzie Ana (Ang) oznacza
liczbe czasteczek A (B) wydzielanych z préobki w ciagu
kroétkiego czasu At. Otrzymana w doswiadczeniu zaleznosé
r(t) przedstawiona jest na rys. 1.

Rys. 1

a) Uzasadnij, ze dla kazdego rodzaju czasteczek spetniona
jest zaleznosé An = anAt, gdzie n oraz An oznaczaja,
odpowiednio liczbe czasteczek danego rodzaju w prébce
oraz w gazie wydzielanym przez préobke w czasie At.
Znajdz zalezno$¢ wspdlczynnika o od masy czasteczki
i temperatury gazu.

b) Oznaczmy przez noa oraz nop liczbe czasteczek A
oraz B zawartych w prébce przed podgrzaniem.

Ile wynosita warto$é nop/noa oraz jaki byt poczatkowy
(przed podgrzaniem) stosunek liczby atoméw 6O
do liczby atoméw '*O w badanej prébee?

¢) Jaka jest fizyczna przyczyna zmiennosci funkeji r(¢),
tzn. dlaczego sktad izotopowy wydzielanego gazu
zmienia sie w czasie?

Przyjmij, ze wydzielanie gazu przez probke jest
réwnowazne jego wyplywowi z naczynia przez maly
otworek.
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ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

3. Aby zbada¢ widmo zZrédta $wiatta, na przyktad rurki
ze $wiecacym gazem, wigzke $wiatla z tego zrédla kieruje
sie na szczeling wejsciowa spektrometru. Ze wzgledu

na ograniczong czultosé tego przyrzadu wazne jest, by
mozliwie duza cze$¢ promieniowania wyemitowanego przez
zrédlo trafita do spektrometru. Poniewaz nie zawsze jest
mozliwe ustawienie zrédla swiatla tuz przed szczelina,
pomiedzy zrédltem a przyrzadem ustawia sie soczewke
skupiajaca, ktérej zadaniem jest wytworzenie obrazu
zrodla w plaszezyznie szczeliny i zwiekszenie w ten spos6b
mocy $wiatta przechodzacego przez nia.

Rozwaz uklad przedstawiony na rysunku 2.

2

Rys. 2

Rozciagte zrédlo swiatta o mocy Pop = 10 mW ma ksztalt
rurki o érednicy @ = 1 mm i wysokosci b = 25 mm.
Ustawione jest ono w odlegtosci d od szczeliny
spektrometru. Pomiedzy Zréodlem a spektrometrem
umieszczona jest soczewka skupiajaca o srednicy

D = 30 mm i ogniskowej f = 30 mm. Soczewka daje ostry
obraz zrédta na szczelinie.

a) Wyznacz odleglo$é dmax zrédla swiatta od szczeliny oraz
odlegto$é ymax soczewki od szczeliny, przy ktérych moc
Swiatta przechodzacego przez szczeling jest najwicksza.
Wyznacz te maksymalna warto$¢ mocy. Przyjmij,
ze szczelina ma ksztalt prostokata o wymiarach
w=0,1 mmih=2mm. Jej dtuzszy bok jest
rownolegty do osi rurki. Uwzglednij tez warunek, ze
spektrometr dziata poprawnie, gdy rozmiar pionowy
obrazu jest nie mniejszy niz wysoko$¢ szczeliny h.

b) Przeprowadz analize zalezno$ci wyznaczonej
maksymalnej mocy Pmax od parametréw opisujacych
soczewke, czyli od D i f.

Przyjmij, ze rozklad natezenia promieniowania mozna
uznaé za izotropowy (taki jak od Zrédia punktowego).



Zadanie doswiadczalne. Cztery identyczne diody

oraz trzy oporniki o oporach nie rézniacych sie od siebie

o wiecej niz 2% potaczono szeregowo w zamkniety obwdd
elektryczny. Elementy obwodu zostaly umieszczone

w rurkach izolacyjnych w taki sposéb, ze nie mozna ustalié
ich rozmieszczenia. W trzech punktach obwodu utworzono
kontakty oznaczone literami A, B oraz C, do ktérych
mozna podlaczy¢ przewody elektryczne.

Masz do dyspozycji:

e woltomierz,

e amperomierz,

e zasilacz napiecia stalego, regulowanego
w zakresie 04,5 V,

e przewody i zaciski umozliwiajace
zestawienie uktadu pomiarowego,

e papier milimetrowy.

Wykonaj pomiary zaleznoéci natezenia
pradu od przyltozonego napiecia dla C

kazdej pary kontaktéw. Rep
Rys. 3

Na podstawie uzyskanych wynikow:

1. znajdZz schemat elektryczny obwodu,

2. wyznacz opér kazdego z opornikéw i oszacuj niepewnosé
znalezionych wartosci,

3. wyznacz zaleznos$¢ natezenia pradu plynacego przez

diode od przylozonego do niej napiecia w kierunku

przewodzenia.

Wskazéwka. Przyjmij, ze dla pradéw o natezeniu [
wiekszym niz 15 mA przyrost napiecia na diodzie
AU spowodowany wzrostem natezenia plynacego
przez nig pradu o Al spelnia zaleznosc:

AU

— <R
AI<<’

gdzie R oznacza opér dowolnego
z opornikéw wystepujacych w obwodzie.

Rap

Schemat obwodu, ktory otrzymali
uczestnicy zawodow, przedstawiony

B jest na rysunku 3.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Kwadratowa ramka o boku a, masie m oraz
wspdélezynniku samoindukcji L, wykonana jest

z przewodnika o calkowitym oporze R. Ramke umieszczono
w jednorodnym polu grawitacyjnym oraz niejednorodnym
polu magnetycznym o wektorze indukcji magnetycznej

B = (—ax,0,az), gdzie o jest dodatnig stalg. O$ z jest
réwnolegta do kierunku dziatania sity ciezkosci, $rodek
ramki lezy na osi z, a boki ramki sg w chwili poczatkowej
rownolegte do osi z i y, jak pokazano na rysunku. Ramke
wprawiono w ruch postepowy nadajac jej predkosé
poczatkows vo skierowana wzdhuz osi z.

A

. |o

\

—

1. Czy mozna tak dobra¢ warunki poczatkowe:
polozenie zp, predkosé ramki vy oraz wartosé pradu o
plynacego w ramce w chwili ¢ = 0 , aby ramka poruszata
sie ze stala predkoscia? Rozwaz przypadki: R # 0 oraz
R = 0 (nadprzewodnik).

2. Wyznacz ruch srodka ramki w przypadku R = 0, jesli
w chwili poczatkowej 1o = 0, z0 = 0 oraz vo = 0.

Rys. 1

2. Rysunek 2 przedstawia komoérke sieci krystalicznej
pewnego metalu. Atomy znajduja si¢ w wierzchotkach
szedcianu oraz w $rodkach jego $cian. Stala sieci (dtugosé
krawedzi szecianu na rysunku) wynosi a = 3,92 x 107'° m.

Na krysztal skierowano wigzke elektronéw o energii 64 eV.
Wiazka ta pada na powierzchnie krysztatu pokrywajaca
sie z plaszczyzng ADFG pod katem ¢o = 15° do
normalnej do tej ptaszczyzny. Wektory pedu elektronéw
padajacych na plaszczyzne i rozproszonych sa réwnolegte
do ptaszczyzny ABEF. Zaktadamy, ze elektrony ulegaja
rozproszeniu jedynie na atomach znajdujacych sie

na powierzchni krysztatu.

a) Oblicz dtugosé fali materii odpowiadajacej elektronom
padajacym na powierzchnie krysztatu.

b) Wyznacz katy odpowiadajace maksimom dyfrakcyjnym
rozproszonych (odbitych) elektronéw.

Rys. 2

Na podstawie pomiaréw rozpraszania elektronéw mozna
okresli¢ czestotliwo$é oraz $rednig amplitude termicznych
oscylacji atoméw sieci. Oscylacje te maja charakter
harmoniczny, a ich energia jest wprost proporcjonalna do
temperatury krysztalu T'. Natezenie I wiazki rozproszonej
w kierunku maksimum dyfrakcyjnego zwiazane jest

z wychyleniem atoméw z polozenia réwnowagi (t) relacja

r1=nep{ - (30) (' -5 -},

gdzie Iy oznacza natezenie wiazki rozproszonej przez ten
krysztal w temperaturze zera bezwglednego, 7 oraz 7’
sa pedami elektronéw padajacych oraz rozproszonych,

h jest stala Plancka, a nawiasy ( ) oznaczaja usrednianie
po czasie.

W eksperymencie detektor mierzyt natezenie wiazki
elektronéw rozproszonych sprezyscie w kierunku odbicia



zwierciadlanego. Wynik, czyli wykres zaleznosci In(1/1o)
od temperatury krysztalu T' pokazano na rysunku 3.
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Rys. 3

¢) Wyznacz czestotliwo§é drgan atoméw w kierunku
prostopadlym do tej powierzchni krysztatu, na ktora
padaja elektrony.

d) Oblicz $rednie wychylenie kwadratowe, czyli wartosé

((ui)) 1/2, atoméw na powierzchni krysztatu
w temperaturze 300 K.

Zaléz, ze $rednia catkowita energia ruchu oscylacyjnego
atomu w kierunku prostopadtym do powierzchni krysztatu
jest réwna kT, gdzie kg jest stalg Boltzmanna.

W obliczeniach przyjmij nastepujace dane:
masa atoméw sieci M = 3,24 x 10~ kg,
stata Boltzmanna kg = 1,38 x 1072* J/K,
masa elektronu m = 9,11 x 1073! kg,
tadunek elektronu e = 1,60 x 107° C,

stala Plancka h = 6,63 x 1073* Js. 2
Y,
7y,

3. Rozwaza si¢
zastosowanie zwierciadta
odbijajacego promienie
stoneczne do napedu
probnikéw kosmicznych.
Rozpatrz prébnik o masie
m = 1000 kg poruszajacy
sig¢ wokél Stonica po orbicie
kotowej o promieniu
réwnym promieniowi orbity
Ziemi Ro = 1,5 x 10'' m. Rys. 4

O Stonce

W pewnej chwili prébnik rozwinat ptaskie zwierciadto,

ktore stanowi powierzchnie doskonale odbijajaca

promienie stoneczne. Pole powierzchni zwierciadta

wynosi S = 2000 m?, a kat pomiedzy normalng do jego

powierzchni oraz kierunkiem padania promieni stonecznych

wynosi « (rysunek 4).

1. Wyznacz sktadowe sity F (sktadowa prostopadla
i styczna do toru prébnika) spowodowanej odbiciem
promieni stonecznych od zwierciadta.

2. Wykaz, ze w warunkach zadania sktadowa sity F wzdtuz
kierunku padania promieni stonecznych jest bardzo
mata w poréwnaniu z sita grawitacyjnego przyciagania
prébnika przez Stonce.

3. Wyznacz kat ap, dla ktérego sktadowa sity F styczna
do toru jest maksymalna.

4. Pod wplywem dziatania sity F orbita prébnika zmienia
sie na tyle wolno, ze w ciggu kazdego obiegu mozna ja
przyblizy¢ okregiem. Przyjmij, ze kat a = ao i oblicz
po jakim czasie odlegto$é prébnika od Stonca stanie
si¢ réwna $redniemu promieniowi R; orbity Marsa
(R1 = 1,52Ry).

Pomin wplyw planet na ruch prébnika. Masa Stonica jest réwna

M =2 x 1030 kg, stala grawitacyjna G = 6,67 x 10~ ! Nm? /kg?2,

moc promieniowania na jednostke powierzchni prostopadtej

do kierunku padania promieni stonecznych w okolicach Ziemi

wynosi Iy = 1,35 x 103 W/m?2.

Zadanie do$wiadczalne. Masz do dyspozycji:

e magnes o ksztalcie walca, z biegunami na jego
podstawach,

e plasteling,

e nitke,

e statyw,

e linijke,

e papier milimetrowy,

e dwie prostokatne ptytki metalowe o identycznych

wymiarach: a) aluminiowa,

b) wykonana z nieznanego metalu.

Przyjmujac, ze opér wlasciwy aluminium wynosi

oa1 = 2,5-107% Qm, wyznacz opér wlasciwy nieznanego

metalu p.

Uwagal

1. Magnes jest bardzo silny. Nie nalezy go zbliza¢ do zegarkdw,
kart magnetycznych, itp.

2. Rozwiazanie zadania powinno zawiera¢ bezposrednie wyniki
pomiaréw oraz ich analize.
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