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Pomysl Archimedesa

Jak wiadomo (lub nie wiadomo — zalezy jak komu), kwadrature kola mozna
wykonaé za pomoca spirali Archimedesa. Spirala Archimedesa to linia, jaka
wyznacza mucha wedrujaca ruchem jednostajnym prostoliniowym od srodka
obracajacej sie na adapterze starej ,czarnej” plyty gramofonowej. Mozna
zapisaé to za pomoca wzoru r = awp, gdzie r to odlegloéé¢ od ustalonego punktu
(np. poczatku ukltadu wspdlrzednych), a ¢ to kat od ustalonej, zaczynajacej sie
w tym punkcie pélprostej (np. dodatniej pétosi Ox).

Kwadrature wykonuje sie tak. Bierzemy jakakolwiek spirale Archimedesa
(oznaczmy jej poczatek przez O) i prowadzimy pdlprosta odpowiadajaca

katowi %w i styczna w punkcie P spirali odpowiadajacym katowi 27. Przeciecie
tej polprostej z ta styczna oznaczmy przez Q. Tréjkat OPQ ma pole réwne polu
kota o promieniu OP. Czyli kwadratura zostala dokonana, a to z tego powodu,
ze — po pierwsze — z trojkata zrobi¢ kwadrat to juz zadna sztuka, i — po drugie
— zrobienie kwadratury jednego kola pozwala (za pomoca podobienstwa)

na zrobienie jej dla dowolnego.

Ale dlaczego to jest dobrze? W pracy ,,O linii spiralnej” Archimedes udowodnil
(miedzy innymi) zalatwiajace te sprawe twierdzenie (podam je w dzisiejszej
terminologii).

W dowolnym punkcie spirali Archimedesa kgt miedzy styczng do spirali w tym
punkcie a promieniem wodzgcym ma tangens rowny kqtow: obrotu, ktoremu ten
punkt odpowiada.

A oto dowdd. Wezmy na spirali o poczatku O dwa niezbyt odlegle punkty S i 7T
Niech punktowi T' odpowiada kat obrotu ¢ i oznaczmy <T0OS = Ap, <OST = 0.
Zastosujemy do tréjkata ST O twierdzenie sinusow:

sin<TSO  sin<STO . sind  sin(mr— 6 — Agp)

1 —
TO so = ay a(e + Ayp)

I trzeba troche porachowaé. Mamy
(p 4+ Ap)sind = psin(d + Ap) = @sind cos Ap + ¢ cos d sin Ay,
zatem
(p+ Ap — pcos Ap)sind = @sin Ay cos d

i ostatecznie
1 +1 Ay cosAp 1 Ay +1fcosA<p7

tgd = — =

e sinAyp  psinAp  sinAp  psinAgp sin Ay
1 Ap 231112%(‘E 1 Ap ¢ Ap
 psinAp QSin%“ZCOS%ﬁﬁ  psinAp 2

Gdy teraz bedziemy S przyblizali do T (czyli gdy kat Ag bedzie dazyl

do zera), to — zgodnie z pomystem przytoczonym w poprzednim numerze Delty,
a orzekajacym, ze Si‘;””, dla = dazacego do zera, dazy do 1 — pierwszy skladnik
bedzie dazyt do 1, drugi do zera, a sieczna ST stanie sie styczng. To razem
dowodzi twierdzenia Archimedesa.

A kwadratura? Tez ,wyszta”; w mysl twierdzenia Archimedesa tg <OPQ = 2,
a 0Q = OP -tg XOPQ = 27 - OP i pole tréjkata OPQ jest réwne 7 - OP2.




Mate h, wielka teoria

Cialo doskonale czarne charakteryzuje si¢
tym, ze calkowicie pochtania padajace
na nie promieniowanie. Za model ciata
doskonale czarnego czesto bierze sig
duza wneke z jednym malym otworem,
§ciany wneki sg nieprzepuszczalne

i maja wszedzie taka sama temperature.
We wnece znajduje si¢ promieniowanie
eletromagnetyczne oddzialujace

ze $ciankami i pozostajace z nimi

w réownowadze termodynamicznej.
Interesuje nas widmo tego
promieniowania (ktére wydostaje sie

na zewnatrz przez otwér w jednej

ze $cianek).

‘We wzorze podanym przez Rayleigha
byl poczatkowo blad rachunkowy,

ktéry zostal sprostowany pézniej przez
J. H. Jeansa, dlatego tez nazywa si¢ ten
wzo6r prawem Rayleigha—Jeansa.

h = 6,62606876(52) - 1073* J . s

Einstein twoércg teorii

kwantow?

Ruchy Browna to chaotyczne drgania
drobnych czasteczek zawieszonych

w cieczy lub w gazie. Ich wyjas$nienie
przez Einsteina i Smoluchowskiego
mialo podstawowe znaczenie dla
zrozumienia zakresu stosowalnosci teorii
makroskopowych.

W fizyce przelomu XIX i XX wieku pojawilo sie sporo faktoéw do$wiadczalnych
bedacych w glebokiej sprzecznosci z 6wezesnymi teoriami. Jednym z takich
faktéw byl ksztalt rozkladu promieniowania ciala doskonale czarnego.

Cialo takie ogrzane do pewnej temperatury emituje promieniowanie
elektromagnetyczne na wszystkich zakresach dtugosci fali. Wzér Wiena

na rozklad natezenia promieniowania F(\) jako funkcji dlugosci

fali promieniowania A\ oparty na drugiej zasadzie termodynamiki,

a w doktadniejszej jego wersji na sprawdzonym w termodynamice statystycznym
rozktadzie predkosci czasteczek w gazie, poczatkowo dobrze zgadzal sie

z wynikami doswiadczalnymi. W 1900 roku pojawily sie¢ nowe wyniki
do$wiadczalne, ktore radykalnie zmienily sytuacje.

Interpretacje tych nowych wynikéw podal juz w tym samym roku

J.W.S. Rayleigh. Biorac za model ciata doskonale czarnego wneke rezonansowa,
analizowal on typy drgan pola elektromagnetycznego pozostajacego

w réwnowadze termodynamicznej ze Sciankami wneki. Zaproponowany

przez niego wzér prowadzil jednak do tzw. katastrofy w nadfiolecie —

wynikalo z niego, ze calkowita wypromieniowywana energia liczona jako

fooo E(w)dw jest nieskonczona, co bylo oczywiscie nieakceptowalne z fizycznego
punktu widzenia. Wynik ten bratl si¢ z faktu, ze dla duzych czestotliwosci

(stad ,nadfiolet”) co$ dziwnego dzialo si¢ we wzorze na E(w).

Obserwowany ksztalt krzywej E(w) wyjasnil pod koniec 1900 r. Max Planck.
Podobnie jak Rayleigh rozpatrywal on wneke rezonansowsa i stosowal wzor
Boltzmanna (p. artykul Boltzmann i prawdopodobieristwo, str. 6) na zaleznosé
entropii uktadu od liczby dopuszczalnych stanéw. Planck wprowadzil jednak
jeszcze jeden dodatkowy element, ktéry nijak sie mial do obowiazujacych czy
nawet tylko hipotetycznie rozpatrywanych wtedy teorii fizycznych. Zalozyt on,
ze czesé catkowitej wypromieniowywanej energii, przypadajaca na jakis jeden
poszczegdlny atom drgajacy z czestotliwo$cia v, moze by¢ tylko wielokrotnoscia
energii hv, ktéra Planck nazwal kwantem energii, a h enigmatycznie kwantem
dzialania. Opierajac sie na tym postulacie i rozwazaniach statystycznych,
otrzymal on ostateczny wzér na promieniowanie ciala doskonale czarnego.
Przez poréwnanie tego wzoru na E()\) z danymi dodwiadczalnymi zostala
wyznaczona warto$é statej h.

Stala Plancka h, razem z predkoscia c Swiatla w prozni, wartoscia tadunku
elektrycznego elektronu e i stala grawitacyjna G, jest uwazana za podstawowa
i uniwersalng stala przyrody. A dzien 14 grudnia 1900 roku, w ktérym Planck
publicznie zaprezentowal swoje rozwazania, uwazany jest za date narodzin teorii
kwantéw.

E. Cz

Albert Einstein, utozsamiany z niekwantowa teoria wzglednosci i sporami
o nature mechaniki kwantowej, moze by¢, obok Plancka, uwazany takze
za tworce teorii kwantow.

W 1905 roku Einstein opublikowal trzy prace: jedna z nich jest wspomniana

w artykule Lorentz a przeksztalcenia Lorentza (str. 5), sa w niej zawarte
podstawy szczegdlnej teorii wzglednosci. W pozostalych dwéch, rownie
przelomowych, Einstein analizowal charakter ruchéw Browna oraz zjawisko
fotoelektryczne. Dla teorii kwantéw fundamentalne znaczenie miato wtasgnie
wyjadnienie zjawiska fotoelektrycznego.

Polega ono na tym, ze $wiatlo padajac na jaki$§ material, powoduje wybijanie

z niego elektronéw. Zaobserwowano, ze dla kazdej substancji istnieje pewna
czestotliwosé progowa 1, taka ze promieniowanie o czestotliwo$ci mniejszej

od vy nie wywoluje emisji fotoelektronéw, a dla czestotliwosci wyzszych od v
maksymalna energia fotoelektronéw zalezy od réznicy v — 1, a nie od natezenia
padajacego promieniowania. Wyniki te byty sprzeczne z przewidywaniami
opartymi na klasycznej falowej naturze swiatta. Ale sa one dobrze wytlumaczone
hipoteza, zgodnie z ktora promieniowanie elektromagnetyczne jest strumieniem
czastek (nazwanych pézniej fotonami), z ktérych kazda niesie energie hv.

2



W pracy Einsteina najpierw pojawia si¢ hipoteza o istnieniu fotonéw,

oparta na obserwacji, ze entropie promieniowania ciata doskonale czarnego,

w zakresie czestosci opisywanych wzorem Wiena, mozna wyrazi¢ takim

samym wzorem jak entropie gazu doskonaltego zlozonego z czasteczek

o energii hv kazda. Dopiero w dalszej czesci pracy Einstein zastanawial sie,

co wynika z jego hipotezy zastosowanej dla niektorych zjawisk rozchodzenia sig¢
i powstawania $wiatla, takich jak np. zjawisko fotoelektryczne. Stusznos$é¢ wzoru
Einsteina na maksymalna energie wybitego elektronu E = h(v — 1) zostala
potwierdzona doswiadczalnie w 1917 roku przez R.A. Millikana.

Sformultowanie i zastosowanie teorii istnienia fotonéw nie bylo jedynym wkladem
Einsteina w budowe teorii kwantow, ale mialo najbardziej fundamentalne
znaczenie w budowaniu jej podstaw.

Fale materii

de Broglie’a

W 1924 roku L.V. de Broglie w swojej pracy doktorskiej wysunal hipoteze,
ze nie tylko swiatto moze mie¢ dwoista — falowa i korpuskularna — nature,
lecz takze czastkom materii mozna przypisa¢ pewne ,fale fazowe” (traktowane

przez de Broglie’a jeszcze jako konstrukcje czysto matematyczne).

W swojej hipotezie de Broglie oparl si¢ na postulacie Plancka (p. artykut

Male h, wielka teoria) oraz na szczegdlnej teorii wzglednosci Einsteina wiazacej
energie oraz ped czastki w jedna wielkoS¢ — czteroped. Sama zas hipoteza

byla nastepujaca: kazdej czastce o energii E i pedzie p odpowiada fala

o czestotliwosei v i wektorze falowym k okreslonymi nastepujaco:

E 2
V= — k:—ﬂ-p

h’ h

Pomyst ten mogt sie wydawaé poczatkowo absurdalny, a w dodatku nie poparty
zadnymi przestankami do$wiadczalnymi. Jednak juz wkrétce — w 1925 roku

— zaobserwowano dyfrakcje (a wiec zjawisko czysto falowe) wiazki elektronéw
przechodzacej przez krysztal.

Hipoteza de Broglie’a zostala potwierdzona. Brakujace elementy, tzn. fizyczna
interpretacje ,fal fazowych” oraz réwnanie opisujace ich propagacje, podal
w 1926 roku E. Schrodinger, formutujac podstawy mechaniki kwantowe;j.

Rozklad Maxwella

W polowie XIX wieku teoria molekularnej budowy
materii byta juz dobrze rozwinigta. Ciagle jeszcze
pozostawalo nierozwigzane zagadnienie, jak znane
fenomenologiczne prawa termodynamiki maja sie

do czasteczkowej struktury gazu. W 1821 roku

J. Herapath zaczal rozwazac¢ hipoteze, mowiaca ze
ci$nienie gazu wynika z nieustannego bombardowania
powierzchni przez czastki. Analizujac ruch n
nieoddzialujacych czastek o predkosci v i masie m
poruszajacych sie w naczyniu o objetosci V' oraz
zakladajac, ze zderzenia czastek ze Sciankami naczynia
sa doskonale sprezyste, otrzymal on, ze pV = %nva.
A wiegc jesli predkosé czasteczek jest stata, iloczyn

pV ma stala wartos¢. Zgodnie z fenomenologicznym
prawem Boyle’a—Mariotte’a fakt ten zachodzi dla gazu
o stalej temperaturze. Stad przestanka, ze temperature
mozna w jaki$ sposéb powiazaé z predkoscia, np.

z energia kinetyczna czasteczki %va. Herapath
przyjal jednak, ze temperatura wiaze si¢ z pedem
czasteczki. W 1846 r. J.W. Waterson dokonat
analogicznych obliczen jak Herapath, przyjmujac
jednak, ze temperatura wiaze sie z energia kinetyczna.
Praca Watersona zostala uznana poczatkowo

za ,czysty nonsens”. W 1848 r. Joule wykorzystal
teorie Herapatha do wyznaczenia predkosci czasteczek

E. C

gazu. Jego rozwazania kontynuowat Clausius,
wprowadzajac dodatkowo zderzenia miedzy
czasteczkami. Wprowadzit on tez pojecie sredniej

i Sredniej kwadratowej predkosci, ale wciaz przyjmowat
upraszczajace zalozenie, ze predkosci wszystkich
molekul sa jednakowe. Dopiero Maxwell, w latach
1858-1860, wprowadzit element zréznicowania
predkosci molekut; uwazal on, ze zderzenia miedzy
czasteczkami prowadza nie do wyréwnywania

sie ich predkosci, ale do pewnego okreslonego

rozkladu predkosci. W odréznieniu od swoich
poprzednikow skupit sie on na odstepstwach predkosci
czasteczek od predkosci Sredniej, zamiast zakladac,

ze czasteczki poruszaja sie mniej wiecej z tymi samymi
predkosciami. Wyprowadzit on rozktad predkosci
czasteczek, zwany obecnie rozkladem Maxwella,
rozwazajac prawdopodobienstwa zderzen miedzy
czasteczkami.

Ze swojego rozkladu predkosci Maxwell wyprowadzit
znane termodynamiczne prawa zachowania si¢

gazéw: réwnanie dyfuzji i przewodnictwa cieplnego,
oraz przeanalizowal zjawisko lepkosci gazow. Prace
Maxwella kontynuowal Boltzmann (p. artykut
Boltzmann i prawdopodobieristwo, str. 6), tworzac
podstawy mechaniki statystycznej. £ Cs



Pomyst Gaussa,

Borsuka i Riemanna

LALA ] -

Linie czarne zaginamy do siebie,
a kolorowe od siebie.

Katenoida to powierzchnia powstata
przez obracanie krzywej tancuchowej —
linii wzdtuz ktérej uklada si¢ zawieszony
na dwoch gwozdziach tancuch. Inaczej:
powierzchnia, jaka utworzy blona
mydlana rozpigta na dwéch okregach
lezacych w plaszczyznach prostopadtych
do prostej taczacej ich srodki. Wyglada
ona tak:

&

Helikoida to powierzchnia powstata
przez jednostajne obracanie prostej wokét
osi i réwnoczesne jednostajne przesuwanie
wzdtuz tej osi. Wyglada ona tak:

Gdy zajmujemy si¢ geometria na jakiejs powierzchni w zwyktej przestrzeni
euklidesowej, to mozemy to robi¢ w taki sposéb, jakby niczego poza ta
powierzchnia nie bylo. Wystarczy w tym celu uméwic sie, ze odlegloscia

dwo6ch punktéw bedzie diugosé najkrotszego tuku taczacego po powierzchni

te punkty (i zalozy¢, ze taki tuk istnieje — takie powierzchnie nazwano pdzniej
geometrycznie akceptowalnymi). Uzyskana tym sposobem geometria nazywa sie
geometria wewnetrzng i jest to pomyst Carla Gaussa.

Spéjrzmy 7z tego punktu widzenia na sfere (czyli powierzchnie kuli)

— niech jej promien bedzie R. Najwieksza odleglo$é¢ jej punktéw

w geometrii euklidesowej jest réwna 2R, a w jej geometrii wewnetrznej jest
wieksza: mR. Zmieniaja si¢ nawet najprostsze wzory. Okrag o euklidesowym
promieniu r ma dlugosé 27r, a w geometrii wewnetrznej sfery ma diugosé
mniejsza: 27 Rsin ; (czy wszyscy umieja sprawdzié, ze jest to dtugosc
mniejsza?). Nie watpie natomiast, ze kazdy potrafi podaé jeszcze caly szereg
roznic miedzy geometria sfery w przestrzeni euklidesowej a geometrig sferyczna
(bo tak nazywa sie geometria wewnetrzna sfery).

Najciekawszym ze stosunkowo nowych twierdzen o geometrii wewnetrznej jest
pomysl Karola Borsuka z 1980 roku (ulepszony w tymze roku przez Juliusza
Oledzkiego i Stanistawa Spieza), ktéry orzeka, ze

przestrzen euklidesowq n-wymiarowq mozna — bez zmiany jej geometrii
wewnetrznej — zmiescié w dowolnie malej kulce przestrzeni (n + 1)-wymiarowej
(przeksztalcenie zachowujace geometrie wewnetrzna nazywamy izometria
wewnetrzng).

Dowéd tego twierdzenia jest dosé trudny (w Delcie 11/1980 mozna znalezé
dowdd jego stabszej wersji), przyklad postepowania, ktére sprowadza
wewnetrznie izometrycznie plaszczyzne do malej kuli w przestrzeni,
przedstawiony jest obok, a konsekwencje tego twierdzenia dla UFOlogii kazdy
moze sobie wymysli¢ sam.

Przyktadem powierzchni wewnetrznie izometrycznych sa np. odpowiednie
fragmenty plaszczyzny, walca i stozka. Bardziej zaskakujaca jest

wewnetrzna izometria katenoidy i helikoidy. Dla kochajacych liczyé
potrzebne do sprawdzenia dane: katenoida ma przedstawienie parametryczne
(t, coshtcos, coshtsing), helikoida (vcosw, vsinw, w), wewnetrzna ich

izometria dana jest wzorem h(z) = 22 sinhx;, ——2—=sinhy, arctgﬂ);
z3+a] Vrit+as T2

do sprawdzenia jest to, ze h(z) naklada katenoide na helikoide i ze nie zmienia
przy tym dlugosci zadnej krzywej lezacej na katenoidzie.

Wewnetrzna izometrycznosé dwoch powierzchni oznacza, ze maja one identyczna
geometrie wewnetrzna, czyli ze zyloby sie na nich jednakowo.

Znaczenie pojecia geometrii wewnetrznej uswiadomit matematykom,

ale przede wszystkim fizykom i astronomom, pomyst Bernharda (uzywatl
swojego trzeciego imienia) Riemanna. Riemann zostal mianowicie zobowiazany
przez Gaussa do poswiecenia swojego wykladu habilitacyjnego geometrii (ktéra
sie nie zajmowal — jego specjalnoscia byla analiza). Polegal ten pomyst na tym,
ze Riemann zauwazyl, iz geometria wewnetrzna powierzchni nie wymaga wcale
istnienia jakiejs przestrzeni, w ktorej ta powierzchnia sie znajduje: po prostu
zszywamy 7z kawalkéw plaszezyzny ,co” (naukowo: rozmaitosé) tak, jak zszywa
sie z latek np. kozuch, i umawiamy sie, jak na tym ,czyms” mierzy sie dlugosci
tukéw. Skoro tak, to nie ma powodu ograniczac¢ sie¢ do powierzchni, czyli tworéw
dwuwymiarowych — wymiar moze tez by¢ dowolny. Tak pomys$lana geometria
wewnetrzna nazywa sie dzi§ geometria riemannowska 1 w takiej postaci (lub
niewiele uogdlnionej) uzywaja geometrii praktycznie wszyscy przyrodnicy.

Ciekawostka jest tutaj fakt, ze pomyst Riemanna zostal przez wszystkich
jego kolegéw (w tym i Gaussa) zlekcewazony i ponownie odkryto go dopiero
po kilkunastu latach (Hermann Helmholtz i Felix Klein).

M. K.



Doswiadczenie Michelsona—Morleya
przeprowadzone w 1887 roku miato

na celu bezposrednie sprawdzenie wplywu
ruchu orbitalnego Ziemi na predkosé
$wiatta — tzn. czy predkosé $wiatta

zalezy od predkosci uktadu, w ktérym

ja si¢ mierzy, a po$rednio sprawdzenie
istnienia eteru kosmicznego. Z wielu
zjawisk (takich jak aberracja $wiatlta

i doswiadczenie Fizeau) wynikalo, ze

eter jest nieruchomy i tylko czesciowo
porywaja go ciala w ruchu. Z hipotezy
nieruchomego eteru wynikato, ze predkosé
Swiatla wzgledem Ziemi powinna by¢
réwna c+v lub c—w, zaleznie od tego, czy
$wiatlo biegnie w kierunku ruchu Ziemi
czy w kierunku przeciwnym (v — predkosé
ruchu orbitalnego Ziemi, ¢ — predkosé
Swiatta w eterze). Celem doswiadczenia
byto stwierdzenie tej réznicy predkosci.
Gdyby $wiatto biegto w dwéch wzajemnie
prostopadtych kierunkach z réznymi
predkosciami, to obrét przyrzadu o 90°
powinien wywotaé przesuniecie obrazu
interferencyjnego. Takiego przesunigcia
nie zaobserwowano.

W teorii wzglednosci przeksztalceniami
Lorentza nazywa si¢ zwigzek migdzy
wsp6élrzednymi przestrzennymi i czasem
tego samego zdarzenia w dwéch
inercjalnych ukladach odniesienia.

Jesli dwa takie uktady K(z,y, z, t)

i K'(z',y’,2',t") pokrywaja sie

w chwili t = ¢’ = 0, a K’ porusza sie
wzgledem K z predkoscia v w kierunku
osi x, przeksztalcenie Lorentza jest wtedy
postaci:

, x — vt ,
T = =Y,
\/1—p2
t— Sz
z/:z, t': <

Vi-p2

B =wv/c, ¢ — predkosé $wiatta w prézni
(stala we wszystkich ukladach
inercjalnych). Stad wynika wzoér na tzw.
skrocenie Lorentza, tzn. zwigzek
miedzy dlugoscig ciala | w ukladzie K
a dlugoscig tego samego ciala lg

w jego uktadzie spoczynkowym K':

I =1lgr\/1— B2.

Lorentz a przeksztalcenia Lorentza

Zmiana koncepcji czasu i przestrzeni, wprowadzona przez teorie wzglednosci,
wykluwala sie przez dtuzszy czas. Juz w 1887 roku W. Voight w swojej

pracy [1] (wciaz opartej na istnieniu eteru jako o$rodku rozchodzenia sie
$wiatla) nadmienia, ze z matematycznego punktu widzenia moze byé

dogodne wprowadzenie czasu lokalnego ¢ do poruszajacego si¢ uktadu
odniesienia. Czas ten mial by¢ liniowa funkcja zmiennych przestrzennych,

ale skala ,prawdziwego czasu” miala by¢ niezmieniona. Tym sposobem

postaé réwnania falowego bytaby zachowana takze w poruszajacym sie

uktadzie odniesienia. Te uwagi przeszly w zasadzie bez wickszego echa,

az podobne transformacje zostaly zaproponowane w 1892 r. niezaleznie

przez H.A. Lorentza i G.F. Fitzgeralda jako wyjasnienie ujemnego wyniku
do$wiadczenia Michelsona—Morleya. Swoje twierdzenia motywowali oni

zmiang oddzialywan miedzyczasteczkowych wewnatrz poruszajacego sie ciala.
Zakltadajac, ze czasteczki znajduja sie w polozeniu rownowagi, a oddzialywania
miedzy nimi sa tylko elektromagnetyczne, otrzymali oni, ze w poruszajacym

sie ukladzie odniesienia czasteczki beda dalej w polozeniach réwnowagi, jesli
dlugo$é poruszajacych sie cial zostanie skrécona o czynnik /1 — 32 (gdzie
jest stosunkiem predkosei v ciata do predkosei ¢ §wiatta), a wymiary poprzeczne
do kierunku ruchu nie ulegaja zmianie. To skrécenie mialo wyjadniaé¢ negatywny
wynik doswiadczenia Michelsona—Morleya.

Wzory na przeksztalcenie dlugosci, jak i czasu, znane obecnie jako
przeksztalcenia Lorentza (nazwane tak przez Poincarégo), zostaly po raz
pierwszy podane przez Larmora [2]. H.A. Lorentz w swojej wczesniejszej

pracy [3] rozpatrywal tylko przeksztalcenia zmiennych przestrzennych. Zmiane
w skali czasu dodali: wspomniany J.J. Larmor i H.A. Lorentz w swojej
péZniejszej pracy [4], w ktorej pokazal on, ze réwnania Maxwella dla pola
elektromagnetycznego w prozni sa niezmiennicze wzgledem takich transformacji.
Lorentz jeszcze nie zakladal rownowaznosci dwéch poruszajacych sie uktadéw,
w jego ujeciu czlony zawierajace gestosé tadunku i prad nie sg takie same

w ukladzie spoczynkowym i poruszajacym sie. Poincaré w 1905 roku [5]
uzupelnil teorie Lorentza, dodajac zasade, ze wszystkie prawa fizyki musza
by¢ niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza. Pelne wyprowadzenie
przeksztalcen Lorentza opiera sie na sformulowanej przez A. Einsteina

w 1905 roku [6] teorii wzglednosci opartej na postulacie stalej we wszystkich
uktadach odniesienia predkosci $§wiatta i niezmienniczosci podstawowych praw
fizyki we wszystkich uktadach inercjalnych. Jego praca pojawila si¢ prawie

w tym samym czasie co artykul Poincarégo i miata podobny tytul, autor piszac
ja nie znat jeszcze wynikéw Lorentza z 1904 roku.

FE. Cz.

[1] W. Voight, ,Uber das Dopplersche Prinzip”, Nachr Ges. Wiss. Géttingen (1887) 41.
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[3] H.A. Lorentz, ,De relative beweging van de aarde en dem aether”, Versl. gewone Vergad. Akad.
Amsterdam, 1 (1892) 74.

[4] H.A. Lorentz, ,Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than
that of light”, Proc. Acad. Sci. Amsterdam, 6 (1904) 809 (Versl. gewone Vergad. Akad.
Amsterdam, 12 (1904) 986).

[5] H. Poincaré, ,,Sur la dynamique de I’électron”, C.R. Acad. Sci. Paris, 140 (1905) 1504.
[6] A. Einstein, ,Zur Elektrodynamik bewegter Korper”, Ann. Phys. Leipzig, 17 (1905) 891.
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Rozwigzanie zadania M 988.

a) Jesli punkty X i Y sa symetryczne
wzgledem prostej I3, to punkty S;, (X)
i Si, (Y) sa symetryczne wzgledem
prostej lz2, tzn. S, (X) = Si, 0 Siy (V).
Stad Siy o Sy = Si, 0 Siy, czyli

Siy = Si; 0 Si, 051 -

b) Zalézmy, ze rozpatrywany wielokat ma
trzy osie symetrii, ktére nie przecinaja
si¢ w jednym punkcie. Osie te tworza
wtedy tréjkat, gdyby bowiem pewne

dwie z nich byly réwnolegte, to zlozenie
symetrii osiowych wzgledem tych prostych
byloby przesunigciem, ktére nie moze

by¢ symetrig ograniczonej figury jaka
jest wielokat. Niech M bedzie pewnym
punktem wewnegtrznym owego tréjkata,
X za$ — punktem wielokata, dla ktorego
odlegto$é |M X| jest maksymalna. Punkty
X i M leza po jednej stronie pewnej

z rozpatrywanych trzech osi symetrii [.
Jedli X' jest obrazem X przy symetrii
osiowej wzgledem [, to oczywiscie

X'’ jest punktem naszego wielokata

i MX’ > MX, co przeczy temu, ze

X jest punktem wielokgta maksymalnie
oddalonym od M.

Uwaga: Zauwazmy, ze teza zadania a)
jest prawdziwa réwniez w przestrzeni.

Boltzmann i prawdopodobienstwo

W dziewietnastym wieku dokonal sie wielki przelom, kiedy fizycy utozsamili
cieplo z energia. Istniala bowiem teoria cieplika, zgodnie z ktéra cieplo

bylo pewna substancja przeptywajaca miedzy cialami. Ilos¢ ciepla liczono

w skadinad dzisiaj bardzo popularnych kaloriach. Liczne do$wiadczenia
potwierdzaly jednak, ze mozna zamieni¢ ciepto na prace i odwrotnie.

Mniej wiecej w polowie wieku ustalono liczbowa zalezno$é¢ miedzy cieptem

i energia: 1 kaloria = 4,186 J. W koncu sformulowano zasade zachowania energii
(pierwsza zasade termodynamiki) w postaci wzoru

AU =Q+ W,

gdzie AU oznacza zmiane energii danego ciata, a Q i W to odpowiednio cieplto
dostarczone temu ciatu i praca nad nim wykonana.

Duzo wigkszy problem byt z druga zasada termodynamiki, ktéra wymagata
wprowadzenia pojecia entropii (patrz Delta 7/2001). Ta zasada postuluje
istnienie entropii S, czyli funkcji, ktora w ukladach izolowanych nigdy

nie maleje i pozostaje stata w procesach odwracalnych. Druga zasada

ma kilka sformutowan: Clausiusa, Kelvina, Plancka i innych, ale zadne z nich
nie odwotuje sie do réwnan mikroskopowych. Jest bowiem jasne, ze na poziomie
mikroskopowym wszystkie procesy sa odwracalne, a wiec co$ trzeba dodac.

W koncu w 1877 roku austriacki fizyk Ludwig Boltzmann skojarzyt entropie
termodynamiczng z prawdopodobienstwem. Zauwazyl, ze nie da si¢ okresli¢
dokladnie, w jakim stanie (mikrostanie) znajduje sie uklad, ale mozna
zalozy¢, ze wszystkie mikrostany sa réwnie prawdopodobne. W ten sposob
po raz pierwszy w fizyce pojawito sie prawdopodobienstwo. Bylo to co$

na owe czasy niebywalego. Swiat powinien przeciez zachowywaé sie w sposéb
deterministyczny (stworzona pél wieku pézniej mechanika kwantowa tez jest
deterministyczna).

Boltzmann poszedt dalej w swoich rozwazaniach i zaczal zastanawiac sie,

jak pokazac, ze entropia moze wzrastac¢. Rozwazyl prosty model rozrzedzonego
gazu doskonalego i napisal rownanie ewolucji na prawdopodobienstwo
znalezienia czasteczki o danej predkosci w ustalonym punkcie przestrzeni.
Potrzebowal jednak istotnego zatozenia o tym, ze czasteczki poruszaja sie
niezaleznie (nie ma miedzy nimi korelacji statystycznych). Nastepcy
Boltzmanna rozwineli ten pomysl i nazwali go zasada maksymalizacji
entropii. Oznacza to, ze w ukladzie fizycznym wyrdzniamy pewne

wielkosci, ktore mozemy mierzy¢. Moze to by¢é energia, liczba czastek,

pewne korelacje itp. W jednym kroku czasowym najpierw zmieniamy

rozklad prawdopodobienstwa zgodnie z mikroskopowymi réwnaniami ruchu
(réwnaniem Liouville’a lub réwnaniem von Neumanna), a nastepnie zmieniamy
rozklad prawdopodobienstwa tak, aby przy ustalonych $rednich wartosciach
naszych wyréznionych wielkosci entropia byla najwieksza. Wtedy wszelkie
korelacje sa najmniejsze, a entropia musi wzrastac.

Pomyst Boltzmanna doprowadzit jednak do wielkiej ktétni miedzy fizykami,
ktérym nie podobaly sie argumenty statystyczne prowadzace do drugiej

zasady termodynamiki. Podstawowy zarzut dotyczyl niemoznosci uzyskania
rownania nieodwracalnego z odwracalnych réwnan mikroskopowych.

Trzeba jednak pamietaé, ze zasada maksymalizacji entropii jest subiektywna
(nie opisuje stanu faktycznego, ale stan naszej wiedzy), a kierunek upltywu czasu
takze zalezy od czlowieka (proces my$lenia jest mozliwy dzieki zasadzie
wzrostu entropii). Krytycy Boltzmanna uwazali tez, ze kazdy uklad fizyczny
powraca po jakims czasie do mikrostanu poczatkowego. Jest to prawda,

tyle ze dla litra wody s$redni czas powrotu przekroczylby o wiele rzedow
wielkosci wiek Wszechswiata. Tak samo zasada rownych prawdopodobienstw
mikrostanéw w stanie réwnowagowym byla krytykowana za brak solidnej
argumentacji. Boltzmann twierdzil, ze uklad fizyczny przechodzi dowolnie
blisko kazdego dozwolonego (odpowiadajacego ustalonej energii) mikrostanu.
Tym razem sie mylil, bo nawet jesli to prawda, to czas potrzebny do obejscia
wszystkich mikrostanéw jest rzedu czasu powrotu. Dzi§ wiadomo, ze nie trzeba
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Rozwigzanie zadania M 989.

Jak wynika z zadania 988b) wszystkie
osie symetrii przechodza przez jeden
punkt O. Jedli Iy i lo sg osiami symetrii
W, to, jak wynika z zadania 988a),

I3 = Si; (I2) réwniez nig jest. Wybierzmy
jedng z osi symetrii . Pozostate osie
mozna rozbié na pary osi symetrycznych
wzgledem [. Prosta I’ prostopadla do I

i przechodzgca przez O musi by¢ osig
symetrii W, w przeciwnym bowiem razie
liczba osi symetrii bytaby nieparzysta.
Zlozenie S;s o S; jest symetrig wzgledem
O i przeprowadza W na siebie. Wynika
stad, ze O jest srodkiem symetrii W.

-]

Rozwigzanie zadania M 990.
Wybierzmy jedna z osi symetrii [
rozpatrywanej brytly. Pokazemy,

ze pozostale osie mozna polaczyé

w pary, z czego bedzie wynikaé teza
zadania. Jesli I’ jest osia symetrii,

ktéra nie przecina ! lub nie jest do niej
prostopadla, to prosta !’ taczymy w pare
z prosta symetryczna do I’ wzgledem [
(jest ona osig symetrii na mocy tezy
zadania 988a) — patrz uwaga). Jesli zas
o$ I’ jest prostopadla do I i przecina ja
w pewnym punkcie O, to laczymy ja

w pare z prosta I'/, ktéra jest prostopadta
do il i przechodzi przez O (jest ona
osia symetrii, bowiem jak nietrudno
dowiesé Sy = Sy 0 Sp). Jak wiee widad,
rozbicie na pary zbioru wszystkich osi
symetrii oprécz [ jest mozliwe, z czego
wynika teza zadania.

tu analizowaé ewolucji poszczegdlnych mikrostanéw, ale mozna skorzystac
z zasady maksymalizacji entropii.

Warto pamietaé, ze druga zasada termodynamiki czy tez zasada
maksymalizacji entropii jest fundamentalnym prawem przyrody i nie mozna
jej wyprowadzié¢ z bardziej podstawowych praw, lecz tylko potwierdzac
do$wiadczalnie. Dlatego Boltzmann w istocie przyczynil sie do powstania
nowego prawa fizyki.

Do dzisiaj idea Boltzmanna nie jest w pelni doceniana przez fizykéw,
ktérym bardzo trudno przestawié sie z mys$lenia ,to jest moj uklad fizyczny”
na ,,to jest moja informacja o ukladzie”. Sprawe komplikuje dodatkowo
statystyczna interpretacja mechaniki kwantowej, ktéra nie ma nic wspélnego

ze statystyka w sensie Boltzmanna.
Adam BEDNORZ

Chaos

Suma przesadéw nabytych w dziecinstwie podpowiada, ze ruch zawsze

jest dos$é prosty, choé¢by nawet wygladal na skomplikowany. Rzeczywiscie,

nie wydaje sie zbyt pogmatwany ruch upuszczonego kamienia, ruch wahadla

czy wystrzelonego pocisku, a pozornie chaotyczny ruch planet nad naszymi
glowami tez daje si¢ prosto wytlumaczy¢ jako natozenie kilku ruchéw
periodycznych o réznych okresach (nazywa sie taki ruch quasi—periodycznym).
Oczywiscie, kto$ zlosliwy moglby zapytacé: a co z opisaniem ruchu czasteczek

w szklance wody? Czy to tez taki prosty ruch? Ale my mogliby$my wzruszy¢
ramionami i odpowiedzieé, ze ruch ten jest skomplikowany tylko dlatego,

ze czasteczek jest tak duzo, iz nawet nie potrafimy ich efektywnie ponumerowad,
a co dopiero obliczaé ich trajektorie. Problem nie tkwi wiec w charakterze ruchu,
lecz w liczbie skltadnikow uktadu.

Odkrycie chaosu dokonalto sie wtedy, gdy zrozumiano, ze nawet

w bardzo prostych uktadach zlozonych z niewielu czastek mozemy spotkaé sie

z ruchem praktycznie nieprzewidywalnym, w ktérym drobne zmiany
poczatkowego potozenia powoduja olbrzymie zmiany w ewolucji catego

uktadu, a czastki poruszaja si¢ po niezwykle zagmatwanych trajektoriach, nie
daza do zadnego stanu stacjonarnego ani nie poruszaja sie ruchem periodycznym
czy tez quasi—periodycznym. Niektérzy podejrzewaja, ze w polowie XIX wieku
J.C. Maxwell wiedzial juz, ze tego typu ,dziwny ruch” charakteryzuje dwie
zderzajace sie czasteczki gazu umieszczone w pudetku. Podobnie dziwny ruch

o niezwykle skomplikowanych trajektoriach odkryt pod koniec XIX stulecia

H. Poincaré badajac ruch trzech cial oddzialujacych na siebie sila grawitacji.
Pézniej odkrywali chaos nie tylko matematycy, ale nawet zolnierze w okopach,
cho¢ ci ostatni pewnie nie do konca zdawali sobie z tego sprawe. Nieraz
przeklinali bowiem wzmacniacze radiowe i ich producentéw, nie wiedzac,

ze problem tkwil w samym réwnaniu, ktére opisuje sygnal wyjsciowy
wzmacniacza, gdy na wejsciu jest czysty sinus. Jak odkryli potem M. Cartwright
i J. Littlewood, przy duzych mocach rozwiazania wspomnianego rownania staja
sie¢ wlasnie nieperiodyczne, chaotyczne. Wreszcie, pod koniec lat szesédziesiatych
XX wieku E. Lorenz odkryl, ze rozwiazania pewnego bardzo prostego uktadu
rownan rézniczkowych, wykorzystywanego w meteorologii, sa bardzo wrazliwe
na drobne zmiany warunkow poczatkowych. Okazalo si¢ bowiem, ze wystarczy
zmieni¢ cyfre choéby na széstym miejscu po przecinku w okresleniu stanu
poczatkowego, a uklad bedzie ewoluowal zupelnie odmiennie. Odkryciem

E. Lorenza nikt si¢ jednak nie interesowal, bo opublikowal je w piSmie
meteorologicznym, a jaki matematyk czyta takie pisma? Wyjatkowy raczej.

W koncu jednak wraz z upowszechnieniem komputeréw ogladanie wykresow
rozwigzan prostych ukladow réwnan stato sie zajeciem powszednim i nagle
zrozumiano, ze ruch chaotyczny wcale nie jest wyjatkiem, lecz raczej regula.

Kto zatem ,wymys$lil chaos”? Kto pierwszy zdal sobie sprawe z jego istnienia
i powszechnosci? Trudno jednoznacznie odpowiedzie¢. W konicu juz starozytni

Grecy twierdzili, ze byl on na poczatku. ..
w. S.



Pomysty Keplera

Keplerowi nalezy sie miano twércy mechaniki nieba
przynajmniej z jednego powodu: chcial on nie tylko
znalez¢ zreczny sposob opisu ruchu planet, lecz
chcial tez dociec przyczyn takiego ruchu. Dlatego

nie podobaly mu si¢ deferenty i epicykle; w srodkach
tych wszystkich kot niczego przeciez nie ma. Nie jest
latwo przesledzi¢, jak w koncu doszedl do nazwanych
jego nazwiskiem praw ruchu planet. Uporczywie
szukal harmonii we Wszech$wiecie, ale pomysly trafne
przeplataja sie u niego z zupetnie szalonymi. Takim
szalonym z dzisiejszego punktu widzenia pomystem
jest np. zauwazenie, ze jezeli miedzy szes¢ sfer

o promieniach takich, jakie maja orbity (znanych
wtedy) planet, wpisaé¢ pie¢ wielogcianéw foremnych
(w odgadnietym porzadku), to konstrukcja taka
calkiem niezle przedstawi wzgledne rozmiary orbit.

Co do praw ruchu planet, to nawet ich dzisiejsza
numeracja nie odpowiada kolejnosci chronologicznej
ich odkrywania. Kepler odkryl najpierw prawo drugie
o stalosci predkosci polowej planet. Dokonat tego,
gdyz dysponowal bardzo dokladnymi, jak na owe
czasy, obserwacjami Marsa, wykonanymi przez jego
mistrza, Tychona Brahego. W dodatku Mars ma
przypadkowo orbite dosé silnie rézna od kota, dlatego
drugie prawo Keplera dato sie odkry¢. Trudno dociec,
dlaczego pierwsze prawo, méwiace o eliptycznosci
orbit, sformutowal Kepler p6zniej — zdawaloby sie, ze
gdy badacz ma odleglosci Marsa od Stonca dla

roznych kierunkéw, to ksztalt elipsy sam mu sie
pojawi. Moze przyczyna tego opdznienia byto
zaangazowanie si¢ Keplera w préby wyjasnienia

ruchu planet oddzialywaniem magnetycznym Stonca.
Wynik byt w kazdym razie przelomowy: Kepler zerwat
z odwieczna tradycja deferentow i epicykli i oglosil,
ze kazda z planet obiega Stonice po elipsie, przy czym
Stonce tkwi w jednym z jej ognisk. Przyjawszy, ze
dotyczy to tez orbity Ziemi, Kepler uzyskat dla Marsa
zgodno$¢ teorii z obserwacjami z dokladnoscig do 1/,
czyli z doktadnodcia obserwacji Brahego. Dostal tez
to, na czym mu zawsze zalezalo, a mianowicie, ze

w ognisku elipsy znajduje si¢ cialo materialne, Stonce,
ktore jest zrodlem sily rzadzacej ruchem planet.

A co z trzecim prawem? Kepler tak byl przekonany
o istnieniu harmonii obejmujacej caly Uktad
Stoneczny, ze w konicu ja znalazl, aczkolwiek zajeto
mu to jeszcze kilka lat. Harmonia ta méwi, ze okresy
obiegu planet wokot Stonca sa wprost proporcjonalne
do rozmiaréw orbit w potedze 3/2. W tym przypadku
uczony wlasciwie nie mégt mieé¢ zadnych pomystow —
z dopasowania znanych juz w jego czasach wartosci
liczbowych, po prostu wyszedt mu taki wtasnie
wykladnik potegi. Pézniej prawa Keplera postuzytly
Newtonowi do wyprowadzenia prawa grawitacji,
obecnie natomiast méwi sie o nich raczej jako
o skutkach prawa grawitacji, ale to juz tylko sprawa
dydaktyki.

T K.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz czerwcowe (tak, czerwcowe) zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiegcej informacji:
http://www.wiw.pl/delta/konkurs

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 571. Naturalny izotop wodoru — deuter — odkryto
odparowujac cztery litry wodoru do momentu,

edy zostalo tylko kilka centymetréw sze$ciennych
cieczy. Badajac nastepnie widmo pozostaltej cieczy,
stwierdzono obecno$¢ deuteru. Dlaczego parowanie
zwiecksza procentowa zawarto$é¢ deuteru w prébee?
Rozwigzanie na str. 9

F 572. Wodér wystepuje normalnie w postaci
czasteczek Ho. Jedli z jednego mola Hy powstang

dwa mole atoméw H, entropia wzrasta ze 130

do 230 J/K. Dlaczego wiec woddr wystepuje w postaci
czasteczkowej, skoro dysocjacja prowadzi do wzrostu
entropii? Energia wiazania czasteczek wodoru wynosi
4,3-10° J/mol.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje tukasz WIECHECKI

W ponizszych zadaniach przez S; bedziemy oznaczaé
symetrie osiowa na plaszczyznie lub w przestrzeni
wzgledem prostej (.

M 988. a) Dane sg proste [y, 2,3 spelniajace warunek
l3 = Sl1 (ZQ) UdOWOdnié, ze Sl3 = Sl1 9] Slz o Sll-

b) Udowodnié, ze jesli wielokat ma wiecej niz dwie osie
symetrii, to wszystkie one przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwiazanie na str. 6

M 989. Udowodni¢, ze jesli wielokat W

na plaszczyznie ma parzysta liczbe symetrii, to ma
rowniez srodek symetrii.

Rozwiazanie na str. 7

M 990. Udowodni¢, ze w przestrzeni nie istnieje
bryla, ktéra ma parzysta, wieksza od 0, skoniczona
liczbe osi symetrii.

Rozwiazanie na str. 7



Rozwigzanie zadania F 571.

Zgodnie z zasada ekwipartycji energii
$rednia predkosé kwadratowa czasteczek
deuteru jest o czynnik 1/\/5 mniejsza od
$redniej predkosci kwadratowej czasteczek
zwyklego wodoru. Oznacza to, ze liczba
czgsteczek deuteru o duzych predkosciach
jest odpowiednio mniejsza i deuter paruje

stabiej niz wodér.

Mozna, na przyktad, okresli¢ b w taki

sposob:

-~

1 gdy ann # 1,
2 gdy ann = 1.

Pomyst Cantora

Kiedy funkcja ma jednoznaczna reprezentacje w postaci szeregu
trygonometrycznego? Problem, bardzo aktualny w drugiej polowie XIX wieku,
zainteresowal takze mlodego Georga Cantora. Wiadomo juz bylo, ze

funkcja nie musi by¢ ciggta, pod warunkiem, ze ma skonczenie wiele

punktéw nieciagloséci. To nasuneto Cantorowi pierwszy, chciatoby sie powiedzieé,
wstepny pomyst: przyjrzec sie¢ dziedzinie funkcji i dopuszczalnemu rozkladowi
wztych” punktéw. Okazalo sig, ze moze by¢ ich nieskoficzenie wiele (bez utraty
jednoznacznosci przedstawienia w postaci szeregu trygonometrycznego), choé
nie dowolnie roztozonych, a ich struktura — struktura zbioru takich punktéw

— moze byé¢ doéé¢ skomplikowana. Préba jej opisu doprowadzila do drugiego,
zasadniczego pomystu Cantora.

Jak poréwnaé wielko$¢ dwoch zbioréw? Potrafimy to zrobi¢ bez trudu,

gdy oba sa skoficzone: liczymy elementy jednego, liczymy elementy drugiego

i poréwnujemy otrzymane liczby. W ten sposéb w gruncie rzeczy porownujemy
oba te zbiory z pewnym poczatkowym fragmentem zbioru liczb naturalnych.
Wszak to, ze zbidér ma n elementow, oznacza tylko tyle, ze mozna je postawic
we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z liczbami ze zbioru {1,2,3,...,n}.
Mate dziecko nie przechodzi przez ten etap: poréwnuje od razu elementy
dwoch zbioréw. Na przyklad, wyliczajac swoje kolezanki z przedszkola,

zagina kolejny paluszek przy kazdym nastepnym imieniu, wskazujac

w ten sposob na takaz wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy
zbiorem swoich kolezanek i zbiorem swoich paluszkéw. Cantor spojrzatl

na zbiory oczami dziecka: taki sposéb poréwnywania zbioréw nadaje sie

takze do zbioréw nieskonczonych! I na tym wlasnie polega 6w zasadniczy
pomyst Cantora: uzna¢, ze dwa zbiory A i B sa tak samo duze (matematycy
moéwia: réwnoliczne), gdy istnieje réznowarto$ciowa funkcja ze zbioru A w B,
ktoérej zbior wartoéci pokrywa sie z B. Mowimy wtedy, ze oba zbiory maja

te sama moc. Czy wyniklo z tego cos$ ciekawego? Okazalo sie na przyklad,

ze istnieja rézne nieskonczonosci. Moc zbioru wszystkich liczb naturalnych N
jest mniejsza od mocy zbioru wszystkich liczb rzeczywistych R. Inaczej
moéwiac, zaden ciag nie moze zawiera¢ wszystkich liczb rzeczywistych,

a nawet wszystkich liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1). Kazda liczbe
rzeczywista z tego przedzialu mozna zapisaé (jednoznacznie!) w postaci
rozwiniecia dziesigtnego, w ktérym wystepuje nieskonczenie wiele cyfr réznych
od 0 (np. 0,1 to takze 0,0(9)). Niech (a,,) bedzie dowolnym ciggiem liczb
rzeczywistych z przedziatu (0, 1), a 0, ap1an2ans . . . rozwinieciem dziesietnym
liczby a,,. Jesli utworzymy teraz liczbe b = 0, b1b2bs . . ., tak aby w jej rozwinieciu
dziesietnym b,, byta dowolna cyfra rézna od 0 i od a,,, to b bedzie liczba

z przedziatu (0,1), zawierajaca nieskoniczenie wiele cyfr réznych od 0 i rézna
od wszystkich liczb z ciagu (a,): od kazdej z nich rézni sie bowiem na pewnym
miejscu po przecinku. Stad wniosek: zaden ciag nie wyczerpuje wszystkich
liczb z przedzialu (0, 1), a wiec tym bardziej nie wyczerpuje zbioru wszystkich
liczb rzeczywistych.

Okazalo si¢ jeszcze, ze zbiory, wydawaloby sie, tak réznej wielkosci, jak zbidr
wszystkich liczb catkowitych Z i zbior wszystkich liczb wymiernych Q maja

te sama moc co zbiér N, mimo ze zbior Z jest ,dziurawy” w R, natomiast
miedzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi mozna zawsze znalezé

liczbe wymierna, a nawet nieskonczenie wiele takich liczb. Okazalo sie,

ze przestrzen R3, a nawet kazda przestrzen R” dla dowolnego n € N, ma

te sama moc co R, a R jest réwnoliczny z kazdym swoim przedzialem otwartym
(np. funkcja tangens przeksztalca przedzial ( -3, g) w sposéb réoznowartosciowy
na caly zbiér R). Okazalo sie réwniez, ze nie ma najwieksze]j nieskonczonosci,
bo dla kazdego zbioru A mozna zbudowadé zbiér o mocy wigkszej niz moc A;
takim zbiorem jest, na przyklad, zbiér wszystkich podzbioréow A.

W. B.



Pomyst Kopernika

Sredniowieczny Wszechéwiat byl calkiem sprawnie
dzialajacym mechanizmem. Wokot stabilnej Ziemi,
zajmujacej w nim centralne miejsce, krazylty planety,

w miare moznoéci — jednostajnie po kotach, a jezeli

nie zgadzato si¢ to z obserwacjami, to dodawalto sie
wiecej tych kol, czyli epicykli, tak aby te zgodno$é
uzyskaé¢. Tak bylo od czaséw Ptolemeusza przez
poéltora tysiaca lat i trzeba przyznaé, ze nie byl to

zly model Wszechswiata. Mial cechy, ktore i dzis

W nowoczesnej nauce sa w cenie, mianowicie zgadzal sie
z obserwacjami, umozliwial przewidywanie przysztych
zjawisk i mial mozliwo$¢ ciaglego udoskonalania. Czego
chcie¢ wiecej?

No, moze jeszcze prawdy, czyli chcialoby sie jeszcze
wiedzie¢, co wokot czego ,naprawde” krazy. Bowiem
dzi$ wiemy, ze opisywac¢ ruch mozna wzgledem
czegokolwiek, robi sie wiec to tak, zeby bylo
najwygodniej. ,,Obiektywnego” rozstrzygniecia, co
wokél czego krazy, dostarcza dopiero dynamika. Méwiac
po prostu, obiekt 1zejszy musi krazyé¢ wokél ciezszego.
Ale w Sredniowieczu mas cial niebieskich jeszcze nie
znano. Centralne miejsce w modelu Wszechswiata byto
wiec dla Ziemi zarezerwowane bez dyskusji, byto to
podstawowe zalozenie, z ktérym nikt nie polemizowat
— wladciwie nikomu przez pottora tysiaca lat do glowy
nie przyszlo, ze moze by¢ inaczej. Prawde mdwiac,
mysli takie, czy — jak kto woli — spekulacje, pojawialty
sie juz w Starozytnosci (Filolaos, Hiketas, Ekfantos,
Herakleides, Arystarch, Seleukos), poszly jednak

w zapomnienie, zwlaszcza ze wszystkich

przyttoczyt autorytet Arystotelesa. Wreszcie jednak
Mikotajowi Kopernikowi przyszto do gltowy, by sprawe
zbadaé porzadnie, czyli by sprawdzi¢ — dysponujac
nowymi obserwacjami i nagromadzona przez stulecia
wiedza — czy obserwowane z Ziemi ruchy planet nie
moga by¢ skutkiem obiegania ich wszystkich, lacznie

z Ziemia, wokél Stonca. Szczerze przy tym przyznawal,
ze sam pomyst nie jest jego.

Kopernik te sprawe zbadal rzeczywiscie porzadnie.
Okazalo sie przede wszystkim, ze wskutek przeniesienia
uktadu odniesienia do Stonica mozna bylo pewne
sktadowe ruchu planet, identyczne u wszystkich
planet, natychmiast zastapi¢ ruchem Ziemi. Liczba
két niezbednych w opisie ruchu planet zostata w ten
spos6b zmniejszona wprawdzie o potowe, jednak
Uklad Stoneczny nadal opisywalo kilkadziesiat
deferentéw i epicykli (o tym, jak sie ich astronomia
pozbyla, tez jest w tym numerze). Wazniejsze bylo

co innego, mianowicie ze kto§ w ogdle rozpoczal
dyskusje o systemie swiata. Kopernik jawnie pisal, ze
jest przekonany o centralnej pozycji Stonca, ze brak
paralaktycznych przesunie¢ gwiazd wynika zapewne
stad, iz gwiazdy sa widocznie dalej, niz si¢ komukolwiek
dotad zdawalo. Nie mial jednak — bo nie mogt
wéwcezas mie¢ — na to zadnych dowodow. W rezultacie
chociaz to on na dobre ,ruszyl Ziemie”, jego teoria
nie spowodowata — na razie — praktycznie zadnej
rewolucji w astronomii. Zostata jednak podchwycona
przez nastepcow, przez co przyczynila sie do jednej

z najwiekszych rewolucji s$wiatopogladowych.

T. K.

Teoria wzglednosci Einsteina

Jakikolwiek przeglad przelomowych pomystéw w nauce
nie moze si¢ oczywiscie oby¢ bez Alberta Einsteina

i jego teorii wzglednosci.

Jak zostalo wspomniane w artykule Lorentz

a przeksztalcenia Lorentza, Einstein w jednej
przelomowej pracy poradzil sobie z wieloma
problemami nekajacymi fizyke poczatku XX wieku,
takimi jak zagadnienie istnienia eteru i sposéb
rozchodzenia sie $wiatla, i na podstawie dwdch prostych
postulatéw wyprowadzil metnie dotad motywowane
transformacje Lorentza. Inne wnioski z tych postulatéw
wybiegaly dalej, poza stan éwczesnej wiedzy i pojec.
Teoria Einsteina opierata si¢ na postulacie wzglednosci,
tzn. zalozeniu, ze kazde prawo fizyczne ma taka

sama postaé¢ we wszystkich ukladach inercjalnych.

Sam postulat wzglednosci, zwany zasada wzglednosci
Galileusza, nie byl wystarczajacy, aby np. réwnania
Maxwella dla pola elektromagnetycznego byly
niezmiennicze wzgledem wyboru uktadu inercjalnego.
Do tego potrzebne byto dodatkowe zatozenie. Einstein
na podstawie tylko eksperymentéw myslowych dodat
postulat staltej predkosci rozchodzenia sie $wiatta

w prézni, niezaleznie od ruchu jego zrédta. Pomyst ten
okazal sie¢ bardzo trafny.
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Konsekwencje fizyczne teorii Einsteina byty
rewolucyjne. Jednym z jej wnioskéow byto np. to,

ze czas nie jest wielkodcia absolutna, niezalezna od
uktadu odniesienia. Synchronizacja zegaréw jest
czynnoscia czysto fizyczna, a réwnoczesnosé dwoch
roznych zdarzen zalezy od wyboru ukladu odniesienia:
zawsze mozna wskazaé¢ uktad, w ktérym sa one
réwnoczesne (albo uklad, w ktérym zachodza w tym
samym miejscu). Czas i przestrzen przestaly by¢ odtad
niezalezne: w teorii wzglednodci zjawiska fizyczne
zachodza w czterowymiarowej czasoprzestrzeni, ktorej
punkty (zdarzenia) sa charakteryzowane wspélrzednymi
przestrzennymi z, y, z i czasem ¢, wyznaczonymi

w pewnym inercjalnym uktadzie odniesienia.

Zwiazek miedzy wspolrzednymi czasoprzestrzennymi
w roznych inercjalnych uktadach odniesienia jest dany
transformacja Lorentza.

Ogdlna teoria wzglednosci Einsteina (1916 r.)
wprowadzila juz réwnowaznos$é zjawisk we wszystkich
uktadach odniesienia, takze tych nieinercjalnych.
Szczegdlna teoria wzglednosei (nazwana tak

w odréznieniu od tej p6Zniejszej, ogdlniejszej)
obowiazywala dalej, ale pod nieobecnos¢ pola
grawitacyjnego. Teoria wzglednosci jest obecnie jedna
z najlepiej potwierdzonych do$wiadczalnie teorii

fizycznych.
sy E. Cz.



Teoria jest niesprzeczna, gdy wsréd

jej twierdzen, a wigc zdan majacych
dowéd, nie ma dwéch zdan wzajemnie
sprzecznych. Rownowaznie, gdy istnieje
zdanie, ktére nie ma dowodu w tej teorii.

Godel uzyt nastepujacych symboli:

,07 (reprezentujacy liczbe 0),

»f”7 (symbol funkcji nastepnika),

»~" (negacja), ,V” (alternatywa),

7" (kwantyfikator ogdélny), ,,(” (lewy
nawias), ,)” (prawy nawias). Ich kodami

byty odpowiednio liczby 1,3,5,7,9, 11, 13.

Pomyst Godla

Rozwo6j matematyki w XIX wieku, pojawienie sie¢ nowych teorii
aksjomatycznych i lepsze zrozumienie istoty aksjomatyzacji, ktore zawdzieczano
m.in. pracom nad geometriami innymi niz euklidesowa, rozbudzily nowe
nadzieje. W latach 1910-1913 Bertrand Russell i Alfred N. Whitehead
opublikowali trzy tomy dzieta Principia Mathematica, stanowiacego probe
zbudowania matematyki na fundamencie nieduzego zbioru aksjomatéw

i regul wnioskowania. Nadzieja Davida Hilberta, by cala matematyke
przedstawi¢ w postaci niesprzecznej teorii sformalizowanej, w ktérej dla kazdego
dajacego sie zapisa¢ w jezyku tej teorii zdania p istniatby albo dowdd p, albo
dowdd zdania nieprawda, Ze p — dowdd korzystajacy z wyraznie okreslonych
regul wnioskowania z rownie jasno okreslonych aksjomatow — wydawala sie
bliska realizacji.

Rozwazmy zdanie p nastepujacej tresci: ,zdanie p jest falszywe”. Czy to

zdanie, nieco uscidlona wersja tzw. paradoksu ktamcy, jest prawdziwe czy
fatszywe? Bez trudu sprawdzisz, drogi Czytelniku, ze kazda odpowiedZ prowadzi
do sprzecznoéci. Mamy wiec zdanie, ktérego prawdziwosci nie mozna ustali¢

na gruncie, nazwijmy to, zwyktej logiki. Pomyst Kurta Godla polegal na tym,
by ten paradoks przeksztalcié w zdanie sformutowane w jezyku arytmetyki

liczb naturalnych (tzw. arytmetyki Peano, od nazwiska twércy aksjomatycznych
podstaw tej teorii) i wykazanie, Ze ani otrzymane zdanie, ani jego zaprzeczenie
dowodu w arytmetyce Peano nie maja. Teorig, dla ktérej takie zdanie istnieje,
nazywa sie teoria niezupeina.

Pominmy tu trudnosci matematyczne i logiczne rozumowania Godla,
zatrzymajmy sie na kwestii, wydawaloby sie, drugorzednej, ale ktéra dla calej
sprawy jest kluczowa i to rozumowanie umozliwia. Zdanie p — albo podobne
zdanie p’, ktére glositoby, ze p’ nie ma dowodu — orzeka co$ o zdaniach
(wrecz samo o sobie), podezas gdy zdania arytmetyki wyrazaja wlasnosci
liczb naturalnych. Kluczem do twierdzenia o niezupelnosci arytmetyki stal sie
pomyst kodowania symboli jezyka teorii, jej formul (czyli pewnych ciagéw
symboli), a takze dowoddéw (czyli pewnych ciagdéw formul) za pomoca liczb
naturalnych. W ten sposéb kazda relacja miedzy formutami (np. stwierdzenie,
ze ciag formul @ jest dowodem formuly ¢) staje sie relacja miedzy liczbami
naturalnymi.

Kazdemu symbolowi jezyka arytmetyki Godel przypisal liczbe nieparzysta,
niewickszg od 13 — kazdemu inna. Kazdej zmiennej reprezentujacej liczby
przyporzadkowal liczbe pierwsza, wigksza od 13, kazdej zmiennej reprezentujacej
zbiory liczb — kwadrat liczby pierwszej wigkszej od 13, kazdej zmiennej
reprezentujacej zbiory zbiordéw (np. relacje dwuargumentowe) — trzecia

potege liczby pierwszej wigkszej od 13 itd. Formule, bedacej ciagiem symboli

o numerach ny,ng, ..., ng, odpowiadalta liczba 2™ - 3™2 . ... pi'*  gdzie py,
oznacza k-ta liczbe pierwsza. Wreszcie kodem dowodu, bedacego ciagiem formut
o numerach, kolejno, my, ma, ..., m,, stala sie liczba 2™ - ... - p*r. Ten sposéb

kodowania dawal gwarancje jednoznacznosci: nie tylko kazdy symbol, kazda
formuta i kazdy dowdd zostal opatrzony jednoznacznie okreslonym numerem, ale
z kazdej liczby, bedacej kodem, mozna jednoznacznie odczytaé obiekt (symbol,
formule, dowdd), ktoéra ta liczba koduje. Zdania o formulach maja wiec swoje
doktadne odpowiedniki w zdaniach o liczbach i odwrotnie; Godel pokazal, jak
takie odpowiedniki budowac.

Teraz pozostaje juz tylko zapisaé w jezyku arytmetyki formule C(x), orzekajaca,
ze liczba x jest numerem formuly nie majacej dowodu, i podstawié¢ za x numer

formuty C(x) ...

11



Twierdzenie Fouriera. ,Kazdg” funkcje

okreslong na przedziale [—1, ] mozna
reprezentowaé przez szereg sinuséw
i cosinuséw w nast¢pujacy sposéb

- k
=243 (k e
k=1

gdzie wspélezynniki ay, i by, sa okreslone

. km
+ by sin

wzorami
l

1 k
ap = 7/f(s)cos$ds,

-1

i

1 . kws
bkzj/f(s)sdes.

—1

Wtasciwie zwieficzenie badan nad
twierdzeniem Fouriera przyszto dopiero
w 1966 r., gdy L. Carleson wykazal,

ze kazda funkcja, ktéra podniesiona

do kwadratu ma skonczona catke
(Lebesgue’a) na przedziale (0,1), jest
sumg swego szeregu Fouriera w prawie
wszystkich punktach odcinka (0, 1)

(tzn. wszedzie poza zbiorem tak maltym,
ze da si¢ go nakry¢ przeliczalng rodzing
odcinkéw o dowolnie matej sumarycznej
dlugosci).

Pomyst Fouriera

Kiedy rozpoczeto proby matematycznego opisu drgajacej struny, w naturalny
sposob pojawilo sie pytanie: jakie funkcje okredlone na pewnym odcinku da sie
zapisa¢ w postaci nieskoniczonej sumy sinuséw i cosinuséw?

Pomyst Jeana Baptiste’a Fouriera polegal na tym, zeby na powyzsze pytanie
odpowiedzie¢: WSZYSTKIE.

Fakt, ze powyzsze twierdzenie jest Scisle biorac falszywe, w niczym nie umniejsza
ani wielkosci twierdzenia, ani wielkosci jego tworcy.

Do wielkosci Fouriera wkrotce dojdziemy, teraz natomiast przyjrzyjmy sie, jak
on sam dowodzil swego twierdzenia. Rozpoczal od tego, ze zapisal formalnie
réwnosé f(xz) = > °.° by sin(nx), ktéra miala by¢ spelniona dla kazdej” funkcji
okreslonej na odcinku [0, 7] (na takim odcinku wystarczaja same sinusy lub
cosinusy). Nastepnie zast@pil sinusy przez ich rozwiniecia w szereg potegowy
sin(nz) = (nx) — S5 + = , a wreszcie zmieniajac kolejno$é¢ sumowania,
przedstawit ,,dowolnad funkq]e; W postaci szeregu potegowego. Obecnie mozna

za co$ takiego ,wylecied” z egzaminu z analizy na I roku studiéw (nawet funkcje
nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne moga nie da¢ sie przedstawi¢ w postaci
szeregu potegowego), jednak Fourier zadnego egzaminu nie zdawal, wiec liczyl
dalej. Doszedt wreszcie do formalnego wzoru na wspoétcezynniki b,

Zf

Warto dostrzec piekno tego wzoru, w ktérym dzieli sie dwa iloczyny rozbiezne
do nieskonczonosci. Fourier nie przejmowal sie tym ,drobiazgiem”, martwilo
go natomiast skomplikowanie tego wzoru i doszedl do wniosku, ze warto by ten
wz6r nieco uprosci¢, co udato mu sie rewelacyjnie, gdyz w ostatecznej postaci

przybral on forme
2 T .
=— /f(s) sinns ds.
™
0

Warto przy okazji zauwazy¢, ze ten sam wzor otrzymal wezeéniej Euler

(o czym Fourier nie wiedzial) i to w sposéb bardziej elegancki, cho¢ tez nie
najprostszy (Euler korzystal z tozsamosci trygonometrycznych, Fourier z réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, ale obaj przegapili skorzystanie z prostej wlasnosci
calek z iloczynu funkcji typu cosnz i cosma oraz sinnzx i sinmx, ktore znikaja
na przedziale (0,7), gdy n jest rézne od m).

—1)
n2q

2q+2k 1 (0)
(2k —1)!

2k—2

o0 2 0
Hm:l,m?ﬁn m Z

b, =
" nH’???:l,m#n(m2 —n?) s

Dlaczego zatem uwaza sie Fouriera za geniusza? Przeciez ani nie byl pierwszym,
ktory odkryl wzor na wspdlezynniki dzi§ zwane jego imieniem, ani nie uniknat
w swoim ,dowodzie” niezbyt Scisle sformutowanego twierdzenia razacych
btedow. Wigkszos¢ komentatoréw stwierdza, ze wartos¢ dokonan Fouriera lezy
w glebi jego interpretacji. Ot6z Fourier spostrzegl, iz formula na wspoélczynniki
rozwiniecia ma sens takze dla funkcji bardzo nieregularnych: przeciez b,, to

po prostu pole pod wykresem pewnej funkcji. Idac dalej, Fourier wyliczyl

kilka pierwszych wspolczynnikow dla rozmaitych przyktadow i stwierdzil, ze
rozwiniecia trygonometryczne rzeczywiscie przyblizaja nawet bardzo dziwne,
nieciagte funkcje. To utwierdzito go w przekonaniu, ze ,kazda funkcja” ma takie
rozwiniecie. Fakt, ze matematycy potrzebowali potem 170 lat, by sprecyzowad,
co znaczy w tym kontekscie ,kazda funkcja” i co to znaczy, ze jej szereg Fouriera
jest zbiezny, najdobitniej $wiadczy o glebi mysli Fouriera. Praca Fouriera

miala tez niestychana glebie: okazalo sie, ze pojecie funkcji ciaglej niezbyt
pasuje do szeregéow Fouriera, natomiast wlasciwe dla nich ,$rodowisko”
przestrzenie Hilberta, catka i miara Lebesgue’a, zbieznos¢ prawie wszedzie

— a zatem fundamentalne pojecia wspolczesnej analizy funkcjonalnej, ktora

w duzej mierze na szeregach Fouriera wyrosta. A | przy okazji” z rozwazan nad
szeregami Fouriera zrodzila si¢ Cantorowska teoria mnogosci...

w. S.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jednokierunkowy strumien ciepta

Czy mozna zrobi¢ cieplny odpowiednik podstawowych
elementoéw elektronicznych, czyli przepuszczajacej prad
tylko w jedna strong diody czy sterowanego zewnetrznym
sygnalem tranzystora?

Zeby tego dokonaé, nalezatoby dysponowaé czyms,

co dobrze przewodzi ciepto w jedna strone, a zle w druga.
Gdyby przeprowadzi¢ na ten temat sonde uliczna, to
wigkszo$¢ zapytanych nie widzialaby powodu, dla ktérego
takiego materialtu miatoby nie byé. W potocznym
(btednym) rozumieniu tak wlasnie dzialaja izolacje cieplne
(np. puchowa kotdra). Gdyby jednak przeprowadzajacy
sonde zawedrowal w okolice zamieszkane przez mitosnikow
fizyki, to polaryzacja odpowiedzi bytaby prawdopodobnie
przeciwna — przeciez puchowa koldra réwnie dobrze

chroni nas przed zimnem, jak i przed cieptem. Tylko
rzadko wypada nam chroni¢ sie przed goracem istotnie
wiekszym od temperatury ciata. Stad powszechnie uzywane
okreslenia ,ciepta koldra” czy ,ciepte ubranie”.

A jak jest naprawde? Skoro o tym pisze, to racje musza
mie¢ profani. Na pocieszenie milosnikom pozostaje to,

ze ,opinia publiczna” nie potrafitaby podaé przyktadu
tego, o czym twierdzitaby, ze istnieje. Natomiast wérod
mitoénikéw na pewno znalezliby sie tacy, ktérzy wskazaliby
urzadzenie codziennego uzytku, ktore dziala wtasnie jak
cieplna dioda.

Tym urzadzeniem jest. .. garnek [1,2]. W miare

szybkie zagotowanie wody (ktéra jest dosé dobrym
izolatorem) w duzym garnku jest mozliwe dzieki konwekcji
powodowanej réznicg gestosci cieptej i zimnej wody.
Gdyby wode w garnku grzaé¢ od géry, a nie od dotu,

to woda wyparowaltaby, zanim by si¢ zagotowalta. Mozna
dodaé jeszcze, ze z odpowiednio wysokiego garnka mozna
zrobié¢ cieplny tranzystor. Grzany od géry przewodzitby
ciepto tylko wtedy, gdyby w nim mieszaé — przewodnictwo
cieplne zalezatoby od intensywnosci mieszania. (Pytanie
do mitosnikéw: w jakiej sytuacji wode nalezy grzaé z gory,
by ja szybciej podgrzac?)

Zauwazmy jednak, ze dzialanie wyzej opisanej

diody cieplnej jest mozliwe tylko dzieki umieszczeniu

jej w polu grawitacyjnym. Autorzy pracy [1] przekonuja
jednak, ze material przewodzacy ciepto lepiej

w jedna strong niz w druga moze istnieé ([2] jest
popularnym opisem publikacji [1]). Rozpatruja oni
jednowymiarowy model, w ktérym potaczenie miedzy
termostatami o réznych temperaturach jest zrealizowane
za pomocg lancucha oscylatoréw skladajacego sie

z trzech cze¢sci. W obu skrajnych czedciach znajduja

sie oscylatory harmoniczne, ale o réznych czestosciach
wlasnych, a w §rodkowej oscylatory anharmoniczne,

dla ktérych czestosci wlasne zalezg od amplitudy,

czyli od temperatury. Jezeli temperatura jest niska,

to kontakt cieplny miedzy czescig srodkows a koncem

o malej czestosci wlasnej jest dobry, natomiast z koficem
o duzej zty. W wysokiej temperaturze jest na odwroét.

W takim razie tancuch grzany od ,sztywnego” korca (tego
o wysokiej czestosci wlasnej), a chtodzony od ,gietkiego”,
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bedzie lepiej przewodzit ciepto niz przy réznicy temperatur
o przeciwnym znaku. Autorzy argumentuja, ze takie
wlasnosci moga mie¢ odpowiednio dobrane tancuchy

DNA lub innych podobnych makroczasteczek. Byé moze
takie tanicuchy sa wykorzystywane przez Nature.

Mogtoby to wyjasnia¢ niezwykla powolnosé niektoérych
proceséw zachodzacych w komérkach zywych organizméw
na poziomie molekularnym.

Teoretyczne rozwazania oparte na komputerowych
symulacjach sg na tyle ogdlne, ze powinny sie stosowaé
réwniez w przypadku tréjwymiarowym. Nie jest wiec
wykluczone wykonanie kotderki, ktora bedzie przewodzié
ciepto lepiej w jedna strone niz w druga.

Przechowywanie Swiatla

Robi sie coraz cieplej. Swieza zieleri mtodych ligci pokrywa
sie kwieciem. Kasztany jak co roku ogtaszaja zblizanie

si¢ kolejnych. .. ,najdtuzszych weekendéw nowozytnej
Europy”.

Gdy juz uda nam sie znalezé w miejscu, w ktérym ,widok

zapiera dech w piersiach”, to chcialoby si¢ zachowaé go

na pézniej. Pomystowosé ludzka nie zna granic. Mamy

do wyboru zrobienie zdje¢, nakrecenie filmu lub wykonanie
ykonserwy” (zamykamy oczy i zapamigtujemy rozpierajace
nas poczucie piekna). Czy mozna jednak docierajacy

do nas sygnal $wietlny po prostu zatrzymac, schowaé

do kieszeni, a pézniej odtworzy¢?

Od pewnego czasu jest to mozliwe (niestety w mocno
ograniczonym stopniu — nie od razu Krakéw zbudowano).
W Delcie 5/1999 wspominaliémy o spowolnieniu sygnatu
$wietlnego do predkosci istotnie mniejszej od predkosci
dzwieku w silnie nieliniowym osrodku optycznym.

Po pewnym czasie naukowcom udalo si¢ nawet taki impuls
catkowicie zatrzymac, a ostatnio powtérzyé te osiagniecia
w ciele statym [3].

To ostatnie dokonanie jest istotne dlatego, ze pozwala
zywi¢ nadzieje na praktyczne zastosowanie tego typu
zabaw ze swiattem do ,nieliniowej optyki niskiej
intensywnosci oraz obrobki i przechowywania kwantowej
informacji”, gdyz rozwiniete metody pozwalaja

na zapamietanie nie tylko amplitudy, ale i fazy sygnatu
$wietlnego, a ciata stale lepiej nadaja si¢ do budowania
urzadzen niz rozrzedzone ,opary” metali.

Czy powstanie kiedys sztuczny odpowiednik ,konserwy”
obrazéw? Nie potrafie sobie tego wyobrazié, ale nie
moéwitbym, ze nie.

Piotr ZALEWSKI
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Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 2002

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z fizyki nr 338, 339

338. Na dwa I
jednorodne

i jednakowe walce
spoczywajace na
poziomym stole
dzialaja poziome
sity, przy czym Rys. 1

w jednym z tych

przypadkow sita jest przylozona do osi walca,
a w drugim — do gérnej krawedzi (rys. 1). Jesli
wspoélczynnik tarcia o stél ma dla obu walcow

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2002

330. Réwnie pochyla o masie M i kacie nachylenia o postawiono na
poziomym stole, a na réwni polozono na pewnej ustalonej wysoko$ci
h cialo o masie m (rys. 2). Jesli na zadnej powierzchni nie wystepuje
tarcie, to czy mozna tak dobraé¢ parametry réwni (M i ), aby

cialo w chwili zsuniecia si¢ z réwni miatlo dowolnie matg predkosé
wzgledem ziemi, czy tez istnieje jakies ograniczenie od dolu na

te predkosé?

331. Aby zmniejszy¢ natezenie pradéw wirowych w rdzeniu
transformatoréw (czyli zmniejszy¢ straty energii), rdzenie te
wykonuje si¢ z izolowanych blaszek zelaznych zamiast z litej masy

330. Oznaczmy site nacisku ciata na réwnie jako IV,
sktadowe przyspieszenia ciala jako ax i ay (zob. rys. 2),
a przyspieszenie réwni
jako a.

Obowigzuja réwnania
dynamiczne

Nsina = Ma = mag,
mg — N cos o = may,
oraz kinematyczne
réwnanie wynikajace
z faktu, ze cialo
pozostaje na powierzchni réwni: ay = (az + a) tga.

Rys. 2

Z réwnan tych eliminujemy N i wyznaczamy
przyspieszenia; w szczegdlnosci

_ Mgsinacosa (M 4+ m)gsin? «

M +msin®a’ M +msin2a
Mnozac as i ay przez czas t obliczymy sktadowe koncowej
predkosci ciata; z drugiej strony, czas ten jest dany wzorem

Qg Ay =

t= /=
ay
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

jednakowa warto$é, to na ktory walec mozemy
podziata¢ wicksza sila, nie wprawiajac go przy tym
w poslizg? Ktory walec bedzie si¢ wtedy toczyl

7 wiekszym przyspieszeniem?

339. Pétkula o promieniu 10 cm wykonana ze szkla
o wspoélczynniku zatamania 1,5 lezy na stole

plaska strona do dotu. Nad wierzchotkiem poétkuli
na wysokoéci 3 cm znajduje sie punktowe zodlo
$wiatla. Ile wynosi promien o$wietlonego kota

na powierzchni stotu pod pétkula?

Przypominamy tres¢ zadan:

zelaza. W przypadku autotransformatora rdzen ma ksztalt
toroidalny o przekroju prostokatnym (rys. 3). Jaki sposéb
zestawienia blaszek

jest najlepszy: l

a) ulozenie w stos plaskich
kotek z dziurka,

b) zwiniecie w rulon dlugiej
tasmy o szeroko$ci h,

c) zlozenie rdzenia

z prostokatnych plytek

o wymiarach I X h? Rys. 3

Kwadrat koncowej predkosci ciata jest wigc opisany

wyrazeniem

M? cos® a+ (M + m)? sin® a
(M +m)(M +msin®*a)

v® = (a2 + ai)t2 = 2gh

Nietrudno sprawdzi¢, ze dobierajac odpowiednio mate M
i @ mozna dowolnie zmniejszy¢ v, Trzeba przy tym
zauwazy¢, ze istotna jest kolejnos¢ dokonania przejsé
granicznych M — 01 @ — 0 (najpierw nalezy przejsé

do granicy z a — 0; w praktyce wystarczy, jesli a bedzie
proporcjonalne do M).

331. Sposbb c) jest, oczywiscie, najgorszy, gdyz prady
wirowe plynelyby w ptaszczyznie plytek bez przeszkod.

Po starannej analizie mozna doj$¢ do wniosku, ze sposéb
b) jest nieco lepszy od a), gdyz prad w uzwojeniu
autotransformatora ma obok sktadowej ,,wokét prostokata”
takze niewielkg sktadowa ,w kolo” (jest to faktycznie jeden
zwdj). Ta sktadowa wytwarza pole magnetyczne réwnolegte
do osi walca, a zwigzane z nig prady wirowe beda silniej
thumione przy zastosowaniu sposobu b).
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® Zadania z matematyki nr 441, 442

Redaguje Marcin E. KUCZMA

' — 441. Rozwazamy wielomian W (z) = 2% + a2® + baz? + cx + d o wspdtczynnikach

— rzeczywistych a, b, ¢, d oraz tréjmian kwadratowy T'(z) = 2 + px + ¢

o ze wspélczynnikami p =2 — a4+ b, ¢ = W(—1). Dowies¢, ze jezeli tréjmian T'(x)
ma co najmniej jeden pierwiastek nieujemny, to wielomian W (x) ma co najmniej
jeden pierwiastek rzeczywisty.

Termin nadsylania rozwiazan:

31 vir 2002 442. Niech J oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych nie mniejszych niz 1.
Czy istnieje funkcja f: J — J, ciagla, Scisle rosnaca i taka, ze wartosci funkcji
g(x) = f(x)/z wypekiaja zbiér wszystkich liczb dodatnich?

Zadanie 442 zaproponowal pan Marcin Peczarski z Latchorzewa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2002

433. Znalezé wszystkie funkcje wymierne
P(x)
fz) =
Q(x)
majace te whasnosé, ze f(z)? — f(z?) jest funkcjg stala na zbiorze
tych liczb « € R, dla ktérych Q(z) # 0 oraz Q(z?) # 0.

(P, Q — wielomiany rzeczywiste)

433. Kazda funkcja stata spetnia zadane warunki.
Dalej szukamy funkcji f = P/Q r6znych od stalej.
Mozna przyjaé, ze wielomiany P i Q) sa wzglednie pierwsze
i ze w wielomianie @) wspélczynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej jest réwny 1; zatem Q(x) = z™ + M (z),
gdzie M jest wielomianem stopnia nizszego niz n.
Oznaczajac przez c staty wartosé réznicy f(x)? — f(2?)
otrzymujemy réwnanie
P(2)*Q(2”) = Q(2)*[cQ(«) + P(z”)],

réwnowazne (wobec przyjetych zatozen) uktadowi réwnan

Q(z*) = Q(x)*,  P(2)* = cQ(z”) + P(z?).
7 pierwszego réwnania tego uktadu dostajemy zwiazek
22" M (x) + M(z)? = M(2?), ktéry jest spetniony tylko
wtedy, gdy M jest wielomianem zerowym (wystarczy
poréwnadé stopienn po obu stronach). Zatem Q(x) = z"
(n > 0) i drugie réwnanie uktadu przybiera postaé
(1) P(z)* = cz® + P(z?).
Jedli ¢ = 0, to P(z)? = P(x?) i powtarzajac rozumowanie
przeprowadzone dla wielomianu Q wnosimy, ze P(z) = z*
(k > 0). Skoro f = P/Q # const, wyktadniki n i k nie sa
jednoczes$nie zerami. Dostajemy rozwigzanie
(2) fx)=2"; m#0 - liczba calkowita.
Pozostaje przypadek, gdy ¢ # 0. Gdy n > 1, réwnos¢
(1) pokazuje, ze P(z) # const; gdy za$ n = 0, to takze
P(x) = f(x) # const, w my$l przyjetego zalozenia.
Tak wiec P jest wielomianem stopnia dodatniego.

Niech p > 1 bedzie najnizszym wyktadnikiem, dla ktérego
2P wystepuje w wielomianie P ze wspétczynnikiem a # 0.
Zapisujemy wiec ten wielomian w postaci

P(z) = b+ az? + 2T R(x),
podstawiamy to do réwnania (1) i otrzymujemy
b? 4 2bax? + a*x®P + 2baP T R(z)+

+2ax?P M R(z) + 2*P T2 R(z)? =

= b+ ca®™ + azx® + 2P R(2).

Gdy n = 0, przyréwnanie wyrazéw wolnych (b% = b + ¢)
pokazuje, ze b # 0 (bo ¢ # 0); po odjeciu wyrazéw wolnych
mamy po prawej stronie wielomian podzielny przez z2?,

a po lewej — nie. Zatem n > 1 i poréwnujac wielomiany

po obu stronach stwierdzamy kolejno, ze b*> = b, 2ba = c,
p=2n,a’=a;skoro c#0,tob#0, wiecb=1,a =1,
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Przypominamy tres¢ zadan:

434. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste styczne

do tego okregu w punktach A i C' przecinajg si¢ w punkcie P,

a styczne w punktach B i D przecinaja sie¢ w punkcie Q. Dowie$c,
ze punkty A, C, Q sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
B, D, P sa wspélliniowe.

¢ = 2; trzy pierwsze skladniki po obu stronach znosza sie.
Dzielac pozostata réwnoéé przez aP*! otrzymujemy

2R(z) + 22" R(z) + 2" ' R(z)? = 2" R(2?).
Jedli wielomian R nie jest zerowy, to po obu stronach tej
réwnosci najwczesniejszy niezerowy wspoétczynnik pojawia
sie przy réznych potegach zmiennej. Wobec tego R(z) = 0,
czyli P(z) = 1+ 2", skad
(3) f(x)=2z2"+2™"; n>1 - liczba catkowita.
Kazda funkcja postaci (2) lub (3) oraz kazda funkcja
stata spelnia wymagane warunki; a z przeprowadzonego
rozumowania wynika, ze sg to wszystkie takie funkcje.

434. Oznaczmy przez O i r $rodek i promien okregu.
Przyjmijmy, ze wypuktly kat POQ ma miare . Jezeli

@ =0° lub ¢ >90°, to ani punkty A, C, Q, ani B, D, P
nie tworza trojki punktéw wspétliniowych. Dalej
zakladamy, ze 0° < ¢ < 90°. Rozwazamy rzuty D’ i P’
punktéw D i P na pélprosta OQ ™.

Warunek wspoétliniowosci tréjki B, D, P jest teraz
réwnowazny réwnosci |OD’| = |OP’|. Poniewaz

zaé |OD'| - |0Q| = r? oraz |OP’| = |OP| - cos ¢,
uzyskana réwnosé jest réwnowazna nastepujacej:

|OP| - |0Q]| - cos ¢ = 2. Ten ostatni warunek,
niezmienniczy przy zamianie
P 7z @, jest jednoczesnie
rownowazny wspoétliniowosci
tréjki A, C, Q, wobec symetrii
r6l obu trojek.
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Rozwigzanie zadania F 572.
Dysocjacja powoduje wzrost entropii mola
wodoru o 100 J/K. Zerwanie wigzania
wymaga energii, ktéra musi byé pobrana
z otoczenia, zatem temperatura otoczenia
musi si¢ obnizy¢. W temperaturze

300 K zwigzany z tym obnizeniem
temperatury spadek entropii wyniéstby
AQ/T = 4,3 -10°/300 = 1400 J/K.
Oznacza to wypadkowe zmniejszenie
entropii o 1300 J/K, a wiec dysocjacja

w temperaturze 300 K jest niemozliwa.

Patrz w niebo

Kazda normalna galaktyka to do$¢ skomplikowany obiekt, w ktérym gwiazdy
sg nie tylko ,punktami materialnymi” bioracymi udzial w rotacji galaktyki

i powstawaniu ramion spiralnych. Mianowicie gwiazdy ewoluuja, wskutek
czego cala galaktyka réwniez podlega ewolucji, nie tylko mechaniczne;j.
Gwiazdy powstaja z rozproszonej materii miedzygwiazdowej i, konczac zycie,
rowniez przekazuja przynajmniej cze$¢ swojego budulca z powrotem materii
miedzygwiazdowej, a z niej tworza si¢ nastepne pokolenia gwiazd. Nietrudno
przewidzie¢, ze materia powtornie wchodzaca do obiegu nie jest taka sama
jak materia pierwotna, z ktorej powstalo pierwsze pokolenie gwiazd — jest ona
wzbogacona w pierwiastki cigzkie syntetyzowane z wodoru i helu w goracych
wnetrzach gwiazd. Réznice w sktadzie chemicznym gwiazd najstarszych i gwiazd
nowego pokolenia wyraznie obserwuje sie na podstawie analizy widmowej.

Okazuje sie jednak, ze galaktyki, ktore uwazamy za normalne, wcale nie sa
galaktykami najczesciej wystepujacymi we Wszechswiecie. Najczestsze sa
tzw. galaktyki kartowate. Niedawne drobiazgowe obserwacje jednej z nich,
stosunkowo bliskiej galaktyki UGC 9749 polozonej w Wielkiej Niedzwiedzicy,
prowadzone réwniez za pomoca Teleskopu Hubble’a, pokazaly, ze jest ona
zbudowana wylacznie z gwiazd bardzo ubogich w pierwiastki ciezkie. Zawartosé
tych pierwiastkéw oceniono na mniej niz 1/150 ich zawartosci w Sloncu, a wiek
gwiazd na 14 mld lat. Wlasnodci tych gwiazd odpowiadaja wigc wlasno$ciom
gwiazd tworzacych najstarsze gromady kuliste towarzyszace naszej Galaktyce.
Wydaje sig, ze po uformowaniu pierwszego pokolenia gwiazd galaktyki kartowate
nie sa w stanie utrzymac¢ materii stanowiacej wiatry gwiazdowe czy produkty
wybuchéw supernowych i dlatego te ,surowce wtorne” sa przez nie bezpowrotnie
tracone. Istnieje poglad, ze galaktyki karlowate bylyby czym$ posrednim miedzy
gromadami kulistymi a normalnymi galaktykami.

Tomasz KWAST

Maj

Najszybciej poruszajaca sie gwiazda na calym niebie jest Gwiazda Barnarda,
niewidoczna golym okiem gwiazda (9,54 mag) potozona w Wezowniku, ktéry
w majowe wieczory dopiero wschodzi. Za to widaé¢ w calej okazalosci wysoko
na niebie gwiazdozbior Wolarza, ktorego najjasniejsza gwiazda, Arktur, jest
rowniez gwiazda bardzo szybka, co odkryl Edmond Halley w 1717 r. Zar6éwno
gwiazda Barnarda, jak i Arktur sa gwiazdami dosé bliskimi (odpowiednio 1,8
i 11,1 pc), dlatego wlasnie szybko zmieniaja polozenie. Arktur jest najjasniejsza
gwiazda na péinocnej pétkuli (—0,05 mag). Jest pomaranczowym olbrzymem
typu K2 o temperaturze 4000 K (jego barwe doskonale widaé¢ gotym okiem),
swieci ponad 100 razy silniej niz Slonice, a przesuwa sie na niebie mniej wiecej
o Srednice tarczy Stonica w ciagu 800 lat.

Prawie wszystkie jasne planety grupuja sie w maju w Byku, tylko Jowisz
znajduje si¢ obecnie w Bliznigtach. Najprawdopodobniej srodki masowego
przekazu beda znowu straszy¢ ,ustawieniem si¢ planet na jednej linii”. Mozna to
tak nazwac, ale z tego powodu dokladnie nic nam nie grozi. Na poczatku
maja mozna probowaé po zachodzie Stonica znalezé na niebie Merkurego — 4 V
znajdzie si¢ on w odleglosci 21° na wschod od Stonica. W wyniku skupienia
sie planet w Byku mozna bedzie zaobserwowaé (cho¢ wszystkie te planety
wkrétce po zachodzie Stonca tez zachodza) zblizenia: Marsa i Saturna 4 V
na odleglos¢ 2°, Wenus i Saturna 7 V tez na 2° oraz Wenus i Marsa 10 V
na 09 3. Ponadto 14 V Ksiezyc zakryje po kolei Saturna, Marsa i Wenus,
ale z Polski zadne zakrycie nie bedzie widoczne — tylko zblizenia Ksiezyca
do tych planet. Now Ksiezyca wypada 12 V, a pelnia 26 V i nastapi wtedy
jego pélcieniowe zaémienie, a wiec praktycznie niezauwazalne, a ponadto i tak
z Polski niewidoczne, gdyz bedzie to okoto potudnia.

T.K.
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O ROWNYCH SUMACH TRZECH
PIATYCH POTEG I NIE TYLKO

Nie sg znane przykltady rownych sum dwoch piatych poteg,
bez trudu przychodzi jednak znalezienie rownych sum
trzech piatych poteg liczb catkowitych dodatnich.
W liczbach mniejszych od 100 znajdujemy cztery
przyktady:

66° + 44° + 18° = 64° + 51° + 13°

67° +28° 4 24° = 62° + 54° + 3°

74% 4+ 43° 4 21° = 68° + 62° + 8°

83° +67° + 56° = 81° + 72° + 53°.

Rozwiazania réwnania

(5.3.3) a®+ b+ =d+ e+ f°
lubia spelnia¢ jednoczesnie réwnanie
(1.3.3) a+b+c=d+e+ f.

Sposréd 204 rozwigzan pierwotnych (tzn. o najwiekszym
wspolnym dzielniku 1) réwnania (5.3.3) w liczbach
mniejszych od 1000 az 131 spelnia réwnanie (1.3.3).
Najmniejszym rozwiazaniem réwnania (5.3.3)
niespelniajacym réwnania (1.3.3) jest

118° +85° +26° = 116° + 90° + 53°.
Wiadomo, ze réwnanie (5.3.3) ma nieskonczenie wiele
rozwigzan pierwotnych w liczbach catkowitych dodatnich,
znane sa bowiem rozwigzania parametryczne tego
roéwnania.
Ciekawym przykladem jest rozwigzanie w liczbach
pierwszych:

6379° + 3833° + 2657° = 6089° + 5003° + 1777°.

Jednak najbardziej zafascynowany jestem nastepujacymi
czterema rozwigzaniami:

12587 + 582° + 455° = 1153° 4 1037° + 105°

47273% + 9717° + 5681° = 47242° + 15398° + 31°

557725 + 25403° 4 19264° = 51858° + 44667° + 3914°

71362° + 37983° + 27745° = 65728° + 59070° + 12292°.
Jesli uruchomisz swoja spostrzegawczosé, Drogi Czytelniku,
zapewne odkryjesz, jakg wspdélnag wlasnos¢ majg powyzsze
rozwigzania. Nie wiem, czy istniejg inne rozwigzania o tej
wlasnosci, jesli znajdziesz jeszcze jedno, daj mi znaé, bede
pod wrazeniem.

Z sumami piatych poteg wiaze si¢ ponizsza hipoteza
Eulera, bedaca uogélnieniem wielkiego
twierdzenia Fermata:

HIPOTEZA EULERA: Dla dowolnej liczby n > 3
roéwnanie

al +ay +...+apn_1 =ay
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich
a1,a2,...,0n.

Innymi stowy, zgodnie z hipoteza Eulera n-tej potegi
nie mozna przedstawié przy pomocy sumy mniej niz

n n-tych poteg. Hipoteza wydawala sie catkiem sensowna,
zwazywszy ze o przyktady rozkladu n-tej potegi
na sume¢ n n-tych poteg nietrudno. Mamy bowiem:

52 = 42 4 32

6> =5"+4%+3°

353% = 315% + 272* + 120* + 30*.
Z drugiej strony, zgodnie z wielkim twierdzeniem Fermata,
sze$cianu liczby catkowitej dodatniej nie mozna roztozy¢
na sume¢ dwoch szedciandéw.

Hipoteza Eulera ,byta prawdziwa” do roku 1966, kiedy to
Lander, Parkin i Selfridge znalezli rozktad piatej potegi
na sume czterech piatych poteg:

(5.1.4) 144° = 133° 4 110° + 84° 4 27°.

Sformutowali oni wéwczas nastepujaca hipoteze:

HIPOTEZA (LANDER, PARKIN, SELFRIDGE):
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 réwnanie

(n.k.0) at +ay +...+ap =b7 +by +...+b

nie ma nietrywialnych rozwiazan w liczbach catkowitych
dodatnich, gdy £+ 1 < n.

Innymi stowy, zadne nietrywialne rownanie nie moze by¢é
spelnione przez mniej niz n n-tych poteg. Hipoteza ta
do dzi$ nie zostata obalona, ani udowodniona.

Rozwiazania réwnania (n.k.l), gdzie k < [, bedziemy
nazywaé rozwiazaniami typu (n, k,1).

Interesujacy jest przypadek k + [ = n. Ot6z dotychczas
znanych jest 6 typéw takich rozwiazan. O trzech typach
wiadomo, ze maja nieskonczenie wiele istotnie réznych
rozwiazan:

(4,2,2) — o réwnych sumach dwo6ch czwartych poteg
napisaliSmy w kwietniu,

(4,1,3) — o tym ponizej,

(6,3,3) — o tym za miesiac, zgodnie z zasada, ze o n-tych
potegach piszemy gltéwnie w n-tym miesiacu roku

64 1 5% 4+ 34 — (6+g+3)_

Dla trzech typéw znanych jest po jednym

(stownie: jednym) rozwiazaniu. Sa to: (5,1,4), (5,2,3)
i(8,3,5).

Rozwiazanie typu (5,2,3) znalezli Scher i Seidl
w 1997 roku:
14132° + 220° = 14068° + 6237° + 5027°.
Jesli zas chodzi o czwarte potegi réwne sumie trzech
czwartych poteg, co jest jedynym znanym oprécz (5,1,4)
kontrprzyktadem do hipotezy Eulera, to pierwszy przyktad
20615673 = 18796760 + 15365639" + 2682440

wraz z dowodem istnienia nieskonczenie wielu rozwigzan

podal Noam Elkies w 1986 roku.

Pézniej znaleziono najmniejsze rozwiazanie:
422481" = 414560 + 217519" + 95800".
A oto inne rozwigzania, do ktérych udato mi si¢ dotrzeé:

2813001* = 2767624* + 1390400 + 673865

8707481* = 8332208* + 5507880 + 1705575*

12197457* = 11289040* + 8282543 + 5870000*
16003017* = 14173720* + 12552200 + 44790314
16430513% = 16281009* + 7028600 + 3642840*
638523249* = 630662624* + 275156240* + 219076465%.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Moo de

Tangram bez ograniczen

Czy dwie figury, widoczne na rysunku, maja rowne pola?

v B

Znawcy gry o wdziecznej nazwie ,tangram” wiedza z pewnoscia, ze tak,
poniewaz kazda z tych figur jest zbudowana z tych samych wielokatow.

A jedli wielokaty sa te same, to i sumy ich pél, réwne polom catych duzych
wielokatow, sa te same. Nietrudno sobie wyobrazi¢, ze odnosi si¢ to nie tylko
do klockéw tangramu: jesli jeden wielokat mozna pociaé¢ na wielokaty mniejsze,
z ktorych mozna zlozyé drugi, to oba maja réwne pola. Oto przyklad: dwa
kwadraty roztozono na wielokaty, z ktérych mozna zlozy¢ jeden, wiekszy
kwadrat. (Czy nie ma w tym jakiego$ twierdzenia geometrycznego?)

A czy jest odwrotnie? Czy majac dwa wielokaty o réwnym polu mozna jeden
z nich pociaé tak, aby z otrzymanych kawatkow ztozyé drugi?



Okazuje sie, ze mozna (choé¢ wiemy to dopiero od 170 lat). Zobaczmy, jak to
zrobi¢. Niech A i B beda wielokatami o réwnych polach.

Po pierwsze, tniemy wielokat A na tréjkaty (wszystko jedno jak); mozemy to,
oczywiscie, zrobi¢ z kazdym wielokatem, nie tylko wypuklym:

S

Po drugie, z kazdego z otrzymanych tréjkatéw budujemy prostokat, tak
jak na rysunku:

/ \

Po trzecie, kazdy z prostokatéw rozcinamy na czesci, z ktérych budujemy
kwadrat, jak na rysunku:

a

Jedli nie mozna tego wykonaé, to znaczy, ze bok a prostokata jest za dlugi

w stosunku do boku b (dokladniej: musi byé¢ vVab < 2b, czyli a < 4b);

wtedy rozcinamy prostokat w polowie i jedna poléwke nakladamy na druga.
Stosunek dtuzszego boku do krétszego zmniejszy sie i mozemy tak postepowad
tak dlugo, az bedzie spelniony warunek umozliwiajacy konstrukcje z rysunku
powyzej.

Mamy tyle kwadratow, ile tréjkatow wycieliSmy z wielokata A. Teraz wiec pora
na po czwarte: sktadajac z dwoch kwadratéw jeden, np. tak jak na ostatnim
rysunku z poprzedniej strony, sprowadzamy wszystko do jednego kwadratu

o polu réwnym polu wielokata A. A co z wielokatem B?

Wielokat B mozemy tez sprowadzi¢ do jednego kwadratu (dokladnie takiego,
jak kwadrat powstaly z A, bo przeciez A i B maja réwne pola) — a jesli
mozemy to zrobié¢, to mozemy tez cala operacje odwrécic i z tego kwadratu
sodbudowa¢” wielokat B. W ten sposob mamy droge prowadzaca

od wielokata A do wielokata B.

Na koniec proste zadanie.

Jak pocia¢ wielokat z rysunku obok, aby zlozyé¢ z niego kwadrat o tym samym
polu? I jak to zrobié¢ ,od razu”, bez przejscia catej opisanej wyzej drogi?
W. B.



O tym, jak bramkarz strzelil gola

,Biale” $wiatlo stoneczne, jakkolwiek dziwnie moze to zabrzmieé, jest bardzo
kolorowe. Kto nie wierzy, moze to sprawdzi¢ uzywajac pryzmatu, ktéry
rozszczepi wszystkie kolorowe skladniki. Pozorna jednokolorowosé bialego
Swiatla jest tylko wrazeniem naszego mozgu rejestrujacego cale spektrum
koloréw. Prawdopodobnie pierwsza osoba, ktora zdala sobie z tego sprawe,

byt Izaak Newton. Przez wiele, wiele lat wszystkim wydawalo sie, ze

Swiatto stoneczne zawiera wszelkie mozliwe kolory. Sytuacja zmienila sie
dopiero, gdy zaczeto uzywaé precyzyjnej spektrografii, dzieki ktorej mozna byto
bada¢ widmo swiatla o wiele dokladniej.

Nowe wyniki byly zaskakujace, okazalo si¢ bowiem, ze spektrum

Swiatla stonecznego wcale nie obejmuje wszystkich koloréw. Jesli wyobrazimy
sobie, ze kolory od czerwonego poprzez zotty i zielony, az do niebieskiego

i fioletowego reprezentowane sa przez punkty na odcinku, to tylko niektére
punkty wchodzily w sklad widma stonecznego. Poniewaz punkty te byly ulozone
bardzo gesto, to nieprecyzyjne pomiary przy uzyciu pryzmatu mogly sugerowac,
ze widmo jest ciaglte. Wrazenie to byto dodatkowo spotegowane tym, ze

z pewnych powoddéw linie widmowe (czyli punkty naszego odcinka) sa troche
rozmyte i czesciowo na siebie nachodza.

Zaczeto wykonywaé wiele eksperymentow spektrograficznych nie tylko

ze $wiatlem stonecznym. Napelniano szklane rurki réznymi gazami

i przepuszczano przez nie prad elektryczny. W efekcie gaz zaczynatl

Swieci¢ i mozna bylo zbadaé¢ widmo emitowanego przezen swiatta. Wyniki
ponownie wprawily wszystkich w zdumienie. Okazalo sie, ze kazdy gaz

Swiecil tylko kilkoma $cidle ustalonymi kolorami, czyli widaé¢ byto kilka

Hlinii spektralnych”. Nikt na $wiecie nie byt w stanie powiedzie¢, dlaczego

tak sie dzialo. W miare zwiekszania czulosci spektrograféw ilosé obserwowanych
linii widmowych rosta dla kazdego gazu. Obecnie wiadomo, ze kazdy gaz ma
nieskonczone spektrum linii, ktore nie obejmuje jednak pelnego widma koloréw.

Czestosci obserwowanych linii analizowano i katalogowano dla wielu

roznych gazéw. Kilku naukowcom udato si¢ nawet zauwazy¢, ze dla najlzejszego
gazu — wodoru — odleglosci miedzy liniami spektralnymi spelniaja pewne

proste algebraiczne prawo. Wciaz jednak natura tych linii pozostawata
niewyjasniong zagadka. Aby rozwiaza¢ problem, trzeba byto odkryé¢ schemat
budowy materii i nature pochlaniania i emisji $wiatla.

Od czasu do$wiadczen Rutherforda wiadomo bylo co nieco na temat

budowy materii. Mniej wiecej tyle, ze wewnatrz atomow, wokot ciezkiego jadra
poruszaja sie po orbitach kotowych lekkie elektrony przypominajace planety
okrazajace stonce. Hipoteza ta byla, niestety, sprzeczna z klasycznymi prawami
elektromagnetyzmu, zgodnie z ktérymi tadunek elektryczny poruszajacy sie

z przyspieszeniem powinien emitowaé fale elektromagnetyczne. Zatem elektrony
natychmiast wypromieniowalyby cala swoja energie kinetyczna, spadajac

na jadro. Z drugiej strony, zgodnie z klasyczna teoria, czestosci emitowanych
fal odpowiadalyby mniej wiecej $wiattu widzialnemu. Wyraznie brakowato
kilku elementéw uktadanki pozwalajacej w pelni zrozumie¢ mechanizm emisji
Swiatla.

Na trop rozwiazania wpadt bramkarz mtodziezowej reprezentacji pitkarskiej
Danii — Niels Bohr. Oprécz uprawiania sportu studiowal on fizyke i natknawszy
sie na wyniki eksperymentéw spektrograficznych zaczal je uwaznie studiowac.
Wkrétce potem przybyl do stawnego wéwcezas Rutherforda, laureata Nagrody
Nobla, znanego z apodyktycznosci i lekcewazacego stosunku do teoretykdw.
Niewiele ponad dwudziestoletni Bohr przedstawit si¢ grzecznie i oznajmit
Rutherfordowi, ze przybywa z Danii, by mu poméc. O wiele wiekszym
zaskoczeniem dla Rutherforda musial by¢ jednak sposéb wytlumaczenia
wynikow eksperymentéw przez nieznajomego mlodzienca.



Liczba pierwsza to taka liczba naturalna,
ktéra ma dokladnie dwa dzielniki. Skoro
tak, to dzieli si¢ ona tylko przez 1 i przez
siebie, ale skoro dzielniki sg dwa — nie jest
réwna 1.

Mozna udowodnié, ze kazda liczba
naturalna wieksza od 1 da sie¢ przedstawié
w postaci iloczynu liczb pierwszych
(niekoniecznie réznych) i to tylko w jeden
— z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw
— sposéb.

Wedlug szalonej teorii Bohra elektrony co prawda poruszaly sie wokot jadra

po kotowych orbitach, ale nie po byle jakich. Wedlug niego istniala bowiem
minimalna orbita, ktoérej nic nie mogto juz zmniejszy¢. Dozwolone dla elektronu
byly tez orbity dalsze, ale tylko takie, dla ktérych moment pedu elektronu

byl caltkowity wielokrotnoécia tajemniczej, znanej wéwczas od kilkunastu lat
stalej Plancka. Elektrony mogly przeskakiwaé¢ z orbity na orbite, co zwigzane
bylo jednak z emisja lub absorpcja fotonéw. Przeskokowi na orbite blizsza
jadru towarzyszyla emisja fotonu o energii rownej réznicy energii elektronu

na obu orbitach. Natomiast przeskok w przeciwnym kierunku musiat by¢
wywolany absorpcja padajacego z zewnatrz fotonu.

Poniewaz orbity elektronéw byty ,dyskretne”, rowniez energie emitowanych

z atomu fotonéw i ich czestosci nie mogly by¢ dowolne. W dodatku dla atomu
wodoru obserwacje idealnie pasowaly do teorii Bohra. Nie bylo wyjscia, trzeba
bylo pogodzié¢ sie z nowymi, niesamowitymi prawami.

Zakonczenie historyjki bylo szczedliwe — mtody Dunczyk wkrotce sam
otrzymal za swe odkrycie Nagrode Nobla, a w kilka lat potem Erwin
Schrédinger przyblizyl nature arbitralnych postulatéw Bohra, za co réwniez
zostal nagrodzony. Dokonat si¢ przewrdt. Nieuchronnie zblizata si¢ nowa
era w nauce — era mechaniki kwantowej. Chciatoby sie rzec — i zyli dtugo
i szczedliwie” | lecz wkrotce pojawily sie nowe klopoty...
Andrzej DRAGAN

Pomyst Euklidesa

Jak mozna wykazadé, ze czegos jest nieskonczenie wiele? Wystarczy odmieszy¢
przypuszczenie, ze jest przeciwnie.

Oto, jak Euklides osmieszyl pomyst, ze liczb pierwszych jest tylko skonczona
liczba. Zaproponowatl mianowicie, aby wszystkie liczby pierwsze od najmniejszej
liczby pierwszej (ktéra jest 2) do najwiekszej (gdyby byta ich skoficzona liczba,
to bylaby i taka) przemnozy¢ i do tego iloczynu dodaé 1.

Tak otrzymana liczba nie jest pierwsza, bo od kazdej z liczb pierwszych
(poprzednio mnozonych) jest wigksza — przeciez jest wigksza od najwigkszej
z nich. Nie jest takze zlozona, bo przez zadna liczbe pierwsza sie nie dzieli
— reszta z takiego dzielenia przez dowolna liczbe pierwsza wynosi przeciez 1.
Nie jest ani pierwsza, ani ztozona — toz to bzdura.

Skoro otrzymaliSmy bzdure w wyniku poprawnego rozumowania, to bzdura
musiala by¢ jego podstawa. A podstawa bylto zalozenie o istnieniu tylko
skoniczonej liczby liczb pierwszych. Skoro to jest bzdura, to liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele.

Ale, gdy juz sprawe zalatwiliSmy, zastanéwmy sie, jakie to bylyby kolejne liczby
zaprojektowane przez Euklidesa, gdyby$my przypuszczali, ze liczb pierwszych
jest tylko okreslona liczba.

Gdybyémy wzieli tylko pierwsza liczbe pierwsza, mieliby$my — postugujac

sie recepta Euklidesa — sume 2 + 1, czyli druga liczbe pierwsza. Z kolei
przypuszczenie, ze to juz wszystko, daje w my$l recepty Euklidesa 2-3+1=7
— nie jest to co prawda trzecia liczba pierwsza, ale liczba pierwsza jest nadal.
No to badajmy dalej — moze za kazdym razem otrzymamy liczbe pierwsza?

5+ 1= 31— dobrze!

2-3-
2-3-5-7+1=211 — dalej dobrze!

Teraz nie mamy juz wyjscia: trzeba albo udowodnié¢, iz tak skonstruowana liczba
zawsze jest pierwsza, albo podaé przyktad, ze nie zawsze tak sie sklada.

Powodzenia!



Czy co$ zostalo dla nas? — 10 elementarnych zawezlonych probleméw
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— Czy sa moze jeszcze w matematyce elementarne otwarte problemy, ktorych
sformulowanie méglbym zrozumieé? — zapytal Tomek, znudzony praca domowa
7 geometrii.

— Nie pytaj, bo dostaniesz od Taty dziesie¢, kazdy bardziej zawezlony — zasmial
sie Pawetek.

— Jak najbardziej! — podchwycitem. — Mam dziesie¢ probleméw, w sam raz

dla Malej Delty, kazdy dotyczy weztéw. A jak ktérys rozwiazecie, bedziecie
stawni — dodatem.

— Jak stawni? — spytal nieufnie Tomek.

— A czy takze bogaci? — dopytal Pawel.

— Wiem (np. Delta 4/2002), co to jest wezel, wiem, ze kilka wezléw tworzy
splot — zastanawial sic Tomek. — Wiem, ze wezly lub sploty reprezentujemy,
rysujac ich plaskie diagramy, wiem takze, cho¢ bez pelnego uzasadnienia, ze gdy
diagramy reprezentuja ten sam splot, to od jednego do drugiego da sie przej$¢ za
pomoca elementarnych ruchéw, ruchéw Reidemeistera (rys. 1). Wiem takze, ze
wezly mozna czasami odrézniaé, uzywajac 3-kolorowania diagramu...

— To wiesz bardzo duzo — ze $miechem przerwal Pawel. — Ale do otwartych
probleméw to chyba nie wystarczy, chociaz — i tu Pawel narysowat zawity
diagram — czy to jest trojlistnik? Tego pewnie nikt nie wie — dorzucil.

— Masz racje, nikt nie wie i moze nigdy nie bedzie wiedzial, jesli wyrzucisz

te kartke. Ale serio, problem rozpoznawania wezléw jest problemem trudnym,
lecz co najmniej w teorii rozwigzanym przez niemiecko—amerykanskiego
matematyka, W. Hakena (z pomoca innych, ale nie chce tym zanudzad).

Co prawda, algorytm istnieje, ale nie jest przesadnie szybki i by¢é moze wszystkie
komputery na Ziemi potrzebowalyby stu lat, by zbadaé, jaki wezel narysowales.
Niemniej nie nazwalbym tego otwartym problemem — dodalem zdecydowanie. —
Poza tym...

— Nie shuchaj juz Pawetka — przerwal Tomek. — Tylko opowiedz pierwszy
problem.

— Dawno, dawno temu — zaczatem bajkowym glosem — gdy kazdy sasiad

Polski nazywat sie¢ inaczej niz dzisiaj, w dalekiej Japonii mtody student
Yasutaka Nakanishi zastanawial sie, jak upraszcza¢ wezly w nietypowy

sposob 1 przyszto mu do glowy, ze jesli dopusci trzy pélskrety na parze tukéw,
to uprosci kazdy wezel.

— Parze tukéw? Co masz na my$li? — Tomek chcial precyzyjnosci.

— Spéjrz na rysunek. To nazwiemy 3-ruchem (rys. 2(a)). A tak upraszczamy
tréjlistnik (rys. 2(b)).
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— Alez Tata, dostale$ splot ztozony z dwéch kawalkow — zaprotestowal Pawelek.
— Ale trywialny, moze taki wynik dopuszczamy — domyslat sie Tomek.

— Zgadza sie, 3-ruch moze zmieni¢ liczbe skladowych splotu, wiec

jako wynik uproszczenia dopuscimy trywialne sploty o dowolnej liczbie
sktadowych.

Po tym wyjasnieniu kontynuowatem:

— Nakanishi szybko zredukowal wezel 6semkowy i pieciolistnik (rys. 3), a kiedy
uproscil juz wszystkie, wziete z tablic, wezly do 10 skrzyzowan (a jest ich 249),

(a)

(b)
Rys. 2
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byl juz pewien, ze to nie przypadek i moze kazdy wezel czy splot da si¢ uprosci¢
do jakiego$ trywialnego splotu.

&= -C

(2)

(b)
Rys. 3

Problem 1 (nazywany hipotezg Montesinosa—Nakanishiego, 1981).
Czy kazdy splot da sie uprosci¢ za pomocqg 3-ruchow do pewnego trywialnego
splotu?

— Kto to byl Montesinos? — zapytal sie Pawelek. — Czy to nie jest czasem Tomka
ojciec chrzestny? I dlatego dopisale$ go, Tata, do problemu?

— Ten sam, ale nie dopisalem — odpowiedzialem szybko. — To sam Nakanishi
zasugerowal taka nazwe hipotezy, bo pomyst rozpatrywania 3-ruchéw wziat

od Montesinosa. Sam Nakanishi zaczal z czasem traci¢ wiare w swoja hipoteze,
nie mogl bowiem uproscié splotu z rysunku 4(a), zwanego réwnoleglym
podwojeniem pierscieni Boromeuszow.

Rys. 4(a)

Problem 2 (Nakanishi, 1994). Uprosci¢ za pomocg 3-ruchéw réwnolegle
podwojenie pierscieni Boromeuszow.

— Czy to jest najmniejszy nieuproszczony splot? — zapytal Tomek.

— Jakie sploty juz rozwiazano 3-ruchami? — dopytywat Pawelek.

— Mo¢j student, Chen — wyjasnitem — sprawdzil wszystkie sploty

do 12 skrzyzowan, a tak naprawde zacial si¢ dopiero przy pewnym splocie

o 20 skrzyzowaniach. Jest to najmniejszy testowany splot, ktorego nie umiemy
rozwigzaé — dodalem.

Problem 3 (Chen, 1999). Uprosci¢ za pomocg 3-ruchéw splot z rysunku 4(b).

— A co ze splotami, ktore maja od 12 do 20 skrzyzowanian? — zaciekawil sie
8\ Pawelek. — Moze je teraz uproscimy?
— To byloby bardzo duzo pracy, bo takich splotéw jest ze sto milionéw.
J\ Chociaz z kazdym z oddzielna nie powinni$my mie¢ wigkszych probleméow —

/ J usmiechnatem sie.
/-L(——/ O\ — 7 taka liczba splotow lepiej szukaé¢ ogélnych metod, niz sprawdzaé jeden

— po drugim. Jedna z rél matematyki jest wtasnie szukanie ogélnych struktur,
S ktére wyjasniaja nasze konkretne obserwacje. Jeszcze przed hipoteza o 3-ruchach
Nakanishi zadal analogiczne pytanie 0 4-ruchach, czyli modyfikacji splotu przez
Rys. 4(b) dodanie czterech pélskretéw (rys. 5).

L X0

Rys. 5

Problem 4 (Hipoteza Nakanishiego, 1979). Czy kazdy wezel da sie
zredukowaé do wezla trywialnego za pomocg 4-ruchow?

— Dlaczego Nakanishi pyta tylko o wezly? — zamys$lil sie¢ Tomek. — Przeciez
przy 3-ruchach tréjlistnik, ktory jest przeciez weztem, redukowatl sie do splotu
o dwéch skladowych... Widze! — zaraz dorzucil — 4-ruch nie miesza skladowych.
— Zgadza sie — potwierdzitem. — Parzysta liczba skretow nie miesza sktadowych.
Przyjrzyjmy sie redukeji trojlistnika.
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Rys. 9

~

~

S

— Ja nawet nie wiem, jak zacza¢ redukowac trojlistnik; on ma tylko

3 skrzyzowania. — Tomek wydawal sie zagubiony.

— Pokre¢ troche sznurkami od trojlistnika, a bedziesz miat wiecej skrzyzowan —
podsunat Pawel.

— Co$ w tym jest — wtracitem. — Do trzech skrzyzowan dodaj czwarte,

drugim ruchem Reidemeistera — tu narysowalem $rodkowy diagram z rysunku 6.
— Teraz juz pewnie widzicie, jak zrobié¢ 4-ruch i zostaé tylko z jednym
skrzyzowaniem (rys. 6): Tr6jlistnik uprosciliémy do trywialnego wezta —
podsumowatem.

— To ciekawe — myslal gltosno Tomek. — 4-ruch nie tylko likwiduje

(lub tworzy) 4 pdlskrety, ale z trzech prawoskretnych robi jeden lewoskretny
lub z 2 prawoskretnych robi dwa lewoskretne. To pewnie utatwi nam redukcje;
juz widze, jak uproéci¢ wezet 6semkowy.

(0 m (DO

Rys. 7

Rys. 6

Otrzymalem trojlistnik, ktory juz uprosciliSmy.
— Tez bym tak potrafil, — powiedzial Pawelek. — Ale dlaczego nie zadajemy

pytania dla splotow? Czy nic nie da si¢ zrobié¢ ze splotem @ ?

— Jest hipoteza dla splotéw — zaczalem odpowiada¢. — Ale wymaga ona bardziej
zaawansowanego jezyka matematycznego. Tak czy owak tego splotu (zwanego
splotem Hopfa) nie da si¢ uproscié.

— To jaki jest najmniejszy nieuproszczony wezel? BySmy mieli nad czym mysle¢?
— zapytal Pawel.

— Najmniejszy taki wezel, zasugerowany przez greckiego matematyka, Nikosa
Askitasa, ma 17 skrzyzowan i mozemy go nazwaé weztem ésemkowym
podwdéjnie tkanym (choé¢ mniej poetycko méwi sie na niego: (2,1)-kabel wezla
6semkowego).

Problem 5 (Askitas, 1998). Uproscié 4-ruchami wezel z rysunku 8.

— Jasne, Tata, zaraz skonczysz. Bedziemy mieli dziesie¢ problemow, uzywajac
5-, 6-, 7-, 8- 1 9-ruchéw. W przeciwnym przypadku do konica zanudzisz nas,
nowoczesne dzieci, ktore nie moga sie¢ dluzej skupi¢ — z ironig oswiadczyt Pawel.
— Prawie masz racje — powiedzialem niezrazony — jednak 5-ruchy nie wystarcza
do redukcji: nawet wezla 6semkowego nie da sie uproscic.

— Jak to wykazac¢? — zapytal Tomek. — Czy moze zamiast 3-kolorowania

wzia¢ 5-kolorowanie, jesli takie istnieje? — dodal z namystem.

— Istnieje — szybko powiedzialem. — Fox wprowadzil niezmiennik kolorowan dla
kazdej liczby. Ale tutaj 5-kolorowanie nie pomoze; tak naprawde pod wzgledem
5-kolorowan wezel 6semkowy nie rézni sie od trywialnego splotu o dwéch
sktadowych. Ale o tym innym razem — dokonczytem.

— To co wezmiesz zamiast 5-ruchow? — zaciekawil si¢ Pawelek. —

Pewnie (2,5)-ruchy — dodal z usmiechem.

— Prawie zgadles, uzyje ruchéw z rysunku 9, ale nazwe je (2,2)-ruchami,

a nie (2,5)-ruchami, bowiem dwa poziome pdlskrety zastapie dwoma pionowymi.
— Co taki skrecony ruch ma wspolnego z 5-ruchem? — zapytal Tomek. —
Powinien chyba by¢ delikatniejszy niz 5-ruch, jeéli miatby redukowaé wszystkie
sploty — zauwazyl Tomek po chwili.

— Dwa razy Tak — podchwycitem — 5-ruch jest delikatniejszy, w szczegdlnosci
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mozemy go otrzymaé jako zlozenie dwoch (2,2)-ruchéw (rys. 10). A wezel
6semkowy redukuje sie¢ do trywialnego splotu o dwoéch sktadowych jednym
ruchem (rys. 11).

SOOI — a2 >XXX
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Rys. 10 Rys. 11
Hipoteza o (2,2)-ruchach byla takze sformulowana w Japonii.
Problem 6 (Hipoteza Harikae—Nakanishi, 1992). Czy kazdy splot da si¢
uproécié¢ do trywialnego splotu za pomocq (2,2)-ruchéw?
— Co wiadomo o tej hipotezie i jaki jest najmniejszy nieuproszczony wezet? —
rJ zapytal szybko Pawel w nadziei, ze jesteSmy blisko konca.

o~ — Duzo mniej niz o poprzednich, ale wigcej niz o nastepnych — stwierdzitem.
— Wszystkie sploty do oémiu skrzyzowan zostaly sprawdzone, a trudnosé
sprawia wezel z rysunku 12, nazywany $cisle, ale malo romantycznie 949,

bo w tablicach wezléw jest na 49 miejscu wérod weztow z dziewiecioma
skrzyzowaniami.

Problem 7. Uproscié¢ (2,2)-ruchami wezel 949.

— Jakie jeszcze skrecone ruchy przywolasz, Tata? — zapytal, udajac
zainteresowanie, Pawelek. — Czy pokonam nimi Shoguna, z ktérym teraz walcze

na komputerze?

— To nie jest wykluczone — podchwycitem. — Pamietasz przeciez Aleksandra
Wielkiego i wezetl gordyjski. Nastepne ruchy, ktére moze uproszceza kazdy splot,
to (2,3)-ruchy z rysunku 13. Zastepujemy w nich dwa poziome skrety

trzema pionowymi.

— Mozemy chyba réwniez zastapi¢ trzy poziome skrety dwoma pionowymi,

bo inaczej skad wiemy, jak patrzeé¢ na kartke z rysunkiem? — spytal Tomek.

— Masz racje i oto problem.

Rys. 12

%
1

Problem 8 (1995). Czy kazdy splot da sie uproscié do splotu trywialnego
za pomocg (2,3)-ruchéw?

— Widzg, ze problemy sa calkiem nowe — ucieszyl si¢ Pawelek. — Moze masz,
Tata, jakis, ktory wymy$lites wezoraj? Ale oglos nagrode, bo jesteSmy zmeczeni
i przyszta stawa nam nie wystarczy.

— Nie mam wczorajszego problemu, moze dzisiejszy dam wam jutro —
zadmialem sie. — Ale problem, zanim sie oglosi, trzeba sprawdzi¢ samemu,

czy jest ciekawy i czy przypadkiem nie da si¢ zrobi¢ od reki. Malo kto myslal

0 (2,3)-ruchach; ja zredukowalem kazdy splot do o$miu skrzyzowan wlacznie,

z wyjatkiem wezla z rysunku 14, zwanego 8;s.
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Rys. 13

Problem 9 (Marzec 2000; nagroda: dowolna gra komputerowa).
Uproscié (2,3)-ruchami wezel 81s.

— Tato, bardzo nas juz zmeczytes, a Shogun czeka. Powiedz szybko

ostatni problem — powiedziat Tomek.

— I ma by¢ trudny, dynamiczny, w jednej linijce i kazdy wyraz ma sie zaczynaé
na litere W — dorzucit Pawel.

>

Problem 10. Wymysli¢ wazny weztowy wieloruch wyniszczajgcy wszelki wezel.

(?

— Swietnie, Tata! — wykrzykneli Pawelek i Tomek. — Pomyslimy jutro
o wieloruchu, a teraz do komputera.
Rys. 14 Z pomocg Tomka i Pawelka przygotowal Jozef PRZYTYCKI
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