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Rozwigzanie zadania F 569.
Predkosé strugi wody wyplywajacej

z otworu wynosi v = 2g(H — h). Czas
spadania z wysoko$ci h do H/4 to

t = +/2(h — H/4)/g, pozioma odleglosé
pokonana w tym czasie przez struge
\/4(H — h)(h — H/4).
Aby struga wody trafita do naczynia,
musi zachodzié¢

H 3
5 <2V/(H=h)(h—H/4) < JH.

Z nieréwnosci

H
> < 2+/(H —h)(h— H/4)
otrzymujemy
5— /5
8
z drugiej za$ h # %H. Zatem warunki

wynosi s = vt =

54+ /5
H<h< +8\ﬁH,

zadania sg spelnione dla

5—+5
8

5
H<}1,<§H

lub

545
8

§H<h< H.

Samotnik
Krzysztof PAWELOWICZ

Niektérzy Czytelnicy spotkali sie by¢ moze z gra zwana samotnikiem.

Nalezy wzia¢ kartke papieru w kratke i zakropkowaé¢ pewna liczbe przecieé¢
linii — punktéw kratowych. W wersji najczesciej spotykanej kropki poczatkowo
nasladuja krzyz zbudowany z 28 kropek.

Gra polega na wykonywaniu ciagu operacji — posunieé: zakropkowujemy kolejny
punkt kratowy tak, by mozna bylo poprowadzi¢ odcinek zawierajacy ten punkt
oraz cztery wezesniej zakropkowane. Odcinek musi zaczynaé sie i konczy¢
kropka, a jego dlugosé to ,cztery kratki”. Odcinki moga by¢ pionowe, poziome
lub ukosne. Jak to bywa z samotnikami, zadaniem gracza jest mozliwie dlugie
kontynuowanie gry.

Tu nasuwa sie pytanie: jak dlugo mozna grac¢ i czy w ogdéle kazda gra musi sie
kiedy$ skonczyé¢ z powodu wyczerpania dozwolonych posunieé. Z doswiadczenia
wiem, ze przekroczenie granicy 60 nowych kropek (czy odcinkéw) jest nielatwe.
Tu zajmiemy si¢ problemem skoniczonosci gry. Zalézmy, ze na poczatku mamy
pewny liczbe kropek na kartce, powiedzmy 28. Z kazda kropka K mozna zwiazaé
od 0 do 8 ,stopni swobody” oznaczajacych liczbe sasiednich pél kratowych
niepolaczonych jeszcze z K odcinkiem. Poczatkowo kazda z 28 kropek ma
,pelna swobode”, czyli catkowita liczba ,stopni swobody” to 28 - 8 = 224.
Liczbe te nazwiemy energia uktadu. Wykonanie posunigcia to dorysowanie
kropki i odcinka. Dorysowanie kropki zwieksza energie o 8. Natomiast
dorysowanie odcinka ,zabija” po jednym ,stopniu swobody” ze skrajnych
kropek i po dwa ,stopnie swobody” z wewnetrzych kropek tego odcinka.
Lacznie odcinek ,zabija” 8 ,stopni swobody”, czyli cale posuniecie nie zmienia
energii ukltadu. Gdyby posuniecie zmniejszalo energie, to latwo zakonczyliby$my
rozumowanie: w skonczonej liczbie ruchow osiagneliby$Smy energie uktadu
mniejsza od potrzebnej na wykonanie posuniecia, czyli mozliwe posuniecia
wyczerpalyby sie po nie wiecej niz 224 posunigciach. W naszym przypadku
energia sie nie zmienia. Jednak mozna nieco ulepszy¢ rozumowanie. Zauwazmy
bowiem, ze energia uktadu to ,niewykorzystane” stopnie swobody wszystkich
dotychczasowych kropek, w szczegélnosci kropek skrajnych, lezacych na brzegu
powstajacego tworu. Kazda z tych kropek dodaje co najmniej 1 do catkowitej
liczby stopni swobody. Zatem liczba kropek brzegowych w dowolnym momencie
gry nie moze przekroczy¢ poczatkowej energii ukladu, nie zmieniajacej sie

w trakcie gry. W naszym przypadku liczba ta wynosi 224. Gry nie mozna wiec
kontynuowa¢ w nieskonczonosé, bo woéwczas brzeg tworu musialby sie wydluzaé
nieograniczenie.

Zadanie: znalez¢ najlepsze ograniczenie gorne na liczbe kresek.
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Rys. 5. Widmo czestosci drgan fletni.

Doswiadczalne badanie
rezonatoré6w akustycznych

Michat KORCH, Krzysztof PSTRAGOWSKI,
Jakub TORENC

Badanie rezonatoréw rozpoczniemy od stosunkowo prostego ukladu, jakim

jest struna. Mozemy traktowadé go jako ciagly, co pozwala opisac fale, czyli
zaburzenie rozchodzace si¢ w strunie, za pomoca jednej ciaglej funkcji polozenia
i czasu.

Jezeli zalozymy, ze w polozeniu réwnowagi struna jest rozciagnieta wzdluz
poziomej osi x, a wychylenie z potozenia rownowagi nastepuje w kierunku
pionowej osi ¥y, to réwnanie fali biegnacej po strunie bedzie mialo nastepujaca
postaé (zobacz np. ,Fale” F.C. Crawforda)
27

y(x,t) = Acos 7(,7: — ut),
gdzie u jest predkoscia rozchodzenia sie fali, A jej amplituda, a A jej dlugoscia
(o czym mozna sie przekonaé, sprawdzajac, ze y(x + A, t) = y(x, t), czyli ze
wychylenie punktéw struny odleglych o A jest takie samo).

Jedli konice naprezonej struny unieruchomimy tak jak np. w gitarze, to beda

one odbijaé fale, zmieniajac znak wychylenia na przeciwny. (Zmiane znaku
mozna zaobserwowac¢ za pomoca w miare dlugiego, uwiazanego na jednym konicu
sznura.) Fala odbita porusza sie w przeciwnym kierunku, czyli z predkoscia —u

i interferuje z pierwotna, tworzac fale stojaca. Zatem wychylenie wypadkowe
struny wynosi
y = Acos 2¥(z —ut) — Acos 2;@ + ut).

Korzystajac ze wzoru na réznice kosinuséw, otrzymujemy

. ut . T
y = —2Asin (271'?) - sin (27TX) .

Pierwszy czlon opisuje drganie z czesto$cia f = u/A, a drugi — przestrzenny
ksztalt fali stojacej. Po skorzystaniu z warunkéw brzegowych (na konicach struny
wychylenie w kazdej chwili jest zerowe) otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy
dtugoscia struny [ a dlugoscia fali:
A=2l/n,
gdzie n jest dowolng liczba naturalna. Wynika stad, ze czestos¢ kolejnych
modéw drgan wiasnych struny powinna by¢ proporcjonalna do numeru modu n
i odwrotnie proporcjonalna do dtugosci struny
1 n

f= Uy = Uy
Zaleznos¢ te postanowiliSmy sprawdzi¢ do$wiadczalnie dla struny gitarowej A,
nastrojonej tak, ze jej podstawowa czestos¢ wlasna wynosita 107 Hz.
Do pomiaru wykorzystaliémy cyfrowy oscyloskop z mozliwoscia analizy
czestodci, ktéry stanowil integralna czeéé karty muzycznej komputera.
Zmierzylismy czestosci dla n zawartego w przedziale od 1 do 15. Wyniki
pomiaréw przedstawia rysunek 1. Wida¢ na nim wyraZnie, ze zalezno$¢ czestosci
od n jest liniowa, a wiec taka, jak oczekiwalidmy.

Nastepnym etapem do$wiadczenia bylo znalezienie takich punktéw na strunie,
w ktérych tlumienie (dotkniecie) struny palcem nie powoduje zaniku dZzwigku.
Takie punkty sa wezlami fali stojacej, odpowiadajacej okreslonym modom,
bowiem mody nie majace w owych punktach wezléw zostaja wytlumione.
StaraliSémy sie znajdowa¢ wezly fali stojacej tak, aby mierzone odleglosci

byty réwne potowie dlugosci fali. Na rysunku 2 pokazany jest zwiazek miedzy
odlegloscia wezléw (przy wzbudzeniu modu numer 2) a dlugoscia struny.
Zgodnie z przewidywaniem zaleznos$¢ ta jest liniowa.

Doswiadczalnie sprawdziliSmy réwniez, czy jest spelniona zaleznos¢ miedzy
czestodcia a dlugoscia struny. Otrzymane wyniki ponownie potwierdzaja nasze

2



Rys. 6. Kolejne mody drgan (n =1,3,5)
stupa powietrza we fletni Pana.
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Rys. 8. Widmo czestodci drgan powietrza
w butelce. Wzbudzenie drgania
podstawowego i jego harmonicznych.
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Rys. 9. Widma czestoéci drgan powietrza
w butelce przy réznych sposobach
dmuchania.

przewidywania, gdyz czesto$¢ zmienia si¢ liniowo z odwrotnoécia dlugosci struny
dla obydwu modoéw przedstawionych na rysunku 3.

Nastepne doswiadczenie przeprowadziliémy z fletnia Pana. Badany instrument
zbudowany byt z rurek bambusowych o réznej dtugoéci i srednicy od 1,00 cm
do 0,71 cm oraz grubosci scianki 1 mm. Na rysunku 5 przedstawione jest
otrzymane przez nas widmo czestosci, ktére mozna poréwnaé z widmem
czestosel struny (rys. 4). W widmie fletni widaé¢ gléwnie nieparzyste
harmoniczne czestoéci podstawowej, podczas gdy w strunie wzbudzaja sie
wszystkie harmoniczne. Dzieje sie tak, gdyz powstajace w rurce fale stojace
powinny mie¢ wezel na dnie i strzatke u wylotu rurki. To zatozenie spelniaja
tylko fale o czestosciach bedacych nieparzystymi wielokrotno$ciami czestosci
podstawowej. Schematycznie ilustruje to rysunek 6.

Nastepnie zbadaliSmy, jak zalezy czestos¢ tonu podstawowego od diugosci
piszczalki. Wyniki pomiaréw przedstawiamy na wykresie 7. Okazuje sig, ze
podobnie jak w przypadku struny, czesto$¢ jest odwrotnie proporcjonalna
do dlugosci drgajacego elementu, w tym przypadku stupa powietrza w rurce.
Do danych doswiadczalnych dopasowaliémy taka oto zalezno$é:

v
f74_d,

gdzie f jest czesto$cia podstawowa, v predkoscia dzwieku, a d dlugoscia
piszczalki.

Ostatnim badanym przez nas rezonatorem byla butelka. Dmuchajac
odpowiednio w otwor, mozna wzbudzi¢ drgania powietrza w butelce. Widmo
otrzymane w przypadku wzbudzenia drgania o najnizszym tonie przedstawia
rysunek 8. Oprocz czesto$ci podstawowej w widmie widaé¢ wyzsze harmoniczne.
Pod tym wzgledem butelka przypomina fletni¢ Pana, gdyz wzbudzane sa
gltéownie mody o czestosciach, ktére sa nieparzystymi wielokrotnosciami modu
podstawowego.

Czy jednak da si¢ opisa¢ drgania akustyczne stupa powietrza w butelce w sposéb
rownie prosty jak poprzednie rezonatory?

Na nastepnym rysunku pokazane sa widma drgan wzbudzanych w butelce

przy réznych sposobach dmuchania. Jak wida¢, mozna z niej wydoby¢ wiele
roznych tonéw, ktore nie sa powiagzane jakas prosta zaleznoscig matematyczna,
w szczegblnoscei nie sa wielokrotno$ciami pewnej czestosci podstawowej. Nie jest
to jednak dziwne. Butelka jest rezonatorem tréjwymiarowym i nie moze by¢

w pelni opisana tak prostymi wzorami, jak stosowane dla struny czy fletni, ktére
mozna traktowaé jako rezonatory jednowymiarowe.

Zbadalismy kilka rezonatorow akustycznych wystepujacych w otaczajacym

nas $wiecie. Przekonalidmy sie, ze jezeli rezonator mozna traktowaé jako
jednowymiarowy, to czesto$¢ podstawowa jest odwrotnie proporcjonalna

do dlugosci rezonatora. W rezonatorach tych wzbudzane sa tez czestosci
harmoniczne, ktore sa wielokrotnoscia czestosci podstawowej, przy czym

w rezonatorach akustycznych, zbudowanych tak jak fletnia Pana, generowane sa
gltéownie nieparzyste harmoniczne. Bardziej skomplikowane rezonatory, ktorych
przykladem moze by¢ stup powietrza w butelce, moga wykazywaé pewne
podobienstwa do rezonatoréw jednowymiarowych, ale nie daja sie w pelni opisaé
prostymi zaleznosciami matematycznymi.

W jednym z nastepnych numeréw nasi koledzy przedstawia badanie jeszcze
jednego rodzaju czesto spotykanego rezonatora, jakim jest pret. Okaze sie, ze
cho¢ jego widmo nie przypomina widm rezonatoréw jednowymiarowych, to
zalezno$ci miedzy czestoéciami wzbudzanych drgan a wymiarami preta daja sie
opisa¢ analitycznie.

Serdecznie dziekujemy panu profesorowi Janowi Gajowi za pomoc
w przygotowaniu doswiadczen i spisaniu wynikow.

Prace wykonano na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w ramach warsztatéw
naukowych organizowanych przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci.
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Wigcej informacji o funkcji zeta
Riemanna i zwigzanej z nig hipotezie
Riemanna (ktéra jest jednym

z najslynniejszych nierozwigzanych
probleméw w calej matematyce)
mozna znalezé w dwoéch artykutach
Romana Dwilewicza i Jana Minaca
w Delcie 9/1997 i 11/1997.

Liczbom zespolonym pos$wigcona byta
Delta 10/2000.

I d V4 L3 _£2
O réwnosci ((2)=+
Pawelt STRZELECKI

Funkcja zeta Riemanna, zdefiniowana dla liczb s > 1 wzorem
) 1

1) (=3

przyjmuje w punkcie s = 2 wartosé %2; wiedzial o tym juz Euler 250 lat temu.

Wiedzial (choé¢ nazwy zeta Riemanna nie uzywal) znacznie wiecej: wykazal
mianowicie, ze dla kazdej liczby parzystej dodatniej s = 2k liczba ((s) jest

wymierna wielokrotnoscig 7%, i znalazl niezbyt skomplikowany przepis

na wspotezynnik owej wielokrotnosci. Dzigki temu potrafimy dzis podaé cala
serie wzoréw na ((2k): np. ¢(6) = >0, L = 3150 &, dajmy na to,

n=1 nb

n30  5660878804669082674070015625

1 6892673020804 730
¢(30)=>"

Sumowania szeregu (1) dla parzystych s uczy sie dzis§ studentéw. Mozna to
robié¢ réznymi sposobami i z réznej okazji; na ogol wykorzystuje sie w tym celu
szeregi Fouriera lub teorie funkcji analitycznych i twierdzenie o residuach. Zaleta
jest taka, ze za kazdym razem otrzymuje sie ogblng metode sumowania wielu
szeregdw, wada taka, ze troche sie trzeba nameczyc.

W drugim wydaniu ksiazki Proofs from the Book Martina Aignera i Giinthera
Zieglera mozna znalez¢ jeszcze inny dowdd réwnosei ¢(2) = 007 | n—12 = %2,
krotki, blyskotliwy, zupelnie elementarny, obarczony moze jedna wada:

nie widaé, jak z tej samej sztuczki wycisna¢ wzér na ((2k) dla naturalnych

k > 1. (Tzn. piszacy te stowa nie widzi — by¢ moze Czytelnicy Delty zobacza.)

Oto 6w dowdd, ku pokrzepieniu serc w czasach, gdy coraz trudniej szukaé rzeczy
pewnych i pigknych poza matematyka.

Ustalmy liczbe¢ naturalng k i niech z; = jn/(2k+1) dlaj=1,... k.
Poshuzymy sie dwiema tozsamosciami:

k
thg = 2k (2k 1)’ Z k(2k 1) _ 2k(2/€+2)_
6 = sin® ac] 6 6

Druga z nich natychmiast wynika z pierwszej: wszak 1/ sinz =1+ ctg? x,
wiec dodajac jedynke do kazdego sktadnika pierwszej sumy, zamienimy
kwadraty kotangenséw na odwrotnosci kwadratow sinuséw, a cala suma
zwiekszy sie wlasnie o k. Pierwsza tozsamo$¢ wynika natomiast ze wzoru
de Moivre’a cosnx + isinnz = (cosz + isinx)™. Jak? To proste. Kto chee,
niech sam sie przekona, a potem wroci do tekstu, na poczatek nastepnej strony;
dla pozostalych zamieszczamy szczegdly.

Trzeba rozwinaé WyraZ()nie (cosz +isinx)", stosujac dwumian Newtona
(i pamietajac, ze i2 = —1), a nastepnie poréwnaé czesci urojone obu stron
wzoru de Moivre’a i podzieli¢ otrzymana rownosé przez sin” x. Da to wynik
sinnx n . n .
— = ctg" x — ctg" Bt (x #0, 7w, £27,...).
sin” x 1 3
Teraz za$ nalezy wzia¢ n = 2k + 1 i podstawi¢ x; w miejsce x. Lewa strona
zniknie, gdyz nx; = jm, a zatem

2k +1 , 2k +1 :
O( 1+ >ctg2kwj( ; >ctg2k2xj:t~-~ dla j=1,... k.
Wielomian W (t): = (Qkfl)tk — (%zjl)tk_l +. 4 (=D)F @:ii) ma wiec

k pierwiastkéw: sg nimi liczby t; = ctg? xj, gdzie j =1,... k.
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Jesli XAOB=210A=0C =1,

to CD =sinz i AB = tgz. Ponadto,
AOAC ma pole réwne %sin xz,
AOAB — pole réwne % tg x. Wycinek
kola oparty na tuku AC ma pole 3z,
a wige sinz < x < tgz dla z € (0, §).

Rozwigzanie zadania M 985.
Zalézmy, ze pierwsze 0 liczac od konca
(tzn. od cyfry jednosci) w liczbie 5™
na k-tym miejscu (k > 0). Dodajac do 5"
liczbe 5™
z ostatnich k cyfr powstalej sumy nie jest
réwna 0. Postepujac dalej w ten sposéb
skonstruujemy liczbe, ktérej ostatnich

n cyfr jest réznych od 0. Odrzucajac
teraz wszystkie cyfry oprécz ostatnich n,
otrzymamy szukang liczbe.

Rozwigzanie zadania M 986.
Najpierw wykazemy, ze dla dowolnego

stoi

S10kt sprawimy, ze zadna

k € N istnieje nieskonczenie

wiele liczb m € N spetniajacych

warunek 27|(5™ — 1). Wéréd liczb
5P

50,51, 52,53 ..., 521C istnieja dwie 5
i 57 (p > q), ktére daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 2k, Wtedy ich
réznica 57 — 59 = 59(5P77 — 1) jest
podzielna przez 2%, czyli dowolna liczba
postaci 5"(?P~9 — 1 (r € N) jest podzielna
przez 2k,

Dla kazdego m, dla ktérego Qk\(5"" —-1)
zachodzi 107 |(5™FF — 5%) tzn.

ostatnie k cyfr w liczbach 5™TF i 5

sg takie same. Niech k bedzie takie, ze

2 > 102000, Wtedy 5% = 10% < 10772001
wiec 5% ma nie wiecej niz k — 2001

cyfr. Stad i z faktu, ze ostatnie k cyfr

w liczbach 5™1F i 5%
wynika, ze wszystkie cyfry od miejsca
k — 2000 do k (jest ich 2001 i stoja
kolejno) w liczbie 5™1* sg réwne 0.

sg takie same

Stopien tego wielomianu jest réwny k, a stad wynika, ze
2k+1
Wi(t) = ( . )(ttl) co (= tr).

Stosujac wzér Viete’a na sume pierwiastkéw, tzn. poréwnujac wspolezynniki
przy t*~1 w obu zapisach wielomianu W, otrzymamy

(%57 _ 2k(2k—1)

2k+1\ )

) 6

th+ ...+t =

a to jest wlasnie poszukiwany wzér na sume kwadratéw cotangenséow liczb x;.

Postuzymy sie tez elementarng nieréwnoscia 0 < sinz < x < tgz, zachodzaca
dla z € (0, ). Wynika z niej, ze

1 1 1 1
O<ctge < — < ——, a wigc ctg2z<—2<T dlaxE(O,z).
x  sinz x sin® x 2

W ostatniej nieréwnoéci wstawiamy z = x;, gdzie j =1, ..., k. Otrzymujemy

k nieréwnosci, ktore dodajemy stronami, wykorzystujac wezedniejsze wzory

na sumy kwadratow odpowiednich funkcji trygonometrycznych. Oto wynik tego
postepowania:

2k(2]é— 1) - (Zk—i— 1)2 n (%)2 - (2kk—7ir—1)2 - 2k(2/2+2)

lub, po pomnozeniu stron przez 72 /(2k + 1)2,

% 2k(2k —1) _ 1 N 1 - 1 _ 2 2k(2k + 2)
6 (2k+1)2 12022 7T 2 6 (2k+1)2°

Teraz wystarczy zastosowac twierdzenie o trzech ciagach; zaréwno lewa,
jak i prawa strona powyzszego wyrazenia ma dla k — oo granice 72/6, a stad

7.(.2

((2) = lim (i+i2+...+ 1):?

koo \12 ' 2 k2

Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze otrzymaliSmy takze oszacowanie tempa

zbieznosci sum czesciowych szeregu nl—z; mianowicie,
w2 2 ko w2
—_— < - — < /= dla k=1,2,...
6(2k + 1)2 6 7;1 n2 4k +2 T

Na zakonczenie warto dodaé, ze o wartosciach funkcji ¢ dla liczb nieparzystych
wiekszych od 1, czyli o sumach szeregow Y oo | 1/n? 1 gdzie k =1,2,.. .,
wiadomo bardzo niewiele. W roku 1978, ponad dwiescie lat po ukazaniu

sie Institutiones calculi differentialis cum ejus usu in analysi finitorum

ac doctrina serierum Leonharda Eulera, ksiazki zawierajacej m.in. wzory

na ((2k), Roger Apéry wykazal, ze ((3) jest liczba niewymierna. Jego dowdd
skladal sie z wielu iScie ekwilibrystycznych lematéw i oszacowan — i byl
pierwszq nietrywialna informacja o ktérejkolwiek z liczb ((2k + 1). Przez
kolejnych dwadziedcia lat nie stato si¢ nic. P6zna wiosna roku 2000 Tanguy
Rivoal z Uniwersytetu w Caen we Francji dowiddl, ze wérod wszystkich liczb
C(2k + 1) jest nieskonczenie wiele liczb niewymiernych; doktadniej, liczba liczb
niewymiernych w zbiorze

{C(3),¢5),-.,C(2n + 1)}
rosnie dla n — oo przynajmniej w takim tempie, jak C'logn dla pewnej
dodatniej statej C'. Nie wiadomo, niestety, ktdre z liczb ((2k + 1)
sa niewymierne; précz ((3) nie potrafimy wskazaé¢ zadnej.

Jak widaé, pole do popisu jest szerokie (a co za tym idzie, nielatwe). Zreszta,
nawet gdy sie ktos z wartodciami funkcji zeta w liczbach naturalnych do konca
upora, to i tak zostanie jeszcze hipoteza Riemanna. ..
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~Wywolywanie” astronomicznego zdjecia cyfrowego

Grzegorz WROCHNA

Zdjecie 1. Pojedyncze cyfrowe zdjecie
nocnego nieba. Pokazany jest fragment
135 x 79 pikseli, odpowiadajacy
obszarowi 50" x 30’.

Zdjecie 2. Rozjadnianie nie pomaga.

Zdjecie 3. To samo zdjecie po odjeciu tta
instrumentalnego.

Zdjecie 4. Natozenie sekwencji 120 zdjec
bez uwzglednienia ruchu obrotowego
Ziemi.

Zdjecie 5. Ostateczny wynik ,,cyfrowego

wywolywania”. Ile gwiazd widaé¢ na tym
zdjeciu?

Zdjecie 6. Sztuczne poprawienie

kontrastu. Najstabsza gwiazda staje si¢
wyraznie widoczna.

W Delcie 2/2002 zachecalem do fotografowania nieba kamerami internetowymi.
Przekonywatem, ze do wykonania ciekawych obserwacji gwiazd nie potrzeba
nawet teleskopu. Po przymocowaniu do kamery obiektywu, umieszczeniu
calodci na statywie i podlaczeniu do komputera mozna rozpoczaé obserwacje.
Wydawaloby sie, ze wystarczy tylko przycisna¢ guzik i gotowe. Nic bardziej
btednego! Astronomiczne zdjecie cyfrowe trzeba jeszcze ,wywotaé”.

Na pojedynczej klatce, jezeli szczeécie nam dopisze, pojawi sie najwyzej
jedna gwiazda 5 mag lub jasniejsza (zdjecie 1). Jedli rozjadnimy obraz jakims
programem graficznym, to ukaze si¢ mnéstwo jasnych kropek i nie zgadniemy,
ktére z nich sa gwiazdami, a ktére szumem (zdjecie 2). Zeby osiggnaé lepsze
rezultaty, musimy podpatrzeé, co robig prawdziwi astronomowie.

Kazdy piksel sensora CCD generuje sygnal w postaci pewnej ilosci tadunku
proporcjonalnej do liczby rejestrowanych fotonéw. Przy odczycie jego wartosé
przetwarzana jest do postaci cyfrowej. W tanszych CCD mamy zwykle

do dyspozycji 8 bitow, czyli wartosci od 0 do 255. Rejestrowany obraz moze
by¢ zaburzony na rézne sposoby. Poszczegolne elementy obrazu moga byé
przeswietlone lub niedoswietlone. Rézne piksele moga mie¢ rézne wzmocnienia.
Zerowemu naswietleniu moze odpowiadaé rézna od zera wartos¢ odczytana.
Jest to tzw. tlo instrumentalne (ang: offset). Wreszcie odezytana warto$é moze
by¢ zwigkszona lub zmniejszona przez szum, ktéry ma dwie sktadowe: o stalej
dyspersji — bedaca skutkiem odczytu, oraz statystyczna — proporcjonalng

do pierwiastka z czasu naswietlania.

Poniewaz warto$¢ interesujacego nas sygnalu ro$nie proporcjonalnie do czasu
naswietlania, a szum jedynie jak jego pierwiastek, to dtugie czasy poprawiaja
stosunek sygnatu do szumu. Poniewaz jednak czas naswietlania pojedynczej
klatki w kamerach internetowych jest bardzo ograniczony (zwykle ponizej 1 s),
stosuje sie¢ trik polegajacy na sumowaniu wielu klatek. W uzywanym przeze
mnie zestawie (kamera Philips Vesta PCVC675K, obiektyw Zenith 50 mm, f/2)
natozenie 20, 60 czy 120 klatek pozwala siggna¢ odpowiednio do 8 mag, 9 mag

i prawie 10 mag. Jezeli jednak uzywamy montazu z napedem, to nie zapomnijmy
wytaczy¢ go na czas ekspozycji. Na skutek obrotu Ziemi obraz danej gwiazdy
bedzie rejestrowany przez rozne piksele. Po nalozeniu klatek spowoduje to
dodatkowe usrednienie szuméw.

Obrobke zdjecia (wywolywanie) zaczynamy od odjecia tla instrumentalnego.

W tym celu nalezy przygotowaé specjalna tzw. ciemnqg klatke (ang. dark frame),
bedaca mapa tego tla. Uzyskujemy ja, rejestrujac sekwencje klatek z zastonietym
obiektywem, w warunkach mozliwie zblizonych do analizowanych zdje¢
(wzmocnienie, czas ekspozycji, temperatura otoczenia itp.) i usredniajac ja.
Otrzymana w ten sposéb mape tla odejmujemy od kazdej klatki analizowanej
sekwencji.

Wyniki, po tej wstepnej obrébce, przedstawiaja zdjecia 3 i 4. Na pierwszym
z nich pokazana jest pojedyncza klatka, a na drugim efekt nalozenia wielu klatek
bez uwzglednienia obrotu Ziemi.

Kolejnym krokiem jest nalozenie klatek opracowywanej sekwencji z takim
przesunieciem, aby obraz danej gwiazdy znalazt sie zawsze w tym samym
miejscu. Reczne przesuwanie byloby bardzo zmudne. Na szczescie mozna ten
proces zautomatyzowac, stosujac odpowiednie oprogramowanie. Po przesunieciu
obrazy dodajemy albo liczymy ich érednia lub mediane.

W tym momencie mamy juz gotowe zdjecie, ktore mozna wykorzystaé¢ do analizy
astrometrycznej lub fotometrycznej (zdjecie 5).

Do prezentacji wizualnej warto uwypukli¢ slabsze obiekty (zdjecie 6).

Mozna to zrobié rozciagajac skale 0-255 przez wys$wietlanie tylko przedziatu
np. 3-50 i przypisanie 50 wyzszym wartoSciom. Mozna tez zastosowaé skale
logarytmiczna.

Analize fotometryczna najlepiej przeprowadzi¢ jednym z gotowych programéw
dostepnych w internecie. Wiecej szczegdtéw mozna znalezé na stronie
http://hep. fuw.edu.pl/~wrochna/astro.
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Rozpad meteoru

zarejestrowany kamera CCD

1:31:26

1:48:21

w

Rozwigzanie zadania F 570.

Z prawa Bernoulliego mamy, ze réznica
ci$nienia powietrza w rurach A i B
wynosi

P, 2 2
P —pa = 5 (vy —vg)

2
Poniewaz szybkos$é¢ przeplywu u
objetosci powietrza w jednostce czasu
jest stala i réwna 15 litrow na minute
(czyli 0,25 dm? na sekundg¢), mamy stad,
ze va =u/da ivp =u/dp. Zatem

P 2 ( 1 1 >
P —pa=_-u | 5 — — |-
2 a3 dy,

Ta réznica ci$nien jest rowna réznicy
ci$nien hydrostatycznych w rurce C,
tzn. pa — pB = pwodygh. A wigc

h =

0 u? 1 1 .
! o <—., - =5 > ~1,6-10 3 m.
Pwody 28 \df  d%

1:32:33 1:33:41 1:34:49

1:52:562 1:59:37 2:06:23

Od dwodch miesiecy Grzegorz Wrochna na naszych tamach namawia do ogladania
nieba za pomoca tanich kamer CCD. Powyze]j przedstawiamy przyktad
obserwagcji, jakiej taka kamera mozna dokonaé¢. Na zdjeciach widaé rozpad
meteoru z roju leonidéw. Zdjecia zarejestrowata aparatura eksperymentu
ROTSE, szes¢ dni po osiemdziesiatej rocznicy odzyskania niepodlegltodci przez
Polske. Kolejne ekspozycje trwaly po 60 sekund kazda (nie wszystkie zdjecia
drukujemy — prosze popatrzeé¢ na podane czasy rozpoczecia ekspozycji). Chyba
najbardziej niesamowite jest to, ze resztki meteoru $wiecily przez ponad pét
godziny.

ROTSE to ten sam eksperyment, w ktérym po raz pierwszy zarejestrowano
optyczny odpowiednik blysku gamma w trakcie jego trwania (pisaliSmy o

tym w Delcie 8/2000 w artykule Tomasza Bulika ,,GRB 990123"). Moze
jednak kamery ROTSE nie sa takie zupelnie amatorskie? To prawda — sa
profesjonalne, co wcale nie znaczy, ze bardzo rézne od dostepnych dla amatoréw
(uklad optyczny mial ogniskowa 80 mm i przystone 1/1,8 — byl to dobry,

ale zwykly teleobiektyw). Przebieg tego rozpadu zarejestrowalaby kazda
odpowiednio skierowana ,byle jaka” kamera. Zreszta ten meteorologiczny
fajerwerk rzeczywiscie zostal uwieczniony przez wielu amatoréw (nie bez
znaczenia byt fakt, ze wydarzyto sie to nad terytorium Stanéw Zjednoczonych
Ameryki Pélnocnej — jest tam wielu odpowiednio wyekwipowanych milo$nikéw
astronomii).

A wiec: czy ,byle jakie” kamery maja znaczenie dla ,prawdziwe]” astronomii,

czy nie maja?
P. Z



Maia de

Jak odrézni¢ wezty?

— Skad wiecie, ze nie mozna rozwigza¢ kazdego wezla, czyli jednego
sznurka o polaczonych koncach? — spytal Pawelek i spojrzawszy

na Tomka dodal — pisales przeciez wypracowanie o Aleksandrze
Macedonskim i wezle gordyjskim.

Tomek spojrzal na nas niepewnie.

— Ale my nie dopuszczamy ciecia i klejenia. Opowiedz, tata — zwrécit sie
do mnie — o 3-kolorowaniu, méwites kiedys, ze to najprostsza metoda
odrozniania weztéw.

— Juz opowiadam — podchwycitem. — Przygotujcie si¢ na dtuzsza

histori¢ i pamigtajcie, ze trdéjkolorowanie odréznia tylko niektore wezty.
Potozmy wezel ptasko na stole, tak, by jedynymi miejscami, gdzie nie
dotyka on stotu, byly ,mosty” skrzyzowan. Takie polozenie nazwiemy
diagramem wezta. Pomalujmy teraz nasz diagram wezta trzema kolorami
(czerwonym, zielonym i niebieskim), uzywajac tego samego koloru od
tunelu do tunelu. Wokét skrzyzowania mamy ograniczenie: albo spotykaja
sie trzy rézne kolory, albo cale skrzyzowanie uzywa tylko jednego koloru.
— To ja pomaluje caly wezel na zielono — wtracit Pawet.

— To jest dozwolone — zgodzitem sie. — Nazwiemy to trywialnym
kolorowaniem. Kazdy wezel ma trzy trywialne kolorowania, ale interesuja
nas wszystkie dopuszczalne 3-kolorowania i te nietrywialne sa ciekawsze.
Np. diagram wezla trywialnego ma tylko trzy kolorowania (wszystkie
trywialne; rys. 1), ale diagram tréjlistnika ma jeszcze sze$¢ nietrywialnych
3-kolorowan, czyli w sumie dziewie¢ 3-kolorowan (rys. 2).

OO

Rys. 1. Rézne kolory zaznaczone sg rézng gruboscig kreski.

O O© U
CroN®

Rys. 2. Szed¢ nietrywialnych kolorowan wezta tréjlistnego.
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Rysunki Autora.

e

-

i
\

i

==

-- Alez tata! — oburzyt si¢ Pawetek. — Kazdy widzi, ze diagram trywialny
jest inny niz diagram troéjlistnika, ktéry narysowales, ale ja i dla wezta
trywialnego znajde zawily diagram, jak ten na rysunku 3. Moze wtedy
bede mial dziewie¢ 3-kolorowan?

/N N\
XD

Rys. 3. Nietrywialny diagram trywialnego wezta.

— Na pewno kazdy diagram ustalonego wezta da ten sam wynik —
zastanawial sie Tomek. — Ale jak to wykazac¢?

— Gléwna trudnoscig — podpowiedzialem — jest przetlumaczenie
deformacji wezla w przestrzeni na jezyk diagraméw. Zrobil to juz dla nas
ponad 70 lat temu niemiecki matematyk Kurt Reidemeister. Pokazal on,
ze ruch w przestrzeni mozna rozbi¢ na mate kroki i tatwo przettumaczy¢
te kroki na mate zmiany diagramu. Sa trzy takie elementarne deformacje,
ktére nazywamy ruchami Reidemeistera; pokazane sa one ponizej (na
rysunku pomijamy czes¢ diagramu, ktéra sie nie zmienia).

p [
\

lub — |

F

KR

— Rozumiem — ucieszyl sie Tomek. — Jesli dwa diagramy reprezentuja
ten sam wezel, to mozna od jednego do drugiego przej$¢ ruchami
Reidemeistera.

— Ciekawe, co robia te ruchy z 3-kolorowaniami — dodal Pawelek.
Dzieci zabraty sie do sprawdzania tego, ze ruchy Reidemeistera nie
zmieniaja liczby 3-kolorowan diagramu.

Rys. 4

Zycze i Wam, Czytelnicy, milej zabawy.

Malqg Delte z pomocg Tomka i Pawelka opracowal Jozef PRZYTYCKI



W przypadku M = 0 liczby
2’77L 2’77L
2 +M=2
maja tylko dzielnik pierwszy p = 2.
Natomiast w przypadku M = 1 mamy
liczby postaci
om
+1,
o ktéorych wiadomo, ze sa parami
wzglednie pierwsze.

2

O pewnym zadaniu Sierpinskiego
Witold BEDNAREK

W ksiazeczce Wactawa Sierpinskiego ,,250 zadan z elementarnej teorii liczb”
(Warszawa 1987, WSiP) znajduje sie nastepujace zadanie (nr 125, str. 18):

,2Dowies¢, ze wszystkie liczby
222n+1 I 3’ 224n,+1 I 7’

sa ztozone dlan =1,2,...7

10n+1 26n+2
22 2

22" 4 13, +19, +21

W podanym rozwiazaniu pokazane jest, ze kazda z rozwazanych liczb,
niezaleznie od n, jest podzielna przez dobrang liczbe pierwsza, odpowiednio:
7,11,29,23,37. Zauwazmy, ze sa to wartosci podanych wyrazen dla n = 0.

W niniejszym artykule wykazemy nastepujace
Twierdzenie. Jezeli M jest liczba catkowita rézna od 0 i 1, to istnieje liczba
pierwsza p > 2 i liczby naturalne d i e takie, ze

P22+ M dlan=0,1,2...

Najpierw udowodnimy

Lemat. Niech s bedzie nieparzysta liczba naturalna, a d — liczbg naturalna,
dla ktérej 5|29 — 1 (liczba taka zawsze istnieje). Ponadto niech

p = s - 2! + 1 bedzie liczbg pierwsza, e, [ — liczbami naturalnymi e > [ > 1,
M — liczba catkowita. Wéwczas

p|22dnJre + M = p|2¥ + M.

Dowé6d lematu. Wystarczy udowodnié, ze
|2 — 2%,

W tym celu bedziemy wielokrotnie wykorzystywaé podzielno$é a — 1|a™ — 1.
Mamy s/2¢ — 1|29" — 1, a wigc 29" — 1 = ks. Ponadto

2dn+e

p|2p—1 1= 25.21 _ 1|2ks~212671 1= 2ks~2E _ 1|22e (2ks~2E o 1) _

_ 226(ks+1) . 22e _ 22dn+e - 22e
(pierwsza podzielno$é wynika z malego twierdzenia Fermata).

Dowdéd twierdzenia. Niech M bedzie liczba catkowita rézna od 01 1.

W Swietle naszych rozwazan, wystarczy wykazac, ze istnieje taka liczba
naturalna e, ze dla pewnej liczby pierwszej p = s - 2 + 1, gdzie s jest nieparzyste
il < e, mamy p|226 + M. Oznaczmy M = w - 2% gdzie w jest nieparzyste

i K — calkowite nieujemne. Mozna tak dobraé e1,es € N, aby 2°2 > K

i 22" + M > 2K, Niech ey = max(eq, e5). Wowezas dla kazdego e > ep mamy

2 4 M =27 4w 2K = 2K (22K 1)
i czynnik w nawiasie jest liczba wigkszg od 1. Zatem dla kazdego e > eg
liczba 22° + M ma dzielnik pierwszy nieparzysty.

Zalézmy teraz whrew temu, co mamy udowodnié, ze dla kazdego e > eg
kazda liczba pierwsza nieparzysta dzielaca 22° + M jest postaci t - 2k + 1,
gdzie t,l. € Nil. > e+ 1. Poniewaz iloczyn liczb postaci t - 2% + 1 jest liczba
tej postaci, wiec
2% M =25t -2 +1)

i analogicznie

226+1 +M = 2K(u . 2le+1 4 1)’
gdzieu € Niley1 > e+ 2.
Mamy

2K (y . 2l 4 1) =227 4 M= (25 (t- 2% +1) — M)? + M.
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Wobec tozsamo$ci

nieparzyste).

Poniewaz [.,l.+1 > e + 1, wiec wynika stad, ze
o Fetli 9K _ A2 4 M — 25K dla kazdego e > e.

Jest to mozliwe wtedy gdy (2% — M)? + M — 2K =0, czyli

(M —25)(M — 25 +1) = 0. Jest wigc M = 2K lub w25 = M =25 — 1.

Z ostatniej réwnosci wynika, ze 2|1, skad K = 0, w = 0, co przeczy
nieparzystoéci w. Zbadamy teraz przypadek M = 25 Niech K = r -2/, gdzie r
jest liczba nieparzysta naturalna, f — liczbg calkowita nieujemna i niech liczba
pierwsza p = s - 2! + 1 (s, [ — naturalne, s — nieparzyste) bedzie dzielnikiem
liczby 22 4 1. Oczywidcie 2/ +1 < s5-20 +1 < 22’ 4 1, skad 1 < 27.

22" 1= — DY +1)@¥ +1)...2*"  +1)
mamy 22 4+ 122" — 1 dlam > f + 1, a takze 22" + 1|22 4 1 (bo r jest

Zatem dla dowolnego m > f + 1 mamy
22 1122 — 1)+ (22" 4 1) = 22" + 2K,

Poniewaz, p|22f + 1, wiee p|22" 4+ 2K dlam > f + 1.

Potézmy m = 2f. (Mozemy to zrobi¢, gdyz 2f > f + 1 dla kazdego f € N U {0},
co mozna wykaza¢ indukcyjnie.) Wobec tego spelniona jest podzielnosé

pI2* + M,

gdzie e = 27, M = 2% oraz spelniony jest warunek | < 2f = e. Tym samym
twierdzenie jest udowodnione.

‘Whiosek. Jezeli M # 1 jest liczba calkowita, to wsrdd liczb postaci

22" £ M (m =1,2,...) jest nieskonczenie wiele liczb zlozonych. (Twierdzenie to
wykazal A. Schinzel — zadanie nr 123, str. 18 i 68, ze wspomnianej ksiazeczki
Sierpinskiego.) Udowodnione w niniejszej pracy twierdzenie pokazuje, ze gdy

m przebiega pewien ciag arytmetyczny, liczby 22" + M sa zlozone.

Uwaga. Dla M = 1 mamy liczby Fermata F,, = 22" + 1. Liczby Fi, F», F3, Fy
sa pierwsze. Wiadomo réwniez, ze liczby Fs, Fg, . .., F3o sa zlozone (i niektére

inne).
Nie wiadomo:

Czy wérod liczb Fermata jest nieskonczenie wiele liczb ztozonych?
Czy wérdd liczb Fermata jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych?

i Zadania

Redaguje tukasz WIECHECKI

M 985. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje liczba podzielna przez 5" i niezawierajaca 0
w swoim zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie na str. 5

M 986. Udowodnié¢, ze istnieje nieskonczenie
wiele liczb postaci 5" (n € N), w ktérych zapisie
dziesietnym wystepuje 2001 zer z rzedu.
Rozwigzanie na str. 5

M 987. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby m € N istnieje
nieskoriczenie wiele liczb postaci 5 (n € N), w ktérych
zapisie dziesietnym kazda z ostatnich m cyfr ma parzystosé
rézng od parzystosci cyfr sgsiednich.

Rozwigzanie na str. 16
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 569. Na stole stoi duzy cylinder wypelniony woda

do wysokosci H. W odlegtosci H/2 od cylindra znajduje
sie pojemnik o szerokosci H/4 i wysokosci H/4. Na jakiej
wysokosci h od dna cylindra nalezy zrobi¢ maty otworek,
tak aby struga wody trafita do pojemnika? Wysoko$é¢ wody
w cylindrze pozostaje stala.

Rozwigzanie na str. 1

F 570. Przez rure na ponizszym rysunku pompowane
jest powietrze z szybkoscia 15 litréw na minute. Przekrdj
szerszej czesci rury A wynosi

A
— B 2 cm?, wezszej jest B 0,5 cm?.
—- —-

— Zmalezé réznice poziombw
wody w rurze C, jesli
jej przekrdj wynosi 0,5 cm?.
Gestos$é powietrza wynosi
p = 1,32 kg/m®.
Rozwigzanie na str. 7




Kto rozwigze
lepiej?
tukasz WIECHECKI

Tradycyjnie juz spotkali$my sie

w ramach V Festiwalu Nauki na turnieju
rozwigzywania zadan. Jak zwykle nie
zabraklo ani herbatki, ani pgczkow,

a wszystkie zadania znalazly swego
pogromce. Jakie one byly, przedstawiamy
obok.

Rys. 1
Rys. 2

A

M K

X

Y
c H B
Rys. 3

Zad. 1. W czworokacie wypuklym potaczono wierzchotki z odpowiednimi
srodkami jak na rysunku 1. Udowodnié¢, ze pole kolorowego czworokata jest
rowne sumie pél szarych tréjkatow.

Wy fgKI6 2910 boje 19K 16p cxéec’ kpord bogrimeld qmy 198

Cx6e¢ CXMOLOKT LY YR KFOL6] exmoropdrh JOIQY! T RD! DR! vie bogramgls:
mAggsmlemrl’ 36 [pBD DB = %gﬁBGD' N 02f9{UICH /AQCP LOMIORCT MATIRY® N6

1 pVCaT = %\;IQD’ ¥ ¢x680 bo semmomgnIr [IVICGT = %gﬁBGD' YUY[OBRICSII6
Bosmidrsuie [obromggsmh broepd ¢, proms pivC = %BVBQ

Zad. 2. Wezmy prostokatny pasek papieru, ktéry mozna nakryé kotem
o promieniu 1. Zegnijmy w pewnym miejscu pasek (rys. 2). Czy teraz tez mozna
nakry¢ pasek kotem o promieniu 1?7

mxqias 6] 29me] broapel gojo o bromennr T° geoLe bogrimyg byaeg:
BosmIgRgnie JIK MIQIC £0 0q 19T’ ler[T 19xeny x bgegieny bebiernn xegutenri

Zad. 3. Znalez¢ maksymalng liczbe rosnacych trojwyrazowych ciagow
arytmetycznych, ktore moga by¢ wybrane z ciagu liczb a; < as < ... < ay.

(19 s wI16bgixAepe8o Ry 9 leag LeyIROMITUY DD [y C198m T° 5%t

4+ 3+ T+0 2mwy 9 e 1omny (3 — 1) g9y berzdageBo 1 (525)5
CYTROMIY JICSPY fYKICP CISEOM UI6 ITON6 PAG MIGKeNY UTX )+ T+ 3+ ~* " + [%]-k
win(y — 7% — ¢) (LOIMALINOMACY LORDICACY CIFEQM JLALIIGFACIIACY" D]FF6E0
BOSMIIRIUI6 [ICNPY GF IION6 PAG 2LOQROMAII MALINEIT TIG MIECE] DIN

Zad. 4. Na okregu rozmieszczono w pewnym porzadku 15 bialych i 15 czarnych
pionkéw. W jednym posunieciu mozna zamieni¢ miejscami dowolne dwa

pionki. Jaka jest minimalna liczba przesunie¢, ktéra z dowolnego poczatkowego
rozmieszczenia pozwala przejsé do rozmieszczenia, w ktérym dowolne dwa
sasiednie pionki sg réznego koloru?

co uylmwuie]l \ boenuiée’ xeph xgque qmy proje brouyr U6 2f9jA Opog 2r6pre
LONIUIGRNCNGUTT' M KEOLATT MRNAR(KI6 PIgf6 DIOUKT 2F Kojo e16p1c’ bogrxepmhcp leeg
bo w16 m1éce] mix \ boenmiéergep: popmo miqec’ s6 bixh boexdpgominm

X pro7AnT brougemr mgldcAmT byrsiere DAmIeLA OfLNAIIYNTA 99U ROUIGMLYC)E
N DI6byLxARPAIIT DAIELYIIT l62¢ fAJ6 290 CNYLIACP™ NyWIenIgldc le mrelacymr

N byrxAepAmr namwergmil le2p U6 mI6ce] UIN \ PI9JACH” pfeqh meroq bromgom
N6EYLY" B6N OBLITICNGUTY OGO[IORCT DIONGIUA NYJONAG' N6 meLOq T9 bromgom
Bosmidgrsnie: LounmweLalurh blougr oq J o 3() NE0qUI6 X LICP6IT MRRINQMEK

Zad. 5. W turnieju uczestniczy 2m druzyn. W pierwszej turze gralo pewnych
m par druzyn, w drugiej zas — m innych par. Udowodnié¢, ze po dwoch turach
mozna wybraé¢ m druzyn, z ktérych zadne dwie nie graly ze soba.

MGG xgegqA *co qLABI, " T leapeenuA m o

GARTT leap byrshery [1expy bangeom: N RING6E0 CAR[IT mAPIGLYDTA bojomé brangpom
CN6LIOTA T 0LNY 216 CAK]6" [793qh bruge nyjexh qo bemue8o CArm M KISGATT
MEEqA N gINgER0 brugen pégqd mAcpoqsic qmy oqeIugI: leqen nIepIeail I leqen
OqCIIEIIT’ & b1’ K016 2DOPRITA 216 m LABIC] LIING — OCIIRYTIT CNGLMOTAIIT
BILA LASAT® fOL6 eDOgKITA 216 m Di6rmexe] prxe bojdesmd ni6preegImr
BOSMIIRINII6" LIN6(efImITA UgeN6 31U qLANAT 1970 brugeh ny bjgexcxAiznie:

Zad. 6. W tréjkacie ostrokatnym poprowadzono z réznych wierzchotkow
srodkowa, dwusieczna kata i wysokosé. Czy mozliwe jest, aby punkty
ich przeciecia tworzyly tréjkat réwnoboczny?

g m16¢ braogeh * § 1 X bopramgld e16- pbryecsvoze:

brsA bogepgmie 1omIAn (," MADIRY X £660° X6 (LOIRTE YR, Jeaf 10mIopocRIA’
m (rolpdere YRQ' 9 m1éc (1oIgde YRC, Jeaf 1OMIOLYIII6NIA N K61

2099 L BING = 900" £50° RN 162¢ 16qUOCN621I6 RLOGROMS T MAROKORCTS

VOB =3 < LCAH = 00, X fIQIpdrs RRH W9k L CGRIT = 30,
LOMTOPOCRIA’ {0 X (LOIRIPy Y WIA L LW = 30, ME6qA

QY — gurerecsid m (rolpdcre YR, (148" 3)" 16211 f1Q1rdr YL R Jeer
BOoSMIIRINI6® 16" [fI6CP JH PEQNI6 mAROKORCIS® RN — RLO(ROMT*
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Entropia Wiezy Babel

Juz w czasach biblijnych rozmaitosé jezykow utrudniata
kontakty handlowe i byla traktowana jako dopust Bozy
(Rdz 11,1-9). Wspdlczesnym odpowiednikiem biblijnego
przedsiewziecia jest powstajaca na naszych oczach globalna
wioska (ciekawe, czy wynik bedzie lepszy niz w Ksiedze
Rodzaju). Choé po raz kolejny wyksztatcono lingua franca,
to nie rozwiazuje to wszystkich problemoéw jezykowych
(tym bardziej ze, jak zwykle, wybér nie byt specjalnie
szczedliwy ). Dodatkowo, im dostep do ,informacji
wszelakiej” staje sie powszechniejszy, tym trudniej
odnalez¢é te poszukiwana.

Bardzo pomocna mogtaby sie okaza¢ mozliwo$é
automatycznego stwierdzania nie tylko, w jakim

jezyku dana informacja zostalta zapisana, ale réwniez
czego dotyczy, czy jej autorem jest ktos powszechnie
znany itd. O takim narzedziu marza nie tylko internauci,
ale rowniez np. antyterrorysci. Wydawaloby sie, ze trudno
o takg metode, zwtaszcza jezeli miataby by¢ uniwersalna.
Poglad taki opiera si¢ jednak na zalozeniu, ze do selekcji
informacji potrzebne jest jej rozumienie. Czy tak jest

w rzeczywistosci? Stosunkowo mato ludzi zna wigcej niz
kilka jezykéw. Jednak wigkszosé z nas potrafi rozpoznaé
ich catkiem sporo. Bez trudu réwniez dostrzegamy ,obcy
akcent” u osoby moéwiacej jezykiem, ktory dobrze znamy.
Umiejetnosci te opieraja sie na rozpoznawaniu dzwigkow,
melodii lub stéw charakterystycznych dla danego jezyka.
Wiemy, ze ktos méwi po wlosku, francusku czy niemiecku,
niekoniecznie wiedzac, co méwi. Nadal jednak nie widaé
sposobu na prosta algorytmizacje takiej umiejetnosci.
Specjalisci potrafig ocenié¢ prawdziwosé przypisania danego
tekstu danemu, znanemu autorowi, ale wymaga to lat
studiéw i dobrego wyczucia.

A jednak taka prosta i uniwersalna metoda byta od lat
w zasiegu reki. Wystarczylo siggnaé po standardowy
program kompresji danych. Dlaczego jednak artykut [1]

z doniesieniem na ten temat ukazal sie w Physical
Review Letters? Powdd jest bardzo prosty. Autorzy uzyli
powszechnie znanego (przynajmniej tym, ktérzy uzywaja
unixa) gzipa do pomiaru wzglednej entropii urywkéw
tekstu. W zasadzie nie odkryli niczego nowego. No, moze
poza jednym. Chyba nikt przed nimi nie przypuszczal, ze
akademicka wiedze z tej dziedziny mozna tak tatwo i tak
efektywnie zastosowad.

Wiadomo powszechnie, ze kazde odkrycie staje sie banalne,
jak sie juz go dokona. Wystarczylo siegnaé¢ do zrédtostowiu
nazwy biblijnej wiezy, wywodzacej sie¢ od okreslenia
,pbomieszanie”, zeby problem rozpoznawania jezykow
skojarzy¢ z entropia, czyli miarg nieuporzadkowania.
Entropie informacji zakodowanej w postaci ciggu znakéw
mozna zdefiniowaé¢ (Chaitin—Kolmogorow) jako minimalng
wielko$¢ programu (czyli innego ciagu znakéw), ktory
pozwala na odtworzenie pierwotnej informacji. Oczywiscie,
jak kazda zwiezta definicja, jest ona niepraktyczna,

gdyz nie sposéb podaé przepisu na najlepsze kodowanie.
Jednak wiele z funkcjonujacych na rynku programéw
kompresujacych zbliza sie do idealu tym lepiej, im ciagg
znakow podlegajacych kodowaniu jest dtuzszy.
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Autorzy pracy uzyli gzipa, ktory wykorzystuje algorytm
LZ77 autorstwa Lempela i Ziva. Program ten szuka
powtarzajacych si¢ sekwencji znakéw, zapisujac dla nich
(oprécz nich samych) odleglosci miedzy poszczegdlnymi
wystapieniami. Dzieki temu czesto wystepujace sekwencje
potrzebuja mato miejsca do zakodowania ich pozycji, bo
odleglosci miedzy tymi pozycjami sg mate.

W jaki sposéb mozna wykorzystac¢ tak dziatajacy program
kompresujacy do rozpoznawania tekstu? Wystarczy

jego probke dotaczy¢ na koncu tekstu referencyjnego.
Jezeli teksty sa podobne, to program kompresujacy

whie musi” uczy¢ sie niczego nowego i zakodowana catosé
zajmuje malo miejsca — entropia nie rosnie znaczaco.

W przeciwnym przypadku program zaczyna prace jakby
od nowa i kompresja nie jest tak efektywna.

Autorzy pracy [1] przeprowadzili dwie analizy. W pierwszej
starali si¢ rozpoznaé klasykow literatury wtoskiej.

Wybrali 90 tekstéow 11 autoréw i sprawdzali kazdy

z kazdym, szukajac najmniejszego przyrostu dlugosci
skompresowanego tekstu. Za sukces uznawali przypadek,

w ktérym najblizszym tekstem okazywal si¢ tekst tego
samego autora. Udalo si¢ to w 84 przypadkach. Dodatkowo
tylko raz zdarzylo sie, ze tekst tego samego autora nie
znalazt si¢ na co najmniej drugiej pozycji.

W drugiej analizie wzieli pod uwage tekst ,,Powszechnej
deklaracji praw czlowieka” w pieédziesieciu wersjach
jezykowych (ograniczyli sie do jezykéw zapisywanych
alfabetem tacinskim). Za pomoca (kosmetycznie)
zmodyfikowanej metody z poprzedniej analizy wyznaczyli
macierz odleglosci miedzy jezykami, a nastepnie uzywajac
algorytméw wywodzacych sie z filogenetyki, zbudowali
drzewo pokrewienstwa. Jako poszczegdlne konary tego
drzewa otrzymali zasadniczo wszystkie podstawowe grupy
jezykowe (wybranej piec¢dziesiatki jezykow): romanska,
celtycka, germanska, ugro-finska, stowianska, battyjska

i altajska; a jako osobne galezie jezyki baskijski, maltanski,
ale réwniez wegierski (ktéry w tym ujeciu okazal si¢ blizej
spokrewniony z tureckim niz finskim i estonskim), angielski
(najblizszy jezykom romanskim), bretorniski (najblizszy
germanskim) oraz jezyki albanski i rumunski. Jak widad,
cho¢ metoda ta daje wyniki nie zawsze w pelni zgodne

z filologia, to jak na procedure catkowicie automatyczna
sprawia sie znakomicie.

Autorzy sugeruja, ze ich algorytm jest bardzo ogdlny

i moze by¢ zastosowany do dowolnych serii znakéw,
takich jak sekwencje genetyczne, szeregi czasowe, dane
medyczne itp. Podkreslaja, ze zadna uprzednia wiedza
o naturze analizowanych danych nie jest potrzebna.

A jakby tak obliczyé¢ $rednia entropie naszych wieszczéw?
Juz dobrze ponad wiek trwa spér o to, .kto wickszym
poeta bylt?” Jeszcze tylko nalezy si¢ zdecydowad, czy
bardziej wartosciowy jest utwor o jak najmniejszej, czy

o jak najwiekszej entropii, ale potem bedzie juz $cile

i naukowo. . .

Piotr ZALEWSKI

[1] Language Trees and Zipping; D. Benedetto, E. Caglioti
i V. Lereto Phys. Rev. Lett. 88(2002)48702



Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2002

Czoltéwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 425 (WT = 3,01) i 426 (WT = 1,21)
z numeru 9/2001

Tomasz Wietecha — Tarnéw 44,68

Witold Bednarek — Lé6dz 42,67
Michatl Adamaszek — Kety 41,85
Jerzy Cisto — Wroctaw 39,87

Tomasz Wietecha juz piaty raz przekracza
prog czerdziestu czterech punktéw!

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 324 (WT = 1,72), 325 (WT = 2,62),
z numeru 10/2001

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 41,54

Aleksander Surma — Myszkéw 38,98
Jacek Piotrowski — Razeszéw 38,90
Tomasz Wietecha — Tarnéw 31,74
Marek Wojcicki — Szczecin 28,59

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 439, 440
Redaguje Marcin E. KUCZMA

439. Rozwazamy graf skierowany o skonczonym zbiorze wierzchotkéw V.
Kazde dwa rézne punkty (wierzchotki) vy, ve € V laczy co najwyzej jedna

z dwéch zorientowanych krawedzi: v1 — vo lub vo — v1. Punkt w jest osiggalny
z punktu v, jedli startujac z v mozna dotrzeé¢ do w, idac wzdluz krawedzi grafu
zgodnie z ich orientacja. Zbiér Z C V jest docelowy, gdy spelnia warunki:

(i) z kazdego punktu v € V jest osiagalny pewien punkt z € Z;

(i) z zadnego punktu z € Z nie jest osiagalny zaden inny punkt 2’ € Z.
Udowodnié¢, ze wszystkie zbiory docelowe sa rownoliczne.

440. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é, jaka moze mie¢ suma pdl dwéch kot
bez wspélnych punktéw wewnetrznych, umieszczonych w kwadracie o boku
dhugosdci 1.

Zadanie 440 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/2001

Przypominamy tresé¢ zadan:

431. Kazda z trzech grup studenckich liczy n oséb. Kazdy student jest zaprzyjazniony z co najmniej
n + 1 osobami z dwéch grup poza ta, do ktérej sam nalezy (przyjmujemy, ze relacja zaprzyjaznienia
jest symetryczna). Wykazaé, ze istnieje co najmniej jedna tréjka przyjaciél zlozona ze studentéw

z trzech réznych grup.

432. Udowodnié, ze dla z € (0; 7/3) zachodzi nieréwnosé tg(sinz) > x.

431. Niech m bedzie najwicksza liczba, dla ktoérej istnieje Poniewaz f(0) = 0, wystarczy dowiesé, ze jej pochodna

student A majacy m przyjaciét Bi,...
z dwéch grup (poza jego wlasna, ktéra nazwiemy grupa
pierwsza); grupe, do ktérej naleza Bi, ...
grupg druga. Student A jest zaprzyjazniony z co najmniej 2
jednym studentem C' w grupie trzeciej (jesli jest ich wiecej,

wybieramy jednego dowolnie).

Przyjmijmy, ze student C' jest zaprzyjazniony

z k studentami z grupy pierwszej oraz

z grupy drugiej. W my$l warunku zadania, k + 1 > n + 1;

a z maksymalnosci m wynika, ze k < m. Wobec tego

I >n—m+ 1. Zatem w l-osobowym gronie przyjaciot
studenta C' w grupie drugiej znajduje sie co najmniej jeden

, B w jednej rN 1
f'(z) =cosz T2

, B, nazwijmy jest w tym przedziale dodatnia.

Korzystamy z nieréwnosci cosx > 1 — Z-:

=%
2 1 22 gt
! 1 — $’_ — = >0
F@) >l - ~ a7y 2
I studentami dla = € (0;1); w szczegdlnodei f/(1) > 0.

W przedziale (1; %) funkcja # jest wypukla, wiec f’ jest
funkcja wklesta, zatem przyjmuje swa najmniejsza wartosé

w jednym z koncéw tego przedziatu. Skoro zas f'(1) > 0

sposrod studentéw Bi, ..., By,,. Wraz ze studentami A i C oraz 1 o 1
tworzy on trojke, ktérej istnienie mielismy wykazac. f (g) =3~ (1 + (g) ) >0,
432. Nalezy udowodnié, ze funkcja to
™
f(z) =sinz — arctgx f'(x)>0 dla x€<1;§>
przyjmuje w przedziale (0; ) wartosci dodatnie. i dowdd jest zakonczony.
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Termin nadsylania rozwigzan:

Rys. 1

30 VI 2002

Zadania z fizyki nr 336, 337
Redaguje Jerzy B. BROJAN

miedzy pretami a szeScianem jest réwny p = 0,27

336. Szedcian o boku a lezy na dwdch réownolegtych i znajdujacych si¢ na tej samej
wysokosci poziomych pretach odlegltych wzajemnie takze o a. W jakim zakresie
katéw « (zob. rys. 1) szeScian moze by¢ w réwnowadze, jesli wspotezynnik tarcia

337. Magnes wytwarza w przestrzeni miedzy wewnetrznym walcem (biegunem N)

a zewnetrzna powloka walcows (biegunem S) radialne pole magnetyczne (rys. 2),
ktorego indukcja w odlegltosci a od osi walca wynosi Bg; wartos¢ ta jest niezalezna

od wspoétrzednej pionowej. Linie pola zamykaja sie od dotu (tzn. w zewngtrznej
powloce biegng w dél, a dalej do wewnatrz i wzdtuz wewnetrznego walca do géry).
Jedli w przestrzeni miedzy biegunami spada swobodnie pierécienn o wewnetrznym
promieniu a i zewnetrznym b oraz grubodci d, wykonany z niemagnetycznego metalu

o gestosci p i przewodnictwie wlasciwym o, to jaka predkosé osiggnie po dlugim czasie?
Wariant nieco tatwiejszy: rozwazy¢ cienki pierécien, tzn. b niewiele wieksze od a.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/2001
Przypominamy tresé¢ zadan:

328. Trzy strzykawki (pompki) maja jednakows $rednice cylindra, ale réznia
si¢ ksztaltem tloka (patrz rysunek obok). Jesli na wszystkie tloki dziatamy
jednakowymi sitami, to w ktérej strzykawce cisnienie jest najwyzsze, a w ktérej
— najnizsze (czy tez ci$nienie jest jednakowe)?

329. Uktad optyczny (niekoniecznie pojedyncza soczewka) wytworzyl

w odlegtosci 70 cm od przedmiotu rzeczywisty obraz odwrécony, powigkszony

q i ?
przesunigtego?

Rys. 2 niezmienione?

328. Zaltézmy, ze we wszystkich strzykawkach
przesunelismy ttok o ten sam odcinek Ax — zatem
wykonali$my te sama prace W = FAz. Dostarczona

w ten spos6b energia moze zostaé przeksztalcona np.

w energie kinetyczna wytryskujacej cieczy (lub gazu) albo
odebrana przez naczynie polaczone z wylotem strzykawki,
w ktérym ci$nienie jest réwne ci$nieniu w strzykawce.
Poniewaz objeto$¢ wyrzuconej cieczy AV = SAx (gdzie
S — powierzchnia przekroju cylindra) jest jednakowa, wiec
z zasady zachowania energii wnioskujemy, ze cisnienie

we wszystkich strzykawkach takze ma jednakowa wartos¢.

329. Nietrudno sprawdzié, ze dla pojedynczej, cienkiej
soczewki otrzymamy sprzeczny uktad réwnan. W nastepnej
prébie wezmy pod uwage dwie identyczne cienkie soczewki
o ogniskowej f odlegte wzajemnie o d, przy czym pierwsza
z nich jest odlegta od przedmiotu o z. Stosujac rownanie

% + i = 1 do pierwszej soczewki, wyznaczamy potozenie
obrazu y1 = fx/(x — f) i jego powigkszenie p1 = y1/x =

= f/(z — f). Do réwnania drugiej soczewki podstawimy

x2 = d — y1 1 wyznaczamy potozenie obrazu (jego odleglosé
od drugiej soczewki oznaczymy po prostu y zamiast y2)
oraz powigkszenie:

_ fldf —dxz+ fx) Y

T df — f242fx —da’ T2
_ _ f?

P = g e o —da

Y

Minus we wzorze na powickszenie wynika stad, ze dodatnie
powiekszenie przypisaliSmy obrazowi odwréconemu,

a taki obraz powstanie, gdy jedna z soczewek da obraz
odwrocony, a druga — prosty. Dalsze przeksztalcenia bardzo
sie uproszcza, jesli odpowiednio dobierajac parametry A

i I, zapiszemy zwiazek miedzy x a y w postaci

15

3 razy. Gdy umieszczono przedmiot o 2 cm blizej ukladu, obraz oddalit si¢
od ukladu o 30 cm. Podaé¢ mozliwa budowe ukladu (przykladowe wartosci
parametréw soczewek i ich polozenia). Ile wynosito powiekszenie obrazu

Poza konkursem: Czy istnialoby rozwigzanie, jeéli poczatkowa odlegto$é obrazu
od przedmiotu wynositaby 1 m (zamiast 70 cm), a pozostale dane bylyby

() =
r+A y+A F’
Znajdujemy
fd f?
A= F=
2f —d’ 2f —d’

a powigkszenie okazuje si¢ réwne p = (y + A)/(z + A).
Po podstawieniu p = 3 wyznaczamy z + A = (4/3)F,
y + A = 4F. Nastepnie z réwnania

1 1 1

r+A—2cm * y+A+30cm F
obliczamy F' =15 cm, x + A =20 cm, y + A = 60 cm.
Szukane powigkszenie obrazu przesunietego wynosi
p =W+ A+30cm)/(x+ A—2cm)=>5. Jesli chcemy
ustali¢ wartosci pozostatych parametréw, A, f i d, to
skorzystajmy z danej odlegtosci poczatkowej miedzy
przedmiotem a obrazem: x + y + d = 70 cm. Proste
przeksztalcenia prowadzg do wynikow
A=+y15-10 cm ~ 12,25 cm,
d=(2y/1,5—1)-10 cm = 14,49 cm,
f=0B-+15)-10 cm = 17,75 cm.

Dodajmy, ze réwnanie (x) ma wazna interpretacje
geometryczna: © + A iy + A sa odleglosciami przedmiotu
i obrazu od plaszczyzn gléwnych uktadu optycznego

(zob. np. hasto kardynalne punkty ukladu optycznego

w Encyklopedii Fizyki, PWN 1972), a F jest ogniskowa
uktadu. Réwnanie to jest stuszne dla dowolnego uktadu
soczewek; z tego wzgledu wyprowadzone z niego wnioski
(wartoéci F' i p') pozostana w mocy w najogélniejszym
przypadku — takze wtedy, gdy poczatkowa odlegtosé
miedzy przedmiotem a obrazem bedzie réwna 1 m.

Przy tej wartosci jednak uktad dwoch jednakowych
soczewek skupiajacych przestaje spetnia¢ warunki zadania
(otrzymaliby$my d* < 0) i nalezy poszukaé innego.



Patrz w niebo

-]

Rozwigzanie zadania M 987.

Teze¢ zadania udowodnimy przez indukcje
ze wzgledu na m. Dla m = 1 jest ona
prawdziwa, poniewaz dla kazdego

n > 1 ostatnie dwie cyfry liczby 5™

to 25. Zalézmy, ze teza zadania

jest prawdziwa dla pewnego m > 1,

tzn. istnieje nieskonczenie wiele liczb
postaci 5™ konczacych sig m + 1

cyframi o zmieniajacej si¢ na przemian
parzystosci. Niech 5™ bedzie jedna

z takich liczb, przy czym 5" > 1012,
Skonstruujemy teraz na jej bazie liczbe¢ 5k
koniczaca sig¢ m + 2 cyframi o zmieniajacej
si¢ na przemian parzystosci. Jedli cyfry

liczby 5™

stojace na miejscach m + 2
im+ 1 (liczac od prawej) maja rézne
parzystosci, to przyjmujemy k = n.

W przeciwnym przypadku przyjmujemy
k=n+2m"" Wtedy

& ogm—1

5% —5" =5"(5 —1).
Za pomocy prostej indukcji mozna
dowiesé, ze dla kazdego m € N liczba
om—1
52770 g jest podzielna przez
2™+ ale nie przez 2™ 2. Tak wiec
g2l

1= gmt2. g4 gmtl

dla pewnego s € N. Stad
sk _ 5 5m(2m 2 oty =

L —m —2 2 I 141
—gnom <107n+ s+ 5. 10m+ )7

a wigc liczby 5k i 5™ maja identyczne

ostatnich m + 1 cyfr, a cyfry stojace

na (m + 2) miejscu sa réznej parzystosci.
Liczba 5" spelnia wigc pokladane w niej
nadzieje (tzn. ma ostatnich m + 2

cyfr o zmieniajgcej si¢ na przemian
parzystosci), przy czym 5% > 57,

Tak wigc teza zadania jest spelniona
réwniez dla m + 1.

Kwiecien

Stan rownowagi w wielkim zbiorowisku punktéw materialnych polega na tym,
ze w kazdej chwili tyle samo czastek leci w prawo co w lewo, tyle samo w gére
co w dot itd. Jezeli czastkami sg atomy, to w jednostce czasu tyle samo atomow
wyswieca jakis foton co pochlania, tyle samo atomoéw ulega jonizacji

co rekombinacji itd. Krotko mowiac, w stanie rownowagi wszystkie procesy
mikroskopowe sa dokladnie (statystycznie) zréwnowazone. Nie koniec na tym,
bo towarzysza temu jeszcze inne zjawiska, m.in. tzw. ekwipartycja energii.

To 7z kolei oznacza — jak nazwa wskazuje — ze wszystkie czastki maja ($rednio)
identyczna energie kinetyczna. Prawo to dotyczy takze gromad gwiazd.

Skoro tak, to gwiazdy o mniejszych masach musza uzyska¢ wigksze predkosci

i rychlo znalez¢é sie na peryferiach swojej gromady. I rzeczywiscie, z reguly
taka sytuacje sie obserwuje: otoczki gromad kulistych sktadaja sie z gwiazd

o niewielkich masach. Stwierdzenie tego nie jest zreszta latwe, bo masy gwiazd
w gromadzie wyznacza sie mozolnie na podstawie ich cech fotometrycznych.

Okazuje sie, ze sa wyjatki od tego prawa. Kilka lat temu za pomoca
pierwszego z czterech 8-metrowych teleskopéw zbudowanych w Chile
stwierdzono, ze gromada kulista NGC 6712 (polozona w Tarczy w odleglosci
ponad 7 kpc) wykazuje znaczny niedobér gwiazd o malych masach.
Wytlumaczenie tego faktu jest wlasciwie jedno: gwiazdy stanowiace
otoczke gromady zostaly od niej oderwane w wyniku pltywowego dzialania
centralnego zgeszczenia Galaktyki. Mechanizm zjawiska jest identyczny
jak w przypadku pltywéw ziemskich oceanéw wywolywanych przez Ksiezyec.
Mianowicie gwiazdy nalezace do otoczki gromady po jej stronie zwroconej
na centrum Galaktyki sa przez to centrum przyciagane silniej niz reszta
gromady, a gwiazdy po stronie odwrotnej — stabiej. Dostatecznie duza
roznica tych oddzialywan moze doprowadzi¢ do oderwania sie peryferyjnych
gwiazd od gromady; w przypadku ziemskich plywoéw dzialanie Ksiezyca
powoduje zaledwie kilkumetrowe wypietrzanie sie oceandéw po stronie
podksiezycowej i odksiezycowej Ziemi. Efekt plywowego dziatania do$¢ silnie
zalezy od odleglosci od ciata powodujacego plywy. Ziemi ze strony Ksiezyca
nic nie grozi, bo odlegto$¢ miedzy tymi ciatami niewiele sie¢ zmienia, natomiast
okologalaktyczne orbity gromad kulistych sa silnie wydluzone i dlatego sklad
gwiazdowy niektorych gromad moze bardzo zmieni¢ sie nawet w wyniku
jednokrotnego zblizenia si¢ do centrum Galaktyki.

Tomasz KWAST

Wieczorem wysoko na niebie, a im pézniej, to tym bardziej ku zachodowi,
znajduje si¢ niepozorny gwiazdozbiér Raka. Jest on tak dalece niepozorny,

ze nawet najjasniejsze jego gwiazdy sa slabsze od polozonej w nim dosé znanej
gromady otwartej Praesepe (M 44, NGC 2632), ktéra ma jasno$é¢ 3,9 mag
(jedynie beta jest jasniejsza zaledwie o 0,1 mag). Lezy ona w odleglodci

160 pc i zawiera ponad 300 gwiazd. Jej wiek oceniono — fakt, ze z mala
precyzja — na pot do polttora miliarda lat, co i tak oznacza, ze w skali
Wszechswiata jest to obiekt mlody. Tak sie sklada, ze w Raku znajduje sie
jeszcze jedna gromada otwarta M 67 (NGC 2682) tez dostrzegalna

bez trudnosci (4 mag), potozona w odleglosci 800 pe i liczaca okoto 100 gwiazd.
Ona, dla odmiany, jest jedna z najstarszych gromad tego typu, gdyz oceniono ja
na 5 mld lat. Troche to dziwne, bowiem gromady otwarte — jako obiekty

do$¢ luzno zwiazane — szybko rozpraszaja sie w wyniku plywowego dziatania
centrum Galaktyki.

Wenus jest w Baranie i wida¢ ja krétko po zachodzie Stonca. Mars jest
w Byku i tez widaé¢ go dos¢ krétko wieczorem. W Byku jest tez Saturn,
a w Bliznigtach Jowisz, ktéry o pélnocy juz zachodzi. Néw Ksiezyca wypada
12 IV, a pelnia 27 IV. Ksiezyc zakryje Saturna 16 IV, ale zjawisko to
widaé¢ bedzie z Oceanu Arktycznego i tylko z péinocnej Europy. Zadnych jasnych
gwiazd Ksiezyc w kwietniu nie zakrywa.
T.K.
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O ROWNYCH SUMACH
DWOCH BIKWADRATOW

Istniejg liczby, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy
dwoéch bikwadratéw (czyli czwartych poteg) na wigcej niz
jeden sposéb. Oto ,najmniejsze” rozwiazania (a, b, ¢, d)
réwnania

(44) at+vt=ct+dt

(158,59,134,133), (239,7,227,157), (292,193,257,256),
(502,271,497,298), (542,103,514,359), (631,222,558,503),

(1203,76,1176,653), (1381,878,1342,997),
(2189,1324,1997,1784), (2461,1042,2141,2026).

Oczywiscie uwzgledniamy tylko rozwigzania pierwotne, tzn.
spelniajace warunek NWD(a, b, ¢, d) = 1.
Réwnanie (44) ma nieskonczenie wiele rozwiazan
pierwotnych, mozna bowiem podaé rozwiazanie
parametryczne:
a=a%y+32°y? — 220 % + 225 + 47,
b=a"+zy? — 223y —32%4° + x 95,
c=1%y -3y — 22 P + 22 yd + o,
d=a"+2°y?> — 223 y* + 322 y° + z¢/S.
Niestety, nie wiadomo, czy istnieja liczby reprezentowane
w postaci sumy dwéch bikwadratéw na wiecej niz dwa
sposoby. Na otarcie tez podajemy dwa przyktady trzech
rownych réznic bikwadratow:
264047* — 1169* = 265076" — 93436 = 335084" — 296668",
401168 — 17228" = 415137* — 248289" =

= 421296" — 273588".

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (29)

Wyjasnienie oszustwa (29):

Usterka drobna: pamietaj kolego, nie dziel przez zero.
Takie dzielenie potencjalnie wystepuje w dowodzie
nieréwnosci Cauchy’ego, gdy A =0 lub B = 0. Jedli jednak
A =0, to an = 0 dla wszystkich n i nieréwnosé przyjmuje
posta¢ 0 < 0. Drobiazg, ale taka uwaga w porzadnym
dowodzie znalez¢ sie powinna. Identycznie w przypadku
B=0.

Podobnie w dowodzie nieréwnosci Minkowskiego dzielimy
przez Zzozl(an + b,)2, co moze byé zerem, ale wowczas
dowodzona nieréwno$é przyjmuje postac

0< />0 an+ /> b7,
n=1 n=1

jest wiec oczywiscie prawdziwa.
Drobne niedoméwienie.
. oo ’1:
Zapis ) > cn ma zawsze sens, gdy ¢, > 0. Jedli szereg
jest rozbiezny, to jest rozbiezny do nieskonczonosci, wiec
. . ’ Ew _ + J d k .
mozna z sensem napisa¢ ) ¢, = +o00. Jednak szeregi,
ktore moga mie¢ takze wyrazy ujemne, nie musza by¢ ani
zbiezne, ani rozbiezne do +oo lub —oco. Tak wiec napis
(oo} . , s . 5
anl anbn, w nieréwnosci Cauchy’ego wymaga pewnego
wyttumaczenia. Mozna to uczynié¢ na dwa sposoby.

Sposdb I

Zaktadamy w nieréwnosci Cauchy’ego, ze a, > 01 b, > 0.
Nieréwnos$¢ Minkowskiego dowodzimy najpierw dla a, > 0
i b, > 0, a nastepnie dla dowolnych a,, b,, piszemy

5 (an +62)2 < | 3 (lan] + [ba])? <

n=1 n=1 =
<o/ ah+ b
n=1 n=1
Sposob 11

Dowodzimy nieréwnosé Cauchy’ego najpierw dla
an,bn > 0, a nastepnie stwierdzamy, ze przy dowolnych
an, by, z nieréwnosci

22 lanbn| <y [ 30 ak - [ 30 bR
n=1 n=1 n=1

. . . e o0 7 .
wynika zbieznosé szeregu > | |anbn|, ktéra pociaga
zbieznod¢ szeregu > o . anb

n=1 nYn:

Nie zaszkodzitoby tez nadac¢ sformutowaniu lematu
nastepujacej, precyzyjniejszej tresci:

Dla dowolnych ciagéw liczb rzeczywistych (an), (bn),
dla ktérych sumy Z:;l a? i ZZO:1 b2 sg skonczone,

%) " .. . e e, 40
szereg > | anby, jest zbiezny i zachodzi nieréwnosé

Zanbn§1/2a%«112b%.
n=1 n=1 n=1

Usterka najpowazniejsza.

W dowodzie nieréwnosci Minkowskiego wykonujemy
dzielenie przez Z:Lozl(an + bn)?, nie wiedzac nawet, czy
ta suma jest skonczonalll Wida¢ dwa sposoby naprawienia
tego bledu.

Sposdb I
Poczatkowo wszystkie sumy zastepujemy sumami
skonczonymi Zg:r Otrzymujemy woéwczas

N N N
S(an +b02)2 < ([ S a2 44 b2 <
n=1 n=1 n=1

<D a4y > bR
n=1 n=1

dla dowolnego N, skad po przejsciu z N do nieskoncznosci

S (an + b)? < \/z aa+\/z .
n=1 n=1 n=1

Sposob I1

Na poczatku dowodu nieréwnosci Minkowskiego
dowodzimy skoniczonosci sumy Zzozl(an + bn)2. Poniewaz
nie zalezy nam na dokladnosci oszacowan, szacujemy dosé
grubo, np. tak:

S (an +50)2 < S (Jan| + ba])? <

n=1 =1
< 22 (2 max(lan], [bn])* < 37 (2lan])® + (2[bn])* =
n=1 n=1
=4- 3 (af + %) < +oo.

n=1

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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