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Rozwigzanie zadania F 567.
Zgodnie z zasadg zachowania energii
energia pojedynczego fotonu jest rowna
réznicy energii kinetycznych elektronu
przed i po zahamowaniu, przy czym
jej maksymalna warto$¢ odpowiada
catkowitemu zahamowaniu elektronu.
Stad

hvg = Ue,

gdzie Ue jest maksymalng energia
kinetycznag stracong przez elektron
podczas hamowania, a vg = ¢/Xg
jest maksymalna czestotliwodcia
emitowanego promieniowania, \g zas

minimalng dtugoscia fali promieniowania.

Stad dostajemy:

hc _11
Ao =—=1-10 m.
Ue

Paradoks na sobote
Andrzej DRAGAN

Ostatnig sobote spedzitem w dosé nietypowy sposéb. Ot6z przyszedl mi

do glowy pewien paradoks, ktéry nastepnie staratem sie rozwiklaé. Na szczedcie
sie udato, wiec moge juz teraz z czystym sumieniem go przedstawic.
Niewykluczone, ze przy okazji dowiecie si¢ kilku nowych rzeczy na temat
mechaniki kwantowej, zatem przedstawiony eksperyment myslowy mozecie
potraktowaé jako okazje do przekonania sie, jak prezentuje sie ona w akcji.

Przejdzmy zatem do rzeczy. Chce przedstawié¢ rozumowanie prowadzace

do wniosku, ze mozna odrézni¢ makroskopowy obiekt (np. but)

obrocony o 360° od nieobrdéconego. Z zycia codziennego kazdy wie, ze

po dokonaniu takiego obrotu naprawde nic ciekawego sie nie dzieje: wracamy
do punktu wyjscia. Zatem z moim rozumowaniem co$ musi by¢ chyba nie tak.

7 drugiej strony wiadomo, ze niektore czastki elementarne, na przyktad
elektrony, zachowuja si¢ w sposéb bardziej skomplikowany niz buty
(przynajmniej jesli chodzi o pelne obroty). Elektron w formalizmie mechaniki
kwantowej opisuje si¢ przez pewien przestrzenny rozklad nazywany

funkcjq falowq. Funkcja falowa, ktéra stanowi kompletny opis stanu elektronu,
ma wartosci zespolone i nastepujaca interpretacje: kwadrat jej modulu okresla
rozklad prawdopodobienstwa znalezienia sie elektronu w réznych punktach
przestrzeni. Jest to najbardziej podstawowe znane prawo mechaniki kwantowej.
Oznacza to, ze nikt na Swiecie nie potrafi wyjasni¢ go na gruncie bardziej
podstawowym. Musicie wiec przyjacé je ,na wiare” i juz.

Zgodnie z formalizmem mechaniki kwantowej funkcja falowa obroconego
elektronu réwna jest minus funkcji falowej elektronu nieobréoconego! Co prawda
rozklad prawdopodobienstwa sie nie zmienia (bo modul —z réwna sie
modulowi ), jednak na pewno jest to co$ niezwykle dziwnego. Ponadto zmiana
znaku nie bierze sie z ,rozpedzania” i ,wyhamowywania” elektronu podczas
obrotu. Réwnie dobrze obserwator moze obej$¢ elektron dookota. Efekt bedzie
ten sam! Dopoki jednak co$ nie prowadzi do zadnych eksperymentalnych
konsekwencji (przynajmniej w skali makroskopowej), nie powinna nas o to boleé
glowa.

Omoéwmy teraz nieco bardziej szczegélowo kwantowomechaniczne prawo
obliczania prawdopodobienstw. W postaci ogdlnej jest ono takie: jezeli chcemy
znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze zajdzie jaki$ okreslony proces, to najpierw
musimy znalez¢ amplitude zajscia tego procesu, wzia¢ modul i podnies¢

do kwadratu. Jezeli natomiast zjawisko moze zaj$¢ na dwa nierozréznialne
sposoby, to musimy najpierw obliczyé¢ amplitudy dla obydwu proceséw

i nastepnie je dodaé¢. Dopiero po dodaniu bierzemy modutl i podnosimy

do kwadratu, otrzymujac prawdopodobienstwo zajécia procesu na jeden z dwdch
Sposobow.

Rozpatrzmy przyktad stynnego eksperymentu z podwojna szczelina, w ktérym
$wiatlo pada na przestone z dwiema malutkimi dziurkami (szczelinami).

Za przestong znajduje sie ekran, na ktéorym obserwujemy swiatto przechodzace
przez otwory. Poniewaz taki eksperyment jest $wietnie opisany przez klasyczna
teorie elektromagnetyzmu, postuzymy sie najpierw ta teoria do obliczenia
obrazu interferencyjnego. To, co musimy znalezé, to rozklad natezenia Swiatta
na ekranie. W ustalonym punkcie r jest ono proporcjonalne do kwadratu

pola elektrycznego w tym punkcie E2(r). Natomiast pole elektryczne jest
sumg pél pochodzacych od fal elektromagnetycznych przechodzacych przez
obie szczeliny: E(r) = E;(r) + Ea(r). W wyniku interferencji pdl za szczelinami,
obraz na ekranie ma znany wszystkim ,prazkowany” ksztalt.

Ten sam eksperyment mozna réwniez opisa¢ przy uzyciu formalizmu mechaniki
kwantowej. Poniewaz mamy tu wlasnie do czynienia z sytuacja, w ktorej
fizyczny proces (dotarcie $wiatla do ekranu) moze zaj$é na dwa nierozréznialne
sposoby (nie wiemy, ktora szczeling dotarly fotony), bedziemy mogli
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IV Ogdlnopolski Konkurs
na Doswiadczenie Pokazowe
z Fizyki
Krakéw, wrzesien 2002

Pokazowe doswiadczenia — zwane

inaczej demonstracjami — stanowig
jeden z filaréw dobrego ksztalcenia

w zakresie fizyki na kazdym poziomie
nauczania. Celem oglaszanego konkursu
jest wydobycie na $wiatlo dzienne czesto
niedocenianych mistrzéw demonstracji
fizycznej, poszukiwanie nowych talentéw
i popularyzacja najlepszych pomystow,
ktore moglyby trafi¢ do szkét i sal
wykltadowych. Do udzialu w nim
zapraszamy zawodowcéw i amatoréw,
pracownikow szkél wyzszych, studentéw,
nauczycieli i uczniéw.

IV Ogdlnopolski Konkurs na Pokazowe
Doswiadczenie z Fizyki organizuje
Oddzial Krakowski Polskiego
Towarzystwa Fizycznego przy
wspdéltudziale Instytutu Fizyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego oraz
Wydziatu Fizyki i Techniki Jadrowej
Akademii Gérniczo-Hutniczej. Konkurs
jest organizowany w Krakowie

od 1996 roku. Finat IV Konkursu bedzie
jedna z imprez Jarmarku Fizycznego
2002, ktory odbedzie si¢ w Krakowie

we wrzesniu 2002 roku. Zgloszenia
prosimy kierowaé poczta pod adresem:

dr Marek Golab,

Oddzial Krakowski PTF i Instytut Fizyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego,

ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw,

wzglednie poczty elektroniczng na adres
ufmgolab@cyf-kr.edu.pl do dnia

27 maja 2002 roku. Biezace informacje
dotyczace konkursu oraz pelny tekst
regulaminu dostepne sg na stronach
WWW Oddziatu Krakowskiego PTF
http: /www.ptf.agh.edu.pl/konkurs.

Rozwigzanie zadania M 983.
Mamy

m_(1+ 1 >+(1+ 1)+
n p—1 2 p—2

+< Lo, 1 )7
o\ -D/2 0 (p+1)/2)

B [ 1 1
Plre-n T e-2 T

1
- De 1)/4]
Suma w nawiasie kwadratowym
przedstawiona w postaci utamka
nieskracalnego bedzie miata mianownik
niepodzielny przez p, a licznik jest jeszcze
mnozony przez p.

wykorzysta¢ poznane przed chwila prawo kwantowe. Wiemy, ze kazda wiazka
materii czy $wiatla padajaca na przestone sklada sie z  kawalkéw” (czastek,
fotonéw). To, co nas interesuje, to érednia liczba fotonéw padajacych na ekran
w punkcie r po przejsciu przez szczeliny. Ta liczba jest proporcjonalna

do prawdopodobienstwa dojscia do tego punktu pojedynczego fotonu.

Wiemy juz, ze jesli Uy (r) i Ua(r) sa amplitudami prawdopodobienstwa

dojscia fotonu do punktu r na ekranie odpowiednio przez pierwsza i druga
szczeline, to prawdopodobienstwo uderzenia czastki w ekran w tym punkcie
réwna sie |Wq(r) + Wa(r)|%. Okazuje sie, ze po obliczeniu amplitud ¥y (r) i Wo(r)
otrzymuje si¢ identyczny ksztalt obrazu interferencyjnego na ekranie, jak

w przypadku klasycznym. W dodatku, eksperyment z podwdjna szczeling mozna
przeprowadzi¢ nie tylko na fotonach, ale réwniez na elektronach i réwniez widaé
bedzie na ekranie prazkil W dalszej czedci skupimy si¢ wlasnie na przypadku
elektronéw ze wzgledu na ich wlasnosci zwiazane z obrotami o 360°.

Skomplikujmy teraz nieco nasz eksperyment. Powiedzmy, ze elektrony

zostaly przed przepuszczeniem przez szczeliny przygotowane tak, ze ich spiny
sg ustawione w jednakowy sposéb, ,w gére” wzdluz osi z. Na potrzeby tego
artykulu musicie tylko wiedzieé, ze spin elektronu jest czyms$ podobnym

do polaryzacji w przypadku fotonu (méwi sie, ze spin jest wewnetrznym
momentem pedu elektronu; w kazdym razie jest to cos, co ,siedzi” wewnatrz
elektronu i jest ustawione wzdluz jakiego$ kierunku, troche jak o$ obrotu
wirujacej kulki). Oczywiscie wynik eksperymentu sie nie zmieni: wciaz

na ekranie beda te same prazki, ktore byly wczesniej. Mozemy teraz do naszego
uktadu dodaé¢ nowy element: tuz przed druga szczelina wstawimy ,,polaryzator
spinowy”. Takie urzadzenie rowniez nalezy ustawi¢ wzdluz jakiegos kierunku,

a jego dzialanie jest nastepujace: jesli wpadnie do niego elektron ze spinem
ustawionym wzdluz kierunku ustawienia polaryzatora, to jest on przepuszczany
przez urzadzenie ,gérnym” kanalem. Jesli natomiast spin elektronu jest
skierowany przeciwnie do kierunku ustawienia polaryzatora, to jest on
przepuszczany ,dolnym” kanalem. Jesli wiec uzyjemy strumienia elektrondéw
ustawionych ,zgodnie”, to wszystkie przeleca gora, a jesli ,przeciwnie”,

to wszystkie, bez wyjatku, poleca dolem. Ciekawe rzeczy zaczna sie dziaé,

gdy ustawimy urzadzenie ,skoénie” do kierunku polaryzacji elektronow,

na przyktad pod katem a. Poza dwoma szczegdlnymi przypadkami omoéwionymi
przed chwila, nie da sie powiedzie¢, ktéredy przejdzie elektron. Oznacza to,

ze istnieje amplituda prawdopodobienstwa przejscia gora oraz amplituda
prawdopodobienstwa przejscia dotem (w pewnym sensie elektron przejdzie
obydwoma kanalami jednoczesnie!). W dodatku amplitudy te wyrazaja

sie bardzo prostymi wzorami. Pierwsza z nich wynosi cos(a/2). Mozemy

stad obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia elektronu gérnym kanatem,

ktére réwna si¢ po prostu cos?(a/2). Czyli, jak nalezy sie spodziewad,

dla a = 0° i a = 360° to prawdopodobienstwo wynosi 1, czyli elektron

na pewno przejdzie ,géra’. Zwréémy jednak uwage na fakt, ze amplituda
przejscia przez polaryzator obrocony o pelny kat réwna si¢ minus amplitudzie
przejscia przez polaryzator nieobrécony. Na szczescie to, co nas interesuje,

to prawdopodobienstwo, bo tylko to mozemy zmierzy¢ w eksperymencie, zatem
eksperymentalnie nie powinno sie¢ méc odrézni¢ polaryzatorow obréconych

od nieobréconych, prawda? JesteSmy juz blisko sformulowania naszego
paradoksu. Powiedzmy, ze nasz polaryzator ustawiony jest tuz przed szczelina
w taki sposéb, ze elektrony przechodzace gérnym kanalem sa wpuszczane prosto
do szczeliny, a lecace dolnym kanalem sa kierowane w zupelnie innym kierunku,
gdzie$ w kosmos (zalezy nam na tym, zeby w interferencji braly udzial tylko
elektrony przechodzace gora, ale nie chcemy sprawdzaé, ktérymi kanatami
podroézowaly, zeby obie mozliwosci byly ,nierozréznialne” przed uderzeniem
elektronu w ekran). Powiedzmy, Ze polaryzator zostal ustawiony pod katem

a =0° lub @ = 360° do kierunku polaryzacji elektronéw (wydawaé by sie mogto,
ze na jedno wychodzi). Wéwczas amplituda prawdopodobienstwa dotarcia
elektronu przez gorny kanal polaryzatora do drugiej szczeliny wynosi 1 lub —1,
a amplituda dojscia elektronu od tej szczeliny do punktu r na ekranie
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réwna sie Wa(r). Dla elektronu przechodzacego pierwsza szczeling amplituda
dotarcia do ekranu wynosi ¥y (r). Skorzystamy teraz z drugiego waznego
prawa mechaniki kwantowej, méwiacego, ze amplituda zajscia dowolnego
procesu zlozonego z pewnych ,podproceséw” réwna jest iloczynowi amplitud
zajécia tych podproceséw. Podsumowacé to wszystko mozna jednym wzorem
na prawdopodobienstwo P, (r) tego, ze elektron uderzy w ekran w ustalonym
punkcie r:

(1) Po(r) = [¥1(r) + Wa(r)]?,
gdy a = 0°, albo:
(2) Psgo(r) = [T1(r) — Ua(r)P?,

gdy a = 360°. I oto jest nasz paradoks. Wyglada na to, ze rozklad
prawdopodobienstwa zmieni si¢ po obrocie polaryzatora! Jezeli przyjmiemy, ze
Uq(r) i Ua(r) sa falami kulistymi wychodzacymi ze szczelin, to okazuje sie, ze
w pierwszym przypadku obraz na ekranie bedzie kosinusoidalny, a w drugim
sinusoidalny, czyli prazki interferencyjne sie przesuna! Wynikaloby z tego,

ze patrzac na prazki mozemy stwierdzi¢, czy polaryzator zostal obrécony.
Poniewaz, w zasadzie, w eksperymencie mozna uzy¢ elektronéw o dowolnie
duzej dlugosci fali, to réwniez polaryzatory moga by¢ dowolnie duze.
Otworzyloby to droge do odrézniania obiektéw makroskopowych odwréconych
od nieodwro6conych! Absurd!

Wszystkim proponuje teraz samodzielne zastanowienie si¢ nad tym, gdzie

tkwi blad w przedstawionym rozumowaniu. Rozwiazanie podaj¢ w nastepnym
akapicie. Jak widzicie, nasz paradoks jest dobrym pretekstem do zastanowienia
sie nad podstawowymi prawami mechaniki kwantowej. Chyba wiec warto sie
troche powytezaé, prawda?

Moje rozwiagzanie jest nastepujace.

Po cichu zatozyliémy, ze amplituda dotarcia elektronu ze szczeliny do ekranu

nie zalezy od ustawienia polaryzatora. W rzeczywistosci wcale tak nie jest.
Amplituda ta bowiem zmienia znak po dokonaniu pelnego obrotu polaryzatora.
Rzeczywiscie, jesli po obrocie Wa(r) przejdzie na —Ws(r), wszystko bedzie sie
zgadzac i w obu przypadkach obraz interferencyjny na ekranie bedzie identyczny.

A dlaczego amplituda zmienia znak? Heurystyczny argument jest taki, ze
elektron opuszczajacy obrécony polaryzator jest taki sam jak obrécony elektron
opuszczajacy nieobrécony polaryzator (czyli o przeciwnym znaku funkeji
falowej). Jednak $cisly dowdd opiera sie na rachunku operatorowym mechaniki
kwantowej. Tym, ktérzy go znaja, powinien wiec wystarczy¢ argument,

ze ,stan wlasny operatora spinu wzdtuz osi obréconej o 360°, w ktérym
znajduje si¢ elektron opuszczajacy polaryzator gérnym kanalem, ma przeciwny
znak niz stan wlasny operatora nieobréconego”. Plynie stad jeszcze jedna
lekcja: tych bardzo podstawowych praw chyba nie rozumiemy na tyle dobrze,
by$my mogli opisa¢ je zwyklym, klasycznym jezykiem. A byé moze jest to

w ogdéle niemozliwe?

Rozwigzanie zadania M 982.
Tak. Rozlozymy nasza sume na sumy czesciowe

m7<1+1+1+1)+<1+1+1+1)+ +<1+1+1+1>
n  \5 10 15 ' 20 2 3 4 16 17 18 19

i wykazemy, ze kazda suma w nawiasach ma w przedstawieniu w postaci utamka nieskracalnego
licznik podzielny przez 5. Mamy

1 1 1 5
5T T 12
Poza tym dla k = 0,1, 2,3 mamy
1 1 1 1 (5k+2)(5k +3)(5k +4) + ...+ (5k + 1)(5k + 2)(5k +3)
5k+1+5k+2+5k+3+5k+47 (5k 4+ 1)...(5k +4) n

5L +2-3-441-3-441-2-441-2-3 511 +50

B 5l2+1-2-3-4 T Bly +24°
Z powyzszego wynika, ze dla kazdego z utamkéw nieskracalnych w powyzszym wzorze na 2
licznik jest podzielny przez 5. Pozostaje zauwazy¢, ze suma nieskracalnych utamkoéw z licznikami

podzielnymi przez 5 jest znowu takim utamkiem.
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Srednie i zwigzane z nimi ciggi

Janusz MATKOWSK] Niech R oznacza zbiér liczb rzeczywistych i niech I C R bedzie przedzialem.
Funkcje M : I x I — R nazywamy $rednig (dwdch zmiennych), jesli

min(z,y) < M(z,y) < max(x,y), z,y €l

Jesli dla wszystkich z,y € I,  # y, te nieréwnosci sa ostre, srednia nazywana
jest Scislg; jesli M (x,y) = M (y,x), symetryczng. Srednia M ma nastepujace
wlasnosci:

M(x,z) == dla kazdego x € I;
Dla zbioréw X i Y symbol M(X x Y) M(J x J)=J dla kazdego przedzialu J C I, w szczegdlnosci, M (I x I) = I.
oznacza {M(z,y) : z € Xiy € Y'}.

Definicja $redniej i te wlasnosci przenosza sie na przypadek dowolnej skoriczonej

liczby zmiennych.

Najbardziej znane $rednie: arytmetyczna A : R xR — R, geometryczna
G : (0,00) x (0,00) — (0,00) i harmoniczna H : (0,00) x (0,00) — (0, 00),

Tty

Az, y) = 5 G(z,y) == xy, H(z,y) = 2ry

:chy’

sg $ciste i symetryczne.

Pochodzenie nazwy $éredniej A nie wymaga komentarzy. Nazwa $redniej G
ma swe 7rédlo w znanej z geometrii réwnosci h = G(z,y), gdzie h jest
dhugoscia wysokosci w trojkacie prostokatnym, a x i y sa dtugoéciami odcinkow,
na ktére dzieli przeciwprostokatna spodek wysokosci. Kazda z tych $rednich
ma interpretracje geometryczna, przy czym najciekawsza z nich ma srednia
harmoniczna. W trapezie dltugo$é¢ odcinka réwnolegltego do podstaw, taczacego
boki trapezu i ,przechodzacego przez” punkt przeciecia przekatnych, jest srednia
harmoniczna dtugosci podstaw. Nazwa sredniej harmonicznej wywodzi sie
7z proporcji

x H(z,y)

* = s z,y >0,
) Az, y) y Y

i siega czaséw Euklidesa i Pitagorasa. Interesujace sa zwiazki Sredniej H
z ,harmonia” w sferze dzwigkdw.

A, G i H naleza do szerokiej rodziny $rednich o prostej konstrukcji. Zauwazmy,

i ze jesli f : I — R jest ciggla i Scisle monotoniczna, to funkcja My : 1 x I — R,
T)+

Rozwigzanie zadania F 568. Mf('ray) = f—l (M) — f—l (A(f(z), f())

Po dluzszym czasie palenia si¢ zaréwki 2

temperatura T jej widkna ustala 51(; i moc

przeplywajacego przez nig pradu I°R jest Sredniq Scistq i symetryczng (f~loznacza funkcje odwrotna do f). Srednia te

jest réwna mocy promieniowania . . . .. .. .
nazywa sie quasz-arytmetyczn@, a funkq]@ f Jej genemtorem. Dowodzi sie, ze

cieplnego, tzn. iloczynowi natezenia

promieniowania E i powierzchni

wlékna S: My = My wtedy @ tylko wtedy, gdy g = af + b dla pewnych a,b € R, a # 0.
P =1I’R=ES.

Opér R witkna zaréwki jest rowny Latwo sprawdzié, ze A = Miq, G = Moy, H = My, gdzie id jest funkcja

?;{;ﬁ/ izg:’pgrjzfréjtlosfi:gc}éé wIOkn i dentycznodciowa na R oraz h(z) == L dla z > 0.

o 4pl{2_ W tréjelementowej rodzinie {4, G, H} $rednia G odgrywa specjalna rolg
Natgzenie promicniow’;‘j’;a - '(pon.lijamy t1.1taj role sp'ecja.lnoé(.:i gé.rniczej na AGH). Srednia geom.etryczna
wynosi E = ¢T*, gdzic jest jedyna ciagla $rednig niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie

o =5,67-107°W/(m* - K*), (A,H) : (0,00)% — (0,00)2, takie ze (A, H)(z,y) = (A(z,y), H(z,y)),
a powierzchnia widkna s = mdl. tzn. G o (A, H) = G. Ten fakt, réwnowazny wspomnianej juz proporcji (x)

Zatem 1 k ;.
ozwala wykazac, ze
P =oT"xdl. p Y ’
Poréwnujac powyzsze dwa wzory na P, . n o
otrzymujemy nlLIT;O(A, H) ((E, y) - (G($7 y)’ G($7 y))’ €,y > O’
7= {22 as00 &
on2d? gdzie (A, H)™ oznacza n-ta iteracje odwzorowania (A4, H).
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H. Haruki, Th. M. Rassias,

A new analogue of Gauss’ functional
equation, Internat. J. Math.

Sci. 18(1995), 749-756.

W roku 1995, H. Haruki i Th. M. Rassias postawili nastepujacy

Problem. Niech F : (0,00) x (0,00) — R bedzie funkcja ciagla spelniajaca
rownanie funkcyjne

F(A(z,y),H(z,y)) = F(z,y),  x,y>0.

Czy istnieje taka funkcja ciagla g : (0,00) = R, ze F(x,y) = g(zy), z,y > 07

Twierdzaca odpowiedz wynika z ostatniej obserwacji. Aby to wykazac,
zauwazmy, ze jesli funkcja F' spelnia powyzsze réwnanie funkcyjne, to dla kazdej
liczby naturalnej n

F((A’H)n(x7y)):F(x’y)7 z,y > 0.
Stad i z ciaglosci F', gdy n — oo, otrzymujemy
F((G,G)(x,y)) =F(z,y), xy>0,

czyli F(z,y) = F(y/zy, /Ty) = g(zy), gdzie g : (0,00) — R jest okreslona wzorem
9(@) = F(Vx, V).

Ze érednimi A, G, H ltacza sie takie okreslenia jak ciag arytmetyczny, ciag
geometryczny i ciag harmoniczny. Ciag ()52, liczb rzeczywistych nazywamy
arytmetycznym, jesli x,411 = A(zn, Tpnt2), n €Ny :={0,1,...}

clag (z)52 liczb rzeczywistych dodatnich (!) nazywamy:
geometrycznym, jeSli 2,41 = G(Tpn, Tni2), n € Np;

harmonicznym, jesli  p41 = H(2n, Tni2), n€Ny.

Ogdlniej, niech M : I x I — I bedzie $rednia. Ciag (z,)22, nazwiemy
M -ciggiem, jezeli x,, € I dlan € Ny oraz

Tnt1 = M(zn; zn+2); ne I\IO~

Jesli M = My, to wyznaczenie n-tego wyrazu M-ciggu jest zadaniem latwym.
Korzystajac bowiem z definicji M y-ciggu, mamy

f(@ny2) = f(@ns1) = f(@ng1) — fzn), n € Np,

a wiec, dla pewnej statej a € R,

Ly D22,

f(xry1) — flag) = a, keNy.
Dodajac stronami te réwnosci dla k € {0,1,...,n — 1}, otrzymujemy
f(zn) = f(xo) = na, n € Ny, a stad T, = f 1 (f(20) +na), n€Ny.
Latwo sprawdzamy, ze ten ciag jest M y-ciggiem.

Stosujac otrzymany wzér kolejno dla f =1id, f = log oraz f(x) = %, x>0,
stwierdzamy, ze:

clag (z,)52, jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy gdy, dla pewnego a € R

((c ((7ce
TCC CCecce((C( el

Tn =T0+na, n € Np;
geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy zo > 0 i dla pewnego a € R
Tn =x0q" n €Ny, gdzieq:=e%

harmoniczny wtedy i tylko wtedy, gdy x¢ > 0 i dla pewnego a > 0

Zo
Tn n €Ny.

~ 1+ azon’

Biorac w ostatnim wzorze o = a = 1, otrzymujemy klasyczny przyktad ciagu

. oo
harmonicznego ( n%_l) Iy
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Laser na swobodnych elektronach
Fwa CZUCHRY

Jak dziala zwykly laser optyczny, kazde dziecko wie :-). Zasade dzialania
oddaje juz sama nazwa LASER (od ang. Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation); promieniowanie elektromagnetyczne, padajac

na atomy w jakims$ o$rodku materialnym (np. w krysztale), w ktérym zostala
sztucznie dokonana tzw. inwersja obsadzen, to znaczy wigkszo$¢ atoméw
znajduje sie w stanie wzbudzonym (czyli obsadzone sa najwyzsze poziomy
energetyczne), powoduje wymuszona emisje promieniowania przez elektrony
bedace w stanach wzbudzonych. Otrzymane promieniowanie jest spojne,

tzn. zgodne w fazie, kierunku rozchodzenia sie i polaryzacji.

W laserze na swobodnych elektronach (ang. FEL, od Free Electron Laser) —
jak wskazuje sama nazwa — mamy do czynienia ze swobodnie poruszajacymi
sie elektronami, niezwigzanymi z zadnymi atomami. Dzieki temu widmo
uzyskiwanego promieniowania jest szerokie i nie zalezy od wlasnosci
wzbudzanego materiatu, jak jest w laserze optycznym. Wigkszosé laserow
optycznych daje swiatto tylko w kilku barwach. Co ciekawsze, zasada
dziatania lasera na swobodnych elektronach jest oparta nie na efektach
kwantowych jak w laserze optycznym, lecz na efektach elektrodynamiki
klasycznej (przez ,klasyczno$é” rozumiem tutaj niekwantowosé ukladu, a wiec
efekty relatywistyczne, o ktérych bedzie nizej, sa w tej terminologii efektami
klasycznymi).

Swobodne elektrony, ktére beda emitowac spdjne, zgodne w fazie
promieniowanie lasera, sa poczatkowo przyspieszane do predkosci
ultrarelatywistycznych w synchrotronie albo akceleratorze liniowym.

Predko$é elektronéw v jest wtedy bliska ¢, a czynnik v = 1/4/1 — v2/c?

rzedu 102-10° (co oznacza, ze energia elektronéw wyraza sie

w gigaelektronowoltach). Elektrony sa emitowane w krétkich wiazkach
trwajacych okoto 100 femtosekund, zawierajacych okoto 102 elektronéw

kazda (dane dla konkretnego lasera w projekcie TESLA, Hamburg, Niemcy).

Po opuszczeniu akeeleratora wiazka ta jest kierowana do (wzglednie) dlugiego
tunelu (okolo 30 m), zwanego ,,po polsku” undulatorem, na ktérego Scianach
po dwbéch przeciwnych stronach sa umieszczone magnesy, naprzemiennie bieguny
polnocne i poludniowe. Miedzy jedna para magnesow elektron jest odpychany
w dél, miedzy nastepna w gore, a wiec porusza sie on pewnego rodzaju
zygzakowatym torem, a dokladniej, torem zblizonym do sinusoidy. Zatem

kazdy elektron doznaje przyspieszenia (hamujacego albo przyspieszajacego)

w kierunku prostopadlym do kierunku predkosci. Klasyczna elektrodynamika
mowi nam, ze w takiej sytuacji jest emitowane tzw. promieniowanie hamowania.
Dla predkosci podswietlnych promieniowanie to jest wysytane w kierunku

ruchu elektronu, w obszar stozka o kacie rozwarcia odwrotnie proporcjonalnym
do czynnika 7.

Promieniowanie to porusza sie, oczywiscie, troche szybciej (bo z predkoscia c),
niz elektron je emitujacy, i oddziatuje z elektronami znajdujacymi si¢ przed
elektronem bedacym zrédlem tego promieniowania — w undulatorze odchylenie
elektronow od gléwnego kierunku ruchu jest poréwnywalne z katem rozwarcia
stozka promieniowania. Zaleznie od tego, czy dany elektron znajduje sie

w fazie, czy w przeciwfazie z padajaca nan fala elektromagnetyczna, doznaje

on przyspieszenia badz opdznienia. Faza lub przeciwfaza elektronu oznacza tu,
ze jest on albo przyspieszany, albo hamowany w kierunku prostopadtym

do gléwnego kierunku rozchodzenia sie wiazki; latwiej to zrozumieé, wyobrazajac
sobie, ze elektron ten porusza si¢ po sinusoidzie, wtedy pojecie fazy lub
przeciwfazy z fala elektromagnetyczna jest bardziej naturalne. Zatem zaleznie
od polozenia czeé¢ elektrondéw z przodu wiazki bedzie przyspieszana, a czeéé
zwalniana pod wplywem oddzialywania z polem elektromagnetycznym
emitowanym przez elektrony za nimi. To powoduje, ze zaczna si¢ one gromadzié¢
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w punktach odleglych w fazie o 27, czyli o dlugo$¢ fali emitowanego
promieniowania. Im blizej konca undulatora, tym efekt ten jest bardziej
widoczny.

Pamietamy, ze te zgrupowania elektronéw dalej poruszaja sie zygzakowato

(po sinusoidzie) pod wplywem pola magnetycznego generowanego w undulatorze
i ciagle promieniuja. Promieniowanie to jest zgodne w fazie z promieniowaniem
emitowanym przez elektrony z tyltu, jesli dany elektron znajduje sie

w odpowiedniej fazie z falg padajaca. A wiec promieniowanie emitowane przez
ten elektron jest w takiej samej fazie, jak promieniowanie padajace, i w efekcie
fala elektromagnetyczna ulega wzmocnieniu. Poza tym elektrony znajdujace sie
w ,nieodpowiednich” miejscach wiazki sa albo przyspieszane, albo zwalniane,
az znajda sie¢ w punkcie zgodnym w fazie z padajaca fala elektromagnetyczna.
A bedac w tym punkcie, emituja z kolei promieniowanie o takiej samej fazie,
jak promieniowanie padajace, i mamy do czynienia z samonapedzajacym sie
procesem. Schemat dzialania tego procesu przedstawiony jest na ponizszym

rysunku.
0 00 0 o I

strumien strumicﬁ
elektronéw fotonow

L undulator — | strumien

elektronéw

moc promieniowania
(w skali logarytmicznej)

odleglosé

Na powyzszym wykresie, oprocz wykladniczego wzrostu energii emitowanego
promieniowania pokazane jest takze, jak grupuja sie elektrony: na poczatku
undulatora wiazka jest rozmyta, przy koncu wida¢ wyrazne zgrupowania.
Oczywiscie w rzeczywistosci (tej ,rzeczywistej”, doswiadczalnej,

jak 1 teoretycznej) pojedynczych impulséw elektronowych musi by¢ duzo wiecej
niz jest pokazane na rysunku — wtedy proces jest stabilny i moc uzyskiwanego
promieniowania jest odpowiednio duza. Na przyktad w TESLI liczba ta wynosi
co najmniej 10°.

W wyniku tego procesu otrzymujemy na wyjsciu undulatora bardzo intensywne
promieniowanie spdjne, o czestotliwosciach znacznie przekraczajacych
czestotliwosci optyczne (z zakresu $wiatla widzialnego i nadfioletu), nawet

w zakresie promieniowania X — czyli o dtugoéci fali rzedu 0, 1 nanometra.
Dodatkowo, dzieki zmianom pewnych parametrow undulatora, a takze energii
padajacej wiazki, mozna otrzymywac¢ promieniowanie o prawie dowolnej
dlugosdci fali. Zaleznosé dlugosci emitowanej fali od czynnika relatywistycznego
7 elektronéw wyraza sie w pierwszym przyblizeniu stosunkiem 1/+2.

Tego typu lasery, ktore zreszta nie przypominaja wygladem i wielkoscig
zwyklych laseréw optycznych (mieszczacych sie w $redniej wielkosci
laboratorium, na stole, a nawet w dloni — jak popularne wskazniki laserowe),
ze wzgledu na ilo$¢ potrzebnej aparatury, a takze znaczne rozmiary samego
akceleratora produkujacego wysokonergetyczne wiazki elektronéw, dziataja
juz w paru miejscach na Swiecie. Maja one bardzo szerokie zastosowania,
przede wszystkim maja umozliwi¢ badanie proceséw atomowych (ktére

moga by¢ ,widziane” w ,o$wietleniu” promieniowaniem X), a takze w chemii,
biologii, a nawet w medycynie.
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Maia delld

Relatywistyczne pociagi

Kazdy, kto cho¢ troche interesowal sie szczegdlna teorig wzglednosci,
musial si¢ zetknaé z czesto powracajacym motywem relatywistycznego
pociagu. To znaczy poruszajacego sie z predkoscia bliska

predkosci swiatta i w zwiazku z tym ulegajacemu réznym efektom
relatywistycznym, takim jak wzgledne skrécenie dtugosci.

W zwiazku z tym, gdy pewnego razu bawitam si¢ aparatem
fotograficznym, przyszedl mi do glowy pewien idiotyczny pomyst
(w zasadzie dowcip), jak mozna w praktyce obserwowaé/rejestrowaé
efekty podobne do tych powyzszych, do znudzenia watkowanych

w kazdym podreczniku.

Wigkszoéé¢ aparatow fotograficznych wyposazona jest w urzadzenie
zwane migawka, ktore pozwala zmienia¢ czas naswietlenia blony
fotograficznej. W prostych aparatach bez wymiennych obiektywow sa

‘ to migawki centralne whudowane w obiektyw (rysunek 1), w bardziej
zaawansowanych migawki szczelinowe. Te ostatnie sktadaja sie z dwoch
roletek, wykonanych z podgumowanej tkaniny lub uktadu metalowych

‘ blaszek, ktore jedna za druga przesuwaja sie wszerz lub wzdtuz
’ naswietlanej kliszy. Czas naswietlania regulowany jest szerokoscia

szczeliny miedzy roletkami; im krotszy ma byé ten czas, tym wezsza
jest szczelina. Predkosé roletek jest stata i podlega ograniczeniom
mechanicznym, tzn. nie moze by¢ dowolnie duza.

Rys. 1. Migawka centralna. Sprobujmy sfotografowaé aparatem z pozioma migawka szczelinowa
pociag poruszajacy sie prostopadle do linii naszego wzroku, z predkoscia,
powiedzmy, 100 km/h. Zalézmy w uproszczeniu, ze caly uktad optyczny
obiektywu moze byé¢ przyblizony jedna soczewka, tak jak na rysunku 2.
Obraz pociagu na kliszy jest odbity i odwrocony, a wiec porusza sie

w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu pociggu. Jesli kierunek

ruchu migawki jest zgodny z kierunkiem ruchu pociggu, obraz ulegnie
skroceniu. Jesli jest przeciwny, obraz ulegnie wydtuzeniu. W pierwszej
chwili wydaje sig, ze powinno by¢ na odwrét, ale soczewka (tzn. caly
obiektyw) powoduje odbicie obrazu i zamienione sa strony — rysunek 3.

Dokonajmy oszacowania wzglednego wydluzenia (badz skrécenia)

obrazu. Przypuséémy, ze fotografowany obiekt znajduje si¢ w sporej
odlegtosci od aparatu, 20 metréow lub wiecej. W praktyce oznacza to,

ze dla uktadu optycznego aparatu fotografowany obiekt znajduje sie

w ,,nieskonczonosci”, a obraz powstaje w ognisku obiektywu. Typowa
ogniskowa obiektywu maltoobrazkowego to 50 mm. Pociag i jego obraz
poruszaja sie z jednakowa predkoscia katowa (rysunek 4), stad wynika, ze

d f

Zalbézmy, ze obraz podlega wydtuzeniu, tzn. pociag porusza si¢
Rys. 2 w kierunku przeciwnym do ruchu migawki.

Upociqgu o Vobrazu
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kierunek
ruchu
pociagu
—————

Rys. 3

Uobrazu

Rys. 4

kierunek
ruchu
migawki

|

kierunek

ruchu
. . obrazu
—

~ =

Dlugosé zarejestrowanego obrazu bedzie wtedy nastepujaca
lzarejestr =1+ Al7

gdzie [ to dtugos¢ obrazu pociagu na kliszy, gdyby pozostawal on

w spoczynku, a dodatkowy przyrost dlugosci to Al = vVobrazuAt;

At jest czasem, w ktorym szczelina migawki przemieszcza si¢ na odlegltosé
lyarejestr- Dodatkowym parametrem jest tu jeszcze szerokosc szczeliny,

ale zalézmy, ze czas ekspozycji jest bardzo maly, ponizej 1/1000 s,

i odlegtos¢ miedzy roletkami migawki jest o jeden rzad wielko$ci mniejsza
niz wydtuzenie obrazu Al. A wiec

At = lzarejestr

VUmigawki

Nie znamy jeszcze predkosci mechanicznego przesuwania si¢ migawki,
nie jest to parametr podawany standardowo w opisie technicznym
aparatu. Mozemy jednak sprébowaé oszacowaé te wielkosé. Gdy chcemy
robi¢ zdjecia przy uzyciu lampy blyskowej, musimy stosowaé tzw.
czas synchronizacji lub dtuzszy. Czas bltysku lampy jest rzedu

1/2000 s do 1/10000 s, a wiec bardzo krétki, wykonanie pelnego
zdjecia jest mozliwe tylko wtedy, gdy szczelina migawki jest rozmiaru
klatki filmowej lub wieksza. Czas synchronizacji w ogladanym przeze
mnie aparacie wynosil 1/60 s, w obecnych pétamatorskich aparatach
(w ktorych kierunek ruchu migawki jest pionowy) czas ten waha si¢
od 1/125 s do nawet 1/250 s. W naszym przypadku

36 mm 9 m
Umigawki = T 725 ~ ~ 4 —.
1/60 s S
Ostatecznie wigc otrzymujemy
I - l
zarejestr — W.
VUmigawki

Biorac predkos$é pociagu réwna 100 km/h, odleglosé aparatu od toréw
d = 20 m, otrzymujemy, ze wzgledne wydtuzenie obrazu jest rzedu

lzarejestr
T 1,04,

Wzgledne rozmazanie obrazu dla czasu ekspozycji texsp, = 1/1000 s
i przy zalozeniu, ze obraz wypelnia prawie caly kadr (rozmiar klatki
to 36 x 24 mm), wynosi w przyblizeniu

tekspvpociacgug / 36 mm ~ 0,002,

a wiec jest o rzad wielko$ci mniejsze niz wydtuzenie obrazu spowodowane
budowa migawki.

W przypadku, gdy obraz fotografowanego pociagu ulega skroceniu,
obliczenia sa takie same, nalezy tylko zmieni¢ znak, to znaczy

larejestr = L — Al, 1 dalej podobnie. Dysponujac zas aparatem o migawce
pionowej, mozna robi¢ zdjecia pionowo, mniejszy tylko bedzie ,poziomy”
rozmiar klatki — 24 mm.

Na koniec jeszcze si¢ przyznam, ze nigdy powyzszych rozwazan
nie préobowatam zweryfikowa¢ doswiadczalnie. Moze skusi si¢ na to ktorys
z Czytelnikow?

Malqg Delte przygotowala Fwa CZUCHRY



O pewnym réwnaniu funkcyjnym

Juliusz JABLECKI

Kiedy$ méj nauczyciel matematyki dal mi zadanie
znalezienia funkcji ciagtych f o whasnodci f(x) = f(2?)
dla wszystkich liczb rzeczywistych z. Zadanie
rozwiazalem i zaczalem si¢ zastanawia¢ nad
uogdélnieniem problemu na dowolny wielomian.

Moja praca byla wlasnie poswiecona zagadnieniu
znalezienia funkcji cigglych f o wlasnosci

f(z) = f(W(x)) dla wszystkich liczb rzeczywistych x.

W calej pracy zakladaé¢ bedziemy, ze:

W(xz) # +x+ ¢, ¢ € R. W tych bowiem przypadkach
dostajemy trywialne rozwigzania naszego réwnania
w postaci funkcji parzystych i okresowych.

Do rozwiazania naszego réwnania przydatne bedzie
pojecie iteracji wielomianu.

Definicja. Niech W bedzie dowolnym

wielomianem. Oznaczmy W1(z) = W (x),

W2(x) = W(W(x)),..., W(z) = W(W"(x)).

W™ (x) nazywaé bedziemy n-tq iteracjg wielomianu W.

Twierdzenie 1. Niech W bedzie wielomianem,
majgcym punkt staly xg, tzn. xg € R o wlasnosci

W (zo) = xg. Niech ¢ > 0 bedzie takie, Ze dla kazdego
x € (xg,x0 + ¢) zachodzi W(x) > x. Wtedy

dla kazdego ag € (xq,xo + ¢) istnieje cigg {an}, taki,
ze xg < ap, < ag, W"(ay) = ag oraz lim,_,o ay = xg.

Dow6d. Wezmy dowolne ag € (zg, 2o + ¢)
i rozwazmy wielomian W na przedziale [x¢, ao].
Poniewaz W (xg) = x¢ oraz W(ag) > ag, wiec

z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu wartosci
posrednich wynika, ze W musi przyja¢ wartos¢ ag

na przedziale (zg, ap). Oznacza to, iz istnieje
przynajmniej jedno a1 € (xg, agp), takie, ze

W(a1) = ap. Dla a3 mamy W(ay) > a;, wiec

7z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje as € (20, a1),
takie, ze W(az2) = a1. Postepujac tak dalej, otrzymamy
ciag an, taki, ze W(a,t1) = an,. Ciag a, jest malejacy
i ograniczony z dotu przez xo. Wnioskujemy stad, ze
istnieje: limy, 0 @, = a € [x0, ag]. Wtedy tez

limy, 0o W(ay,) = limy, 00 @p—1 = a.

Ale wielomian jest funkcja i

ciagla, wiec lim, . W(a,) = P

= W(lim,— oo apn) = W(a). Zatem
W (a) = a. Poniewaz jednak B’
W(x) >z dla z € (xg, 20+ ¢)
i jedynym punktem stalym

w przedziale [xg,xo + ao] jest xo, gl

to mamy teze.
7
Moéwiac obrazowo, udowodnilismy

twierdzenie, ktére méwi, ze

Jest to skrét pracy nagrodzonej zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki
w 2001 roku.

punktem przeciecia przekatnej uktadu z wykresem
naszej funkcji (rysunek 1).

Whiosek 1.1. Niech W bedzie wielomianem o dwdch
punktach stalych zo, 21 (2o < 1), takim ze W (z) #
dla x € (xg,x1). Wtedy dla dowolnej funkeji ciaglej
f:R— R, owlasnosci f(x) = f(W(x)) dla z € R,
zachodzi f(z) = f(xo) = f(z1) dla x € [zg, 21].

Dowdd. Do rozpatrzenia sa dwa przypadki:

1) W(x) > x dla z € (xg,21). Wtedy z twierdzenia 1
wynika, ze dla dowolnego x = ag € (z, z1) istnieje
ciag a, zbiezny do xg, taki ze W"(a,) = x,

dlan =1,2,3,.... Mamy wobec powyzszego

f(x) = f(W™(an)) = f(ay). Zatem z cigglosci

Fleo) = F(lim a,) = lim_f(a,) = ().
a wiec f(x) = f(zg) dla x € [xg,21) i réwniez
7z ciaglosci

f(1) = lim f(z) = f(zo0).
2) W(z) < z dla x € (zg, 21). Wprowadzamy nowy
przedzial [—x1, —x¢], nowa funkcje oraz nowy
wielomian : fi(z) = f(—x), Wi(x) = =W (—2x).
Zauwazmy, ze dla z € R mamy f1(Wi(x)) = fi(x);
ponadto Wi(z) > z dla © € (—x1, —x0). Z punktu 1)
wynika wiec, ze fi(z) = fi(—x1) , z € [—x1, —x0],
co oznacza, ze dla © € [xg, 1] mamy

f(x) = fi(—2) = fi(—z1) = f(z1).

Whiosek 1.2. Niech W bedzie wielomianem
majacym k + 1 punktow statych zg, xq, ..., zg,
oraz niech zg < ... < xp. Zaldézmy, ze f : R - R
jest funkcja claglta i f(z) = f(W(z)) dla x € R.
Wtedy f(z) = f(xo) dla x € [xq, 2]

Whiosek 1.3. Niech W bedzie wielomianem

o punkcie stalym xzq. Zalézmy ponadto, ze W(z) > x
dla = > x9. Wtedy dla dowolnej
funkcji ciaglej f : R — R o wlasnosci
f(z) = f(W(x)) dla 2 € R, mamy
f(x) = f(xg) dla = > xg.

Whniosek 1.4. Niech W bedzie
wielomianem o punkcie stalym zq.
Zalozmy, ze W(x) < z dla x > xg.
Wtedy dla dowolnej funkcji

ciaglej f : R — R o wlasnosci

f(z) = f(W(x)), dla x € R, mamy
f(x) = f(xo) dla x > xo.

przy zatozeniach twierdzenia 1
wsteczne iteracje danego punktu

agp € (xo,x0 + ¢) zawsze doprowadza
nas do punktu statego, bedacego

A" = (a3, a3).
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ox

P =ag, B=(a1,a0), B’ = (az,a1),
B" = (a3,a2), A = (a1,a1), A’ = (a2, a2),

Korzystajac z powyzszych wnioskdw,
mozemy udowodnié¢ twierdzenie 2.



Twierdzenie 2. Niech W bedzie wielomianem,
takim Ze dla pewnego xg € R zachodzi réwnosé
W (xzo) = xg. Niech f: R — R bedzie funkcjg
ciggla o wlasnosci f(x) = f(W(x)) dla z € R.
Wtedy f jest stala.

Mamy wiec polowiczny wynik, rozwiazanie danego
réwnania funkcyjnego dla funkcji majacych punkty
stale. Co jednak sie dzieje, gdy punktéw statych
nie ma? Odpowiedz znajduje si¢ ponizej.

Rozwigzemy réwnanie f(z) = f(W(z)) dla
wielomianu W nie majacego punktéw stalych.
Wykazemy, ze wtedy zawsze istnieja niestate funkcje
ciagle f o wlasnosci f(z) = f(W(x)).

Lemat 1. Niech W bedzie wielomianem
o wilasnosciach:

1) W(x) = x nie ma rozwigza;

2) dla pewnego xq jest inf,cg W(x) = W(xg).
Wtedy inf ,cr (W (z) — ) = ¢ > 0 oraz dla kazdego x
W™ (x) jest ciggiem rosngcym rozbieznym

do nieskorniczonosci.

Dowéd. Poniewaz z warunku 1) i 2) mamy, ze ¢ > 0
oraz W(z) > x + ¢, stad natychmiast W"(z) > x + nc.

Twierdzenie 3. Niech W bedzie wielomianem, takim,

zZe W(x) = x nie ma rozwigzan. Wtedy istnieje niestala

funkcja ciggla o wlasnodci f(x) = f(W(z)), z € R.

Dowdd twierdzenia przeprowadzimy, analizujac
dwa przypadki.

I. Zalézmy, ze W (z) jest wielomianem, takim, ze

dla pewnego W (zo) = inf,cg W(x). Pochodna W jest
wielomianem o dodatnim wspélczynniku przy
najwyzszej potedze. Ma ona skonczenie wiele zer.
Pomiedzy zerami pochodnej wielomian W rosnie lub

maleje. Za ostatnim zerem swojej pochodnej W rosnie.

Niech k£ bedzie najmniejszym takim indeksem,
ze W na przedziale [W* (), 00) jest funkcja
rosngca (takie k zawsze istnieje, gdyz pochodna W
ma skoniczona ilosé zer). Wtedy dla kazdego m
niemniejszego od k funkcja

W (W™ (20), WM (0)] — W™ (o), W™+ (20)]
jest roznowartosciowa i ,na”. Na przedziale
Wk (o), Wk (20)] definiujemy f dowolnie,
ale tak, by f byla ciagla, niestala oraz
F(Wk(zg)) = f(WkFL(20)). Rozszerzymy teraz
definicje funkcji f na calg oS rzeczywista.
Nalezy rozpatrzy¢ trzy przypadki:

1. Niech z € [W™(xq), W™ (z¢)] przy m > k.
Wtedy istnieje = € [W¥(zg), WET1(z0)], takie ze

z = Wm=k(x). Okredlamy f(z) = f(z). Zauwazmy,
ze f jest ciagla oraz f(u) = f(W(u)), u > Wk(xp).
Skonstruowali$émy zatem niestata funkcje ciagta
na przedziale [W*(z¢), 00) spelniajaca podany
warunek.

2. 29 < z < Wk(xp), wtedy istnieje m, takie ze
Wm(2) > Wk(xg). Zauwazmy, ze dla kazdego

p > m, mamy f(WP?(z)) = f(W™(z)). Okreslamy
f(z) = f(WP(2)), dostajac dobrze zdefiniowana
funkcje niestala spelniajaca nasz warunek.

3. z < xo . Tutaj W(z) > xg, wiec przyjmujemy
f(z) = f(W(2)).
Zdefiniowaliémy w ten sposéb f na calej proste;j.

II. Gdy funkcja ma maksimum zamiast minimum,
rozwazamy Wi(x) = —W(—x) oraz fi(z) = f(—x)

i rozumujemy jak w czesci 1.

Za kazdym razem potrafimy skonstruowaé niestala
funkcje ciagta spelniajacg warunki problemu,

co prowadzi do wniosku: jesli W nie ma punktu
stalego, to istnieje niestala funkcja ciagla spelniajaca
zadane rownanie.

Zadania

>

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 567. Obliczy¢ najkrotsza mozliwg dlugosé fali
rentgenowskiego promieniowania hamowania,
wytwarzanego przy napieciu przyspieszajacym 120 kV.
Rozwigzanie na str. 1

F 568. W1dkno zaréwki jest wykonane ze stopu

o oporze wlasciwym 2,5-107% Q- m i ma érednice
0,1 mm. Obliczy¢, jaka jest temperatura wlokna
po dluzszym czasie palenia si¢ zaréwki, jesli ma
ono wlasnosci ciala doskonale czarnego, a natezenie
przeplywajacego pradu stalego wynosi 1,47 A.
Rozwiazanie na str. 4
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Redaguje tukasz WIECHECKI

M 982. Dany jest utamek nieskracalny

m_ L 1 L 1 P 1 . 1
no 2 3 19 20
Czy m dzieli sie przez 57

Rozwigzanie na str. 3

M 983. Udowodni¢, ze jesli p > 2 jest liczba pierwsza,
to licznik utamka nieskracalnego
m_ 1 1 1
o +§+§+...+E
jest podzielny przez p.
Rozwiazanie na str. 2

M 984. Udowodni¢, ze suma 1 + % + % +...+ %
nie jest liczba naturalna dla zadnego naturalnego
n > 1.

Rozwiazanie na str. 12



Asymptota hiperboli to prosta, ktéra si¢
do tej krzywej zbliza dowolnie blisko,
ale jej nie przecina.

Bateria to kilku ludzi z paroma
armatami.

Hiperbola na wojnie Leszek SIDZ

Hiperbola moze by¢ definiowana w rézny sposob. Dla nas bedzie ona zbiorem
tych punktéw na plaszczyznie, ktorych wartosé bezwzgledna réznicy odlegtosci
od dwéch danych punktéw jest stala. Ustalmy zatem dwa punkty Fi i Fb, zwane
dalej ogniskami hiperboli, oraz taka liczbe a, ze 2a < |Fy Fz|. Punkt X nalezy

do hiperboli o ogniskach Fi, Fy i pélosi a wtedy i tylko wtedy, gdy

||[F1X] - |FX]|| = 2a.

Jezeli wprowadzimy na plaszczyznie uklad wspotrzednych i wybierzemy punkty
Fy =(—¢,0) i F =(c,0),¢ > 0, to mozemy wyprowadzi¢ réwnanie hiperboli:

gdzie ¢ = b% 4 a?. Figura ta sktada sie z dwoch galezi, majacych asymptoty
o réwnaniach y = %x iy= —gac.

Te podstawowe wlasnosci hiperboli wystarcza do przedstawienia pewnego

jej zastosowania w sztuce wojennej. Wyobrazmy sobie, ze stanowisko naszego
oddziatu ostrzeliwane jest przez niewidoczne, np. potozone za wzgdrzem

w punkcie X, wrogie dzialo. Musimy okresli¢ polozenie dziala, aby ostrzelaé¢

je ogniem wlasnej baterii. W tym celu po obu stronach punktu O, w ktérym
znajduja sie nasze dziala, wybieramy symetrycznie wzgledem O polozone punkty
Fy i Fy, |F1Fy| = 2¢. W punktach tych notujemy moment styszanego wystrzalu
wrogiego dziata. Powiedzmy, ze w F} uslyszano odglos w chwili ¢;, a w F»

w chwili to. Jezeli t; = o, to jasne, ze nalezy strzela¢ w kierunku prostopadtym
do odcinka OF}. Jezeli chwile te sa rézme, to |t; — ta]| = %‘1, gdzie w to predkosé
dzwigku w powietrzu, a 2a = ’|F1X| — | X| ’ Widzimy zatem, ze wrogie dziato
znajduje sie w punkcie X, lezacym na hiperboli o ogniskach F}, F5 i polosi

wltlftzl
2

a = , a dokladniej na tej galezi, ktéra lezy po tej samej stronie co punkt,

w ktorym wezeéniej ustyszano wystrzal.

Poniewaz punkt X lezy zazwyczaj w duzej odleglosci, mozemy nakierowaé
nasze dzialo w kierunku asymptoty, czyli pod katem o do prostej FjF», takim,

7€ Cos o = %

F, o v

Wazne jest jeszcze okreslenie odleglodci, na jaka nalezy strzelaé. Jezeli znamy
parametry wrogiego dziala (predko$é pocisku przy wylocie), to mierzac czas
miedzy ustyszeniem wystrzatu a momentem upadku pocisku, mozemy sobie

i z tym poradzié¢ (nawet bez hiperboli).

Rozwigzanie zadania M 984.

Oznaczmy przez k liczbe naturalna spelniajaca warunek 2k <n< ok+1

, przez M za$ iloczyn
wszystkich liczb nieparzystych nie wigkszych niz n. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby m # 2k
nie wigkszej niz n liczba a,, = % S2k=1ag jest catkowita. Wynika z tego, ze liczba

1 1 1 [ M
1+5+§+.4.+; -2 M = (1,1+a2+4..+a2k71+a2k+1+.u+an +?

nie jest catkowita (liczba w nawiasie jest catkowita, a % nie), z czego wynika, ze réwniez
14 % + % + ...+ % nie jest calkowita.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Tajemnica réwnego podziatu

Mniej wiecej co godzine paleczka E. coli dzieli sie na dwie
niemal identyczne czesci. Skad ,wie”, gdzie jest jej $rodek,
pozostawalo tajemnica. W sylwestra ukazal si¢ jednak
artykul, ktéry przedstawia ilo$ciowy model obserwowanego
zjawiska. Gdzie mozna znalez¢ te najnowsze doniesienia

ze Swiata bakterii? Oczywiscie w PRLu (Physical

Review Letters) — najbardziej prestizowym periodyku
fizycznym [1].

W odréznieniu od komérek eukariotycznych bakterie
nie majg duzych organelli w cytoplazmie i nie sg

znane zadne mechanizmy aktywnego transportu

(typu motoréw molekularnych). A jednak badania
przeprowadzone w ostatnich latach pokazaly, ze

w cytoplazmie zachodzg regularne oscylacje czasowej

i przestrzennej koncentracji trzech protein: MinC, MinD
i MinE. Czasteczki te przemieszczaja sie z jednego

na drugi koniec bakterii oraz sg wymieniane miedzy btong
komorkows a cytoplazma. To one wtasnie wyznaczaja
miejsce podziatu komérkowego. Najprosciej méwiac,

nie moze sie on dokonaé tam, gdzie utrzymuje sie duza
koncentracja proteiny MinC. Do niedawna obserwowane
mate jej stezenie w miejscu przysztego podziatu
tltumaczone byto niezidentyfikowanym ,czynnikiem
topologicznym”, ktéry mialby przeciwdziataé naturalnej
dyfuzji powodujacej wyrownywanie przestrzennego
rozktadu kazdej z protein w komorce.

Autorzy artykutu [1] proponuja odmienne rozwiazanie.

W ich podejsciu oscylacje koncentracji, powodujace

(w éredniej) obnizenie stezenia MinC w talii” paleczki

E. coli, ttumaczone sa za pomoca modelu opartego

na sprzezonych rownaniach dyfuzji i oddzialywania
(wiagzania) protein ze Sciana komérkowa. Efekt ten

jest bardzo podobny do modelu Turinga, ktéry czesto
uwazany jest za mechanizm powstawania ztozonych wzoréw
w naturze, takich jak np. tygrysie paski.

Jednak rezonans stochastyczny

Tytutowy rezonans zostat 20 lat temu zaproponowany jako
wyjasnienie stutysiacletniej okresowosci cykli glacjalnych.
Cho¢ oryginalne zastosowanie nie uzyskato pozytywnej
weryfikacji do§wiadczalnej, to sam pomyst zostal uzyty

w fizyce, chemii i biomedycynie. Idea ta jest na pierwszy
rzut oka zadziwiajaca. Przewiduje ona mianowicie
mozliwo$¢ wzmocnienia sygnatu przez szum. Z rezonansem
stochastycznym w czystej postaci mamy do czynienia
wtedy, gdy wzmocnienie jest maksymalne dla pewnego
poziomu szumu, ale kazde wzmocnienie sygnatu przez
szum okreslane jest tym terminem. Po chwili zastanowienia
zjawisko to przestaje nas zaskakiwac. Jezeli przejscie
sygnalu jest zjawiskiem progowym (przewaznie jest),

a sygnal ma amplitude podprogowa, to nalozenie szumu
na sygnal moze pozwoli¢ na przekroczenie progu. Jednak
zbyt silny szum zagtuszylby sygnal.

Ostatnio ukazaly sie artykuty, w ktérych autorzy
przekonuja, ze rezonans stochastyczny mial jednak wptyw
na klimat glacjalny. W pierwszym z nich [2] przedstawiona
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jest statystyczna analiza po$redniego pomiaru temperatury
w ciggu ostatnich stu tysiecy lat, dokonanego za pomoca
oznaczenia koncentracji tlenu *O w pokrywie lodowej
Grenlandii. Otrzymany przebieg temperatury zgadza si¢

z mechanizmem rezonansu stochastycznego, nie dajac sie
jednoczednie wyttumaczy¢ samym szumem. W drugim
artykule [3] zastosowany zostal model numeryczny, ktéry
dobrze ttumaczy mechanizm dzialania tego rezonansu.

Analizowana sekwencja temperatury obejmuje

ostatnie zlodowacenie, a dokladniej tzw. przypadki
Dansgaarda-Oeschgera (DO). Jest to seria gwaltownych
ocieplen, o okoto 10 stopni w ciagu dekady, utrzymujacych
sig¢ przez kilka stuleci. Przypadki DO pojawialy sie
najczesciej co okoto 1500 lat, rzadziej co 3000 i jeszcze
rzadziej co 4500 lat. Powtarzajacy sie okres 1500 lat
sugeruje, ze u podstaw lezy jakis mechanizm o tym
wladnie okresie, ktérego wpltyw moze by¢ wzmacniany
przez szum. Wymuszajacy rytm nie zostal ostatecznie
zidentyfikowany, ale powszechnie przyjmuje sie, ze jest on
jako$ zwiazany ze zmiennoscig samego Stonca badz uktadu
Ziemia—Stonice. W modelu [3] wzmacniajacym szumem jest
zmiennos¢ bilansu stodkiej wody trafiajacej do oceanu.
Najistotniejsza jest jednak identyfikacja mechanizmu
progowego. Autorzy sugeruja, ze glacjalny Atlantyk miat
dwa stany cyrkulacji, jeden stabilny, w ktérym ciepty
prad zatokowy docieral zaledwie na szerokosé¢ geograficzna
Irlandii, i jeden metastabilny (trwajacy okoto kilkuset lat
od wzbudzenia do samoczynnego konca), w ktérym ciepte
wody docieraty poza Islandie, ocieplajac Morze Arktyczne
o okoto 8 stopni. Wtasnie wzbudzeniom cieptego

modu metastabilnego miatyby odpowiada¢ przypadki DO,
a same wzbudzenia mialyby by¢ powodowane przez
rezonans stochastyczny wzmacniajacy staby, okresowy
czynnik wymuszajacy.

Rozklad 15 na czynniki pierwsze

zostal dokonany za pomoca komputera kwantowego
realizujacego algorytm Shora. To najbardziej, jak dotad,
zaawansowane obliczenie kwantowe moze nie wydawac

sie tak imponujace (mozemy zdradzi¢, ze juz wczesniej
znaliSmy rozktad liczby 15 na czynniki pierwsze: 15 = 3 - 5),
a jednak przyjete zostato jako kolejne potwierdzenie
mozliwosci praktycznej realizacji ,,prawdziwych” obliczen
kwantowych w skonczonej przysztosci. Naukowcy IBM
uzyli w doswiadczeniu az siedmioqubitowego ,,procesora”,
ktérym byta specjalnie przygotowana czasteczka
(kwadrylion czasteczek). Qubitami byly w niej spiny pieciu
jader fluoru i dwéch jader wegla. Sterowanie odbywato

sie za pomoca fal radiowych, a odczytu dokonano metoda

rezonansu jadrowego.
Piotr ZALEWSKI
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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
Termin nadsylania rozwigzai: nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

31V 2002 — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 437, 438
Redaguje Marcin E. KUCZMA

437. Liczba rzeczywista a > 1 oraz liczba zespolona z spelniaja warunki |z +a| < a
oraz |22 + a| < a. Dowiesé, ze |z| < a.

438. Wykazaé, ze jezeli n jest liczba naturalna, taka ze p = 8n + 1 jest liczba pierwsza,
to réznica 2*™ — 1 dzieli sie przez p.

Zadanie 438 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2001
Przypominamy tresé¢ zadan:

429. Przekatne czworokata ABC D, wpisanego w okrag o §rodku O, przecinaja si¢ w punkcie Q.
Punkty K, L, M, N sa (kolejno) $rodkami okregéw opisanych na tréjkatach QAB, QBC, QCD,
QDA. Proste KM i LN przecinajg si¢ w punkcie P. Dowie§é, ze punkty O, P, Q sa wspélliniowe.

430. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p istniejg co najwyzej dwie dodatnie liczby calkowite n,

dla ktérych wartoéé wyrazenia p - 2™ + 1 jest kwadratem liczby catkowitej. Wyznaczyé wszystkie
liczby pierwsze p, dla ktérych istnieja dokladnie dwie takie liczby n.

429. Przez é$rodki A’, B, C', D' odcinkéw QA,
QB, QC, QD prowadzimy symetralne tych
odcinkéw. Przecinaja si¢ one kolejno parami
w punktach K, L, M, N; czworokat K LM N jest
réwnoleglobokiem. Punkt P — $rodek symetrii
owego réwnolegtoboku — lezy na symetralnej

C odcinka A’C" oraz na symetralnej odcinka B'D’.

Czworokat A’B’'C'D’ jest obrazem czworokata
ABCD w jednoktadnosci o srodku @ i skali 1/2.
Obrazem punktu O, czyli srodka okregu opisanego
na czworokacie ABCD, jest srodek okregu
opisanego na czworokacie A’B'C’D’; czyli punkt
przeciecia symetralnych odcinkéw A'C’ i B'D’

— czyli punkt P. To znaczy, ze P jest srodkiem
odcinka OQ.

430. Przypusémy, ze nieparzysta liczba p - 2" 4 1 jest kwadratem pewnej liczby 2k + 1.
Daje to réwnanie p - 2" = 4k* + 4k.

Dla p = 2 dostajemy 2"~ = k(k + 1), skad k = 1, i wobec tego n = 2 jest jedynym
wyktadnikiem spelniajacym zadany warunek.

Gdy p jest liczba pierwsza nieparzysta, uzyskane réwnanie p - 2"~ 2 = k(k+1)
Klub 44 F moze by¢ spetnione tylko dla n > 3. Po prawej stronie czynniki k oraz k + 1
po uwzglednieniu ocen rozwiazat sg wzglednie pierwsze. Zatem jedna z liczb p oraz 2"~2 musi byé réwna k,
zadati 322 (WT = 3,25) i 323 (WT = 2,20) a pozostata k + 1. Liczba n musi spelnia¢ réwnanie M Z=p4+llub2" 2=p—1;

Czolowka ligi zadaniowej

z numeru 9/2001 mamy wiec (dla ustalonej liczby p) co najwyzej dwie mozliwe wartosci n.
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 41,54 X . . . , .
Jacek Piotrowski ~ Roeszéw 35,43 Doktadnie dwie ,dobre” liczby n istnieja wtedy, gdy zaréwno p + 1, jak p — 1 sa
Tomasz Rudny — Warszawa 29,50 . e . s s . . o . . .
Tomaey Wictocha  — Tamém 28,70 pot@gaml .dWOJkl, to zas ma_n;lejsce jedynie dla p = 3. Dwie wartoéci n otrzymujemy
Marek Wéjcicki - Szczecin 25,29 jako rozwigzania rownan 2" =3+ 1: n =3 oraz n = 4.
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Zadania z fizyki nr 334, 335

Redaguje Jerzy B. BROJAN

334. Krasnoludki buduja most o rozpietosci 5 piedzi postugujac sie przy tym kartami
(cienkimi, sztywnymi i jednorodnymi ptytkami prostokatnymi) o dtugosci 1 piedzi

i drugim boku znacznie kréotszym. Kart si¢ nie skleja i mozna je tylko uktadac¢ jedna
na drugiej. Ile wynosi minimalna liczba kart potrzebnych do tego, aby po moscie

mogt przejs¢ krasnoludek o masie réwnej masie 2 kart? Nie ma potrzeby analizowaé

Termin nadsylania rozwigzan:

trudnosci wynikltych w trakcie samej budowy — np. krasnoludki moga uzy¢ rusztowania,

31V 2002 ktore usung po zakonczeniu pracy.
335. Dmuchajac w wylot butelki mozna spowodowaé wystapienie dzwigku. Obliczy¢
v przyblizona wartos¢ jego czestotliwosci, jesli dana jest objetosé butelki V, wymiary
szyjki (pole przekroju poprzecznego S, dtugo$é L — zob. rys. 1) oraz parametry
'L powietrza (np. gestosé p, cisnienie p i stosunek ciepet wlasciwych v = ¢p/cy, albo tez
Rys. 1 predkosé dzwigku v).
Wskazéwka: przyjaé, ze powietrze w szyjce butelki jest ,tlokiem”, ktéry drgajac spreza
12 5 i rozpreza reszte powietrza w butelce.
1?09 Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/2001
<6 - Przypominamy tres¢ zadan:
i 326. Wedltug szczegdlnej teorii wzglednosci zwigzany uktad cial o masach mi, ms, m3 ... ma
3 mas¢ mniejszg od sumy tych mas o wielko$¢ Am réwna AE/c?, gdzie AE jest energia wiazania

0 1500 3000 4500 6000 glebokos¢ [km]
Rys. 2

(energia, ktéra trzeba dostarczyé, aby rozbié¢ uktad na poszczegdlne ciala), a ¢ — predkoscia
Swiatta. O ile mniejsza jest masa Ziemi od sumy mas wszystkich jej czesci? W rachunku nalezy

uwzgledni¢ tylko wigzanie grawitacyjne. Dany jest wykres gestosci Ziemi w zaleznosci od glebokosci

(zob. w tablicach).

© ©
R

(A ]

|||| —||||7> (rys. 2), promien Ziemi (ktéra uznajemy za kule) R = 6370 km oraz wartos$¢ c i stalej grawitacji G
A

327. Do dwéch jednakowych mikroamperomierzy o zakresie 200 pA dotaczono odpowiednie
oporniki szeregowo lub tez réwnolegle, tworzac z jednego z nich miliamperomierz o zakresie 50 mA,
a z drugiego — woltomierz o zakresie 20V (rys. 3). W celu wyznaczenia nieznanego oporu R
dokonano tymi przyrzadami pomiaru napigcia i natezenia pragdu w dwéch podanych obok obwodach.

Rys. 3 Tloraz U/I okazal si¢ réwny 450 Q w jednym z obwodéw, a 460 Q w drugim. Ile wynosi warto$¢ R?

326. Masa d M warstwy kulistej o malej grubosci dr

i érednim promieniu r wynosi dM = 4xr?p(r)dr, a wiec
masa Ziemi zawarta wewnatrz kuli o promieniu r jest dana
wzorem

M(r) = 47r/ 2 p(r')dr’.
0

Jedli, rozpoczynajac od srodka, bedziemy ,sktadaé¢ Ziemie”

z warstw, to grawitacyjna energia wiazania kazdej warstwy

bedzie wynosita

_ GMdM
r

dE (471')2G7‘p(r)dr/ 2 p(r’)dr.
0

Catkowita energia wigzania jest zatem réwna

R T
AFE = (471')2G/ rp(r)/ 2 p(r’)dr'dr.
0 0

Po odezytaniu na wykresie wspétrzednych kilku—kilkunastu
punktéw wyliczenie warto$ci AE moze byé przeprowadzone
na drodze czysto numerycznej (zwlaszcza przy duzej liczbie
punktéw), lub tez na drodze catkowania analitycznego,
przy zalozeniu ,schodkowe]j” zaleznosci p(r) (zwlaszcza
wtedy, gdy rozpatrujemy 2-3 przedzialy, w ktérych
p jest state). W kazdej z tych metod celowe byloby
sprawdzenie ,po drodze”, czy calkowita masa Ziemi
M = fdM wychodzi zgodna z danymi tablicowymi,
lub tez — rownowaznie — czy przyspieszenie grawitacyjne
g = GM/R? jest zgodne ze znang wartoscia 9,81 m/s?.
W przypadku analitycznego catkowania najprostszym
(ale najmniej doktadnym) zalozeniem jest przyjecie stalej
wartosci p w calej objetosci Ziemi; wtedy

1 _ 3GM?  3¢°R?

L 20 5
AE = 5 (4mp)"GR ) 5G
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Podstawienie danych liczbowych daje tu warto$é

AE =2,24-10% J. Jedli przyjaé, ze do gtebokosci 2900 km
gesto$¢ wynosi 4,5 g/cm® a glebiej — 10,75 g/cm?®

(takie liczby sa zgodne ze znana wartoscia g),

to z rachunku analitycznego wynika AE = 2,42 - 1032 J.
Wreszcie z obliczenia opartego na odczytaniu 17 punktéw
na wykresie i starannej analizie numerycznej autor
otrzymal AFE = 2,46 - 1032 J. Tej ostatniej wartoéci
odpowiada niedobér masy

Am = AE/c®> =2,74-10" kg

— dla poréwnania, jest to mniej niz jedna dwumiliardowa
czesé masy Ziemi.

327. Na podstawie wymienionych danych mozna
wyznaczy¢ opor wlasny woltomierza, utworzonego przez
dotaczenie szeregowego opornika do mikroamperomierza —
poniewaz przy maksymalnym jego wskazaniu (20 V) plynie
przez niego prad 200 pA, wiec

Ry =20 V/200 pA = 100 k.

Oporu mikroamperomierza wyznaczy¢ natomiast
nie mozna (nie znamy oporu wyjsciowego
mikroamperomierza), a zatem skorzystajmy z wynikéw
pomiaréw dla prawego obwodu, gdzie op6r ten nie ma
znaczenia. W tym obwodzie otrzymano zanizona
warto$é U/I (czyli 450 Q), gdyz amperomierz wskazuje
sume natezen pradéow plynacych przez opornik
i woltomierz. Stad

1 1 1

450Q Ry R

Po podstawieniu wyznaczonej powyzej wartosci Ry
obliczamy R = 452,0 ).



Patrz w niebo

Oproécz promieniowania elektromagnetycznego (praktycznie o pelnym

widmie) Stonce jest zrédlem tzw. wiatru stonecznego. Jest to nieustannie
emitowany ze Slofica strumieni czastek natadowanych (gléwnie protonéw

i elektronéw), przenikajacy calty Uklad Stoneczny. Nasuwa sie naturalne pytanie:
skad — dokladniej — wyplywaja strumienie wiatru stonecznego? Pozornie
naturalna odpowiedz brzmi: z korony, skoro korona jest najwyzsza warstwa
stonecznej atmosfery, w dodatku bardzo goraca. Niby racja, ale stoneczne

pole magnetyczne, czesto zapetlone, nie pozwalatoby szybkim czastkom

ucieka¢ réwnomiernie we wszystkie strony. Skad wiec wiatr wyplywa,

o ile mu pole magnetyczne pozwala? To tez wiadomo juz od do$é dawna,
mianowicie z tzw. dziur koronalnych. Sa to miejsca, gdzie linie stonecznego pola
magnetycznego nie tworza zamknietych petli, lecz kanaly otwarte w przestrzen.
Dziury koronalne widaé¢ w zakresie rentgenowskim jako duze ciemne plamy

w koronie, a na Ziemi obserwuje si¢ wzrost natezenia wiatru stonecznego,

gdy tylko ukazuja si¢ one na tarczy Stonca.

Niedawne obserwacje Stonca, wykonane m.in. za pomoca sondy SOHO

(Solar and Heliospheric Observatory), ukazaly, ze wiatr stoneczny — jeszcze
doktadniej — pochodzi z krawedzi supergranul. Nazwa ta oznacza wielkie
(wieksze od rozmiaréw Ziemi) komérki konwekeyjne zdolne modyfikowaé
przebieg linii stonecznego pola magnetycznego. Materia stoneczna, wyplywajaca
na powierzchni¢ w centrum supergranul, rozptywa si¢ na boki, porywajac

ze soba linie pola. W ten sposéb pole zostaje na krawedziach supergranul
wzmocnione i cho¢ sam mechanizm rozpedzania gazéw nie jest do dzi$
wyjasniony, to obserwacje dopplerowskie dowodza, ze stamtad wlasnie wybiegaja
strumienie szybkich czastek, przy czym zjawisko to zachodzi intensywniej

przy biegunach Stonica. W okolicach Ziemi wiatr stoneczny ma predkosé

400-800 km/s. Obserwatorzy Stornica, korzystajacy z SOHO, maja nadzieje,

ze ich dalsza praca doprowadzi do wyjasnienia fizycznych mechanizméw tych
wszystkich skomplikowanych zjawisk zachodzacych na powierzchni Stonca, gdyz
sonda ta — wbrew oczekiwaniom — ciagle dziala.

Tomasz KWAST

Marzec

Wieczorami w marcu Orion jest juz wyraznie przesuniety ku zachodowi —
oznacza to, ze idzie wiosna. W lewo od Oriona, w przyblizeniu na poludniu,
znajduja sie dwie bardzo jasne gwiazdy. Miedzy nimi przebiega Droga
Mleczna. Nisko jest Syriusz — alfa Wielkiego Psa, a wyzej i w lewo od niego
Procjon — alfa Matego Psa. Obie gwiazdy sa stosunkowo bliskie: Syriusz

lezy w odleglosci 2,7 pc, Procjon zas 3,5 pc. Obie sg goretsze od Slonica

(w przyblizeniu odpowiednio 10 000 i 7000 K). Obie sa tez podwdjne, a ich
towarzyszami sa biale karly, czyli male, bardzo gorace i bardzo geste gwiazdy,
ktére swieca tylko kosztem powolnego stygniecia. Te biate karly w zasadzie
moglyby byé widoczne za pomoca niewielkiego teleskopu, gina jednak w blasku
swoich jaskrawych towarzyszy i dlatego do ich dostrzezenia potrzebne sg dosé
wyrafinowane techniki obserwacyjne.

Wenus jest w Rybach, a wiec zbyt blisko Stonca, by dalo sie ja zobaczyé.

Mars jest w Baranie i wieczorem juz zachodzi. Jowisz znajduje sie w Bliznigtach
i widaé¢ go przez pierwsza polowe nocy, a Saturn w Byku i tez widoczny jest

w pierwszej polowie nocy, cho¢ troche krocej. Now Ksiezyca wypada 14 111,

a pelnia 28 III. Ksiezyc zakryje Saturna 20 III i Jowisza 22 III, ale w obu
przypadkach w Polsce bedzie wtedy dzien — wieczorami mozna ogladaé zblizenie
Ksiezyca do tych planet. Wreszcie 20 I1T okoto godz. 20 Stonce przejdzie przez

punkt Barana, czyli znowu wiosna!
T.K.
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‘ p‘ i iterujac powyzszg operacje uzyskiwania z niego nowego
3/02 (5 ]_) przedstawienia X3 4+ Y3, otrzymujemy nieskoriczony ciag
przedstawien liczby w postaci sumy dwoch szeécianéw,
° ale uwaga, sg tu pewne potencjalne problemy:
[ 4
&ma ttag 1. Problem nieistotny: przedstawiamy liczbe w postaci

n— 00 sumy szeécianéw liczb wymiernych. Zaden problem —
biorac skoniczenie wiele takich przedstawien, mozemy
(0) R()WNYCH SUMACH wymnozy¢ je przez najmniejsza wspolna wielokrotnosé

mianownikéw i juz mamy liczby catkowite.

DWOCH SZESCIANOW

2. Problem znakéw: niestety, w otrzymanych
przedstawieniach beda wystepowaé takze liczby ujemne.
Mozna jednak udowodnié, ze da sie wybra¢ dowolnie wiele
przedstawien z liczbami dodatnimi.

O tym, ze dwie sumy dwdch szescianéw moga by¢ réwne,
tatwo sie przekonaé. Mamy bowiem

1729 = 10° + 9% = 12° + 1°.
Zmnalezienie trzech réwnych sum dwoch sze$cianéw
przez bezposrednie przeszukiwanie wymaga juz uzycia
komputera. Pierwszy przyktad, ktory znajdujemy, jest

3. Problem zapetlenia: a moze po jakim$ czasie wrocimy
do wyjséciowego przedstawienia i w rezultacie przedstawien
bedzie skonczenie wiele. I tu mozna udowodnié¢, ze nic
takiego sie nie zdarzy.

nastepujacy

87539319 = 414> + 255° = 423% + 228% = 436° + 167°. Dla przyktadu zacznijmy od z1 = 1, y1 = 2 i tworzmy
Okazuje si¢ jednak, ze podobnie jak dla kwadratow, kolejne pary (zn,yn) wedtug wzoru (33). Otrzymamy:
istniejg liczby majace dowolnie wiele rozkladéw na sume 17 20 188479 _ 36520

z =\—7s7) x3, - -
dwoéch szesciandéw liczb catkowitych dodatnich. (w2, 2) ( T ) (23,95) ( 90391 7 90391 )7
. . ii 3 3 3 3 __ (1243617733990094836481 487267171714352336560
U podstaw tego faktu lezy tozsamos¢ x° +y° = X° + Y7, (x4,y4) = ( 609623835676137297449 ’ 609623835676137297449 )7
dzie

g | 2z’ 243y — ¢ z ktorych to par liczb bierzemy tylko ostatnia,
(33 X=——— i V=" bo w poprzednich dwéch wystepuja liczby ujemne.

3_ .3 3_ .3
r Y r Y Para (zn,yn) sktada sie z liczb dodatnich takze dla

7 tozsamosci tej wynika, ze liczba bedaca sumag dwoch n=26,8,15,17,19,23,25,...
szeScianéw daje si¢ przedstawi¢ jako suma dwdoch

szedcianéw takie w inny sposob. Jednak liczby, ktére w ten sposéb uzyskamy, beda

ogromne, np. para (s, ys¢) ma mianownik 338-cyfrowy,
Wychodzac z jakiegokolwiek przedstawienia z° + 3/ a para (xs,ys) 5405-cyfrowy.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (29)

Twierdzenie (nieréwnos¢ Minkowskiego): Dla dowolnych i b i 2 i b2
ciagéw liczb rzeczywistych (an), (byn), dla ktérych sumy = @nOn n =

1 =
=) 5 0o 5 = <= n=1 + _
> ap i Y by sa skonczone, zachodzi nieréwno$é: AB 2

A2 B2 =1
n=1 n=1 [es) %) %)
skad EanbnSAB:UEa%-UZb%,cokoﬁczy
n=1 n=1 n=1

Z(an +bn)? < Z az + Z by . dowdd lematu.
n=1 n n=1

=1

Przechodzimy teraz do dowodu nieréwnosci Minkowskiego.
Stosujac nieréwnos$é¢ Cauchy’ego do kazdej sumy po prawej

Dowdd: Najpierw udowodnimy nastepujacy e o
stronie réwnosci

Lemat (nier6wnos$é Cauchy’ego): Dla dowolnych

oo o0 o0
clagéw liczb rzeczywistych (an), (bn), dla ktérych sumy Z(a" Y b))t = Z an(an + bn) + Z b (an + bn),
E a? i E b2 sa skonczone, zachodzi nieréwnosé: n=1 n=1 n=1
n=1 n=1 otrzymujemy
oo
> (an +bn)* <
n=1
o 0 < a? - a bn)?2 b2 - a bn)2
Dowdd lematu: Niech A = 3" a2 iB= > b2 . - 712::1 nz::l( ntba)+ ngl \/,121( ntbn)?,
n=1 n=1
. .. apn : _ bp ., , . )
WOWCZ;aS godstawmjadc T =74 1Y = "5 W nlerownoscl skad po podzieleniu stronami przez |/ > (an + bn)?
zy < £ otrzymujemy n=1
@nbn <1 i + ba dostajemy i (an +by)? < i a3 + i b3.
AB -2 A2 B2 ’ n=1 " " - n=1 " n=1 "
co wysumowane po wszystkich n daje Dowdéd nieréwnosci Minkowskiego jest wiec zakonczony.

Powyzszy dowdd jest z grubsza poprawny. Jakie zawiera usterki i jak je naprawic?
Zobacz za miesiac, czy dostrzegles wszystkie.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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