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Rys. 1. Schematyczne przedstawienie
najbardziej ogélnej maszyny, wykonujacej
przeksztalcenie {0,1} w siebie. Tutaj p;;
jest prawdopodobienstwem, z jakim
maszyna daje wynik j, gdy otrzymuje

na wejéciu . Dziatanie maszyny

nie zalezy od innych danych wejsciowych
ani przechowywanych informacji.

O maszynach niemozliwych
Artur EKERT

Czy sa jakie$ granice dla obliczen wykonywanych przez maszyny? Oczywiscie sa:
zaréwno logiczne, jak i fizyczne. Logika méwi nam np., ze zadna maszyna nie
znajdzie wiecej niz jedna parzysta liczbe pierwsza, podczas gdy fizyka, ze zadne
obliczenia nie moga, na przyktad, pogwalcié¢ zasad termodynamiki. Co wiecej,
logiczne i fizyczne granice obliczen moga by¢ Scisle powiazane. Powigkszajac
nasza wiedze o rzeczywistosci fizycznej, mozemy réwniez osiagnaé¢ nowe

srodki poznania logiki, matematyki i innych struktur formalnych. Zilustruje

to na przykladzie maszyny, ktéra na pierwszy rzut oka wydaje sie niemozliwa
do zbudowania, a jednak, uwierzcie mi, zostala skonstruowana przez fizykow
kwantowych!

Rozwazmy maszyne obliczeniowa, w ktérej dane wejéciowe moga by¢ w jednym
z dwbch stanéw reprezentujacych 01 1 (rys. 1).

Maszyna ta ma te wlasnosé¢, ze gdy wprowadzimy dane poczatkowe a

(a =0 lub 1), to wynik, jaki otrzymamy, bedzie mial warto$¢ b

(b =0 lub 1) z prawdopodobiefistwem p,p. Moze sie wydaé oczywiste,

ze jesli prawdopodobienstwa pgp sa zupelnie dowolne, z wyjatkiem tego,

iz spelniaja warunek ), pap, = 1, to rysunek 1 przedstawia najbardziej ogéolng
maszyne, ktérej dzialanie nie zalezy od zadnych innych danych wejsciowych

ani przechowywanych informacji i ktéra wykonuje przeksztalcenie zbioru {0,1}
na siebie. Dwa mozliwe deterministyczne rozwiazania osiagniemy wtedy,

gdy przyjmiemy po1 = p1o = 0, poo = p11 = 1 (co daje logiczna operacje
identycznosci) lub po1 = p1o = 1, poo = p11 = 0 (co daje operacje negacji).

W przeciwnym razie mamy urzadzenie losowe. Zalézmy, dla przykladu, ze

Po1 = p1o = Poo = p11 = 0,5. Tu znéw moze nas kusi¢ myslenie o takiej maszynie
jak o losowym przetaczniku, ktéry z jednakowym prawdopodobienstwem
przeksztalca jakiekolwiek dane wejsciowe w jeden z dwoch mozliwych wynikow.
A jednak niekoniecznie tak byé¢ musi. Istnieje maszyna, ktéra poltaczona z druga,
identyczna, realizuje negacje danych wejsciowych.

NIE NIE

\dentyczne

Rys. 2. Ztozenie dwéch identycznych maszyn odwzorowujacych {0,1} w siebie. Kazda z maszyn,
testowana osobno, zachowuje si¢ jak losowy przelacznik, jednak gdy dwie maszyny sg polaczone,
losowo$¢ znika — catkowity efekt jest operacja negacji. To oczywista sprzecznosé z aksjomatami

rachunku prawdopodobienstwa.

To zupelnie wbhrew intuicji — sama maszyna daje 0 lub 1 z jednakowym
prawdopodobienstwem niezaleznie od danych wej$ciowych, ale dwie maszyny,
jedna za druga, dziatajac niezaleznie, wykonuja operacje negacji. To dlatego
nazywamy te maszyne v INIE. Moze sie¢ wydawaé rozsadne, ze skoro nie ma
takiej operacji w logice, to taka maszyna istnie¢ nie moze. Ale istnieje! Fizycy
badajacy interferencje pojedynczych czastek rutynowo takie maszyny konstruuja
i niektore z nich sg tak proste, jak lustro polprzepuszczalne, tzn. lustro, ktére
z prawdopodobienstwem 50% odbija foton na nie padajacy i z tym samym
prawdopodobienistwem go przepuszcza. W ten sposéb dwie ztaczone maszyny
sg realizowane jako sekwencja dwoch luster potprzepuszezalnych z fotonem
oznaczajacym w kazdym z nich 0, jesli jest na jednej z dwoch mozliwych drog,
a 1 gdy na drugiej.
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Rozwigzanie zadania M 979.
Przyktad odpowiedniego pokrycia
przedstawia rysunek.

Udowodnimy, ze klocek 1 X 1 moze
znajdowac si¢ tylko w miejscach
zaznaczonych na rysunku krzyzykiem.

Oznaczmy pola szachownicy tak jak nizej.

P4l zacieniowanych stabo i mocno

jest po 21, pdl zas bialych jest 22.
Poniewaz kazdy klocek 3 X 1 pokrywa
po jednym polu kazdego rodzaju, wiec
klocek 1 x 1 musi znajdowad si¢ na polu
bialym. Zauwazmy, ze jesli odbijemy
nasze pokolorowanie pél wzgledem osi
zaznaczonych na rysunku, to klocek 1 x 1
musi znowu znajdowaé na polu biatym.
Jedyne pola, ktére sg ,niewrazliwe”

na owe odbicia to cztery pola zaznaczone
krzyzykiem na poprzednim rysunku.

Wyijscie 0
£

4

pojedyncza

czastka
Wejscie 0 ® > DWyjs’cie 1

Wejscie 1

Rys. 3. Eksperymentalna realizacja bramki vV NIE. Pélprzepuszczalne lustro odbija polowe $wiatta,
ktére na nie pada. Ale pojedynczy foton si¢ nie rozdzieli: gdy wyslemy go na takie lustro, zostanie
wykryty przy wyniku O lub 1. Nie oznacza to jednak, ze foton losowo opuszcza lustro w jednym

z kierunkéw. W rzeczywistosci foton rusza w dwéch kierunkach naraz! Moze to byé zademonstrowane

przez zlozenie dwoch luster, jak pokazano nizej.

Wyjscie 0
T

- > ) Wyjscie 1
Sciezka 0 D Y

Sciezka 1

Wejscie 0

Wejscie 1

Rys. 4. Eksperymentalna realizacja zlozenia dwéch bramek vVNIE, znana jako interferencja
pojedynczych czastek. Foton, ktéry wpada w interferometr przez wejscie 0, zawsze uderza w detektor
przy wyjsciu 1 i nigdy nie trafia w detektor przy wyjsciu 0. Kazde wyjasnienie, ktére zaktada,

ze foton obiera tylko jedna z drég, prowadzi do wniosku, ze dwa detektory powinny srednio byé

trafiane w potowie przypadkéw. Ale eksperyment pokazuje co innego!

Czytelnik moze sie zastanawia¢, co si¢ stalo z aksjomatem rachunku
prawdopodobienstwa, ktéry méwi, ze gdy Eq i Eo sa zdarzeniami wzajemnie
sie wykluczajacymi, to prawdopodobienstwo zdarzenia (E; lub Es) jest

sumg prawdopodobienstw Ej, Fs. Mozna argumentowaé, ze przejscie 0 — 0
w zlozonej maszynie moze si¢ dokona¢ na dwa wykluczajace sie sposoby,
mianowicie 0 — 0 — 0 lub 0 — 1 — 0. Ich prawdopodobienstwa wynosza
odpowiednio poopoo 1 Po1P10- Zatem suma poopoo + Poi1Pio przedstawia
prawdopodobienstwo przejscia 0 — 0 w nowej maszynie. Jesli pgg lub po1p10
jest rozne od zera, prawdopodobienstwo to rowniez bedzie rézne od zera.

A jednak umiemy zbudowaé¢ maszyny, w ktorych pog i po1p1o sa rézne od zera,
ale prawdopodobienstwo przejscia 0 — 0 w zlozonej maszynie jest réwne zero.
To co jest nie tak z powyzszym rozumowaniem?

Jedna rzecz, ktora nie jest w porzadku, to zalozenie, ze procesy 0 — 0 — 0
i0— 1 — 0 wzajemnie sie wykluczaja. W rzeczywistosci te procesy
zachodzg jednocze$nie. Nie mozemy sie tego dowiedzie¢ z teorii rachunku
prawdopodobienstwa. Dowiadujemy sie tego z najlepszej dostepnej obecnie
teorii fizycznej, konkretnie z mechaniki kwantowej. Teoria kwantéw wyjasnia
zachowanie maszyny v INIE i dokladnie przewiduje prawdopodobienstwa
wszystkich mozliwych wynikow, bez wzgledu na to, jak polaczymy maszyny.
Ta wiedza powstala jako rezultat hipotez, eksperymentéw i odrzucania
przypuszcezen. W ten sposéb upewnieni przez fizyczne doswiadczenia, ktore
potwierdzaja te teorig, logicy sa teraz upowaznieni do wprowadzenia nowej
operacji logicznej v INIE. Dlaczego? Dlatego, ze jej wierny model fizyczny
istnieje w naturze.

Przedstawmy teraz troche matematycznej ,maszynerii” mechaniki kwantowej,
ktéra moze byé uzyta do opisania kwantowych maszyn obliczeniowych

od najprostszej, takiej jak vV NIE, do kwantowego uogélnienia uniwersalnej
maszyny Turinga. Gdy przychodzi do formutowania przewidywan, mechanika
kwantowa wprowadza koncepcje amplitud prawdopodobienstwa — liczb
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Liczba zespolona ¢ to liczba postaci
¢ =a + bi, gdzie a oraz b to liczby
rzeczywiste, natomiast i> = —1. Modul

liczby ¢ to liczba |c¢| = Va2 + b2.

o e o
142

1 1/\2, 1
i ~

Rys. 5. Przejscia w mechanice
kwantowej opisywane sg przez amplitudy
prawdopodobienstw.

zespolonych ¢ takich, ze wielko$ci |c|2 moga by¢ przy wlasciwych warunkach
interpretowane jako prawdopodobienistwa. Gdy przejscie (np. takie, jak:
,maszyna ztozona z dwdch identycznych cze$ci-maszyn startuje ze stanu 0,
produkuje wynik 0 i nie wplywa na nic wigcej”) moze si¢ dokonaé na wiele
sposobow, amplituda prawdopodobienstwa calego przejécia jest suma nie
prawdopodobienstw, ale amplitud prawdopodobienstw dla poszczegolnych
przejé¢ skladajacych sie na cale przejscie.

W maszynie v NIE amplitudy prawdopodobienstwa przejs¢c 0 — 0i 1 — 1
wynosza i/+/2, a amplitudy prawdopodobienstw przejéé 0 — 1 oraz 1 — 0

sa réwne 1/4/2. Oznacza to, ze maszyna vNIE zachowuje wartoéé danych
wejsciowych z amplituda prawdopodobienstwa cog = ¢11 = @/ V2 i neguje

z amplituda co; = 19 = 1/v/2. Aby uzyskaé¢ odpowiednie prawdopodobiefistwa,
podnosimy do kwadratu modutly amplitud prawdopodobienstwa

i otrzymujemy 1/2 zaréwno dla zachowania jak i dla zanegowania danych
poczatkowych. To opisuje zachowanie pojedynczych maszyn v NIE z rysunku 1.
Gdy polaczymy dwie takie maszyny jak na rysunku 2, to aby obliczy¢
prawdopodobienstwo wyniku 0 przy danych na wejsciu 0, musimy dodaé
amplitudy prawdopodobienstwa wszystkich ,$ciezek obliczen” do tego
prowadzacych. Sa tylko dwie takie $ciezki — cogcop 1 co1c10- Pierwsza z nich

ma amplitude prawdopodobiefistwa réwna i/v/2 x i/v/2 = —1/2, a druga:

1/v2 x 1/v/2 = +1/2. Dodajemy te amplitudy, a potem podnosimy modut

tej sumy do kwadratu. Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo wyniku 0 wynosi
zero. W przeciwienstwie do prawdopodobienstw, amplitudy prawdopodobienstw
moga sie wzajemnie znosic!

Dodawanie amplitud prawdopodobienstwa, a nie samych prawdopodobienstw
jest jedna z fundamentalnych regut w przewidywaniach mechaniki kwantowej

i stosuje si¢ do wszystkich obiektéw fizycznych, w szczegdlnosci do kwantowych
maszyn obliczeniowych. Jesli maszyna obliczeniowa rozpoczyna prace w pewnej
konfiguracji (wejscie), to prawdopodobienstwo, ze po jej ewolucji przez kolejne
posrednie konfiguracje znajdzie sie w okreslonym stanie, rowna sie kwadratowi
modutu sumy wszystkich amplitud prawdopodobienstwa przej$¢ pomiedzy
konfiguracjami posrednimi. Amplitudy moga si¢ wzajemnie znosi¢, co okresla
sie mianem destrukcyjnej interferencji, lub wzmacniaé si¢ wzajemnie, co okresla
sie jako konstruktywna interferencje. Podstawowa idea obliczen kwantowych

to uzycie interferencji kwantowej do wzmocnienia poprawnych rezultatow

i zagluszenia niewlasciwych.

Wymagania konieczne do praktycznego zastosowania komputeréw kwantowych
sg bardzo wysokie. Obecnie nie wiadomo, jak, a nawet czy w ogdle, w pelni
wyposazone komputery kwantowe beda rzeczywiscie budowane; niemniej jednak
odkrycie mechaniki kwantowej juz zmienilo nasze rozumienie natury obliczen!

-]

Rozwigzanie zadania F 565.

Mozliwy schemat dla baterii czterech kondensatoréw przedstawiony jest na ponizszym rysunku.

+

rownolegle

SZETegowo

| L L] [ L -

Jak wida¢, niezbedny jest przelacznik odmiobiegunowy. Gérne polozenie sztabki przelgcznika
odpowiada réwnoleglemu potaczeniu kondensatoréw, dolne za$ — szeregowemu.
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Fotografowanie nieba byle czym
Grzegorz WROCHNA

Zastosowanie kamer CCD w astronomii przyniosto podobny przetom jak
zastosowanie komér drutowych w fizyce czastek elementarnych, za co
G. Charpak zostal uhonorowany Nagroda Nobla (Delta 5/2000). Szybka, czesto
zautomatyzowana, rejestracja obrazu i latwosé komputerowego przetwarzania
pozwalaja na gromadzenie duzej ilosci danych. Czutosé CCD, duzo wyzsza
od emulsji fotograficznych, umozliwia fotografowanie stabiej $wiecacych
) obiektow. Dla amatoréw szczegdlnie wazne jest to, ze niemal natychmiast
« /N mozemy zobaczy¢ efekt nadwietlania i znacznie skrocié czas prob i bleddw.

v I choé¢ emulsje fotograficzne maja swoje zalety i swoich zwolennikéw, to kamery

CCD staly sie niemal symbolem profesjonalizmu w astronomii.

astronomiczne. Za najprostsze modele amatorskie trzeba zaplaci¢ sume

rzedu 1000 dolaréw. Czyzby cyfrowa astronomia musiala pozosta¢ hobby tylko
dla bogatych? Na szczeScie nie jest az tak Zle. Coraz wiecej coraz tanszych
urzadzen powszechnego uzytku zawiera sensory CCD: kamery wideo, systemy
bezpieczenstwa, domofony, kamery internetowe itp. Okazuje sie, ze tego typu
urzadzenia coraz powszechniej wykorzystywane sa przez amatoréw astronomii.
Ich arsenal przywodzi na my$l ,zawody w ptywaniu na byle czym”. Zamiast
marzy¢ o kamerach za tysiace dolaréw fotografujmy niebo byle czym! Przepis
jest prosty: zdobadZ byle jaka kamere internetowa (webcam), dotacz do niej
byle jaki obiektyw, umocuj na byle czym i podtacz do byle jakiego komputera.
Rezultaty moga by¢ nie byle jakie.

,\\ Jednak dla przecigtnego amatora ceny astronomicznych CCD sa. ..

i Byle jaka kamera

byle nie z sensorem CMOS. CMOSy sa tansze, ale mniej czute niz CCD.
S . ] ) Uwaga: czasem zmiana jednej litery w nazwie kamery moze oznaczac, ze w takiej
Rozwigzanie wynika z rysunkéw A i B, > K R . ’ X
na ktérych przedstawiono réwnolegte samej obudowie umieszczono inny sensor. Warto wybraé¢ model o dobrej
i szeregowe polaczenia czterech czultosci. Producenci podaja zwykle minimalne natezenie oswietlenia potrzebnego
jednakowych kondensatoréw. . 7.
dla danej kamery. Typowa wartos¢ to 1 lux.

J_ J_ J_ J_ %o Rozdzielczos¢ nie jest bardzo istotna. Wystarczy nam 320x 240 piksli,
ale kamery 640x480 powoli staja sie standardem. Waznym parametrem

_|_ _|_ -|_ -|_ jest maksymalny czas ekspozycji. Niestety, producenci rzadko podaja ten
. - . L

Rozwigzanie zadania F 566.

parametr. Rzadko tez hardware pozwala na czasy dluzsze od sekundy. A szkoda,
bo przydaloby sie nawet kilka minut. Chcialoby sie tez wybraé¢ model o niskich
szumach, ale tego parametru nie podaje chyba zaden z producentow.

Rys. A
49, 0 Byle jaki obiektyw

30 200 9
Oryginalne obiektywy kamer internetowych raczej nie nadaja sie do astronomii
ze wzgledu na mala srednice, a w konsekwencji ze wzgledu na mala $wiatlosile.
I Jedli chcemy fotografowaé planety, Ksiezyc czy plamy stoneczne, mozna
2(170 (2

3¢, umiesci¢ CCD w ognisku teleskopu. Jak to zrobi¢? Jezeli kamera ma wykrecany
obiektyw, to w jego miejsce mozna wkreci¢ konwerter, np. wytoczony

Rys. B z aluminium. Mozna tez wyjaé¢ kamere z oryginalnej obudowy i wlozyé
Zatem réznica potencjaléw migdzy do obudowy starego aparatu fotograficznego lub innego pudetka wyposazonego
skrajnymi okladkami wynosi no, w gwint fotograficzny, lub zakorficzonego rurkg o $rednicy zewnetrznej, takiej jak
gdzie n jest liczba kondensatoréw.
Energia ukladu nie zmieni sig; okulary naszego teleskopu (typowo 1% cala).
e powzemf mwndig}ego lenw (;nd A jesli nie posiadamy teleskopu? Mozemy robi¢ rzeczy jeszcze ciekawsze!
Erown = 5 Crown®rown = 51C0%0, Wystarczy do kamery przymocowaé obiektyw od aparatu fotograficznego.
a dla polaczenia szeregowego Typowy obiektyw o ogniskowej 35-50 mm da nam pole widzenia o boku
Esger = %Cszerzpfzcr = kill.iu stoPr}i (duzo I?niejs?e niz na k'liszy fotog}"aficznej, gdyz sensor CC.D ma
1Co 5 2 1 nCo?. duzo mniejsze rozmiary niz klatka filmu). Taki zestaw znakomicie nadaje sie

T2 tteT 3 do fotografowania gwiazd, dalszych planet, jasniejszych planetoid itp. Mozemy
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Fragment krzywej blasku gwiazdy
za¢mieniowej U Wezownika. Jest to
uktad dwéch gwiazd o podobnej jasnosci
obiegajacych si¢ z okresem 1,68 doby.
Na wykresie wida¢ moment zakrycia
jednego sktadnika przez drugi.

Czarne kétka to pomiary bezposrednie,
kolorowe — ich lustrzane odbicie wzgledem
minimum.

wiec filmowaé zakrycia, Sledzi¢ planety i planetoidy, a nawet mierzy¢ krzywe
blasku gwiazd zmiennych.

Byle jakie mocowanie

Mamy juz tania kamere i tani obiektyw, ale aby mozna byto fotografowaé
gwiazdy, niezbedny jest montaz paralaktyczny z napedem kompensujacym
obrét Ziemi. Tak jest w przypadku fotografii konwencjonalnej i profesjonalnych
CCD. My za$ mozemy najwieksza wade kamer internetowych — krotki czas
ekspozycji — zamieni¢ w zalete. Przy czasach nadwietlania krétszych od sekundy
i krétkich ogniskowych (28-50 mm) gwiazdy przesuna sie tylko nieznacznie

i obraz pozostanie ostry. Nie jest wiec potrzebny ruchomy montaz.

Dtugi czas ekspozycji jest jednak koniecznodcia, jesli chcemy fotografowaé
stabsze gwiazdy czy planetoidy. Tu przychodzi nam z pomoca najwigksza
zaleta sensoréw CCD — cyfrowa rejestracja obrazu. Uzywajac odpowiedniego
oprogramowania z tatwoscia mozemy zsumowaé nawet 100 klatek, wydtuzajac
w ten sposéb efektywny czas ekspozycji, przy okazji likwidujac przesuniecia
zwiazane z obrotem Ziemi. Jest jednak jedno ograniczenie. Jezeli interesujacy
nas obiekt jest tak staby, ze warto$¢ zarejestrowanego ladunku jest mniejsza
niz prog pojedynczego bitu, zarejestrowane zostanie 0. A suma nawet stu zer
to ciagle zero. Poza naszym zasiegiem pozostana wiec galaktyki i mgtawice.
W najlepszym przypadku uda nam sie zarejestrowaé jadra jasniejszych
gromad kulistych. Do polowania na stabsze obiekty rozciagte konieczne jest
przerobienie uktadu elektronicznego kamery tak, aby mozliwe byly dluzsze czasy
naswietlania.

Byle jaki komputer

ale wyposazony w port USB (mozna dokupié¢ karte z USB). Tylko starsze
modele kamer wykorzystuja port réwnoleglty. Poza tym nasz komputer moze
by¢ zupelnie przecietny. Zarejestrowaé mozemy pojedyncze klatki w formacie
BMP lub cate sekwencje AVI. Mozemy postuzy¢ sie dowolnym programem
obstugujacym kamere. Szczegdlnie polecam jednak program Vega napisany
specjalnie do astrofotografii kamerami internetowymi.

Swietn@ zabawg jest cyfrowa obrébka zarejestrowanych obrazow. Z bardzo
nieciekawie wygladajacych klatek mozna wyczarowaé obrazy naprawde robiace
wrazenie. Istnieje wiele programéw do redukeji szumdw, nakladania klatek,
korekcji barw, a nawet astrometrii i fotometrii. Poczatkujacym polecam

tatwy w obshudze, lecz majacy duze mozliwoéci Astrostack. Do ambitniejszych
obserwacji polecitbym pélprofesjonalny IRIS. Koncowa obrobke zdje¢ mozna
wykonaé¢ standardowymi pakietami graficznymi, jak GIMP, PaintShop

czy PhotoShop.

Ci, ktérzy sami potrafia programowad, moga (wzorem eksperymentéw ASAS
i OGLE przygotowanych przez polskich astronoméw) pokusié sie o stworzenie
wlasnego automatycznego obserwatorium, ktére z minimalnym udzialem
czlowieka bedzie monitorowato gwiazdy zmienne, wyszukiwalo gwiazdy nowe
czy pojawiajace sie planetoidy.

Nie byle jakie rezultaty

obejrze¢ mozna na oktadce i na wykresie obok, ktéory przedstawia zmierzona
krzywa blasku gwiazdy za¢mieniowej U Wezownika. Opis prostego

zestawu, ktérym wykonano te obserwacje, mozna znalezé na stronie

http: /hep.fuw.edu.pl/ wrochna/astro. W tej witrynie mozna znalezé dodatkowo
wiele odsylaczy do galerii zdje¢, pomystow montazy i modyfikacji kamer,
oprogramowania itp. Goraco zachecam do samodzielnego eksperymentowania

i dzielenia si¢ wynikami z redakcja Delty.
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Zadanie Czebyszewa

FErnest NIEZNAJ W kilku zbiorach zadan do rachunku prawdopodobienstwa pojawia sie
nastepujacy problem.

Zadanie Czebyszewa: Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany
utamek wladciwy jest nieskracalny.

7 pozoru wydaje sie to trudne, gdyz zeby mowi¢ o prawdopodobienstwie,
powinnidmy mie¢ pewna przestrzen probabilistyczna. Tu jej jednak sensownie
zbudowac sie nie da, poniewaz kazdemu ulamkowi trzeba by przypisaé
prawdopodobienstwo zero, gdyz jest ich nieskonczenie wiele.

7 drugiej strony na pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo
wybrana liczba z ciagu kolejnych liczb naturalnych bedzie podzielna przez 2 lub
przez 3, niemal kazdy zapytany da odpowiedZ: 2/3. By¢ moze zatem w naszym
gltéwnym problemie pozostaje ustawié ulamki w pewien okreslony sposob,
zliczy¢ nieskracalne i znalezé granice, do jakiej dazy czestos$¢ ich wystepowania,
gdy liczbe wszystkich utamkéw zwiekszamy do nieskonczonoéci. Zapewne

o to chodzito Czebyszewowi.

Rozwiazanie (wlasne): Na poczatek przeprowadzimy obliczenia bez ulamka %
Ustalmy liczbe naturalna n dostatecznie duza i wypiszmy wszystkie utamki
wlasciwe w nastepujacy sposob:

112123

Widag, ze liczba utamkéw wilasciwych o mianowniku niewigkszym od n
o jest rowna:
n(n—1)

N=1+2+3+44.. . +(n-1)=——

Aby zliczy¢ te utamki, ktore sa nieskracalne, potrzebujemy funkcji Eulera ¢,
ktorej wartosé ¢(m) to iloéé liczb wzglednie pierwszych z m i niewigkszych
od m, gdzie m jest liczba naturalna. Zgodnie z definicja

— ulamkéw nieskracalnych z 2 w mianowniku jest ¢(2),
— ulamkéw nieskracalnych z 3 w mianowniku jest ¢(3),

— utamkoéw nieskracalnych z n w mianowniku jest ¢(n).

Zatem ulamkoéw nieskracalnych o mianowniku niewiekszym od n jest

K(n)=¢2)+¢3)+ ...+ ¢(n).

Nasz problem sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia granicy %, kiedy n — oo.
Skorzystamy teraz z pewnego twierdzenia o funkcji Eulera (znaleZé je mozna

w ksiazce Wladystawa Narkiewicza ,Teoria liczb”, Warszawa 1990, BM tom 50).

Twierdzenie: Przy z > 2 mamy

> o) = 550 + fa),

n<zx
gdzie f jest pewna funkcja, taka ze wflg?m — ¢ dla pewnej stalej c.
Zatem
Kn) 6 n? 2f(n)

- + — — dy n — oo.

N m2nn—1) n(n-—1) a2 BV
Ostatecznie otrzymujemy nasze prawdopodobienstwo. Zauwazmy jeszcze
jedna rzecz. Mianowicie jesli przyjmiemy dodatkowo, ze utamki nieskracalne
wybieramy z naszego zbioru utamkéw zwyktych powigkszonego o 1
(czyli o ulamki postaci 7r,m = 1,...,n), to wtedy byloby N = w
i prawdopodobienstwo by sie nie zmienilo.
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Drobiazgi

Zatem mozemy sformutowac¢ ,nowe” zadanie: Obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze dwie losowo wybrane liczby naturalne sa wzglednie pierwsze.

Oczywiscie odpowiedz otrzymujemy natychmiast z tego, co powiedzieliSmy
6

wyzej, czyli —.

Zadanie Czebyszewa mozna znalezé w zbiorze zadan A.M. Jagtom, I.M. Jagtom,
Nieelemientarnyje zadaczi w elemientarnom izlozZenii, Moskwa 1954. Rozwiazanie
tam przedstawione jest inne niz tutaj. Autorzy korzystaja z zasady wlaczen

i wytaczen. Mozemy je réwniez znalezé w ksiazce ,,Okruchy matematyki”

J. Gérnickiego, z tym ze bez rozwiazania. Podana jest tylko odpowiedz: %2)
Funkcja ¢ nie pojawia si¢ tutaj przypadkowo. Zainteresowanych odsytam

do rosyjskiego zbioru zadan.

Kazdy widzi, ze na plaszczyZnie z danym kolem styka¢ sie moze najwyzej

6 takich samych kot. Odrobing wyobrazni wymaga spostrzezenie, ze

w przestrzeni z dang kulg stykaé¢ sie moze 12 innych kul o tym samym
promieniu. Wiecej tez nie moze. Nikt nie wie natomiast, ile co najwyzej
identycznych kul moze si¢ stykaé z kulg o tym samym promieniu w przestrzeni
4—wymiarowej. Wiadomo tylko, ze 24 moga, a 26 juz nie.

Dla danej liczby naturalnej n niech s(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n
réznych od n. Jezeli dla dwoch liczb naturalnych n i m zachodzi: s(n) = m
oraz s(m) = n, to liczby n i m nazywamy zaprzyjaznionymi. Zaprzyjaznione
sa np. liczby 220 1 284, a takze 12285 i 14595. Do dzi$ nie wiadomo, czy jakas
liczba parzysta jest zaprzyjazniona z jakas liczba nieparzysta.

Redaguje tukasz WIECHECKI

M 979. Pokazaé, ze szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ 21 klockami 3 x 1 i jednym
klockiem 1 x 1. Znalez¢ wszystkie miejsca, w ktérych przy takim pokryciu moze
znajdowaé sie klocek 1 x 1.

Rozwigzanie na str. 2

W ostatnich dwéch zadaniach operujemy nastepujacymi typami klockow:

A B C D

M 980. Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ 15 klockami typu A i jednym klockiem
typu B?
Rozwiazanie na str. 13

M 981. Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ jednym klockiem typu B i 15 klockami,
z ktérych kazdy jest typu C lub D?
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 565. Narysowac schemat ukladu przetaczajacego, umozliwiajacego zamiane
baterii kondensatoréw potaczonych réwnolegle w bateri¢ kondensatoréw potaczonych
szeregowo i odwrotnie.

Rozwigzanie na str. 3

F 566. Kilka jednakowych kondensatoréw potaczono réwnolegle i natadowano

do réznicy potencjaléw ¢o. Nastepnie za pomocs przetacznika potaczono je szeregowo.
Okresli¢ réznice potencjaléw miedzy skrajnymi okladkami tej baterii. Czy wskutek
przelaczenia energia uktadu ulegta zmianie?

Rozwiazanie na str. 4
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bosenova (dokonczenie)

Poprzednim razem pisaliémy o laureatach zeszlorocznej Nagrody Nobla z Fizyki.
Przyznano ja za wytworzenie i badania kondensatu Bosego—Einsteina. Taki kondensat
powstaje, gdy niemal wszystkie atomy bardzo schtodzonego, rozrzedzonego gazu
y,wpadaja’ do kwantowo-mechanicznego stanu o najnizszej energii (atomy musza by¢
bozonami, czyli mie¢ sumaryczny moment pedu wyrazony catkowity wielokrotnoscia
stalej Plancka).

Zjawisko to mozna przedstawié¢ za pomoca nastepujacej serii obrazéw (ktére trzeba
sobie wyobrazi¢). W duzej temperaturze atomy rozrzedzonego gazu mozna traktowaé
jak kulki trojwymiarowego bilardu”. W miare obnizania temperatury zaczyna
ujawniaé si¢ kwantowo-mechaniczna natura atomdéw. Staja si¢ one ,rozmyte”, tzn.

ich dtugo$é fali de Broglie’a zaczyna byé wieksza od ich rozmiaréw (rzedu dtugosci
fali elektronéw walencyjnych). Kiedy dlugosé fali de Broglie’a osiaga wielko$é sredniej
odlegtoséci miedzyatomowej, nastepuje przejscie fazowe — atomy zaczynaja traci¢ swoja
przestrzenna odrebno$é — rozpoczyna sie kondensacja Bosego—Einsteina.

Otrzymanie takiego kondensatu byto prawdziwym wyzwaniem technicznym, gdyz
wymagalto uzyskania temperatur rzedu nanokelwinéw. Jest to jednocze$nie wymarzony
obiekt z punktu widzenia badania podstaw mechaniki kwantowej. W miare jak
technika chtodzenia staje si¢ do$é standardowa (do tej chwili okoto 20 grupom
eksperymentalnym udato si¢ zaobserwowaé kondensacje Bosego—Einsteina), fizycy
coraz Smielej testujg wlasnosci tego interesujacego stanu materii.

Cho¢ atomy kondensatu sg wszystkie w tym samym stanie, to gaz tworzacy kondensat
jest nadal bardzo rozrzedzony — zazwyczaj pie¢ rzedow wielkosci mniej gesty niz
powietrze. Jednakze parametry kondensatu zaleza istotnie od sity oddziatywania
miedzyatomowego. Okazuje sie, ze w przypadku szczegdlnego izotopu rubidu **Rb
wzajemne oddzialywanie mozna ptynnie zmieniaé¢ za pomoca zewnetrznego

pola magnetycznego. W szczegdlnosci udaje si¢ zmieni¢ je z odpychajacego na
przyciagajace. Teoria przewidywala, ze przy odpowiednio silnym oddzialywaniu
przyciagajacym kondensat powinien implodowac.

Doswiadczenie to przeprowadzita grupa fizykéw, w sktad ktorej wchodzili dwaj
zesztoroczni noblisci (E. A Cornell i C. E. Wieman). Kiedy udalo sie zmienié¢ znak
oddzialywania, zaobserwowano gwaltowne i nieoczekiwane zjawisko.

Poczatkowo kondensat Sciesnial si¢ zgodnie z przewidywaniami, ale w pewnym
momencie eksplodowal odrzucajac otoczke atoméw. W rezultacie otrzymano

zimna, $cidniety pozostatos¢ w srodku ekspandujacego obtoku. Czy to czego$ nie
przypomina? Bardzo podobnie wyglada... wybuch supernowej. Z tego wzgledu
obserwowanemu zjawisku nadano nazwe bosenova. Sekwencja obrazkéw na marginesie
przedstawia wlasnie wybuch bosenowej. To nie jest jednak seria zdjeé¢ jednego
wybuchu (zrobienie ,zdjecia” niszczy obserwowane zjawisko), tylko kolekcja
Hfotografii” robionych po coraz dtuzszym czasie od zmiany znaku oddzialywania
miedzatomowego (,,pelnometrazowy, pseudokolorowy film” mozna zobaczy¢ na stronie
www.nist.gov/public_affairs /bosenova.htm; stamtad pochodza prezentowane

na marginesie obrazki).

Najciekawsze jest jednak to, ze jeszcze nie do konca wiadomo dlaczego i to w taki

a nie inny spos6b obserwowane zjawisko zachodzi. A to tylko jeden z wielu niezwykle
interesujacych fenomenéw obserwowanych i badanych za pomoca kondensatéw
Bosego-Einsteina.

Inny przyktad jest przedstawiony na zdjeciu z prawej.
Jest to obraz regularnej siatki wiréw otrzymanej przez
grupe trzeciego z zesztorocznych noblistow (W. Ketterle).

A przeciez pierwszg kwantowomechaniczng kondensacje
atomoéw rozrzedzonego gazu udalto sie uzyskaé

zaledwie kilka lat temu. Na pewno jeszcze wiele jest tu
do odkrycia.

Piotr ZALEWSKI



Protokol posiedzenia Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Skrét pracy nagrodzonej ztotym medalem  Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz

zamie$cimy w Delcie 3/2002.

Prace te¢ nasza Redakcja zglasza tez

do Konkursu Prac Mtodych Naukowcéw
Unii Europejskiej. Wszystkie poprzednio
zgloszone przez nas prace zdobyly medale

lub wyréznienia.

— przewodniczacy, Witold Sadowski, Agnieszka Wojciechowska, Jarostaw Wréblewski,
na posiedzeniu w dniu 12 wrzesnia 2001 roku w Nowym Saczu, po wystuchaniu
prezentacji prac zakwalifikowanych do finatu Konkursu postanowito:

1) przyznaé zloty medal i nagrode w kwocie 600 zlotych Juliuszowi Jableckiemu
z IIT LO we Wroctawiu za prace pt. O pewnym réwnaniu funkcyjnym,

2) przyznaé¢ medal srebrny i nagrode w kwocie 400 ztotych Piotrowi Sulichowi

z 111 LO w Olkuszu i Maciejowi Zakarczemnemu z [ LO w Opolu za prace

pt. Analogia ciggu Fibonacciego i dowolnych rekurencji liniowych,

3) przyznaé medal brazowy i nagrode w wysokosci 200 ztotych Lukaszowi
Brzyskiemu z XII LO im. C. Norwida w Krakowie za prace pt. Prosta Fulera

1 jej wlasnosci oraz Janowi Kowalowi z Zespolu Szkét Mechaniczno-Elektrycznych
w Zywcu za prace pt. Nie tylko cyrklem i linijkq,

4) przyznaé¢ wyrdznienie i nagrode w kwocie 150 zlotych Krzysztofowi Lachowi

z Zespotu Szkét Mechaniczno-Elektrycznych w Zyweu za prace pt. Cechy podzielnosci
w roznych systemach numeracyi,

5) przyznaé nagrody w kwocie 150 ztotych opiekunom prac zakwalifikowanych

do finalu: Hannie Garydze, Ewie Damek, Jackowi Dymelowi, Zbigniewowi Géreckiemu,

Wiestawie Fili icz.
testanvie THpowicez (-) podpisy czlonkéw Jury

Tradycyjnie redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zachecamy
ucznidéw zainteresowanych matematyka do opracowywania swoich matematycznych rozwazan
i nadsylania rezultatéw do redakcji Delty. Ponizej przypominamy szczegdlowy regulamin
konkursu.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej i Sportu.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typéw szkét.

3. Konkurs sktada sie z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod
adresem redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dotaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoty;
imig, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia i pelng informacje o zrédtach,
z ktérych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie bedg dopuszczone

do finatu konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione przez Jury Konkursu

i kompetentnych recenzentéw. Te sposrdd prac, ktore spetniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie si¢ w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostang przestane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gtéwnego PTM zaproszenia
do udziatu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego
otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dtuzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu po$wiecona byta praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato pod uwage, oprécz
merytorycznej wartosci pracy, rowniez samodzielnos¢ i oryginalnos¢ ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy,
wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej i Sportu.

11. Ogtloszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy
uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skréot zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gtéwny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Klub 44

Regulamin
° o
4

Weterani Klubu 44 F
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):

P. Bata, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma,
P. Gworys, A. Idzik (4), T. Wietecha, J. Lazuka

(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie)

wdwukrotni”:
. Lipkowski, P. Perkowski, M. Wéjcicki;

[

»jednokrotni”:
Borowski, P. Gadzinski, A. Gawryszczak,
Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz,
Motyka, R. Musial, A. Nowogrodzki,
Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,
‘Wach.

SHrEe

Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 321 zadaniach:

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw  1-41,54
Zbigniew Galias — Krakéw 38,08
Aleksander Surma — Myszkéw 3-37,60
Jacek Piotrowski — Rozeszéw 34,55
Tomasz Rudny — Warszawa 29,50
Tomasz Wietecha — Tarnéw 3-28,70
Artur Arciszewski — Kielce 26,43
Grzegorz Milog — Mielec 24,40
Marek Wéjcicki — Szczecin 2-19,84
Marian Lupiezowiec  — Zebrzydowice 15,76
Andrzej Idzik — Bolestawiec  4-15,17
Jacek Konieczny — Poznaii 12,31
Leszek Grzanka — Chechlo 9,98

Przemystaw Gadzinski — Sroda Slaska 1- 8,61
Marcin Misiak — Poznaii 8,16
Kazimierz Gryszko ~ Gliwice 6,85
Piotr Ladyzynski — Michalin 6,04

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 1999-2001 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 6 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydziat
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesigczng przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwigzan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przystaniu rozwigzania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwigzania zadan z numeru n nalezy nadsylaé¢ do korica miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwigzan zadan z numeru 11/2001 uptynat
31 stycznia 2002). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysyla¢ w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z doktadnoscig do 0,1.
Przy ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosé¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomystowos$¢é metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspotczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspdlcezynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczang wedlug nastepujacej reguly: jesli

N oznacza liczbe 0séb, ktére nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspoétczynnik trudnosci
WT =4 — 35S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwng iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélezynnik trudnoscei (z zaokragleniem
do dwéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadan mozna znalezé (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwigzaniami w réznych ksigzkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsytacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zrédle istotnie znajduje sie pelne rozwigzanie
(dowéd, obliczenie, konstrukeja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawaé zrédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przystala juz rozwiazanie jakiego$ zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwigzaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsytaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiagzania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedtug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

7 chwilg osiagniecia sumy 44 punktéow w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
cztonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciggu
bra¢ udziat w konkursie ligowym. Nadwyzka punktow ponad wartos¢ 44 zostaje zaliczona
na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie cztonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul
Weterana Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, nalezy przystaé¢ do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielng dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzong tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysytanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera si¢ material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesigczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze by¢ wymienione w czotéwce z niezmieniong suma punktéw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrocie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolowka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwo$é
zmian regulaminu.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
30 IV 2002

m

d, d,

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2001
Przypominamy tresé zadan:

324. Czastka o masie m; zderzyla si¢ ze spoczywajaca czastka
0 masie ma, przy czym mi > mo. Jaki jest maksymalny mozliwy kat
odchylenia pierwszej czastki od kierunku poczatkowego? Zakladamy,
ze predkosci czgstek sg znacznie mniejsze od predkosci §wiatla.

325. W oscyloskopie elektrony sg przyspieszane napigciem

U = 300V, po czym biegna do ekranu oddalonego o | = 30 cm.
Zakladamy, ze oscyloskop nie ma zadnego ekranowania
magnetycznego.

324. Oznaczmy predkosé poczatkowa pierwszej czastki
przez v, jej predkosé po zderzeniu przez vi, kat odchylenia
przez «, predkosé drugiej czastki po zderzeniu przez v,

a odpowiedni kat przez 8 (rys. 3).

Rys. 3

7 zasady zachowania pedu mamy réwnania
M1V = M1V1 COS & + Mav3 cos 3,
miv1 sin o = mevs sin 3,

a z zasady zachowania energii — nieréwno$¢ (ktéra
przechodzi w réwno$é w przypadku zderzenia sprezystego)

m11)2 > m1v12 + m21)22.
Mozemy stad znalezé zwiazek miedzy katem « a dowolna
sposéroéd zmiennych vi, v2 1 8, a pozostate dwie zmienne
wyeliminowaé. Jesli wyeliminujemy v2 i 3, to otrzymamy
(m1 4 ma2)vi® + (m1 —ma)v® < 2myvv; cos a.

Widaé, ze maksymalna warto$¢ o wystapi w przypadku
zderzenia sprezystego, a rézniczkujac funkcje cos a(v1)
dochodzimy do wniosku, ze bedzie wtedy spetniony takze

warunek
mi1 —msz
v = vy —.
mi1 + ma2
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333. Na rysunku 2 przedstawiony jest schemat pewnej zabawki
fizycznej. Wewnatrz cylindra wypelnionego przezroczysta ciecza
plywa szklana klepsydra z piaskiem. Poczatkowo klepsydra
m, jest przy gérnym koncu cylindra; zatem po jego obrdceniu
znajdzie si¢ na dole i pozostaje tam, podczas gdy piasek w niej
si¢ przesypuje. Dopiero, gdy przesypie sie okoto potowy piasku, —
klepsydra zaczyna powoli wyptywaé w goére. Dlaczego klepsydra /£
Rys. 1 poczatkowo pozostaje na dole i dlaczego zaczyna wypltywacé? —

Zadania z fizyki nr 332, 333
Redaguje Jerzy B. BROJAN

332. Rura sklada sie z odcinkéw o érednicach d; i d2, w ktérych moga sie poruszaé
bez tarcia ttoki o masach mi i ma (rys. 1). Poczatkowo drugi ttok byt nieruchomy,

a pierwszy poruszajac si¢ w prawo zaczal spreza¢ gaz. Jaki warunek muszg spetniaé
wymienione parametry, aby w pewnej chwili drugi ttok osiggnal energie kinetyczna
rowna poczatkowej energii pierwszego? Zalozy¢, ze przemiana gazu jest odwracalna.

Rys. 2

a) Oscyloskop umieszczono na réwniku, gdzie pole magnetyczne
ma kierunek poziomy, a jego indukcja wynosi 1,75 - 107° T.

Po jakim torze porusza si¢ plamka na ekranie, jesli oscyloskop
powoli obracamy wokét osi pionowej? Podaé wartosci parametrow
opisujacych ten tor. Dane: ladunek elementarny wynosi
e=1,6-10"' C, masa elektronu m = 9,1 - 103! kg.

b) Jak zmieni si¢ tor plamki, jesli dodwiadczenie przeprowadzimy w
miejscu, gdzie wektor indukcji ma warto$é taka sama, jak podano
wyzej, a jego kierunek tworzy kat 60° z poziomem? Podaé wartosci
parametréw toru.

Rozwiazanie jest dane wzorem sin amax = ma/ms1.
Odnotujmy tez, ze gdy « jest maksymalne, to zachodzi
zwiazek a + 23 = 90°.

325. a) Oznaczmy kat miedzy poczatkowym kierunkiem
wiazki a polem przez 0. Sita dzialajaca na elektrony

ze strony pola magnetycznego jest skierowana pionowo,
a jej warto$¢ wynosi F' = evBsin 0 (jak nietrudno
sprawdzié¢, kat odchylenia wiazki jest niewielki,

zatem mozemy tez pominaé zmiane kierunku sity).
Predkos¢ elektronéw v wyznaczamy z bilansu energii,
czyli z réwnania (1/2)mv? = eU, a dalej znajdujemy
przesuniecie pionowe plamki

1 o F /1\2 eBl%sinf e 5 .
=—at’=—|(-) = =,/ Bl 6.
Y 2 a 2m (v) 2mu 8mU s

Podstawienie danych liczbowych daje wynik

y = 13,5 mm - sin §. Zatem podczas jednostajnego obrotu
oscyloskopu plamka bedzie poruszala sie wzdtuz osi
pionowej ruchem harmonicznym z amplituda 13,5 mm.

0o @

b) Pozioma sktadowa wektora B ma obecnie dwukrotnie
mniejsza wartos$é, a wiec amplituda pionowego ruchu
plamki zmaleje do 6,7 mm. Ponadto na wiazke oddzialywac
bedzie pionowa sktadowa B, dajac state (niezalezne od
ustawienia oscyloskopu) poziome przesuniecie plamki

o wartosci 13,5 - cos 30° = 11,7 mm.




1. Podtrzymujemy palcem pionowy pret
i utrzymujemy go w pionie ,balansujac”,
tzn. odpowiednio przesuwajac palec.
Zalézmy, ze jeden koniec preta jest
grubszy (tzn. ciezszy); czy nasze zadanie
jest tatwiejsze, gdy grubszy koniec jest
na goérze, czy na dole?

2. W pochytym korytku umieszczono
kilka magneséw i do kazdego doczepiono
od strony gérnego konca korytka

3 stalowe kulki.

Nastepnie jeszcze jedna kulka lekko
uderzono od dolu w najnizszy magnes.
Pod wplywem tego uderzenia ostatnia
z kulek przy tym magnesie odskoczyta
i uderzyta w drugi magnes itd. itd.
Zaskakujace jest to, ze w rezultacie
kolejne kulki przeskakujg w gore, cho¢
poczatkowe uderzenie moze by¢ dosé
lekkie, energia nadana pierwszej kulce
byta niewielka. Skad pochodzi wigc
energia grawitacyjna uzyskana przez
nastepne kulki?

3. W dwdch jednakowych garnkach mamy
jednakowe ilosci wody — w pierwszym

o temperaturze 20°C, a w drugim —

o temperaturze 0°C. Temperatura
otaczajacego powietrza wynosi 20°C.
Stawiamy garnki na jednakowym malym
ogniu i mierzymy zmiany temperatury

z uplywem czasu, az oba beda gorace.
Czy réznica temperatur bedzie
pozostawala réwna 20°C, czy bedzie
rosta, czy malala, czy poczatkowo rosta,
a potem malata, czy na odwrét?

Rys. 2

Po raz czwarty na warszawskim Festiwalu Nauki we wrze$niu 2001 r. przeprowadzony zostal
Turniej Rozwigzywania Zadan z Fizyki, ktéremu patronuje redakcja Delty. Niestety, tym
razem liczba uczestnikéw byta mniejsza, niz poprzednio — by¢ moze, wskutek wybrania

mniej dogodnego terminu. Pierwsze miejsce zdobyl Robert Paciorek (ubiegloroczny ,srebrny
medalista”), a dalsze miejsca zajeli: Wojciech Piasecki, Konrad Zakrzewski (ubiegloroczny
zwycigzca) i Nguyen Viet Dung. Wybrane zadania turniejowe zamiesciliémy obok.

A teraz omoéwienie niektérych zadan z ostatniego rocznika Delty:

Zadanie 302. [Sila wzajemnego odpychania dwdch natadowanych, przylegajacych pdtkul]
(wspétezynnik trudnosci WT = 2,84; liczba poprawnych rozwigzan LPR = 2). Zamiast
catkowania sit dziatajacych na poszczegélne elementy potkuli mozna bylto postapi¢ podobnie
jak przy obliczaniu sity parcia — przedstawié taczng sile jako iloczyn pola przekroju 72
przez ,cisnienie”. Takie bylo rozwigzanie A. Idzika; ocen¢ powyzej 0,5 otrzymal jeszcze
K. Gryszko.

Zadanie 311. [Czy przewodnictwo cieplne danego materialu wynika z emisji i absorpcji
promieniowania podczerwonego?| (WT = 3,73; LPR = 1) i zadanie 313 [Gdzie znika energia
fali dzwigkowej, gdy gesto$é gazu maleje do zera?] (WT = 4,00; LPR = 0). Niezbyt szczesliwie
wypadla préba wiaczenia do Ligi zadan polegajacych na wielostronnej analizie zjawisk
fizycznych, bez postawienia problemu obliczeniowego. Zadania takie sa bardzo odlegle od tego,
co zwykle nazywa si¢ ,zadaniem z fizyki” — z tego zapewne powodu wielu Czytelnikéw byto
zdezorientowanych i ,spasowalo”. Tym wigksza chwata M. Wéjcickiemu, ktéry nie dal sie
zbi¢ z tropu i nadestal dobre rozwigzanie zadania 311.

Zadanie 312. [Czy réwnia pochyla, na ktérej polozono ciezki klocek, ruszy z miejsca i z jakim
przyspieszeniem?| (WT = 2,13; LPR = 5). Wigkszos¢ Czytelnikéw rozwigzywala zadanie dla
dowolnego stosunku mas klocka i réwni, a nastepnie przechodzita do granicy myg/mysw — 0.
Tak postapili A. Idzik, T. Wietecha i J. Piotrowski, natomiast inng — czysto geometryczna
i elegancka — metode wybral P. Gadzinski. Oznaczmy przez i F->‘p sity oddzialywania

na réwnie ze strony klocka i podloza (rysunek 1). Poniewaz masa réwni jest pomijalnie mata,
wiec sity te musza si¢ réwnowazy¢ (leza na tej samej prostej); z drugiej strony, kat miedzy

silg oddzialywania dwoch powierzchni a normalna do tej powierzchni nie moze przekroczy¢
warto$ci arctg f, gdzie f — wspoélczynnik tarcia. Jesli wigc arctg f1 + arctg fo < a, to jedynymi
sitami spelniajacymi powyzsze warunki sa sity réwne zeru, a to oznacza swobodny spadek
klocka i ruch réwni z przyspieszeniem a = g ctg a. Jesli powyzsza nieréwnosé nie jest spelniona,
to co najmniej jeden z katéw miedzy I7k) lub ITI: a normalna do odpowiedniej powierzchni jest
mniejszy od maksymalnego, co oznacza brak poslizgu, czyli réwnia jest wtedy nieruchoma.
Piate dobre rozwigzanie — M. Wéjcicki.

Zadanie 315. [Z opornikéw i diod zbudowaé obwdd o danej charakterystyce
pradowo-napieciowej] (WT = 1,84; LPR = 4). Szukany obwd6d mial byé¢ ,jak najprostszy”,

co mozna bylo réznie interpretowaé. Redagujacy Lige uznal, ze nalezy uzy¢ jak najmniejszej
liczby elementéw i malostkowo potracal z oceny 0,1 za kazdy element powyzej siedmiu.
Wedlug takiego kryterium najlepszym okazalo si¢ rozwigzanie T. Wietechy, a dalej ex aequo
A. Nowogrodzkiego i A. Idzika oraz M. Wéjcickiego.

Zadanie 316. [Odchylenie wahadla Foucaulta od pionu] (WT = 2,50; LPR = 2). Do podanego
w Delcie wyniku wkradla si¢ pomytka rachunkowa — prawidltowy wynik to 0,087 mm.

Zadanie 317. [Dlaczego w atmosferze Ziemi jest wiecej argonu niz neonu?] (WT = 2,44;
LPR = 2). Tu btad w rozwiazaniu firmowym byl nieco powazniejszy — izotop “CAr powstaje
z 0K wskutek wychwytu elektronu, a nie rozpadu 31. Doktadne dane na temat kanaléw
rozpadu 4K wyszukat J. Piotrowski, a ocene powyzej 0,5 otrzymal jeszcze A. Idzik.

Zadanie 320. [Wyznaczy¢ polozenie ognisk soczewki, gdy dane jest polozenie obrazéw A’ i B’
dwéch danych punktéw A i B] (WT = 2,50; LPR = 4). Nieznacznie zmieniona w poréwnaniu
z rozwigzaniem firmowym byla konstrukcja nastepujaca: po wyznaczeniu srodka soczewki

i osi optycznej metoda podana w Delcie prowadzimy z punktu A promien réwnolegly do osi
optycznej. Po zalamaniu promien ten trafi do A’, przedtem jednak przetnie o$ optyczna,

a w punkcie przeciecia lezy ognisko. Takie rozwigzania przystali A. Idzik, L. Grzanka

i (w nieco innym wariancie) T. Wietecha, natomiast catkowicie odmienne i bardzo oryginalne
bylo czwarte dobre rozwigzanie, ktérego autorem jest P. Gadzinski. Oto ono: Po wyznaczeniu
standardowa metoda (tzn. jako przecigcie prostych AA’ i BB’) érodka soczewki O rysujemy
dowolne dwie proste a i b wzajemnie prostopadte i krzyzujace si¢ w O (rysunek 2). Jesli

jedna z tych prostych uznamy za o$ soczewki, a druga za o$ optyczna, to mozemy narysowaé
promien AE biegnacy z A réwnolegle do osi i tak samo, jak w opisanej wyzej metodzie,
wyznaczy¢ ,ognisko” F (cudzystéw wynika z dowolnosci wyboru prostych a i b, czyli punkt ten
na ogdl nie pokrywa si¢ z ogniskiem). Poprowadzmy teraz z F prostopadla do osi, ktéra
przetnie prosta AA’ w punkcie D. Kluczowym punktem rozwiazania jest prosty rachunek,

z ktérego wynika, ze polozenie punktu D nie zalezy od wyboru a i b. Jesli wiec wyznaczymy
punkt D, to — poniewaz kat OF' D jest prosty — mozemy by¢ pewni, ze ognisko lezy na okregu,
ktérego $rednica jest OD. Powtarzajac te sama konstrukcje dla punktéw B i B’ otrzymujemy
nowy okrag, a ostatecznie ognisko lezy w jednym z punktéw przeciecia tych okregéw (pominmy
juz kwestie, w ktérym).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 435, 436

® Redaguje Marcin E. KUCZMA

435. Rozwazamy slowa binarne, tj. ciagi zerojedynkowe (dowolnej dtugosci
skoniczonej). Stowo powstale przez napisanie pod rzad trzech identycznych kopii
— dowolnego stowa binarnego bedziemy nazywaé tréjniakiem (przyktad: 010101).

o Okreslamy operacje dopuszczalne. Kazda taka operacja polega na rozerwaniu stowa
w dowolnym miejscu i wstawieniu w powstala luke dowolnego tréjniaka (takze
dopisanie tréjniaka na poczatku lub na koncu stowa), badz tez na wykresleniu

Termin nadsylania rozwigzan:
30 IV 2002

dowolnego fragmentu bedacego tréjniakiem. Startujemy od stowa 01 i wykonujemy ciag
operacji dopuszczalnych. Czy jest mozliwe uzyskanie stowa 10 ?

436. Znalez¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R spelniajace réwnanie

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2001

Przypominamy tresé zadan:

427. Ciag (x,) jest okreslony rekurencyjnie: zg = 1,
i1 = @Tpcos®xy, dlan =0,1,2,.... Znalezé wyktadnik p,
dla ktérego ciag (n”x,) ma granice dodatnia, skoriczong,

i obliczy¢ te¢ granice.

428. Dane sg liczby rzeczywiste a1, ..., an. Dla dowolnego

niepustego zbioru JC{1,...,n} oznaczmy przez s; sume¢
427. Ciag (xn) jest malejacy, a jego wyrazy sa liczbami
dodatnimi, wiec istnieje granica A = limz,, € (0; 1).

Dana zaleznos¢ rekurencyjna daje w granicy

réwnanie A = \cos? )\, ktérego jedynym rozwiazaniem

w przedziale (0;1) jest A = 0. Zatem ciag (x,) jest zbiezny
do zera.

Okreslamy pomocniczy ciag (an) o wyrazach

an = 121 — 3%2 i obliczamy jego granice:

n+1 n

2 2

Xy~ Tpgq 22(1 — cos ) _
In= "2 T zicostx o
nlp4q n n
sinzn\2 1+ cos?xn,
= . — 2.
Tn cos? z,

Tworzymy ciag, ktérego wyrazami sa Srednie arytmetyczne

poczatkowych odcinkéw ciagu (an); jest on (w mysl

znanego twierdzenia) takze zbiezny do granicy 2:
ao+...+an,1_1(1 1)

" ol
1/1 1— a2
=—(=-1)=—2_2
n(x% ) nr

Licznik ostatniego utamka dazy do 1, wiec mianownik nz2
musi dazy¢ do 1/2. Tak wiec n'/? .z, — 1/4/2. To znaczy,
ze clag postaci (n’x,) ma granice dodatnia, skoniczona
jedynie dla wyktadnika p = 1/2; granica ta wynosi 1/v/2.

f(22) = f(z) +af'(20)

dla z € R.

wszystkich liczb a; o numerach j € J. Udowodni¢, ze

n
Z 52 < (n41)2" 2 Z a;z-
J

=1

(symbol J w pierwszym sumowaniu przebiega rodzing wszystkich
niepustych podzbioréw zbioru {1,...,n}).

428. Ustalmy liczbe naturalng & < n. Dla kazdego
k-elementowego zbioru wskaznikéw J = {j1,...,jr}
zachodzi nieréwnos$¢ Cauchy’ego—Schwarza:

5?,: (1-aj +444+1-ajk)2 Sk(a?l +..4+a§k).
Dodajemy tak otrzymane nieréwnosci dla wszystkich
k-elementowych zbioréw J; po prawej stronie pojawi
sie suma kwadratéw wszystkich liczb a;, przy czym

kazda z nich wystapi (Z:i) razy (bo tyle jest sposobow

uzupelnienia ustalonego numeru j do k-elementowego

zbioru J). Zatem
2 n—1 - 2
E s(,gk(k_l) E aj.

J: | J|=k j=1

Biorac wszystkie mozliwe wartosci k£ dostajemy nieréwnosé
n
IERLS it
J j=1
gdzie
B — k—1) pt k—1 — k—1)

= Z(nfl) <Z_§) +2" P =(n—1)-2" 242" =
k=2 _ (n 4 1) . 2n72.

Daje to teze zadania.

w

w

Rozwigzanie zadania M 980.
Nie. Pokolorujmy szachownice

Rozwigzanie zadania M 981.
Nie. Pokolorujmy szachownice

tak jak na rysunku obok.

jak na rysunku obok. Kazdy

Klocek typu B pokrywa dwa

klocek typu C i D pokrywa

pola biate i dwa czarne,

parzysta liczbe pdl czarnych oraz

natomiast kazdy klocek typu

bialych, a klocek typu B pokrywa

A pokrywa nieparzysta liczbe
pol kazdego rodzaju. W sumie

nieparzysta liczbe pél czarnych
i biatych. Z istnienia pokrycia

15 klockéw typu A i jeden typu B

wynikaloby, ze liczba pél kazdego

pokrywalyby wiec nieparzysta
liczbe pél biatych. Sprzecznosé. Rys. 4

13

koloru jest nieparzysta.
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Rys. 1

Rys. 3

Czas na oméwienie sezonu ligowego 2000/2001.

Ktory to juz z kolei? Dwudziesty. Tak; liga matematyczna wystartowalta 20 lat temu.
W numerze 9/1981 ukazaly si¢ zadania nr 1, 2, 3. Jak zwykle, gdy liczba lat konczy si¢ zerem,
daje to okazje do jubileuszu, sklania do spojrzenia wstecz.

Sezon ligowy odpowiada w zasadzie rokowi szkolnemu. Kolejne sezony oddziela dwumiesi¢czna
przerwa. Obecnie sg to numery 7 i 8, ale w dawniejszych latach bywaly to czasami inne dwa
miesiace. Potezne zakl6écenie mialo miejsce w sezonie 1989/90, gdy los Delty byl mocno
niepewny: numery 11/1989-3/1990 w ogdle si¢ nie ukazaly, a przerwa ,wakacyjna’ zostala
przesunieta do numeréw 11 i 12.

Przez pierwsze trzy i pét roku mieliSmy po trzy zadania w numerze. Potem do matematyki
dotlaczyta fizyka i od stycznia 1985 zaczeliSmy zamieszcza¢ po dwa zadania z kazdej z tych
dwéch dziedzin.

Oto mata statystyka — w rozbiciu na sezony ligowe. W kolejnych kolumnach mamy:

— (w nawiasie) liczbe zadan z matematyki w sezonie;

— liczbe nowych uczestnikéw ligi;

— (gruba czcionka) liczbe nowych czlonkéw Klubu 44 M;

— liczbe przekroczen bariery ,44 punkty” (rézni si¢ od poprzedniej tym, ze liczone sa
przekroczenia powtérne i wszystkie dalsze);

1981/82 (24) 75 O 0  1991/92 (20) 12 3 5
1982/83 (33) 96 9 11  1992/93 (20) 13 3 9
1983/84 (30) 99 17 26  1993/94 (20) 21 4 8
1984/85 (25) 54 11 18  1994/95 (20) 14 1 4
1985/86 (20) 55 7 14  1995/96 (22) 15 3 7
1986/87 (20) 51 6 16  1996/97 (20) 13 4 9
1987/88 (20) 21 6 10  1997/98 (20) 6 1 3
1988/89 (20) 31 3 8  1998/99 (20) 9 4 7
1989/90 (20) 11 4 8  1999/00 (20) 8 4 8
1990/91 (10) 13 3 3  2000/01 (20) 11 2 10

Suma liczb z przedostatniej kolumny, réwna 95, to aktualna liczba cztonkéw Klubu 44 M;
niedaleko do setki. Suma liczb z jeszcze poprzedniej kolumny — to taczna liczba wszystkich
uczestnikéw, ktérzy pojawili sie w lidze (do momentu zamkniecia sezonu 2000/01);

wynosi ona 628. Trzy czwarte sposrdod tych nazwisk pojawito sie juz w pierwszych siedmiu
latach zycia ligi. Potem widac¢ spadek zainteresowania. Zbiega si¢ to z okresem Wielkich
Przemian w naszym kraju; starsi Czytelnicy dobrze wiedza, o czym mowa. Mniej czasu
mozna bylo przeznaczaé na beztroska zabawe (ktéra nasza liga zawsze pragneta byé i pragnie
pozostac). Ale w koncowych wierszach widaé¢ jakby drgniecie w gére. Moze kolejni Czytelnicy
sprébuja dotaczy¢ do zabawy? Bardzo zachecamy.

Przechodzimy do oméwienia zadan; jak zwykle, przedstawiamy rozwigzania ciekawsze
od firmowych”, komentarze i uogdlnienia oraz odnotowujemy te zadania, gdzie poprawne
rozwigzania byly nieliczne.

Zadanie 402. [ABCD — réwnoleglobok; K i L — punkty przeciecia prostych BC' i CD

z dwusieczng kata DAB = érodek okregu (CK L) lezy na okregu (BCD)] (wsp6lezynnik
trudnosci WT'=1,71; liczba poprawnych rozwiazan LPR=13). Niezbyt trudne; sporo
dobrych rozwiazan — w wigkszosci podobnych do firmowego. Na ich tle wyrdznia sie
prostota rozwiazanie, ktére podal W. Bednorz (rysunek 1): Niech S bedzie srodkiem

tego tuku BD okregu (BCD), na ktérym lezy punkt C. Z réwnosci |SD| = |SB|,
|LSDL|=|/SDC|=|,LSBC|=|/.SBK]| oraz |DL| = |AD| = |BC| i |BK| = |AB| = |DC|
wynika, ze tréjkat SDL przystaje do SBC, a tréjkat SBK przystaje do SDC. Zatem

|SL| = |SC| = |SK]|; a to znaczy, ze S (punkt okregu (BCD)) jest $rodkiem okregu (CKL).

Zadanie 405. [AABC nieréwnoramienny; okregi ka, kg, k¢, przechodzace przez $rodek
okregu wpisanego, styczne do par bokéw, przecinaja sie¢ parami w punktach P, Q, R
(rysunek 2) = $rodki okregéw (AIP), (BIQ), (CIR) sa wspélliniowe] (WT = 3,26; LPR = 6.)
Piekne rozwigzanie, odwolujace sie do twierdzenia Desarguesa, przedstawili M. Adamaszek
i L. Duraj: proste symetralne odcinkéw AI, BI, CI wyznaczaja trojkat A’ B’C’, ktérego

wierzchotki lezg na przediuzeniach tych odcinkéw (uzasadnienie

— ciekawe i niezbyt trudne zadanie dla Czytelnika); $rodki I4,

Ip, Ic okregdw k4, kp, kc leza na tych odcinkach; I jest punktem

perspektywicznym pary tréjkatéw A’B’C’ i I4Iglc, ktére wobec tego

maja takze o$ perspektywiczna, przechodzaca przez punkty przeciecia

par prostych: B'C' NIglc, C'A’NIcIa, A’ B’ NIalp (rysunek 3)

— a te trzy punkty to $rodki okregéw (AIP), (BIQ), (CIR). Podobne
C rozwigzanie, cho¢ z pomytkami, podal P. Sulich.

‘W. Bednorz oraz J. Gismatullin rozwiazali zadanie stosujac
twierdzenie Menelausa (faktycznie dowodzac po drodze twierdzenia
Desarguesa, bez uzywania jego nazwy), a M. Peczarski zastosowal
inwersje wzgledem punktu I, jak w rozwiazaniu firmowym.
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Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Gatecki (5),
J. Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
J. Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (6),
P. Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (5),
L. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (4),
T. Jézefczyk, J. Witkowski, W. Bednorz

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”:
Z. Bartold, A. Czornik, B. Dyda,
P. Jedrzejewicz, M. Kasperski, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, P. Kubit, K. Patkowski, M. Peczarski,
K. Piéro, S. Solecki, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”:
M. Adamaszek, W. Bednarek, T. Bieganski,
W. Boratynski, M. Czerniakowska, A. Daniluk,
P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasinski,
A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,
K. Jachacy, J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
T. Kulpa, A. Langer, R. Latata, P. Lipinski,
P. Lizak, J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek, R. Mitraszewski,
M. Mostowski, W. Olszewski, R. Pikuta,
B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy, Z. Skalik,
A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach, K. Witek,
A. Woryna, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Lista uczestnikéow ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 423 (WT=2,60) i 424 (WT=1,25)
z numeru 6/2001

Marcin Peczarski - 1-47,43
Krzysztof Zapisek - 42,22
Witold Bednarek - 1-41,46
Tomasz Wietecha - 4-40,76
Michal Adamaszek - 1-40,64
Jerzy Cisto - 38,66
Andrzej Jézwik - 37,72
Jacek Klisowski - 36,96
Zbigniew Galias - 1-35,12
Wojciech Maciak - 34,30
Marian Lupiezowiec — — 34,24
Tomasz Rawlik - 4-32,65
Krzysztof Jasek - 32,63
Artur Arciszewski - 32,53
Nikodem Szpak - 32,27
Swiatostaw Gal - 30,94
Zbigniew Sewartowski — 29,55
Marcin Kasperski - 2-28,02
Monika Nagérko - 24,70
Lech Duraj - 23,79
Andrzej Nagérko - 23,40
Pawel Walter - 23,40
Lukasz Kaminski - 22,98

Legenda (przykladowo):

stan konta 4-40,76 oznacza, #e uczestnik
juz czterokrotnie zdobyl 44 punkty, a w kolejnej
(piatej) rundzie ma 40,76 punktéw.

Marcin Peczarski koficzy druga
cazterdziestoczteropunktows runde.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestnikéw
ligi, ktérzy spelniaja nastepujace dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosi co najmniej 20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 1999, 2000 lub 2001.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych uczestnikéw,
ktérzy rozstali sig z liga trzy lata temu

(lub dawniej); oczywiscie jesli ktokolwiek z nich
zdecyduje si¢ wrécié¢ do naszych matematycznych
tamigtéwek, jego nazwisko automatycznie wréci
na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadanie 408. [P € AABC o $rodku ciezkosci Gj
PD||AG, PE|BG, PF||CG (D, E, F na bokach BC,
CA, AB); Spar +Spep +Spce =?] (WT = 2,30;
LPR = 13). Raczej latwe; prawie wszystkie

przystane rozwigzania zgrabniejsze od firmowego.
Uroda urzeka rozwigzanie W. Bednorza

(starogreckie ,patrz”; rysunek 4): prowadzimy
przez punkt P proste réwnolegte do bokéw AABC
— odcinki PD, PE, PF sa $srodkowymi

w malych tréjkatach podobnych (do ABC), A
wiec S3 = S4, S7 = Sg, S11 = S12; oczywiscie

S1 =82, S5 = Sg, Sg = S10, zatem ostatecznie

(S2 + S3) + (S6 + S7) + (S10 + S11) = §Sanc-

Rys. 4

Zadanie 409.[Szescian K zbudowany z klockéw K1, ..., K2000 0 rozmiarach 2 X 2 X 1 =
istnieje prosta przecinajaca wnetrze K, nieprzecinajaca wnetrza zadnego K;] (WT = 2,13;
LPR = 10). Pisze Bartek Dyda: Mam wrazenie, ze w tresci zadania mial byé jeszcze warunek
réwnoleglosci tej prostej do ktdrejs krawedzi. Wrazenie ze wszech miar stuszne, panie Bartku!
Warunek réwnolegtosci, naturalny i oczywisty, zaréwno dla redaktora ligi, ktéry nie zauwazyt
braku owego warunku, jak réwniez dla wielu rozwiazujacych, ktérzy go ,oczami duszy” ujrzeli
i pod$éwiadomie do zadania dolaczyli. Tak utrudnione zadanie (powtérzmy — zgodne z intencja
redaktora) rozwiazali M. Adamaszek, W. Bednorz, P. Gadzinski, K. Patkowski,

M. Peczarski, P. Walter; metoda jak w rozwigzaniu firmowym.

Jednak zadanie w podanym brzmieniu tresci dopuszczatlo dowolne potozenie prostej.

Skoro tak, to wystarczy ja uko$nie wsunaé¢ miedzy dwa sasiadujace klocki, przecinajac wnetrze
szeScianu K na krétkim odcinku w poblizu ktérej$ krawedzi; takie banalne rozwiazanie
oczywiscie takze otrzymywalo ocene maksymalna.

Zadanie 413. [c > 2b > 4a > 0 = I\ > 0: {Aa}, {\b}, {Ac} € (%, %)] (WT = 2,40; LPR =T).
Autorzy dobrych rozwiagzan: M. Peczarski, P. Walter, T. Wietecha, A. Woryna,

P. Kumor, P. Gadzinski, W. Bednorz; rozwigzania izomorficzne z firmowym lub
bardziej zawite.

Zadanie 416. [Funkcja f: Zi — R spelnia warunki: (zyz = 0= f(z,y,2) =0) oraz

(Pez3, PeZ? (i=1,...,6) - réime punkty, |[PPi| =v2 = f(P) =1+ f(P));
wyznaczy¢ f| (WT = 2,27; LPR = 9). Wszystkie rozwigzania podobne do firmowego:

dowdd, ze istnieje co najwyzej jedna taka funkcja oraz odgadniecie (ewentualnie poparte
jakimi$ motywami heurystycznymi) wzoru f(z,y, z) = 3zyz/(x + y + z). Lech Duraj opatrzyl
to rozwigzanie nastepujaca ciekawa uwaga: z punktu P € Zi rozpoczynamy bladzenie losowe,
w kazdym kroku przemieszczajac sie o odcinek dtugosci v/2; wéwezas f(P) jest wartoscia
oczekiwang czasu dojscia do jednej z ptaszczyzn =0, y =0, 2 = 0.

Zadanie 417. [Maksymalizacja sumy Zle |7 () — i| dla permutacji 7 zbioru {1,2,...,2n};
ile permutacji daje to maksimum?] (WT = 1,42; LPR = 22). Wynik: maksimum= 2n? osiagane
dla (n!)? permutacji — tych, ktére odwzorowuja zbiér {1,...,n} na {n+1,...,2n} i na odwrét.

Zadanie nietrudne, jak wynika z wartosci WT. Aby je wzbogacié¢, M. Peczarski zbadal
analogiczne zagadnienie dla permutacji zbioru {1,2,...,2n+1}, uzyskujac wynik:
maksimum= 2n(n + 1) osiagane dla (2n+1)(n!)? permutacji — tych, ktére spetniaja jeden
z warunkéw (1), (2), (3) (oznaczenia: A ={1,...,n}, m =n+1, B= {n+2,...,2n+1}):
(1) A= B, B> A, m—m;

(2) J3a€ A, be B: A\{a} — B\ {b}, B— A, a— mb;

(3) Ja€e A, beB: A— B, B\{b} - A\{a}, b—>m—a.

Troche szkoda, ze zadanie dotyczylo tylko zbioréw o licznosci parzystej.

Zadanie 421. [A = {1,...,n}; ile jest funkcji f: A — A: f?~2 = const, f"~3 # const ?]
(WT = 2,12; LPR = 11). Ogdlniej, mozna dla kazdego k < n pytaé o liczbe funkcji f: A — A
spelniajacych warunki f* = const, f¥~1 # const. M. Peczarski numerycznie wyznaczy}
owe wartosci dla wszystkich par £k <n <5. A. Woryna wyprowadzil wzér ogdlny w postaci
wielowskaznikowej sumy: rozwazana liczba wynosi n! Z 812853 . 52’11(51!52! s
sumowanie po wszystkich uktadach (s1, s2,...,si) dodatnich liczb catkowitych, ktérych
suma jest réwna n — 1. Ciekawe, czy to sie da ,zwina¢” — moze kto$ z Czytelnikéw potrafi
co$ powiedzieé¢ na ten temat?

Zadanic 422. [an = [[,_, ' sin2~"km; A =lima? " =7] (WT = 1,09; LPR = 19).

Zadanie, jak wida¢, tatwe, ale ciekawe dzieki dos¢ istotnie réznigcym sie sposobom rozwigzania.
B. Dyda, P. Gadzinski, W. Bednorz, P. Sottan zauwazyli, ze liczba In(a2™ ") jest

sumg catkows funkcji f(x) = In(sin 7z) na przedziale (0; 1), odpowiadajaca podziatowi

na 2™ réwnych czesci; w granicy dostajemy prosta do obliczenia catke fol f(x)dx = —1In2;

stad A = % J. Cisto, J. Olszewski, A. Woryna wykazali, ze dla kazdej liczby naturalnej m
zachodzi tozsamosé H:le sin(km/m) = 2'=™m (badajac wielomian 2™ — 1 i jego rozktad

na czynniki liniowe); ta tozsamos$é natychmiast daje wynik A = % Pozostali autorzy przystali
rozwigzania podobne do firmowego.
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Patrz w niebo

Luty

N

IWriellee J/fu'/uu'z

Supernowa to zaawansowana ewolucyjnie masywna gwiazda, ktéra akurat
konczy swéj zywot w wyniku poteznej eksplozji. Przez krotki czas supernowa
Swieci z mocg taka, jaka w przyblizeniu maja tacznie wszystkie normalne
gwiazdy galaktyki. Nic wiec dziwnego, ze swobodnie obserwuje sie supernowe
w odleglych galaktykach, oczywiscie za pomoca teleskopéw. Nie zmienia to
faktu, ze niektore supernowe, wybuchajace w naszej Galaktyce niemal ,tuz—tuz”,
bywaja niewidoczne. Najbardziej znanym przykladem jest supernowa, po ktérej
pozostato$¢ znana jest jako radiozrédto Cassiopeia A. Jej obraz optyczny

to jedynie kilka delikatnych widkien i wigksza liczba niemal punktowych
plamek pokrywajacych obszar o $rednicy 6'. Jej odleglo$é oceniono na 3 kpe,

a na podstawie tempa ekspansji okazalo sie, ze wybuchla gdzie$ miedzy

rokiem 1660 a 1680. W Europie istniaty juz wtedy obserwatoria, tymczasem
zadne kroniki o niej nie donosza. Przypuszcza sie, ze rozszerzaniu si¢ babla
eksplozji towarzyszy powstawanie ogromnych ilosci pytu w stygnacych gazach

i ten wlasnie pyl méglt pochlonaé wigkszo$¢ promieniowania widzialnego,
przetwarzajac je nastepnie na niewidzialna podczerwien.

Kilka lat temu stwierdzono, ze inna niewidoczna supernowa wybuchta jeszcze
blizej. Na poludniowym niebie na granicy Zagli i Rufy znajduja sie trzy
pozostalosci po supernowych zajmujace obszar o rozmiarach rzedu 10°.

Jeden z tych trzech ekspandujacych babli, oznaczony jako RXJ 0852.0-4622,
ma $rednice 2°, jego odleglo$é oceniono na 200 pe, a wiek na 680 lat!

Zatem okoto roku 1320 bardzo blisko wybuchla supernowa, ktérej tez

nikt nie zauwazyl, cho¢ w maksimum blasku powinna by¢ tak jasna jak
Wenus. Oprécz wspomnianej juz mozliwosci produkeji wielkich iloéci pytu,
wysuwane sg tez inne przypuszczenia co do braku jakichkolwiek informacji

o tej supernowej. Narzuca sie przede wszystkim mozliwo$¢, ze w owym czasie
na poludniowej potkuli Ziemi po prostu nie byto nikogo, kto mégltby utrwali¢
takie wydarzenie, tym bardziej jezeli supernowa ta $wiecita w maksimum
blasku na dziennym niebie, albo jezeli akurat zbieglo si¢ to z dtuzszym okresem
niepogody. Krétko méwiac, wychodzi tak czy inaczej na to, ze — paradoksalnie
— wybuch najblizszej w ostatnich kilku tysiacach lat supernowej przeszed?t
niezauwazony!

T.K.

Miedzy dwiema bardzo jasnymi widocznymi teraz na niebie gwiazdami,
Syriuszem a Procjonem, czyli miedzy Wielkim Psem a Malym Psem, lezy

nie zawierajacy jasnych gwiazd Jednorozec. W jego péInocnej czesci znajduje

sie mglawica NGC 2264, znana pod nazwa Konus (czyli po polsku Stozek,
jednak polskiej nazwy jako$ nikt nie uzywa). Przeslania ona gromade gwiazd,
ktérej wiek oceniono na milion lat — jest to wiec jedna z najmlodszych gromad
otwartych. Mglawica wraz z gromada stanowia bowiem obszar, gdzie jedne
gwiazdy dopiero co powstaly, podczas gdy inne jeszcze si¢ tworza — podobnie jak
w mglawicy sasiedniego Oriona. Konus ma rozmiary 1°, lezy w odleglosci 1 kpc,
a jego jasnos¢ wynosi 4,4 mag — mozna wiec dostrzec go przez niewielka lunete.

21 1T Merkury znajdzie si¢ najdalej na zach6d od Slonca (27°) i mozna prébowaé
szuka¢ go na wschodnim niebie. Wenus jest w Wodniku, a wiec zbyt blisko
Stonca, by mozna ja byto dostrzec. Mars jest w Rybach i wieczorem juz
zachodzi. Jowisz znajduje si¢ w BliZnietach i wida¢ go niemal do rana, a Saturn
w Byku, a wiec wida¢ go w pierwszej potowie nocy. Now Ksiezyca wypada 12 II,
a pelnia 27 II. Ksiezyc zakryje Saturna 21 II i Jowisza 23 II, ale z Polski
zobaczymy tylko jego zblizenia do tych planet — pierwsze zakrycie wida¢ bedzie

z Pacyfiku, Stanéw Zjednoczonych i Atlantyku, a drugie z péinocnej Kanady,

po6inocnej Rosji, Grenlandii i Oceanu Arktycznego.
T.K.
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réématiag

n—> OO

Niech (an) bedzie ciagiem okreslonym wzorem a, = [%}
Oto ciekawe wlasnosci tego ciagu.

1. Postugujemy si¢ systemem o podstawie a1 = 10.

2. I'-limatias ukazuje si¢ po raz az = 50.

3. Delta ma numer az = 333.

4. Kwadrat numeru I'-limatiasu jest réwny as = 2500.

5. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba a,

jest zakonczona zerem. Wyjatki: az = 333 i ar = 1428571.
6. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba a, dzieli sie
przez 9 (wyjatki: p = 2,5,7) oraz przez 11 (wyjatki:
p=2,3,5"711).

7. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p dajacej przy
dzieleniu przez 6 reszte 1, liczba a, dzieli sie przez 7,

13 i 37. Wyjatki: liczba ay = 1428571 jest pierwsza, ai3
nie dzieli sie przez 13, as7 nie dzieli sie przez 37.

7. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba ag, dzieli sig
przez a,. Wyjatki: wszystkie liczby pierwsze mniejsze od 50
oprocz 21 5.

8. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba as, dzieli sie
przez a,. Wyjatki: wszystkie liczby pierwsze mniejsze

od 333 oprécz 3.

O ROWNYCH SUMACH DWOCH KWADRATOW

Liczba 50 jest najmniejsza liczba rozktadajaca sie

na sume dwéch kwadratéw liczb catkowitych dodatnich
na dwa sposoby, mamy bowiem 50 = 7% + 1% = 5% + 52,
7 tej okazji zajmiemy si¢ rownymi sumami dwdch
kwadratow.

O rozktadzie liczb na sumy dwéch kwadratéw wiadomo
wlasciwie wszystko.

Niech dana bedzie liczba naturalna n, ktérej rozktad
na czynniki pierwsze wyglada nastepujaco:

. ¢
n=2"py'py ot e gt
gdzie p1,p2,...,pr sa réoznymi liczbami pierwszymi

dajacymi przy dzieleniu przez 4 reszte 1, q1,q2,...,q sa
roznymi liczbami pierwszymi dajacymi przy dzieleniu przez
4 reszte 3, a wszystkie wyktadniki s1, s2,..., sk, t1,t2,..., 8
sa dodatnie. Wéweczas liczba n daje si¢ przedstawié¢ jako
suma kwadratow dwoch liczb catkowitych nieujemnych
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyktadniki ¢1,t2,...,%
sa parzyste. Liczba takich przedstawien jest réwna

(s1+1D)(s2+1)...(sp+1)+1
2

7 powyzszego wzoru wynika, ze istnieja liczby majace
dowolnie wiele rozkladéw na sume dwoch kwadratow.
Najmniejsza liczba, ktéra dopuszcza 2 przedstawienia,
jest 25. Jednakze 25 = 5% + 0% = 4% + 3%, wiec
przedstawienie w postaci sumy dwoch kwadratéow liczb
catkowitych dodatnich jest tylko jedno.
Trzy réwne sumy kwadratéw otrzymujemy po raz pierwszy
dla liczby

325 =5%.13 =18+ 12 = 17> + 6> = 15 + 107,
a cztery dla
1105 =5-13-17 = 33> + 4% =

=322 492 =312 + 122 = 24% 4+ 232 .

Dla liczby 4225 = 52 - 132 mamy 5 rozktadéw, z czego 4
w liczbach dodatnich:

65> + 0% = 63° 4 16 = 60 + 25> = 56° + 33% = 52 + 39° .
Kolejne rekordy liczby rozktadéw bija liczby podane
w tabeli.

5525 = 5% .13 - 17 6
27625 = 5% - 13- 17 8
71825 = 5% . 132 .17 9

138125 = 5% - 13- 17 10
160225 = 52-13-17 - 29 12
801125 = 5%-13-17-29 16
2082925 = 52 .132.17-29 18
4005625 = 5% -13-17-29 20

5928325 = 52 -13-17-29 - 37 24
29641625 = 5% - 13-17-29 - 37 32
77068225 = 5% - 13% .17 - 29 - 37 36

148208125 = 5*.13-17-29 - 37 40
243061325 = 5% - 13-17-29 - 37 - 41 |48

Sto réwnych sum dwoch kwadratéw otrzymujemy
po raz pierwszy dla liczby

53716552825 = 5% - 13% - 177 - 29 - 37 - 41,

ktora ma 108 rozkladéw.

Na przyktadzie tej ostatniej liczby podamy wskazéwke,
jak znajdowaé rozktady liczby na sume dwéch kwadratéw.

Kazdy czynnik pierwszy (postaci 4m + 1) rozktadamy
na sume dwéch kwadratéw (mozna to zrobi¢ w sposob
jednoznaczny), a z rozktadéw tych tworzymy liczby
zespolone. Liczbie p = a? + b2, gdzie dla ustalenia
uwagi a > b, przypisujemy liczbe zespolong z, = a + bi.
W naszym przypadku otrzymujemy:

z5 = 2 +1, 299 = b + 21,
z13 = 3+ 24, za7 = 6 + 1,
zi7 =441, Z41 = D + 44.

Kazdy czynnik pierwszy p w iloczynie

n=>5-5-13-13-17-17-29-37-41
zastepujemy przez z, lub Z,. W ten sposéb mozemy
otrzymaé 216 réznych iloczynéw dajacych 216 réznych
liczb zespolonych o module /7.

Te liczby tacza si¢ w 108 par liczb zespolonych
sprzezonych, a kazda taka para a =+ bi daje rozklad
liczby n na sume dwoch kwadratéw liczb catkowitych,
a mianowicie a® + b2

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Maia delld

Juz po raz trzeci Mala Delta jest duza. Nasza wspélpraca z Internet
Data Systems SA rozwija sie bowiem pomy$lnie. Zapewne wiedza
o tym bywalcy portalu Fduseek, a konkretnie ci, ktérzy pod adresem

http://www.eduseek.ids.pl/delta czytaja internetowa Malg Delte.

To wydanie duzej Malej Delty jest przygotowane pod hastem

jest inaczej, niz nam sie zdaje.

Czy hasto pasuje do zawartosci, kazdy musi juz zdecydowaé sam.

Znajdz btad

Oto dowdd, ze wszystkie tréjkaty sa
réwnoramienne.

Wezmy dowolny trojkat ABC'. Rozpatrzymy dwa
przypadki.

Pierwszy to ten, w ktérym trojkat ABC' jest
réwnoramienny. W tym przypadku teza jest
prawdziwa.

Pozostal do rozpatrzenia drugi przypadek: tréjkat
ABC nie jest réwnoramienny — w tym przypadku
tez udowodnimy, ze jest on réwnoramienny.

B

W szczegdlnosci AB # BC. Wynika stad,

ze dwusieczna kata ABC jest rézna od
symetralnej boku AC'. Poniewaz nie jest tez

do niej réwnolegta (dlaczego?), wiec przecina ja
w pewnym punkcie O. Rzuty punktu O na proste
AB i BC oznaczmy A’ i C'. Zauwazmy teraz, ze
tréjkaty A’OB i C'OB sa przystajace. Istotnie,
poniewaz punkty dwusiecznej sa jednakowo

oddalone od ramion kata, wiec A’O = C'O,;
trojkaty na dodatek sa prostokatne i maja
wspdélng przeciwprostokatna. Odnotujmy, ze

wobec tego AB—C'B.

Z kolei zauwazmy, ze trojkaty A’AO 1 C'CO
sa przystajace. To, ze A’O = C'O i ze tréjkaty sa
prostokatne, dowiedzieliSmy si¢ juz poprzednio,
a ich przeciwprostokatne sa réwne, gdyz
kazdy punkt symetralnej (w szczegdlnosci O)
jest jednakowo oddalony od koncéw odcinka.
Tym razem odnotujmy, ze
A'A=C'C.

I to wlasciwie juz koniec. Mamy bowiem

AB=AB-AA=C'B-C'C=BC.
Rozumowanie biegnie podobnie, gdy O lezy
wewnatrz trojkata ABC. W tym rozumowaniu
blad koniecznie trzeba znalezé, bo przypadek
drugi w dowodzie naszego niecodziennego
twierdzenia to dowdd, ze z prawdziwego
zdania ¢ (w tym przypadku: trojkat nie jest
réwnoramienny) wynika zdanie niep. Takie co$
nazywa si¢ sprzecznoscia i pozwala poprawnie
udowodnié¢ wszystko, co tylko przyjdzie nam
do gltowy, a wiec czyni matematyke kompletnie
nieprzydatna.

RATUJCIE WIEC !

Warto przy tym wiedzieé¢, ze dostrzezenie,

gdzie lezy btad, bylo pierwszym krokiem,

jaki matematycy zrobili w uwspdlczesnianiu
stawnego starozytnego dzieta Euklidesa Elementy.
Dokonat tego Niemiec, Moritz Pasch w 1882 roku.

Ale to juz calkiem inna historia.
M.K.



Rys. 2

90 + 90 < 180

Wiadomo, ze suma katow w trojkacie lezacym

na plaszczyznie jest réwna 180 stopni (albo 7, jesli
mierzymy katy w radianach). Tu przedstawimy
jednak przyklad trojkata, ktory ma dwa katy proste
(i ma trzeci kat o mierze dodatniej!). Jak te rzeczy
pogodzié¢? Pozostawiamy to domyslnoéci Czytelnika.

NarysowaliSmy na plaskiej kartce dwa przecinajace
sie okregi. Teraz z jednego z dwéch punktow
przeciecia (nazwijmy go A i niech drugi z tych
punktéw nazywa si¢ D) prowadzimy proste
przechodzace przez srodki obu okregéw, tak jak

na rysunku 1. Laczymy oba punkty przeciecia
prostej przechodzacej przez srodek danego okregu

z tym okregiem, a wiec punkty K i L (rys. 2),

i otrzymujemy dwa nowe punkty B i C, w ktérych
odcinek K L przecina krotsze tuki taczace punkty
A1 D. Mamy teraz tréjkat ABC. Popatrzmy na kat
ABC'. Jest to kat wpisany w okrag ABL, w ktérym
AL jest érednica, jest to wiec kat prosty. Podobnie
kat AC'B jest katem wpisanym opartym na Srednicy
drugiego okregu, a w takim razie to tez jest kat
prosty. Tréjkat ABC jest wiec obiecanym tréjkatem
o dwdéch katach prostych.

Jak to jest mozliwe? Nie jest mozliwe. Gdzie
tkwi btad? Moze wnikliwy Czytelnik odkryje, co
pozwolito przeprowadzi¢ poprawne rozumowanie,
prowadzace do falszywego wniosku. A gdy juz
to odkryje, to moze stwierdzi, jakie prawdziwe
twierdzenie wynika z powyzszego rozumowania?

W.B.

Gléwne zrodlo energii

Coraz czedciej nasza wiedza sprawdzana jest
za pomocy testow. Oto przyktadowe pytanie
z przykladowymi odpowiedziami:

Jakie jest glowne Zrodlo energii wykorzystywanej
przez czlowieka?

a) paliwa kopalne;

b) energia stoneczna;

c) energia odnawialna;

d) energia jedrowa;

e) energia grawitacyjna;

f) inna odpowied?.

Ktéra odpowiedz jest prawidlowa? Kazda i zadna.
Niemozliwe? A niby dlaczego? Po pierwsze
czltowiek wykorzystuje do swoich celow przede
wszystkim paliwa kopalne (zaznaczamy
odpowied? a), ale paliwa kopalne, takie jak
wegiel, ropa naftowa i gaz ziemny powstaty

ze szczatkow organicznych, ktore kiedys wyrosty

dzieki energii stonecznej (gumkujemy a,
zaznaczamy b). Ale energia stoneczna to przeciez
energia odnawialna, a wykorzystuje sie

jeszcze np. energie geotermiczna, ktora jest
odnawialna, a nie jest stoneczna. Gumkujac b
(zeby zaznaczy¢ c) przypominamy sobie jednak

o energii jadrowej. Bo oprécz elektrowni
jadrowych (wykorzystujacych paliwo kopalne

— uran) jest jeszcze Slonce, ktére jest przeciez
reaktorem termojadrowym. Nie gumkujemy c
(bo nie zdazyliSmy zaznaczy¢), a reka zawisa nam
nad d ..., a moze nad e, bo z kolei zapton reakcji
syntezy wodoru w gwiezdzie jest uzalezniony

od jej poczatkowej energii grawitacyjnej, a i uran
powstal kiedy$ w wybuchu jakiej$ supernowe;j.
Skoro tak, to moze trzeba zaznaczy¢ odpowiedz f,
ale z drugiej (siédme;j?) strony to sugerowaloby,
ze uwazamy pozostale odpowiedzi, za bledne, co
nie jest prawda.



Nie ma co, testy rzeczywiscie Swietnie sprawdzaja
nasza wiedze.

Po takiej rozgrzewce latwiej bedzie odpowiedzie¢
na pytanie internautki:

W jaki sposob korzystamy z energii stonecznej?

Zasadniczo sa trzy sposoby:

1) zamiana na energie elektryczna;
2) magazynowanie w postaci ciepla;
3) przemiana w energie chemiczna.

Czesto tylko pierwszy z nich, i to ograniczony
do wykorzystywania ,fotoogniwa”, jest kojarzony
z energia stoneczna.

Fotoogniwo to element poélprzewodnikowy,

w ktérym absorpcja swiatta powoduje
powstawanie par elektron-dziura, ktore
dyfundujac w przeciwne strony, wytwarzaja
réznice potencjaléow. Inaczej mowiac, oSwietlanie
takiego ogniwa powoduje, ze staje si¢ ono
zrédltem pradu. Wada tego typu urzadzenia

jest jego mata moc. Z tego wzgledu jest to
zrédlo pradu wymagajace znacznej inwestycji
(jezeli potrzebna jest do$é¢ duza moc), ale za to
ma bardzo male koszty eksploatacji. Dlatego
wykorzystuje sie je gléwnie tam, gdzie nie
potrzeba duzych mocy (np. kalkulatory,

zegarki itp.), a takze w miejscach, do ktérych
doprowadzanie energii elektrycznej jest
nieoptacalne (np. wy$wietlacze na autostradach)
oraz tam, gdzie jest stale duze nastonecznienie
(sztuczne satelity Ziemi).

Drugi sposéb wykorzystuje sama natura.
Temperatura na powierzchni Ziemi jest zwiazana
gléwnie z magazynowaniem energii stoneczne;j.
Czlowiek nauczyl sie naturze pomagaé, np.
budujac szklarnie. Oprécz tego energie stoneczna
mozna magazynowaé¢ w celu ogrzewania domow
albo uzyskiwania cieplej wody uzytkowe;j.
Najprostszym ,,urzadzeniem” tego typu jest
czarny waz roztozony na dachu lub czarna torba
z woda (w sklepach ogrodniczo-przemystowych
bywaja takie torby-prysznice o pojemnosci kilku
litréw). Innag mozliwoscia jest podgrzewanie wody
w celu produkeji pradu elektrycznego. Uzywa sie
pomystu przypisywanego Archimedesowi,

a polegajacego na budowie ,amfiteatru” z luster,
ktore odbijaja Swiatto kierujac je na jeden
zbiornik z woda, o konstrukcji podobnej do wiezy
cisnien. Archimedes, jak glosi legenda, uzywat

luster nie do podgrzewania wody, tylko do
zapalania okretéw nieprzyjaciela (zamiast

luster uzywal tarcz odpowiednio ustawionych
zolnierzy). Czy bylo tak naprawde? Nie wiadomo,
ale sprawdzono, ze w ten sposob rzeczywiscie
mozna zapali¢ drewniany okret znajdujacy sie
kilkadziesiat metrow od brzegu.

Trzeci sposéb réwniez jest wykorzystywany
przez nature. Czlowiek na razie nie umie

go opanowad, co nie znaczy, ze intensywnie

tego sposobu nie wykorzystuje. Wiecej nawet

— bez niego nie mogtby zy¢. Chodzi oczywiscie

o fotosynteze, czyli synteze cukrow z wody,
dwutlenku wegla i fotonéw promieniowania
stonecznego z uwalnianiem tlenu. Proces ten lezy
u podstaw lancucha pokarmowego, na ktérego
wierzchotku znajdujemy si¢ miedzy innymi my.

Ze wstepu wiemy, ze praktycznie wszystkie
rodzaje paliwa, ktérych uzywamy (wegiel,

gaz, ropa naftowa, drewno itp.), powstaty

w wyniku procesu fotosyntezy (co do gazu

i ropy naftowej sa pewne watpliwosci, nie jest
bowiem wykluczone, ze czes¢ powstata w wyniku
proceséw geologicznych, ktére nie mialty nigdy
nic wspolnego ze szczatkami organicznymi

— nie zostalo to jeszcze rozstrzygniete).

Mozna tez wykorzystywaé stome do opalania
specjalnych piecow, a przetworzony olej jadalny
do napedzania silnikow.

Jak wida¢, nasze zycie opiera si¢

na wykorzystywaniu energii stonecznej. Réwniez
wiatraki i mtyny dziataja dzieki Stoncu
(dlaczego?). W wielu przypadkach mozna by
jednak lepiej wykorzystywaé tzw. odnawialne
zrodla energii, takie jak promieniowanie
stoneczne, woda czy wiatr, ktére, prawie bez
wyjatku (takim wyjatkiem jest np. energia
plywéw — dlaczego?), napedzane sa przez energie
naszej gwiazdy.

Warto jednak zdaé sobie sprawe z tego,

ze nie sposéb polega¢ na bezposrednim
wykorzystywaniu strumienia Swiatta slonecznego
wszedzie tam, gdzie potrzebna jest duza

moc. Nie mozna np. zbudowaé¢ samolotu
pasazerskiego na Swiatto stoneczne. Po prostu
moc promieniowania padajacego na samolot

jest zbyt mata. Choé¢ samoloty wykorzystuja
(zmagazynowana) energie stoneczna, to jako$ nikt

nie chce ich nazywaé ,stonecznymi”.
pP.Z



Jak zrobi¢ siatke, a jak niesiatke

W poprzednich duzych Matych Deltach w numerze 5 i 8 z ubieglego roku
poznales, Szanowny Czytelniku, dwdch miodych uczonych (kazdy, kto jest
w szkole, jest uczony — z réznym, oczywiscie, skutkiem), mianowicie
Opaka i Gladkiego. Teraz tez bedziemy ich podgledac, z tym Ze dobrze
bytoby, abys, Szanowny Czytelniku, zechcial sam przeprowadzal te,

co 1 ont, eksperymenty. Dopiero wtedy naprawde zrozumiesz ich klopoty.

Opak pokazatl Gtadkiemu porzadnie wykonany

rysunek, na ktérym z rogéw kwadratu o boku

8 cm zakreslone byly okregi o promieniach,

kolejno 10 cm, 8 cm, 11 cm i 9 cm. Punkty

przeciecia kolejnych okregdéw zostaly polaczone 10 8

z wierzchotkami kwadratu. Nic nadzwyczajnego.

Nadzwyczajne bylo to, ze zapytal: 8

— Co to jest?

— Rysunek — w pierwszej chwili chcial

10

odpowiedzie¢ Gladki, ale darowal sobie ten ghupi 11

dowcip 1 powiedzial:

— Siatka ostrostupa czworokatnego o podstawie

kwadratowej.

— Wszyscy bezmyslni gapie tak by tez powiedzieli 9 11
— pokiwal gtowa Opak. — Otdz to wcale nie jest
niczego siatka, a to z tego blahego powodu, ze nie

da sie¢ skleié¢.

— Zawsze moge przeciez wyciaé jeszcze skrzydetka
do posmarowania klejem — bronit si¢ Gladki.

wierzchotek

— Ciekawe, czym nalezaloby posmarowaé tobie skrzydetka, aby$ stal sie
bardziej lotny — zaciekawil sie Opak. — Skopiuj sobie ten rysunek na
kartoniku, wytnij, i sam zobaczysz, ze zadne skrzydetka nie pomoga.

Na rysunku wszystkie odcinki sq cztery razy krotsze niz napisalismy. Jesli
cheesz, Szanowny Czytelniku, wycigé rysunek z kartonu — zréb wymiary
jak w tekscie, jesli z cienkiego papieru — dwa razy mniejsze; takich jak tu
raczej nie warto robié: bedg za mate, aby dobrze bylo widac efekt.

Gladki taki byl pewny swego, ze przezwyciezyl typowe dla wybitnych
teoretykéw lenistwo i faktycznie wykonal model. Ku jego zdumieniu niby
wszystko byto dobrze, bo sasiednie krawedzie byty tej samej dlugosci,
jednak $ciany skleja¢ dawaly sie tylko parami. Zadne trzy, nie méwiac juz
o czterech, nie chcialy sie sklei¢. I to faktycznie byto ciekawel!

— A ty wiesz, dlaczego tak jest? — zapytal Opaka.

— Oczywiscie, to prosty fakt przyrodniczy — odpart Opak.

— Przyrodniczy? Chciates powiedzie¢, ze matematyczny?

— Mam zwyczaj méwié to, co chce powiedzie¢. Fakt, ze zyjemy

w przestrzeni trojwymiarowej, to chyba fakt przyrodniczy.

— A co do tego ma to, w jakiej przestrzeni zyjemy? — zdziwit si¢ Gladki.
— A no popatrz. Gdy skleisz dwie $ciany boczne twojego kandydata na
ostrostup, to juz jednoznacznie wyznaczylte$ wierzcholek ostrostupa, czyli
punkt w przestrzeni. A punkt w przestrzeni wyznaczaja trzy liczby.

— No tak, wysokos¢, szerokosc¢ i gtebokosé.

— No widzisz. A dla narysowania dwoch Scian tez potrzebowales

trzech liczb.

— Faktycznie, trzech promieni okregow.
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czwarta krawedz
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— No widzisz. Trzy stopnie swobody wykorzystates, biorac jakies tam
promienie tych okregéw. Zatem promien czwartego okregu jest juz przez
nie wyznaczony.

— I trafi¢ przypadkiem na wlasciwy czwarty promien raczej sie

nie uda. — Gladki zrozumial, o co chodzi, i byl z tego powodu niezmiernie
zadowolony. — Wobec tego mozna trzy promienie wybraé¢ dowolnie,

a czwarty obliczy¢!

— No, chyba tak catkiem dowolnie to nie mozna. — Opak miat jednak
praktyczne spojrzenie na rzeczywistosé. — Moga sie, na przyklad, okazaé
za krétkie.

— No, ale jezeli te dwie $ciany sa juz dobre...— niecierpliwit si¢ Gtadki.

— No to oblicz — zdenerwowat si¢ Opak.

Gtladki zamysélit sie gleboko, potem jeszcze glebiej i w koncu zrezygnowal.
— No dobrze, nie umiem obliczy¢. Ale przeciez ten czwarty promien jest
Wyznaczony.

A czy Ty, Szanowny Czytelniku, umialbys to obliczyé?

— Sam widzisz, ze rachunki sa absolutnie niepraktyczne. Lepiej zrobi¢ to

na oko, albo nitka, albo odmierzy¢ linijka.

— Chyba zartujesz? W matematyce na oko? — Gladkiego wprost zatkato.

— A czemu nie? — upieral si¢ Opak. — Jak ztozysz dwie $ciany i starannie

zmierzysz brakujaca krawedz, to na pewno bedzie pasowala.

— Ale przeciez nie idzie o takie pasowanie, zeby nie byto widaé

niedoktadnosci, tylko o pasowanie matematyczne.

— Jakie tam matematyczne pasowanie? Przeciez i tak w koncu wycinasz

nozyczkami wcale nie matematycznie, tylko mniej wiecej.

— Ale to, co wycinam, powinno by¢ dane z matematyczna $cistoscia,

a takiej mierzeniem brakujacej krawedzi osiagnac sie nie da.

Opak byt juz znudzony taka bezproduktywna dyskusja. — I po co takie

gadanie, kiedy nie umiesz tego obliczy¢?

— Nie umiem obliczy¢, ale wlasnie wymyslitem, jak to narysowac.
Popatrz: gdy narysuje wysokosci Scian, to ich
przedtuzenia przetna sie w punkcie, ktory jest
rzutem wierzchotka na podstawe.

— Ale dlaczego? — zdumial sie Opak.
8 — Nie przeszkadzaj — Gladki byt w natchnieniu.
— Te linie, jeszcze dalej przediuzone, beda
8 wysokosciami pozostalych dwu $écian.

— Dlaczego? — Opak byl coraz bardziej
8 natarczywy.

— Wiec przecinajac je z okregami, otrzymam
trzecie wierzcholki pozostalych dwu Scian —

Gladki ciagnat jak w transie. — Ale dlaczego

2 wtedy okaze sig, ze w obu tych Scianach
otrzymam te sama krawedz? — zatrzymat sie
nagle. — Dlaczego to si¢ wtedy musi skleié¢?
— No wlasnie, dlaczego? — Opak ucieszyl sie, ze
wreszcie obaj maja watpliwosci.

Szanowny Czytelniku, zostawiajgc teraz naszych
przyjaciol, nie dowiemy sie, jak poradzili sobie
z tymi wszystkimi dlaczego. Ale mozesz przeciez
sam sprobowaé znaleZé odpowiedZ na te pytania.
Co bardzo polecam. Tym bardziej Ze wyjasnienie
kazdego dlaczego istnieje i, jak sqdze, da sie
znalezé.

Rzeczywiscie, metoda na narysowanie siatki
ostrostupa o podstawie kwadratowej jest taka:
obieramy punkt na podstawie, rysujemy dwie
proste prostopadte do bokow podstawy, na
jednej z nich obieramy dowolny punkt i dalej
cyrklem przenosimy go na kolejne proste.

M.K.



Jak kreci sie dowolny kamien?

Co to znaczy dowolny? Tak jak ,dowolny
tréjkat” to ani prostokatny, ani réwnoboczny,
ani réwnoramienny, tak ,dowolny kamien”
powinien by¢ jak najmniej symetryczny.

Ale dlaczego mialby sie kreci¢? No przeciez nie
sam 7 siebie. Trzeba nim zakreci¢ na gtadkim
stole, np. przykrytym szyba. Wezmy podtuznego
okraglaka i to takiego, co dobrze si¢ kreci

(na ortodoksyjnej dowolnosci nam nie zalezy).
Okaze sie, ze taki dowolny kamien
kreci sie dziwnie, cho¢ nie zawsze

tatwo to dostrzec. W jedna strone
bedzie krecit sie¢ normalnie, a w druga
troche sie pokreci i drgnie, jakby chcial
sie odkrecié, albo nawet zacznie si¢
odkrecad. Zeby to lepiej zaobserwowac,
lepiej jest uzy¢ ,sztucznych kamieni”.
Potrzebne sa plastikowe tyzeczki do
zupy i plastelina. Od tyzeczki odcinamy
raczke i przyklejamy do brzegu
miseczki dwa kawaltki plasteliny

w dowolny sposob, tzn. tak, jak na
rysunku 1. Linia wyznaczona przez
plasteling powinna byé¢ odchylona

o pewien kat od osi symetrii miseczki.
Yyzeczka z rysunku zakrecona w prawo
bedzie kreci¢ sie ,normalnie”. Zakrecona w lewo
najpierw zamieni energie ruchu obrotowego

w bujanie, a nastepnie zacznie kreci¢ sie w prawo.
7 samego rozbujania tez, oczywiscie, bedzie kreci¢
sie w prawo.

Rys. 1. Kamien-tyzeczka.

Rys. 2. Kamien rekordzista:
ze skorupki od jajka, patyczka
i plasteliny.

Dlaczego tak si¢ dzieje? Pelng teori¢ mamy

w archiwum Delty. Wynika z niej, ze jezeli tylko

powierzchnia styku wyrdznia pewien kierunek,

ktory nie pokrywa sie z osia wyrdzniona przez

rozktad masy, to taki ,dowolny kamien” wtasnie

tak chce sie kreci¢. Zeby to bylo dobrze widaé,

tzn. zeby taki kamien wykonal kilka obrotow

w przeciwna strone, trzeba odpowiednio dobraé

parametry. Kat miedzy wyraznie wyréznionymi
J osiami powinien by¢ stosunkowo maty:.

Takie kamienie znane sg pod nazwa
kamient celtyckich, bo wlasnie takie
zachowanie kamiennych pamiatek po
starozytnych Celtach zostato kiedys$
przez przypadek zaobserwowane

przez archeologéw. Choé¢ sprawiaja
wrazenie magicznych (i pewnie

takie wlasnoéci tym kamieniom
przypisywali Celtowie), to lyzeczkowe
modele pokazuja, ze chodzi tu

tylko o widowiskowe wzmocnienie
naturalnych sklonnoéci ,dowolnych
kamieni”. Rysunek modelu rekordzisty
przedstawiony jest na rysunku 2. Taki
ykamien” przystal zwyciezca
ogloszonego kiedy$ przez Delte konkursu
na najlepszy kamien celtycki. Zrobienie go
wymaga odrobiny cierpliwosci w podazaniu
Sciezka prob i bledow.

P.Z.

Tornado w szklance herbaty

Dlaczego, gdy zamieszamy herbate tyzeczka, to
nierozpuszczony cukier usypuje gorke na srodku?

Mieszanie herbaty powoduje powstanie wiru.
Tam, gdzie predkosé¢ liniowa jest duza, czyli po
bokach, krysztatki cukru rozrzucane sa po ,catej
wysokoéci” szklanki. Opadajg tam, gdzie jest
mata, czyli w srodku wiru. Gorka cukru usypuje
sie tam, gdzie wir dotyka dna (nie zawsze jest to
srodek dna szklanki). Jezeli przestaniemy mieszac,
to gorka wychwytuje pltywajace krysztatki
trafiajace w jej poblize (jak nie trafia, to ptywaja
dalej).

Czy to ma co$ wspodlnego z traba powietrzna?
Wydaje sig, ze tornado zachowuje sie doktadnie
odwrotnie. W Polsce (na szczescie) jest to

dosé rzadkie zjawisko, wiec malto kto widzial je
na witasne oczy. Tym bardziej ze nie kazda traba
(trabka) dociera do ziemi. W miare czesto mozna
zauwazy¢ spuszczajaca sie z ciemnej chmury
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y,macke” o ksztalcie cienkiego lejka, ktéra

jest wlasnie wezesnym stadium traby, rzadko
rozwijajacym sie w niszczycielska postaé
dojrzala. Stosunkowo tatwo natomiast trafi¢

na traby powietrzne w dokumentalnych filmach
o katastrofach naturalnych. Siggajacy chmur shup
,wszystkiego, co normalnie trzyma sie ziemi”,
przesuwa sig, porywajac wszystko, co napotka.
Widzimy jednak tylko zewnetrzna warstwe traby,
ktora zastania wnetrze. W samym srodku panuje
bardzo niskie ci$nienie (wlasnie ono powoduje
Sciaganie macki z chmury). To, co dostanie si¢
do samego serca traby, opada. Tornado jednak
przesuwa sig, wiec to, co zacznie opadad, znajdzie
sie ponownie w obszarze bardzo duzych predkosci
i zostanie ponownie porwane.

Wynika stad w kazdym razie, ze aby szybko
rozpusci¢ cukier w herbacie, nalezy krazy¢

tyzeczk kl .
yzeczka po szklance Pz
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To ma wyj$¢ — wysokosci sa dane.

To jest trojkat z wysokosci — jego
wysokosci sg proporcjonalne do bokéw
szukanego tréjkata.

c

Wystarczy wlasciwie przedtuzy¢ tylko
jedna wysokos$¢ — wychodzi co trzeba.

A to jest przyklad, ze zadanie 2°
pozostalo nadal nierozwigzane.

Proste, oszukane, niemozliwe
Przymierzmy si¢ do trzech zadan konstrukcyjnych:
Skonstruowad trojkat, gdy dane sq¢ dlugosci jego

1° bokéw,

2° wysokosci,

3° dwusiecznych.

Pierwsza trudnos$é to pytanie, co to jest dtugosé dwusieczne;j.

Ale te trudnoéé tatwo pokonaé. Umébwmy sie, ze w tréjkacie dtugosé
dwusiecznej (kata wewnetrznego) to dtugosé odcinka tej dwusiecznej,
mieszczacego sie wewnatrz tego trojkata. Mozemy wiec zabraé sie

za konstrukcje.

Konstrukcja 1° jest tak prosta, ze az wstyd ja tu przytaczac.

Dla konstrukeji 2° proponuje nastepujace rozwiazanie. Jesli wysokosé
opuszczona na bok a jest oznaczona przez h, itd., to wéwczas mamy

1 1 1
§aha = Ebhb = §Chc = P,
gdzie P to pole tego trojkata. Mozna to inaczej zapisac¢ tak
2P 2P 2P 1 1 1
a.b.c-h—a.h—b.h—c, albo a.b.c—h—a.h—b.h—c.

StwierdziliSmy, ze stosunek bokdéw jest rowny stosunkowi odwrotnosci
odpowiednich wysokosci. Zauwazmy jednak, ze mozna to réwniez zapisac
W ten sposob
1 1 1
hg :hy:he==:=:=.
a b c
Trzymajac sie poprzedniej interpretacji, moglibysSmy stwierdzié, ze
wysokodci tréjkata, zbudowanego z wysokosci trojkata danego na
poczatku, sg wprost proporcjonalne do bokéw wyjsciowego trojkata.

Pozwala to zaproponowaé nastepujaca konstrukcje:

konstruujemy trojkat o bokach he, hy i he, nastepnie z jego wysokosci
konstruujemy trojkqt, ktory bedzie mial boki proporcjonalne do bokdow
poszukiwanego trojkqta, czyli bedzie do niego podobny; wystarczy teraz
odpowiednio skrocié (wzglednie przediuzycé) jego wysokosci, aby otrzymad
poszukiwany trojkaqt.

Rysunki na marginesie pokazuja, jak sie to robi. I co Panstwo na to?
Nie wiem.

Wiem natomiast, jaka bylaby opinia Jozefa Szwejka (ktérego przygody
sa, by¢ moze, Panstwu znane). Powiedzialby on, ze pomyst jest dobry,
ale ghupi. Najnizszy bowiem rysunek na marginesie pokazuje tréjkat,

z ktorego wysokosci trojkata zbudowaé sie nie da. Czyli podana
konstrukcja udaje sie tylko wtedy, gdy okolicznosci sa sprzyjajace.

Natomiast mozna poda¢ konstrukcje trojkata o danych wysokosciach
sprawdzajaca sie zawsze, gdy tylko taki tréjkat istnieje. Pozwole sobie
pozostawi¢ znalezienie jej Panstwu na dlugie zimowe wieczory.

Gorzej jest z konstrukcja 3°. Ta w sprzyjajacych warunkach daje sie
wykonaé, natomiast nie istnieje metoda, ktéra pozwolitaby ja wykonaé
zawsze wtedy, gdy odpowiedni trojkat istnieje. Na przyktad nie mozna
cyrklem i linijka skonstruowaé trdjkata, w ktérym jedna z dwusiecznych
ma dtugosé 2 cm, a pozostate dwie po 1 cm, cho¢ tréjkat taki istnieje.
Ale udowodnienie tego to juz zupelnie inna historia.

M.K.
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Dlaczego lustro ,zamienia” prawg strone z lewa, a nie gbére z dolem?

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

W trakcie przygotowywania koncowej
wersji tego tekstu okazalo si¢, ze Nagroda
Nobla z chemii za rok 2001 zostala
przyznana za prace nad katalityczng
syntezg zwigzkéw chemicznych

o okreslonej chiralnoéci. Poniewaz zycie
na Ziemi jest oparte na chiralnych
czgsteczkach, to nagrodzone prace
pozwolily na produkcje wielu bardzo
potrzebnych lekéw. ,,Odbity w lustrze”
zyciodajny zwigzek moze by¢ trucizng.
Czasami jednak skutki zmiany skretnosci
nie sg az tak grozne. Np. lustrzanym
odpowiednikiem zapachu cytrynowego
jest... zapach pomaranczowy.

Chyba kazdy kiedy$ postawil sobie takie pytanie. Nurtuje ono réwniez
naszych Czytelnikéw, wiec choé¢ w Delcie juz pieé razy podejmowalismy
ten temat (w numerach 6/1977, 6/1979, 10/1987, 7/1993, 8/1995),

to przeciez czytaja nas kolejne pokolenia (a przynajmniej ich
przedstawiciele).

Wigkszo$é¢ dochodzi do wniosku, ze cho¢ lustro moze i ,zachowuje

sie” troche dziwnie, to problem jest wydumany. I w pewnym sensie
maja racje, bo nam sie tylko wydaje, ze lustro zachowuje si¢ tak jak
w tytule!

Najtrudniej to wyttumaczy¢é matematykom, fizykom. Oni po prostu
wiedza, ze odbicie lustrzane ma przeciwna skretnosé (matematycy
powiedza: orientacje) i uwazaja sprawe za zamknieta.

Skretno$é¢ zmienia sie wtedy, gdy ,lewe przechodzi na prawe” albo ,géra
na dét”, albo ,przdd na tyl” (w ogdlnosci po wykonaniu nieparzystej
liczby takich pojedynczych zamian).

Nie kazdy przedmiot jest jednak chiralny, czyli nie kazdy, po zamianie
skretnosci, bedzie sie réznit od pierwowzoru. Przedmiot jest chiralny,
jezeli nie daje sie jego obrazu, otrzymanego przez operacje zmiany
skretnosci, na niego ,z powrotem natozy¢”.

Taki chiralny przedmiot (tréjkoreczek) jest przedstawiony na rysunku 1.
Ma on wyrodznione trzy kierunki za pomoca oliwki, ogoérka i zéttego

sera. Zrébmy drugi koreczek, ale taki, jak odbicie pierwszego w lustrze
(rys. 2). Widaé, ze obie oliwki i oba ogérki wskazuja w te sama strone,
ale sery nie: jeden sterczy w przdd, a drugi w tyl. Jezeli obrécimy jeden
z koreczkow tak, aby sery i ogorki pokryty sie, to oliwki beda pokazywaé
jedna w gore, a druga w dét (rys. 3), a jak uzgodnimy sery i oliwki,

to ogorki wskaza jeden w lewo, a drugi w prawo (rys. 4).

Dlaczego wiec najczesciej wydaje nam sie, ze tylko ,lewe zamienia sie
na prawe” przy odbiciu zwierciadlanym?

Po prostu najczesciej ogladamy w lustrze siebie, a poniewaz mamy

jedna glowe i zyjemy w prawie jednorodnym polu grawitacyjnym
wyznaczajacym kierunek i zwrot géora—dol, to probujac ustali¢, gdzie jest
strona lewa, a gdzie prawa, uzywamy reguly — lewa strona jest od gory
(albo od glowy) na lewo, a nie — gora (glowa) jest na prawo od lewej
strony.

Zobaczmy, ze przestaje to by¢ jednoznaczne, jezeli ,wylaczymy”
grawitacje. Popatrzmy na rysunek 5, na ktérym w lustrze przeglada
sie para kosmonautow. Jezeli ona uwaza, ze jej odbicie w lustrze ma
zamienione miejscami rece, to musi zgodzi¢ sie, ze jego odbicie ma
zamieniona miejscami glowe z nogami. (Oboje moga zgodnie przyjac,
ze ich odbicia sa ,,przenicowane” przéd—tyt).

Podsumowujac, lustro rzeczywiscie tylko zmienia skretnos$é, a to,

ze odczuwamy to najczesciej jako ,zamiane lewego z prawym”, jest tylko
kwestia umowy, a ze tak jest najwygodniej, to wszyscy (sami ze swoja
swiadomoscia) umawiaja sie tak samo.

P.Z.
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