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Rozwigzanie zadania F 563.
Rozpatrzmy plaszczyzne z tzw.
szachowym uporzadkowaniem jonéw.
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4mega?
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Kres epopei Mira Krzysztof ZIOLKOWSKI

Niejednemu astronaucie zakrecilta sie pewnie lza w oku, gdy 23 marca 2001 roku
szczatki stacji kosmicznej Mir wpadly do Pacyfiku, konczac w ten sposdb
pietnastoletni okres funkcjonowania na orbicie okoloziemskiej obiektu, ktory

byl miejscem wielkiej przygody i cigzkiej pracy 105 oséb. Tylu bowiem ludzi,
roznych plci i narodowosci, przebywalo na pokladzie Mira, do$wiadczajac
wszystkich blaskéw i cieni zwiazanych z obecnoscia czlowieka w przestrzeni
kosmicznej. Wprawdzie 40 lat po locie Gagarina wyprawy w Kosmos staly sie
juz niemal codziennoscia, to jednak nie nalezy zapominaé, ze rutyna dzisiejszych
dzialan jest w niemalym stopniu wynikiem sprawnosci i umiejetnosci nabytych
dzieki stacji orbitalnej Mir. Dotyczy to, oczywiscie, nie tylko bezposrednich
lokatoréw Mira, ale takze, a moze nawet przede wszystkim, calej ogromnej
infrastruktury naukowej, technicznej, przemyslowej i organizacyjnej, ktéra
umozliwila realizacje i powodzenie tego przedsiewziecia.

Mir byl pierwsza duza, wielomodulowa stacja kosmiczng na orbicie
okotoziemskiej. Koncepcja utworzenia sztucznego satelity Ziemi, spetniajacego
role permanentnie dzialajacego laboratorium, w ktérym mogliby pracowac
ludzie, wykrystalizowalta si¢ w latach siedemdziesiatych, stanowiac — jak to
wyraznie widaé¢ z obecnej perspektywy — kontynuacje rywalizacji éwczesnych
poteg kosmicznych. Rosjanie, ktérym nie udato sie wystanie czlowieka na
Ksiezyc, usitowali bagatelizowa¢ spektakularny wyczyn Amerykanéw z konca lat
szes¢dziesiatych, starajac sie wykaza¢ potrzebe koncentracji dzialan zwiazanych
z eksploracja przestrzeni kosmicznej przede wszystkim na tworzeniu warunkéw
do zdalnego badania Ziemi oraz naukowego i utylitarnego spozytkowania

jej najblizszego otoczenia. Od 1971 roku zaczeli umieszcza¢ w przestrzeni
kosmicznej obiekty o nazwie Salut, bedace poniekad prototypami Mira. Poczatki
byly trudne, nie wszystko si¢ udawalo, nawet gineli ludzie.

Szczegdlnie owocnym okazal sie piecioletni lot wokoél Ziemi stacji kosmicznej
Salut 6 dzialajacej w latach 1977-1982. Na jej pokladzie przebywalo ogdtem
27 kosmonautéw (w tym sze$ciu dwukrotnie), ktérzy — oprécz zadan
technicznych — wykonywali rézne eksperymenty naukowe. Przykladem moga by¢
dokonania polskiego uczestnika tego programu, Mirostawa Hermaszewskiego,
ktéry na przelomie czerwca i lipca 1978 roku spedzit kilka dni na stacji

Salut 6. Wprawdzie jego lot zostal naduzyty propagandowo, ale nie mozna
zapominaé, ze umozliwit polskim naukowcom wykonanie kilku ciekawych prac.
Najwartosciowsza byto zbadanie, jak w warunkach mikrograwitacji przebiega
proces krystalizacji z fazy cieklej pewnego typu polprzewodnikéw (na Ziemi
konwekcja wynikajaca z istnienia grawitacji utrudnia otrzymanie jednorodnych
stopow takich pélprzewodnikow, a ich jakosé i wlasnoéci fizyczne zaleza
wlasnie od jednorodnosci materiatu). Interesujace wyniki przyniosty réwniez
eksperymenty medyczne, ktorym poddany zostal polski astronauta.
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Rozwigzanie zadania F 564.

Zadanie rozwigzemy w wirujgcym

ukladzie odniesienia. Wydzielmy myslowo

fragment kota zamachowego widziany
ze $rodka pod niewielkim katem a.

Na ten kawalek metalu dziala odsrodkowa

sila bezwladnosci i dwie sity sprezystodci.
Te trzy sily spelniaja nastepujacy
warunek réwnowagi F, = T'a.

T
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T

Tutaj T = oS, gdzie S jest przekrojem
poprzecznym kola, a ¢ — napre¢zeniem.
Objetosé wyodrebnionego fragmentu
wynosi V = 1S = aSRg,, gdzie

Ry = %(R + r) oznacza $redni promien

obwodu kota zamachowego. Sita
odsrodkowa bezwtadnosci wynosi

F, = mszé,. = szérpV = apSszgr,

gdzie p jest gestoscia metalu.
Po podstawieniu do warunku réwnowagi
otrzymujemy zaleznos$é¢ naprezenia

w metalu od predkosci obrotéw:

2 52
o= pw” Ry,

Rozerwanie kola nastapi wtedy, gdy

naprezenie osiggnie warto$¢ naprezenia
rozrywajacego, czyli dla

Wrozryw =

2
R+

IM . 7500 obr/min.
V »

Amerykanie takze podjeli wyzwanie utworzenia stacji kosmicznej. Wykorzystujac
elementy pozostale po przerwanym w 1972 roku programie ksiezycowym Apollo,
juz w nastepnym roku uruchomili stacje Skylab, w ktorej trzykrotnie przebywaly
trzyosobowe zalogi. Ich praca zaowocowala wieloma warto$ciowymi wynikami

w réznych dziedzinach; dla przykladu warto wspomnie¢ glosna w 1973 roku
komete Kohoutka, ktéra zastynela niespelnieniem przewidywan jej duzej jasnosci
na niebie. Wiarygodne wytlumaczenie dziwnego zachowania sie tej komety stato
sie mozliwe dzigki wszechstronnym jej obserwacjom nie tylko z powierzchni
Ziemi, ale takze z pokladu Skylaba (byly to jedne z pierwszych obserwacji komet
spoza atmosfery ziemskiej, ktore znaczaco wzbogacity wiedze o tych ciagle
tajemniczych cialach niebieskich).

Kres istnienia zaréwno Skylaba, jak i konczacego seri¢ Saluta 7, byt identyczny.
Kilka lat po zaprzestaniu ich wykorzystywania jako laboratoriéw orbitalnych
oba obiekty wymknety sie spod kontroli stuzb naziemnych. Stopniowo
przyblizajac sie do powierzchni Ziemi — podobnie jak wiele innych sztucznych
satelitow — ulegly spaleniu w gérnych warstwach jej atmosfery. Ale ze wzgledu
na stosunkowo duze rozmiary i masy nie zostaly zniszczone catkowicie

i pozostatosci po nich spadly na Ziemi¢ w miejscach i momentach, ktérych
jednak nie dalo sie dokladnie przewidzie¢. Skylab, ktérego masa siegata 75 ton,
wtargnal do atmosfery 11 lipca 1979 roku nad Oceanem Indyjskim, a jego
resztki znaleziono na wybrzezu Australii. Salut 7 o masie okoto 40 ton zakonczyl
swoj zywot 6 lutego 1991 roku; przypuszcza sie, ze co najmniej trzy jego
fragmenty metrowych rozmiaréw runely na terytorium Argentyny, ale slad

po nich zaginal.

Pamiec¢ o tych wydarzeniach spotegowata obawy zwiazane z projektami
zakonczenia lotu Mira. Ta stacja kosmiczna byta znacznie wieksza od swych
poprzedniczek (osiagnela mase niemal 140 ton), a wiec nic dziwnego, ze
mozliwo$¢ niekontrolowanego spadku na Ziemie pozostalosci takiego kolosa
budzita uzasadniony niepokéj. Podjecie decyzji o zniszczeniu Mira nie bylo
tatwe, tym bardziej ze w Swiadomo$ci wielu mieszkancéw dawnego Zwiazku
Radzieckiego wydawal sie on by¢ bodaj ostatnim juz symbolem mocarstwowosci
i potegi ich kraju. Jednak liczne protesty, a takze préby ratowania wystuzonej

i coraz bardziej niszczejacej stacji kosmicznej na nic sie zdaly w sytuacji
kompletnego braku funduszy na jej remont oraz dalsza eksploatacje. Zwyciezyt
zdrowy rozsadek, zrozumienie utudy $wietnosci minionych czaséw i pragmatyzm
w usilowaniach niedopuszczenia do zmarnowania ogromnego przeciez potencjatu
intelektualnego i zaplecza technicznego w dziedzinie badan i wykorzystania
przestrzeni kosmicznej. Konieczno$¢é autentycznej wspolpracy miedzynarodowej
w tym zakresie zdominowala nawyki dziatan inspirowanych rywalizacja.

Mir poniekad wymusil te zmiane starego na nowe.

Epopeja Mira rozpoczeta sie 20 lutego 1986 roku wystrzeleniem na orbite
okoloziemska podstawowego czlonu przyszlej stacji orbitalnej. Ten gltéwny
modul w ksztalcie cylindra o dlugosci 13,1 m i Srednicy 4,2 m mial mase

prawie 21 ton i stuzyl przede wszystkim jako pomieszczenie mieszkalne zalogi
oraz centrum sterowania praca calej stacji i jej tacznosci z Ziemia. W kwietniu
1987 roku przytaczono do niego 11-tonowy modut o nazwie Kwant 1 bedacy
obserwatorium astronomicznym wyposazonym m.in. w teleskop rentgenowski
skonstruowany we wspolpracy z Europejska Agencja Kosmiczna. Modul ten
przeznaczony byl takze do prowadzenia eksperymentéow biotechnologicznych.
Modul Kwant 2 o masie 18,5 tony, zawierajacy przede wszystkim $luze

do wychodzenia astronautéw na zewnatrz stacji, dotaczono w listopadzie

1989 roku; stuzyl on takze do przechowywania materialéw do badan
biologicznych. W maju 1990 roku stacja wzbogacita si¢ o modut Kristall, majacy
mase prawie 20 ton, bedacy laboratorium do badan w dziedzinie inzynierii
materialowej (kilka lat pdézniej uzupelniono go o urzadzenie umozliwiajace
cumowanie do Mira amerykanskich wahadlowcéw Space Shuttle). Kolejny modul
o nazwie Spektr, bedacy kopia poprzedniego, ale wyposazony w urzadzenia

do obserwacji teledetekcyjnych Ziemi, przytaczono w maju 1995 roku.

I wreszcie dodanie ostatniego modutu Priroda zakonczylo rozbudowe stacji
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Rozwigzanie zadania M 976.

Zaden. Cyfra jednosci liczby aop 41

jest réwna n-tej cyfrze po przecinku

w zapisie dziesietnym liczby v/10.
Poniewaz za$ liczba \/ﬁ jest
niewymierna, wiec ciag (oan+1), czyli
tym bardziej ciag (o), jest nieokresowy.
Niech 7, = 0, jesli 8,, jest parzysta

iy, =1, jesli B, jest nieparzysta.
Wtedy v2n+1 jest n-ta cyfra po przecinku
w zapisie dwéjkowym liczby /2.

Wobec niewymiernosci liczby v/2

ciag (vn), a wiec tym bardziej ciag (8n),
jest nieokresowy.

Rozwigzanie zadania M 977.

Niech

an = (VB+ VD™ 1 (VB V)" =
=(5+2V6)" 4+ (5 — 2v6)".

Latwo sprawdzié, ze

an42 = 10ap4+1 — an. Z réwnania

tego iz ap = 2, a1 = 10 wynika,

ze a, € Z. Poza tym dla kazdego n

liczba an + an42 = 10a, 41 jest podzielna

przez 10, a wiec takze liczba anq4 — an =

= (ant4a + ant2) — (Any2 + an)

jest podzielna przez 10. Oznacza

to, ze wszystkie liczby w ciggu

samg reszte z dzielenia przez 10.
Poniewaz ag = 2, wigc liczba
calkowita aipoo koriczy si¢ cyfrg 2.
Wreszcie a1000 > (V3 + \@)2000 >
> a1000 — (0,5)%°°° > a1000 — 0,1,
z czego wynika, ze w liczbie

(V3 4+ v/2)2°90 cyfra jednosci to 1,
a pierwsza cyfra po przecinku to 9.

Rozwigzanie zadania M 978.

Para taka nie istnieje. Jesli

(54 3v2)™ = (34 5v2)", to réwniez

(5 —3v2)™ = (3 — 5v/2)™, co jest jednak
niemozliwe, bowiem \5 — 3\/5\ <1
i|3—5v2] > 1.

w kwietniu 1996 roku; byt on przeznaczony do monitorowania problemoéow
ekologicznych Ziemi. Na jego pokladzie znajdowala si¢, zbudowana w Centrum
Badan Kosmicznych PAN w Warszawie, cyfrowa kamera telewizyjna WIZJER
przeznaczona do $ledzenia Slonica dla odpowiedniego ukierunkowywania
platformy obserwacyjne;j.

Sktadnikami Mira byly tez statki kosmiczne Sojuz i Progress niemal stale
przycumowane do stacji. Obiekty Sojuz stuzyly do transportu ludzi do stacji

i umozliwialy im powrét na Ziemie, a statki Progress zaopatrywaly stacje

w materialy niezbedne do jej funkcjonowania (po wykonaniu zadania byly
kierowane ku Ziemi i wlatujac do atmosfery spalaly sie). Wszystkie te elementy
tworzyly w przestrzeni konstrukcje, ktérej maksymalne rozmiary (uwzgledniajac
panele baterii stonecznych) siegaly 33 m (Progress — Kwant 1 — modul gléwny —
Sojuz) x 31 m (Priroda — Kristall — modul cumowniczy) x 27,5 m (Kwant 2 —
Spektr). Calkowita masa stacji zmieniala si¢ w granicach od 130 do 140 ton.

Pietnastoletnie dzieje Mira obfitowaly w interesujace wydarzenia. Juz pierwsza
dwuosobowa zaloga stacji popisala sie przelotem statkiem Sojuz z Mira na
Saluta 7 i1 z powrotem. Pierwsze powazne klopoty pojawily sie przy cumowaniu
modutu Kwant 1; udalo si¢ ono dopiero po interwencji kosmonautéw,

ktérzy po wyjsciu na zewnatrz stacji zdolali naprawi¢ wezel cumowniczy.

W lipcu 1987 roku goscit na Mirze pierwszy obcokrajowiec: obywatel
zaprzyjaznionej z 6wczesnym Zwiazkiem Radzieckim Syrii. Jeszcze dziwniejsza
wizyta nastapila w nastepnym roku: na poktadzie Mira znalazt sie mieszkaniec
wstrzasanego w tym czasie wyniszczajaca wojna Afganistanu. O badaniach
kosmicznych w Syrii i Afganistanie $wiat nic nie slyszal. Zmiany polityczne na
Swiecie, ktore symbolizuje rok 1989, na Mirze zaznaczyly sie wizyta na jego
pokladzie japonskiego dziennikarza. Na przylot Amerykanéw trzeba jednak
byto czekaé az do 1995 roku: w lipcu po raz pierwszy przycumowat do Mira
wahadtowiec Space Shuttle. Nieco wczedniej dzigki Mirowi padaja rekordy:

w marcu 1995 roku powraca na Ziemie Walery Poljakow, ktéry spedzil w stacji
orbitalnej nieprzerwanie 438 dni, a w pazdzierniku 1994 roku, po 169 dniach
pobytu na Mirze laduje Elena Kondakowa, ktora do dzi$ dzierzy kobiecy prym
dhugosci przebywania w przestrzeni kosmiczne;j.

Rysujacy sie¢ w polowie lat dziewiecdziesiatych okres wyraznej prosperity

Mira zostal przerwany tragicznymi w skutkach wydarzeniami. W koncu lutego
1997 roku w gtéwnym module Mira wybucht pozar. Szybko go ugaszono

i nikomu z zalogi ani samej stacji nic sie nie stalo. Rozpoczeta si¢ jednak czarna
seria awarii. Psuly sie¢ m.in. urzadzenia do uzdatniania powietrza i systemy
chlodzenia. Najpowazniejszy wypadek nastapil w czerwcu: statek transportowy
Progress nie trafit w wezel cumowniczy i uderzyl w modut Spektr, ktory zostat
rozhermetyzowany i do tego stopnia zniszczony, ze naprawi¢ go na orbicie juz
sie nie udalo. Od tej pory coraz czeéciej pojawialy sie jakie$ klopoty. I to chyba
w znacznej mierze przesadzito o tym, ze w koncu sierpnia 1999 roku ostatnia
zaloga opuscita Mira. Wprawdzie w czerwcu 2000 roku dwdch $miatkow jeszcze
raz znalazlo sie na jego pokladzie, ale ich gléwnym zadaniem byto juz po prostu
przygotowanie stacji do zrzucenia jej na Ziemie.

W operacje sprowadzenia Mira z orbity byly zaangazowane — oprécz oczywiscie
gospodarza stacji — amerykanska agencja NASA i Europejska Agencja
Kosmiczna. Wspélny wysitek najbardziej doswiadczonych eksploratoréw
Kosmosu uchronil mieszkancow Ziemi przed trudnymi do przewidzenia skutkami
niekontrolowanego spadku. Zgodnie z przewidywaniami resztki Mira spoczely
na dnie potudniowej czeséci Pacyfiku. Pozostaje natomiast problem dziedzictwa
Mira. Nie ukazalo sie jeszcze zadne kompetentne i rzetelne podsumowanie
dziatalnosci i dokonan zawdzigczanych tej stacji kosmicznej. W nauce nie
odnotowano blyskotliwych osiagnieé¢ ani spektakularnych odkryé¢ dzieki niej
uzyskanych. Na razie trzeba wiec zadowoli¢ sie¢ oczywista konstatacja, ze

Mir umozliwil zdobycie umiejetnosci, ktére — miejmy nadzieje — sa i beda
odpowiednio wykorzystane w budowie i eksploatacji Miedzynarodowej Stacji
Kosmicznej Alfa.
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Krzywe i wezly

Krzywa definiujemy jako zbiér punktow na
plaszezyznie R? o wspolrzednych (z,y) spetniajacych
réwnanie F(x,y) = 0, gdzie F' jest wielomianem dwdch
zmiennych. Oto przyklady:

1. y?> — 2% = 0 (dwie proste o réwnaniach y = x
i Y= _:E)a
2. y? 4+ 22 = 0 (jeden punkt (0,0), poczatek uktadu
wspOlrzednych),
3. y2 + 2% — 1 =0 (okrag o érodku w punkcie (0,0)
i promieniu 1),
4. y? + 2% + 1 = 0 (zbiér pusty),
5. y? — a3 = 0 (parabola pdtszeécienna, rysunek L),
6. (y* + 2%)% — 42%y? = 0 (czterolistna koniczynka,
rysunek P).

L P

Te proste przyklady pokazuja réznorodnosé twordw
geometrycznych opisanych réwnaniem wielomianowym
F(z,y) = 0. Okazuje sig, ze ta réznorodnosé

znacznie sie zmniejsza, gdy oprécz punktéw (x,y)

o wspoélrzednych rzeczywistych spelniajacych réwnanie
F(z,y) = 0 rozwazymy réwniez punkty (z,w)

o wspoélrzednych zespolonych speliajacych to samo
réwnanie, tzn. punkty (z,w) = (x1 + iz2, y1 + 1y2),
gdzie x1, x2,y1, Y2 sa liczbami rzeczywistymi

a i jednostka urojona, dla ktérych F(z,w) =0

(zbiory takie nazywamy krzywymi zespolonymi).
Dziatania na liczbach zespolonych wykonujemy
doktadnie tak samo jak na rzeczywistych, nalezy

tylko pamietaé, ze i> = —1. Wéwczas np. réwnania

22 —w? =01 22 + w? = 0, opisujace tak réznorodne
twory geometryczne w R?, przedstawiaja podobne

struktury geometryczne, bo
22 —w? = (z —w)(z +w),
22+ w? = (2 —iw)(z + iw).

W obu przypadkach zbiorami rozwiazan sa dwie

plaszczyzny zespolone (z = w i z = —w w pierwszym
przypadku oraz z = jw i z = —iw w drugim
przypadku).

Punkty zespolone (z,w) = (x1 + iz2, y1 + iy2)
mozemy interpretowa¢ jako punkty przestrzeni
czterowymiarowej, gdyz kazdemu punktowi
zespolonemu (z,w) = (21 + ixa, y1 + iy2) mozemy
wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé punkt
(z1,22,Y1,Yy2) przestrzeni czterowymiarowej
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(bedziemy ja oznaczaé R*). Wéwcezas kazda krzywa
zespolona F(z,w) = 0, juz jako twér geometryczny
w R, jest powierzchnia dwuwymiarows, ktéra moze
mie¢ tylko pojedyncze punkty osobliwe. Natychmiast
powstaje pytanie, jakie ksztalty maja te powierzchnie.
Odpowiedz nie jest latwa, gdyz powierzchnie te

(a wiec twory geometryczne dwuwymiarowe) leza

w przestrzeni czterowymiarowej. Na przykitad krzywa
zespolona z? — w? = 0 (i podobnie z? + w? = 0) jest
suma dwoch plaszezyzn przecinajacych sie tylko

w jednym punkcie (ten punkt jest wlasnie jedynym
punktem osobliwym tej krzywej). Niestety, nie da

sie tego narysowaé¢ w przestrzeni tréjwymiarowej R3.
Podobnie krzywa zespolona 22 — w? = 0 ma tylko
jeden punkt osobliwy (0,0) i jesli dopuscimy na
rysunku samoprzeciecia, ktorych ona w przestrzeni
czterowymiarowej w istocie nie ma, to bedzie ona
miala w poblizu tego punktu osobliwego ksztalt
przedstawiony na rysunku ponizej.

Istnieje jednak pewien sposéb geometrycznego

i wiernego przedstawienia ksztaltu tej powierzchni

w poblizu danego jej punktu. Oczywiscie najciekawszy
bedzie przypadek, gdy punkt ten bedzie punktem
osobliwym powierzchni, gdyz w przypadku punktu
nieosobliwego ksztalt powierzchni w jego poblizu

nie jest ciekawy — jest to po prostu kawalek gltadkiej
powierzchni. PrzejdZzmy zatem do opisu tego
przedstawienia.

Jak wyjaéniliSmy powyzej, krzywe zespolone
F(z,w) = 0 w naszej interpretacji leza w przestrzeni
czterowymiarowej R*. Zalézmy dla uproszczenia,
ze krzywa ta przechodzi przez poczatek uktadu
wspotrzednych, tzn. F(0,0) = 0. Rozwazmy teraz w R*
sfere tréjwymiarowa S? o $rodku w poczatku uktadu
wspoélrzednych i dostatecznie malym promieniu 7,
okreslong réwnaniem

af +ag +yi +yy =
Jest to twor analogiczny do okregu na plaszczyznie
(o réwnaniu 22 + y? = r?) i sfery w przestrzeni
(o réwnaniu 22 + y? + 22 = r?). Sfera S? jest obiektem
tréjwymiarowym i moze by¢ zinterpretowana jako
zwykla przestrzen tréjwymiarowa R? z doltaczonym
jednym dodatkowym punktem (oznaczanym przez co),
tzn. S2 = R3 U {cc}. Ponownie mozemy to sobie
wyobrazi¢ poprzez analogie z przypadkiem okregu
i sfery. Mianowicie, okrag mozna przedstawic
sobie jako prosta z dolaczonym jednym punktem
(te odpowiednio$é dobrze oddaje rzut stereograficzny,



patrz rysunek ponizej),

N
&
Q

ktory kazdemu punktowi P okregu (z wyjatkiem
bieguna N) przyporzadkowuje punkt @) na prostej,
a biegunowi N ten dodatkowy punkt co. Podobnie
sfere dwuwymiarowa mozemy zinterpretowac

jako plaszczyzne z dotaczonym jednym punktem

(réwniez tutaj mozna te odpowiednio$é zilustrowad
rzutem stereograficznym).

O

Zatem jesli krzywa zespolona F(z,w) = 0, a dokladniej
odpowiadajaca jej powierzchnie w R* przetniemy
sfera S2, to §lad tego przeciecia mozemy w sposob
wierny narysowaé (przedstawi¢) w przestrzeni R?

(bo zawsze mozemy zmienié¢ uktad wspélrzednych

w R?* tak, ze przeciecie to nie bedzie przechodzito
przez punkt co w S = R? U {o0}). Okazuje sie,

ze jesli tylko promien r tej sfery jest dostatecznie
maly, to przeciecie to jest zapetlonym okregiem w R3
(takie obiekty nazywamy wezlami) lub skonczona
suma zapetlonych rozlacznych okregéw (takie obiekty
nazywamy splotami).

5 N
SO

wezel splot

Co wiecej, ksztalt tych weztéw lub splotéw nie zalezy
od wyboru promienia 7 (o ile jest on dostatecznie
maly). Mozna wykazad, ze przez odpowiednia
zmiane wspotrzednych w R* mozemy zawsze uzyskaé
to, ze te wezly lub sploty beda lezaly w pelnym
torusie w R3.

\4

A
Na przyklad, élad krzywej zespolonej 22 4+ w? = 0
(a takze 22 —w? =0) w S2 to splot zlozony

5

z dwoch okregéw lezacych na powierzchni torusa.

Slad krzywej 22 — w® = 0 to wezel lezacy
na powierzchni torusa i obiegajacy te powierzchnie
2-krotnie wzdtuz i 3-krotnie wokot osi tego torusa.

Slad czterolistnej koniczynki to splot czterech
okregéw, z ktorych jedna para lezy na powierzchni
torusa, a druga na powierzchni torusa zawartego

w pierwszym. Na zewnetrznym torusie kazdy z dwéch
okregéw obiega te powierzchnie dwa razy wzdtuz i raz
wokol, na wewnetrznym zas odwrotnie: kazdy z dwéch
okregéw obiega te powierzchnie raz wzdluz i dwa

razy wokoél.

Jesli w sposob ciagly (bez rozrywania i sklejania)
zdeformujemy ten splot czterech okregéw

i zrezygnujemy z narysowania toruséw, to otrzymamy
splot przedstawiony na rysunku ponizej.




Czytelnicy pisza
Szanowna Redakcjo!

W majowym numerze Malej Delty w artykule ,,Same ostre” pojawilo sie
nastepujace stwierdzenie:

Nie istnieje podzial kwadratu na mniej niz 8 trojkgtow ostrokgtnych.
Oto méj dowdd.

Zalézmy, ze mamy podzial kwadratu na t trojkatoéw ostrokatnych. Rozwazmy
zbiér wierzcholkow tréjkatéw tworzacych ten podzial. Podzielmy punkty tego
zbioru ze wzgledu na wartos¢ sumy miar tych katéw wewnetrznych tréojkatow,
ktérych to katéw dany punkt jest wierzcholkiem. Zauwazmy, ze wystepuja
trzy rodzaje punktow: punkty typu p, lezace we wnetrzu kwadratu i takie,

ze katy wewnetrzne trojkatow, stykajace sie w nim, tworza kat pelny; punkty
typu ¢, w ktérych stykajace sie katy wewnetrzne tréjkatéw tworza kat péipelny
(moga to by¢ punkty lezace na boku kwadratu lub w jego wnetrzu na boku
jakiego$ trojkata); punkty typu r, w ktérych stykajace sie katy wewnetrzne
tréjkatéw tworza kat prosty (sa to wierzcholki kwadratu). Oznaczmy liczbe
poszczegdlnych punktéw odpowiednio przez p, ¢ i v. Mamy, oczywiscie, r = 4.

Suma miar wszystkich katéw wewnetrznych tréjkatéw tworzacych podziat
kwadratu wynosi z jednej strony t - 180°, a z drugiej p - 360° 4 ¢ - 180° + r - 90°.
Stad wynika, ze t = 2p + q + 2. Z ostrokatnosci trojkatow tworzacych

podzial wynika, ze w kazdym punkcie typu p styka sie wierzchotkami

co najmniej 5 tréjkatéw, w kazdym punkcie typu ¢ stykaja sie wierzchotkami
co najmniej 3 trojkaty, a w kazdym punkcie typu r stykaja sie wierzchotkami
co najmniej 2 tréjkaty. Zatem we wszystkich tréjkatach tworzacych podzial jest
tacznie co najmniej 5p + 3q + 2r katéw wewnetrznych. Z drugiej strony taczna
liczba katoéw wewnetrznych wszystkich trojkatow tworzacych podzial wynosi 3t.
Stad wnioskujemy, ze 3t > 5p 4+ 3¢ + 8. Podstawiajac do tej nieréwnosci
warto$¢ t z pierwszej réwnosci, mamy 6p + 3¢+ 6 > 5p + 3¢ + 8, czyli p > 2.
Istnieja wiec dwa rézne takie punkty X i Y, ze w kazdym z nich styka sie
wierzchotkami co najmniej 5 tréojkatéw. Ale wérdd tych trojkatéw moga istnieé
tylko dwa takie, ktérych wierzchotkami sa jednoczesnie oba punkty X i Y.
Zatem liczba tréjkatéw tworzacych podzial wynosi co najmniej 8.

c.b.d.u.
Marcin PECZARSKI

Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY
Redaguje tukasz WIECHECKI

F 563. Okresli¢ wytrzymalos$é na rozerwanie (naprezenie

(Bn) skladajacych sie niszczace) krysztalu jonowego NaCl, zaniedbujac

M 976. Ktéry z ciagéw (an) i
i (vV/2)" jest okresowy?

z cyfr jednosci liczb (1/10)"
Rozwigzanie na str. 3

oddziatywanie wszystkich jonéw z wyjatkiem sasiednich.
W chlorku sodu odlegto$é miedzy srodkami sasiadujacych
jonéw wynosi n = 2,81 A.

M 977. Znalezé cyfre jednosci i pierwsza, cyfre Rozwigzanie na str. 1
po przecinku liczby (v/3 + 1/2)20%.

Rozwigzanie na str. 3

M 978. Znalezé wszystkie pary liczb naturalnych
m,n, dla ktérych spetniona jest réwnosé
(5+3V2)™ = (3+5V2)™.

Rozwigzanie na str. 3

F 564. Stalowe koto zamachowe ma posta¢ masywnego
pierscienia o zewnetrznej srednicy réwnej 40 cm

i wewnetrznej 30 cm. Przy jakiej predkosci koto

rozerwie si¢ na czes$ci? Naprezenie niszczace dla stali
wynosi okoto 10? Pa, a gesto$é stali wynosi 7,8 - 10% kg/m®.
Rozwigzanie na str. 2



Maia delld

Mosty

Po tym, jak zaintrygowala mnie konstrukcja tuku rzymskiego

(Mala Delta 11/2001), obserwowanie mostéw tukowych i réznego

rodzaju sklepien stato si¢ moja obsesja. W dodatku latem zaczetam
dojezdza¢ rowerem do pracy, Sciezka rowerowa biegnie wzdtuz Wisty,
wiec przejezdzajac tamtedy dwa razy dziennie zaczelam z coraz wickszym
zainteresowaniem przygladaé sie kolejnym mijanym mostom.

Konkretne nazwy nie sg istotne, opisze tylko pare gtéwnych rodzajow
konstrukcji mostéw. Sa to przede wszystkim: most belkowy (typowa
yktadka” przez rzeke), most tukowy (pisalam o nim w Delcie 11/2001,
poniewaz nie lubig si¢ powtarzaé, tutaj pomine opis tej konstrukeji),
most wiszacy (prawde méwiac, takiego akurat nie zauwazyltam w okolicy,
najstynniejszy tego typu to Golden Gate w San Francisco), no i most
podwieszany, przypominajacy bardzo most wiszacy, ale zasadniczo rézny
od niego pod wzgledem konstrukcyjnym.

Most belkowy jest najprostszym (i zazwyczaj najtanszym) rodzajem
mostu. Sktada sie on, w uproszczeniu, z poziomej ktadki podpartej
na koncach.

K

Ciezar belki dziata bezpoérednio na podpory. Sama kladka musi by¢ wiec
na tyle wytrzymala, aby nie ugina¢ si¢ pod swoim wtasnym ciezarem oraz
spodziewanym obcigzeniem.

Przypatrzmy sie rozkltadowi sit dziatajacych na belke, konstruujac prosty
model mostu belkowego. Potrzebna jest ptaska gumka do Scierania i dwa
oléwki stuzace jako podparcia. Wykonaj naciecie w poprzek gumki,

na dole i na gérze, i potdz ja na oléwkach.

W
AN A . . P . . . . . . .
Naciskajac gumke od goéry, mozemy zobaczy¢, jakie naprezenia dziataja
T na konstrukcje.
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Do budowy belki potrzebny jest wiec material odporny na $ciskanie

i wyginanie. Zazwyczaj stosuje si¢ uzbrojony beton albo konstrukcje
metalowe. Belka moze by¢ skonstruowana na wiele réznych sposobéw,
metalowa konstrukcja moze przebiegaé¢ nad droga albo pod, stosuje sie
tez rézne rozklady gestosci materiatu. Im wicksza odlegto$é miedzy
filarami, tym stabsza staje sie konstrukcja mostu. Dlatego ten typ
konstrukeji nie jest uzywany przy wiekszych odlegltosciach.

Zgodnie z nazwa, most wiszacy jest utrzymywany za pomoca grubych
i dtugich lin albo tancuchéw, rozciagajacych sie ,swobodnie” miedzy
jednym pylonem a drugim. Liny te opieraja sie na pylonach, a ich konce
sg dobrze zakotwiczone w kamiennych albo betonowych wspornikach.

[] Ninsaeseail
=

Pylony pozwalaja linom rozciaga¢ si¢ na duzych odlegtosciach. Wigkszoéé¢
ciezaru mostu jest przenoszona linami do miejsc zakotwiczenia.

|

Przesledzmy, jak to dziala w praktyce i wykonajmy nastepujace
do$wiadczenie. Zawiaz dwa kawatki sznurka dookota dwodch ksiazek
w twardej okltadce i o podobnym rozmiarze. Konce trzeciego sznurka
przywiaz do ksiazek tak, jak na rysunku.

Nacisniecie sznurka posrodku powoduje. .. oczywiscie zawalenie sie
konstrukcji. Sprébujmy wiec troche zmodyfikowaé konstrukcje naszego
modelu. Postaw dwie ksigzki w odlegtosci kilkunastu centymetrow

i poléz na nich sznurek. Konce sznurka zabezpiecz ktadac na nich pare
innych ksiazek. Naciskanie sznurka posrodku juz nie narusza stabilnosci
konstrukcji.

M 1

Mosty podwieszane wygladaja bardzo podobnie do mostéow wiszacych
— w obu typach sa liny podtrzymujace konstrukcje i pylony.

N £
= =
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Ale sposob, w jaki liny utrzymuja ciezar mostu, jest znaczaco rézny.
W mostach wiszacych liny przebiegaja ,swobodnie” miedzy pylonami,
przenosza obciazenie na zakotwiczenia po obu stronach mostu.

W mostach podwieszanych liny sa przymocowane do pylonéw, i na nie
jest przenoszone obciagzenie w catosci. Liny moga utrzymywaé¢ most
na co najmniej dwa rézne sposoby — radialny i rownolegty.

Sprobujmy i teraz skonstruowaé¢ na witasny uzytek model mostu
podwieszanego. Model ten bedzie troche inny od poprzednich, potrzebny
jest do niego tylko sznurek i... Czytelnik (moze si¢ przydaé jeszcze
jedna osoba do pomocy). A wiec wez odpowiednio diugi kawalek sznurka
i przywiaz oba konce do lokei jak na rysunku ponizej. Srodek sznurka
niech spoczywa na Twojej glowie.

Wez jeszcze dluzszy sznurek i przywiaz do nadgarstkéw (rysunek
powyzej). Sprébuj naciskaé rekoma w dét. Czy czujesz, jak ciezar jest
przenoszony na Twoja gtowe?

Mosty tego typu sa troche tansze do wykonania niz mosty wiszace,
zuzywa sie duzo mniej stalowych lin, i sama konstrukcja przebiega
szybciej. Na niewielkich odleglo$ciach wystarczy pojedynczy pylon

— czego przykladem jest jedna z najnowszych budowli warszawskich

— Most Swietokrzyski. W zasadzie most ten mégiby sie obejéé bez
pylonu, szerokos¢ Wisty nie jest duza i mozna by postawi¢ most
belkowy albo tukowy (na paru filarach). Konstrukcja wymagataby
wtedy wiekszej liczby filarow, a most musiatby by¢ potozony wyzej
nad poziomem wody niz to jest obecnie (ze wzgledu na zabezpieczenie
zima przed kawaltkami kry), a wszystko to wiazaloby si¢ z dodatkowymi
kosztami. Lekko futurystyczny ksztalt Mostu Swictokrzyskiego nie jest
wiec kolejnym estetycznym kaprysem architekta, lecz ma techniczne

i ekonomiczne uzasadnienie.

Malqg Delte przygotowala Fwa CZUCHRY



Duze i male liczby Ramseya Jerzy TYSZKIEWICZ

Frank Plumpton Ramsey, 1903-1930,
matematyk angielski, zajmowatl si¢

logika, podstawami matematyki, ekonomii
i filozofii.

Graf to skonczony zbiér wierzchotkéow
polaczonych krawedziami. Najprosciej
wierzchotki mozna sobie wyobrazi¢ jako
punkty w przestrzeni, a krawedzie jako
odcinki prostych, taczace te wierzchotki.

Zbiér niezalezny to podzbiér
wierzchotkéw grafu, pomiedzy ktérymi
nie ma zadnych krawedzi.

Rys. 1

Rys. 2

Co to takiego: liczby Ramseya?

Historia liczb Ramseya zaczela si¢ od nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie Ramseya (1930). Dla dowolnych naturalnych k,1 istnieje
takie n, zZe dowolny graf o n wierzchotkach zawiera albo k wierzchotkow
polgczonych kazdy z kazdym, albo | wierzcholkow nie polgczonych Zaden
z Zadnym.

Twierdzenie Ramseya nalezy do dzialu okreslanego jako kombinatoryka (a Scislej
jest to historycznie pierwsze z waznych tzw. twierdzen podzialowych), choé

dla samego Ramseya stanowito ono tylko narzedzie do badan z zakresu logiki
matematycznej.

Jest juz tradycja kombinatoryki, ktérej czescia jest teoria grafow, ze gdy sie
pojawia interesujace twierdzenie o istnieniu jakiej$ liczby, natychmiast pada
pytanie ,Jak duza jest ta liczba?” Tak stalo si¢ tez z n w twierdzeniu Ramseya.
Otrzymato ono nazwe i stato si¢ samo obiektem badan.

Definicja. Najmniejsza liczbe n o wlasnoéci opisanej w twierdzeniu Ramseya
oznacza sie R(k,1) i nazywa liczbg Ramseya.

Liczbe R(3,3) daje si¢ latwo wyznaczy¢:
R(3,3) =6.

Najpierw udowodnimy, ze R(3,3) < 6. Musimy wykazaé, ze dowolny graf

G o szeSciu wierzchotkach zawiera albo trojkat, albo zbior niezalezny

o trzech wierzcholkach. Ustalmy dowolny wierzcholek v grafu G. Pozostalych
wierzcholkow jest pie¢, wiec wsrdd nich albo sa trzy wierzchotki potaczone
krawedziami z v, albo sa trzy wierzcholki niepotaczone z v.

W tym pierwszym przypadku, jesli ktorekolwiek dwa sposréd trzech
wierzchotkéw sasiednich v sa potaczone krawedzia, to tworza one wraz

z v trojkat. Jesli za$ zadnych takich dwoch nie ma, to ci trzej sasiedzi v tworza
zbiér niezalezny.

W drugim przypadku (trzech nie-sasiadéw, rys. 1) rozumowanie jest
symetryczne.

Teraz za$ wskazemy przyklad grafu o pieciu wierzcholkach, bez trdjkata i bez
zbioru niezaleznego o trzech wierzcholtkach, co bedzie znaczylo, ze R(3,3) > 5.
Jest on na rysunku 2.

Tym samym dowdd réwnosci R(3,3) = 6 jest zakonczony.

Aktualny stan wiedzy o liczbach Ramseya

Po obejrzeniu dowodu réwnosci R(3,3) = 6 mozna doj$é do przekonania,

ze nietrudno jest obliczaé liczby Ramseya. Ale to nieprawda. Naprawde
wyznaczanie liczb Ramseya jest niestychanie trudne. To, co dzisiaj o nich wiemy,
mozna z grubsza podzieli¢ na trzy kategorie:

e Twierdzenia o asymptotycznym zachowaniu liczb Ramseya
(to liczby ,duze” z tytulu).

e Twierdzenia o wartosciach tych liczb dla konkretnych grafow
(to liczby ,male” z tytulu).

e Twierdzenia o rekurencyjnych zaleznosciach miedzy liczbami
dla réznych ki L.
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Duze liczby Ramseya

Pierwszym waznym wynikiem byto nastepujace oszacowanie Erd6sa i Szekeresa
z 1935 roku:

1) R(m,ms(m*”Q),

m—1

ktérego dowdd opieral sie na specjalnym dowodzie twierdzenia Ramseya,
pozwalajacym oszacowac z gory szybko$é¢ wzrostu n. Dopiero 50 lat pozniej
udalo sie ten wynik ulepszy¢ w istotny sposéb: Rodl (w 1986) i niezaleznie
Thomason (w 1987) udowodnili, ze

lim R(n,n)/ <”+”2> —0,

n—00 n—1

co oznacza, ze nieréwosé (1) byla ,przeszacowana” o wiecej niz staly czynnik.
Jesli chodzi o oszacowania dolne, to nadal rekordem jest oszacowanie Erdosa
z 1961 roku, ktérego dowdd powaznie uproscil Spencer w 1977 roku:

(2) R(n,n) = n2"/? - (V2/e + f(n)),

gdzie f jest pewna funkcja, taka ze f(n) — 0, gdy n — oc.

I Erd6s, i Spencer postuzyli sie konstrukcjg probabilistyczng: krawedzie
pomiedzy n wierzchotkami rozmieszczali losowo, o istnieniu kazdej krawedzi
decydujac za pomoca rzutu symetryczna moneta, niezaleznie od pozostatych
krawedzi. Celem jest udowodnienie, ze z dodatnim prawdopodobienstwem

w tak powstalym grafie albo jest odpowiednio duzo potaczonych wierzchotkow,
albo odpowiednio duzo wierzchotkéw wzajemnie niepolaczonych. Zauwazmy,

ze ta metoda dowodu jest niekonstruktywna: dowdd istnienia odbywa sie bez
wskazania metody konstrukcji.

Z nieréwnoci (1) i (2) mozna Nadal nierozstrzygniete jest pytanie Erdésa, czy granica nlin;o Y/ R(n,n) istnieje,
wyprowadzié¢ (za pomocg wzoru Stirlinga) i Jeéll tak. to ile Wynosi.
vas fiminf 3/ f(n.n) < Jedyna duza grupa liczb Ramseya, dla ktérej znamy doktadne oszacowania ich
< limsup 3/ R(n,n) < 4. wielkodci, to liczby R(n, 3):
R <"
¢ n, _
logn — log(n/e)

gdzie ¢ jest pewng stala dodatnia.
Oszacowanie gérne podal Shearer w 1983 r., a dolne Kim w dwanascie lat
pozniej (jego dowdd jest niekonstruktywny).

Mate liczby Ramseya

Ponizsza tabelka zawiera wszystkie aktualnie znane dokladne wartosci liczb
Ramseya. Sa one wyréznione ttustym drukiem. W pozostatych polach goérna
liczba to najlepsze znane gorne oszacowanie, dolna za$ to najlepsze znane dolne
oszacowanie. Tu widaé najlepiej, jak niewiele wiemy o liczbach Ramseya.

3] 4 5 6 7 ] 9 Obliczenie wlasciwie kazdej z wartoéci w tabeli byto
361 9 | 14 | 18 | 23 | 28 | 36 osiagnieciem. Jako przyklad spdjrzmy na historie

badania R(4,5).
41 | 61 | 84 | 115

4 18 125 | o | 49 | 55 | 69 1965: 24 < R(4,5) < 30 (Kalbfleisch)
. 49 | 87 | 143 | 216 | 316 1968:  R(4,5) < 28 (Walker)

43 | 58 | 80 | 95 | 121 1988:  R(4,5) < 27 (McKay i Radziszowski)
6 165 | 298 | 495 | 780 1992:  R(4,5) < 26 (McKay i Radziszowski)

102 | 109 | 122 | 153

1995:  R(4,5) < 25 (McKay i Radziszowski)

Po trzydziestu latach gérne i dolne oszacowania ,spotkaly” sie i teraz wiemy juz,
ze R(4,5) = 25.
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Warto zaznaczy¢, ze w tej historii ostatnim wynikiem uzyskanym metodami
recznymi byl ten pierwszy, autorstwa Kalbfleischa. Poczawszy od Walkera
wszystkie nastepne oszacowania wykorzystywaly obliczenia komputerowe
w coraz wiekszym stopniu, a ostateczne ustalenie wartosci R(4,5) przez McKaya
i Radziszowskiego w 1995 roku bylo efektem obliczen calej sieci komputerow,
ktérych taczny naklad pracy wynosil kilka lat pracy procesora. Przy tym
algorytm wykorzystany w tym obliczeniu byt bardzo skomplikowany i sprytny,
bo przejrzenie wszystkich graféw o 25 wierzcholkach (aby sie przekonad, ze
w kazdym sa albo krawedzie czworoscianu, albo 5 wierzchotkéw bez zadnych
krawedzi pomiedzy soba) jest niewykonalne: wszystkich graféw do przejrzenia
bytoby co najmniej

o(%)

~ _ ~0.13-10.
25! ’

Jest to liczba dostownie kosmicznie wielka — jej kwadrat przekracza szacowana
liczbe protonéw w calym obserwowalnym Wszechswiecie.

Rekurencje dla liczb Ramseya

Pragne wspomnie¢ tu kilka nieréwnosci. Pierwsza z nich to ta, z ktérej Erdds
i Szekeres wydedukowali oszacowanie (1):

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1).

Przy tym nieréwnosé jest ostra, jesli R(m — 1,n) oraz R(m,n — 1)

sg parzyste. Jej dowdd jest bardzo podobny do przedstawionego juz dowodu
R(3,3) < 6, ktory jest w istocie jej przypadkiem szczegblnym (bo oczywiscie
R(2,3) = R(3,2) = 3). Zauwazmy przy okazji, ze spora warto$¢ ma dodatkowy
warunek, gwarantujacy ostro$é¢ nieréwnosci w niektérych przypadkach.
Whprawdzie zmniejsza on oszacowanie tylko o 1, ale przypomnijmy sobie,

ile trudu i lat pracy wymagalo za kazdym razem zmniejszenie oszacowania
liczby R(4,5) wlasnie o 1. ..

Podobna uwage mozna zrobié¢ o nieréwnosci Chunga, Cleve i Daguma (1993)
(3) R(4,4n+1) > 6R(3,n+ 1) — 5,
ktoéra jest tylko troche mocniejsza od bardzo tatwej do udowodnienia nieréwnosci

R(3,4n+1) > 4R(3,n+ 1) — 3.

Liczby Ramseya i najazd z kosmosu

Erdés lubil przedstawia¢ trudno$é wyznaczania liczb Ramseya za pomoca
nastepujacej historii:

Wyobrazmy sobie, zZe na Ziemi pojawiajg sie przedstawiciele obcej cywilizacyi
o olbrzymiej przewadze technologicznej nad nami i, groZqc zniszczeniem Ziemi,
zadajg od nas informacji o liczbach Ramseya.

Erdos uwazal, ze

gdyby nas zapytali o warto$é R(5,5), to nalezaloby wysilek wszystkich
matematykow Swiata skierowac na ten problem. Natomiast gdyby pytanie
dotyczylo R(6,6), to nalezaloby zaatakowad najeZdzcéw, bo mielibysmy o wiele
wiekszq szanse na zwyciestwo w walce zbrojnej niz na znalezienie Zgdanej liczby.

Autorowi tego artykutu wydaje sie, ze jest jeszcze jedna mozliwosé: nalezatoby
o$wiadezy¢ obcym, ze znalezliSmy zadziwiajacy dowdd réwnosci R(6,6) = 102,
ale nie mamy pod reka dos$¢ papieru, by go zapisa¢. Moze zachowaliby sie w tej
sytuacji, tak jak na prawdziwych matematykow przystalo. ..
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bosenova

Na zdjeciach wida¢ dwoch powaznych i trzech
u$miechnietych osobnikow. Dwaj najbardziej uradowani
zostali sfotografowani niedtugo po tym, jak udato im sie
zrobié to, co przewidzieli ci powazni, ktérzy, niestety,
nie doczekali realizacji swoich przewidywan. Sprawa jest
naprawde cool — od milionowych do miliardowych czesci
stopnia powyzej bezwzglednego zera.

Gdzie moze by¢ tak zimno? Moze w przestrzeni
kosmicznej? Nie, tam jest co najmniej milion razy
cieplej, bo taka jest przeciez obecna temperatura
promieniowania tta kosmicznego. Nie bylto wyjscia.
Trzeba byto wymysle¢ sposéb na uzyskanie tak niskich
temperatur w laboratorium, gdyz bez nich nie mozna
doprowadzi¢ do kondensacji Bosego-Einsteina.

Historia ta siega okresu sformulowania mechaniki
kwantowej. W 1924 roku indyjski fizyk

Satyendra Nath Bose wystal Albertowi Einsteinowi prace
na temat statystyki, ktérg powinny spetniaé kwanty
promieniowania elektromagnetycznego. Einstein nie tylko
spowodowat jej opublikowanie, ale sam rozwinal pomyst
indyjskiego kolegi, rozszerzajac go na czastki masywne

o catkowitej spinowej liczbie kwantowej. Czastki te obecnie
nazywamy bozonami, a statystyke, ktérej podlegaja,
statystyka Bosego-Einsteina.

Przypomnijmy, ze oprocz bozonéw sg jeszcze fermiony
charakteryzujace sie poléwkowym momentem pedu.
Zachowuja sie one zgodnie ze statystyka Fermiego-Diraca
— obowiazuje je zakaz Pauliego, dzigki czemu dwa
fermiony nie moga by¢ jednoczesnie w tym samym stanie
kwantowym. Co innego bozony. Einstein przewidziat

w 1925 roku, ze w temperaturze zera bezwzglednego,

w nieograniczonej przestrzeni i przy liczbie identycznych
bozondéw, dazacej do nieskonczonodci, wszystkie one
powinny znalezé si¢ w tym samym stanie kwantowym.
Poczatkowo uwazano to za przejaw absurdalnosci
dostownego postugiwania sie matematycznym jezykiem
mechaniki kwantowej, ale z czasem rozpoczeto
poszukiwania takiego stanu materii nazwanego
kondensatem Bosego-Einsteina. Udato si¢ to dopiero 70 lat
pdzniej, a skuces ten zostal uhonorowany Nagroda Nobla
z Fizyki za rok 2001 dla Carla E. Wiemana,

Erica A. Cornella i Wolfganga Ketterle

za osiggniecie kondensacji Bosego-Einsteina

w rozrzedzonych parach litowcow i za wczesne
fundamentalne badania wlasnosci otrzymywanych
kondensatéw.

Sposéb uzyskania kondensatu jest pojeciowo bardzo
prosty. Wystarczy gaz bozonéw ozigbi¢ do temperatury
nanokelvinéw. Chodzi o to, aby (proporcjonalna

do odwrotnosci pedu) dlugosé fali de Broglie’a atoméw
stata sie wieksza od odlegtosci miedzyatomowych.

Realizacja wymaga jednak technicznej perfekcji. Zwtaszcza,
ze nie mozna w czasie chtodzenia dopusci¢ do normalnej
kondensacji, czyli skroplenia czy tez zestalenia gazu.
Dlatego gaz musi by¢ rozrzedzony, a oddzialywanie
miedzyatomowe powinno by¢ odpychajace. Niezbedny jest
jeszcze idealny kriostat oraz jaki§ genialny sposéb
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chtodzenia. Co ciekawe, do$wiadczenia te przeprowadza
sie w temperaturze pokojowej. Izolacja termiczna
sprowadza sie do stanu wysokiej prézni wewnatrz putapki
magneto-optycznej, optycznej lub magnetycznej.

e

Poczatkowo atomy chlodzone sg odpowiednio dobranymi
wigzkami laserowymi. Za sam ten pomyst przyznano
Nagrode Nobla juz cztery lata temu, o czym pisalismy

w Delcie 1/1998. Ten zaskakujacy sposéb chtodzenia
dziata m.in. dzigki uzyciu $wiatta o czestosci mniejszej
od czestosci rezonansowej, co powoduje, ze tylko atomy
lecace na spotkanie fotonom moga (dzieki efektowi
Dopplera) je zaabsorbowag.

Ostateczne chtodzenie odbywa sie w putapce magnetycznej
i okazuje sie genialnie proste, gdy juz wiadomo,

jak to zrobi¢ (rycing ze schematem pulapki trzyma
Cornell). Uzyty sposéb polega w zasadzie na tym samym
co stygniecie goracej herbaty. Dobierajac odpowiednio
pole putapki, pozwala si¢ ulatywaé¢ najszybszym, a wiec
goretszym niz srednia atomom, przez co uktad atomoéow
pozostajacych w putapce ulega chtodzeniu.

Po zejéciu ponizej temperatury krytycznej w pulapce
zaczyna przybywaé atomdéw w najnizszym stanie.

Aby je zobaczyé¢, mozna wytaczyé pole putapki, pozwalajac
atomom na jej balistyczne opuszczenie. O$wietlenie ich
Swiatlem o czestosci rezonansowej pozwala na uzyskanie
dwuwymiarowego obrazu, ktérego graficzng reprezentacje
pokazuje Wieman. Na osi pionowej zaznaczono stopien
absorpcji odpowiadajacy przestrzennej gestosci atoméw.
Widaé wyraznie pozostajacy centralnie kondensat na tle
rozpelzajacej sie reszty atomow.

Niestety, o tym, co to ma wspdlnego z dzisiejszym tytutem,
bedzie mozna przeczytaé¢ dopiero za miesiac.

Piotr ZALEWSKI
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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 330, 331

330. Réwnie pochyta o masie M i kacie

nachylenia o postawiono na poziomym stole,

a na réwni potozono na pewnej ustalonej M
wysokosci h cialo o masie m (rys. 1). Jesli

Redagugje Jerzy B. BROJAN
(czyli zmniejszy¢ straty energii), rdzenie
te wykonuje sie z izolowanych blaszek
zelaznych zamiast z lite] masy zelaza.
W przypadku autotransformatora

na zadnej powierzchni nie wystepuje tarcie,

rdzen ma ksztalt toroidalny o przekroju

to czy mozna tak dobra¢ parametry réwni Rys. 1
(M i @), aby cialo w chwili zsunigcia si¢
z réwni miato dowolnie mata predkosé
wzgledem ziemi, czy tez istnieje jakie$
ograniczenie od dotu na te predkosé?

331. Aby zmniejszy¢ natezenie pradow
wirowych w rdzeniu transformatoréow

Rys. 2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

322. Na obracajacej si¢ ze stalag predkosciag katowa wo poziomej
o$ce osadzono ciato (wahadlo), ktére moze sie¢ wokdt niej obracad,
przy czym moment sil tarcia kinetycznego nie zalezy od predkosci
poslizgu i jest réwny maksymalnemu momentowi tarcia statycznego.
Moment ten ma wartos¢ M; = 1 N-m, moment bezwladnosci
wahadla wzgledem osi obrotu I = 1,5 kg-m?, a maksymalny moment
sity ciezkosci (réwny iloczynowi ciezaru wahadtla przez odlegtos$é jego
322. Jezeli poczatkowa predkosé katowa jest duza,
to ze wzgledu na tarcie wahadlo bedzie zwalniaé, az
na pewien czas dojdzie do spoczynku wzgledem osi.
Ze wzgledu na nieréwnos¢ M; < My wahadlo moze
pozostawaé w spoczynku wzgledem osi tylko w pewnym
przedziale potozen; jak nietrudno sprawdzié, przedzial ten
jest okreslony warunkiem |sin o] < M; /Mg, gdzie « jest
katem odchylenia wahadta od pionu. Aby upewnic¢ sie,
czy obrot wahadla zostanie utrzymany, nalezy sprawdzié,
czy w fazie wznoszenia sie wahadlo jest w stanie przeby¢
rozpedem przedzial |sina| > M /My, jedli poczatkowo
ma ono predkosé katows wg. Tak bedzie, jezeli

%[ w4+ M, (77 — 2arcsin (%)) > 2/ M2 — M?.

g

Drugi sktadnik po lewej stronie jest tu pracy sity tarcia,
a prawa strona — przyrostem energii grawitacyjnej
(danej wzorem FE = — M, cos o). Podstawiajac dane
liczbowe otrzymujemy wo > 1,0525 rad/s, a wiec pod tym
warunkiem ruch obrotowy bedzie trwaty. W przeciwnym
przypadku wystapia drgania wokét odchylonego od pionu
polozenia réwnowagi, albo tez (przypadek graniczny)
wahadlo bedzie nieskonczenie dtugo dochodzié¢ do
niestabilnego gérnego potozenia rownowagi.
W powyzszym rozwigzaniu brakuje analizy istotnego
szczegbhu: czy podczas wznoszenia si¢ pokonywanie
przedziatu |sina| > M, /M, bedzie si¢ rozpoczynaé
od predkosci katowej wo? Dla przyjetych tu danych jest to
prawda (mozna to wykaza¢ rachunkiem lub eksperymentem
komputerowym) — ale w przypadku My = 2N - m jest
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prostokatnym (rys. 2). Jaki sposéb
zestawienia blaszek jest najlepszy:
a) ulozenie w stos plaskich kétek
z dziurka,
b) zwiniecie w rulon dlugiej tasmy
o szerokoéci h,
c) ztozenie rdzenia z prostokatnych
plytek o wymiarach [ x h?

érodka masy od osi obrotu) My = 1,5 N-m. W chwili poczatkowej
nadano wahadlu duzg predkos¢ katows zgodng ze zwrotem wq.

Dla jakich wartoéci wo wahadlo po dtugim czasie bedzie si¢ obracad,
a dla jakich — wykonywaé¢ drgania wokél pewnego potozenia
rownowagi? Poza konkursem: Jaka jest odpowiedz dla przypadku,
kiedy My = 2 N-m, a pozostale dane sg niezmienione?

323. Zaréwka o mocy nominalnej 15 W jest dostosowana

do napiecia 10 V. Ile ogniw o SEM réwnej 1,5 V i oporze
wewnetrznym 2 €2 trzeba wzigé i jak je polaczy¢, aby napigcie

na zaréwce bylo co najmniej réwne nominalnemu?

inaczej, po upltywie dtugiego czasu wahadlo w zadnym
niezerowym przedziale czasu nie bedzie pozostawaé

w spoczynku wzgledem osi. Zadanie staje si¢ przez to
znacznie trudniejsze, a rozwigzanie mozna oprzeé na
eksperymencie komputerowym, tzn. analizie ruchu wahadta
metodg ,krok po kroku”. Minimalng wartoécia wo, dajaca
trwaly obrot wahadla, jest wtedy 1,6443 rad/s.

323. Potaczmy n ogniw szeregowo i m takich zespotéw
rownolegle. Opér zastepczy takiego uktadu wynosi
nRw/m, a sila elektromotoryczna — ne, gdzie Ry, i€

sa oporem wewnetrznym i sita elektromotoryczna
pojedynczego ogniwa. Natezenie pradu ptynacego przez
zaréwke dotaczong do uktadu ma wartosé I = m7
gdzie R jest oporem zaréwki. Przeksztalcajac to réwnanie
wyznaczamy m, a calkowita liczba ogniw N wynosi

N =mn = Zif%f Traktujac n jako zmienng ciggla
mozemy zbadaé¢ minimum funkcji N(n) — wystepuje ono
dla wartosci n = 2RI /e, m = 2R, 1 /e. Podstawienie
danych liczbowych daje wyniki: I = 1,5 A, R = 6,67 (2,
n = 13,33, m = 4. Oczywiscie, n musi by¢ liczba
calkowitg — np. jesli n = 14, to dla m = 4 mamy

tacznie 56 ogniw. Dobierajac mniej typowe obwody,
mozna ,urwaé’ z tej liczby 2 ogniwa: wystarczy
potaczy¢ szeregowo 12 zestawéw po 4 ogniwa réwnolegle
i 2 zestawy po 3 ogniwa réwnolegle, razem 54 ogniwa.
Roéwnie skuteczne jest polaczenie szeregowe 2 zestawdw
po 5 ogniw réwnolegle i 11 zestawéw po 4 ogniwa
réwnolegle.
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Zadania z matematyki nr 433, 434
' — Redaguje Marcin E. KUCZMA
) 433. Znalez¢ wszystkie funkcje wymierne
flx) = ggg (P, Q — wielomiany rzeczywiste)

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2002

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

majace te wlasnoéé, ze f(x)? — f(2?) jest funkcja staty na zbiorze tych liczb = € R,
dla ktérych Q(z) # 0 oraz Q(z?) # 0.

434. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste styczne do tego okregu
w punktach A i C przecinaja si¢ w punkcie P, a styczne w punktach B i D przecinaja
sie w punkcie Q. Dowiesé, ze punkty A, C, Q sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

zadan 421 (WT = 2,12) i 422 (WT = 1,09) punkty B, D, P sa wspoétliniowe.

z numeru 5/2001
Adam Woryna ~ Ruda Slaska 45,19
Marcin Peczarski — Latchorzew 43,58

Zadanie 434 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Witold Bednarek — L6d 1021 Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2001

Jacek Klisowski — Lublin 36,96 Przypominamy treéé zadan:

Tomasz Wietecha — Tarnéw 36,91

Michal Adamaszek — Kety 36,79 425. Wewnatrz czworokata wypuklego ABC D o nieréwnolegltych bokach AB i CD znajduje si¢

Jerzy Cisto
Adam Woryna przekracza prég 44 p.
i zostaje dziewigédziesigtym pigtym
cztonkiem Klubu 44 M.

i iloczyn sg réwne.

425. Zadanie mozna wygodnie rozwigzaé¢ rachujac
na liczbach zespolonych. Punkty X, A, B, C, D, Y
sa reprezentowane przez liczby zespolone 0, a, b, ¢, d, y.
Tréjkaty X AD i X BC sa podobne, przy czym tréjki
punktéw (X, A, D) i (X, B,C) sa przeciwnie zorientowane.
Mozna zatem umiesci¢ te trojkaty na plaszczyznie
zespolonej w taki sposéb, by zachodzity réwnosci b = Aa,
¢ = \d, ze wspétezynnikiem rzeczywistym A > 0. Punkt YV
jest wyznaczony przez warunki |y — a| = |y — Aa| oraz
|y — d| = |y — A\d|. Pierwszy z tych warunkéw przepisujemy
w postaci (y —a)(y — a) = (y — \a) (g — Aa), czyli
Aa—a)y+ Aa—a)g= (A —1)|al’.
Drugi warunek daje analogiczne réwnanie, w ktérym
symbole @ i @ sa zastgpione przez d i d. Otrzymujemy
uktad dwéch réwnan liniowych z niewiadomymi y i y; tylko
pierwsza z nich jest znaczaca dla dalszego rozumowania.
Rozwiazujac uktad, znajdujemy jej wartosé:
Xad(a — d) + ad(d — a)
Y= =
ad — ad

1

— Wroclaw 35,33  punkt X taki, ze | X ADX| = |« BOX| < 90° oraz |« DAX| = |4 CBX| < 90°. Symetralne bokéw
AB i CD przecinajg si¢ w punkcie Y. Dowiesé, ze |< AYB| =2 | ADX]|.

426. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajag warunki (b+c¢)(a+b+c)=c oraz b+ c<0.
Dowiesé, ze wielomian P(z) =23 + azx? + bx + ¢ ma dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma

(zalozenie, ze proste AB i C'D nie sa réwnolegte,
gwarantuje, iz A2 # 1 oraz ad # ad, wiec rachunki
sa poprawne).

Nalezy dowiesé, ze argument katowy ilorazu (a —y)/(b — y)
jest dwukrotnoscig argumentu ilorazu (a — d)/(0 — d).

To za$ jest rownowazne wykazaniu, ze dla pewnej liczby
rzeczywistej u > 0 zachodzi réwnosé

a—y (d—a\?

b—y ( d ) s
Korzystajac z otrzymanego wyrazenia dla liczby vy,
rachujemy:

d(a — d)(a — Na)

a-y= ad — ad ’
_ d(a—d)(a — \a

wobec tego

a—y_d(afd)_(El(afd))Q_(d—a)Q. d|*
b—y da—d) |dla—ad)]2 \ d |d(a — d)|2’
i mamy réwnosé, ktéra chcieliSmy uzyskac.

426. Wystarczy udowodnié, ze wielomian P(z) dzieli
si¢ przez tréjmian kwadratowy postaci z? — wx + w
o wyrézniku w(w — 4) > 0; tréjmian taki ma bowiem
dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma i iloczyn
maja jednakows warto$¢ w. Chcemy wiec wykazaé,
ze dla pewnej pary liczb w € (—o0;0) U (4; 00)
oraz u € R jest tozsamosciowo spelniona réwnosé
P(z) = (z + u)(z? — wz + w), réwnowazna uktadowi
rownan

a=u—uw, b=w — uw, c = uw.
State a, b, ¢ spelniajg warunki podane w zadaniu.
7 dwéch ostatnich réwnan widaé, ze trzeba przyjac
w = b+ ¢; jest to z zalozenia liczba ujemna. Zachodzi
réwnosé w(a + w) = ¢ (warunek zadania). Przyjmujemy
u=a+w = c¢/w i mamy spelnione wszystkie trzy
réwnania. Daje to dowodzong teze.



Patrz w niebo

Kazdy satelita podlega tzw. dzialaniu plywowemu ze strony macierzystej

planety. Polega ono na tym, ze satelita ulega rozciaganiu wzdtuz linii taczacej
go z planeta. Przyczyna jest banalny fakt, ze fragmenty satelity polozone
blizej planety sa przyciagane przez nig silniej niz fragmenty polozone dalej.
Moéwi sie, ze dziatanie plywowe jest efektem réznicowym — chodzi o te wlasnie
roznice oddzialywan ze strony planety na blizsza i dalsza cze$¢ satelity. Satelita
moze zostaé rozerwany przez sity plywowe, jezeli stang sie one silniejsze

od jego wlasnej spoistosci, okreslonej czy to przez wlasna grawitacje, czy
przez zwyczajna sztywnosé. Sztucznym satelitom latajacym w poblizu Ziemi
jej dzialanie plywowe nic nie moze zrobi¢, bo po prostu sa one zbudowane

z metali, Ksiezycowi — nawet gdyby byl ptynny — tez nic nie grozitoby, bo jest
dostatecznie daleko. Sa jednak sytuacje, gdy na naszych oczach trwa plywowy

kataklizm.

0Od dawna wiadomo, ze przestrzen miedzy galaktykami nalezacymi do znanej
gromady w Warkoczu Bereniki (Coma) w pewnych miejscach nie jest tak czarna,
jak mozna by oczekiwac¢. Powstalo naturalne pytanie o nature tego delikatnego
Swiecenia, przy czym wielu badaczy zaczelo uwazaé, ze odpowiedzialne za nie
sg po prostu gwiazdy rozproszone w przestrzeni miedzygalaktycznej. Gromada
odlegla jest o co najmniej 100 Mpc, a z takiej odlegtosci nie sposéb zadnymi
wspolezesnymi technikami (nawet z orbity) dostrzec poszezegdlnych gwiazd.
Okazuje sie jednak, ze mozna zabra¢ glos w dyskusji na ten temat, dysponujac
obserwacjami wykonanymi tylko z powierzchni Ziemi, w dodatku za pomoca
catkiem skromnego teleskopu. Kilka lat temu za pomoca 0,6-metrowego
teleskopu w obserwatorium Kitt Peak w Arizonie wykonano zdjecia gromady
Coma, na ktérych zarejestrowano kilka silnie wydluzonych, bardzo stabo
Swiecacych smug. Stwierdzono tez, ze barwa tych smug odpowiada barwie
galaktyk eliptycznych o érednich rozmiarach. Ponadto przynajmniej w jednym
przypadku smuga o dlugosci co najmniej 100 kpc, widoczna w poblizu
olbrzymiej galaktyki eliptycznej NGC 4874 (jednej z dwdch takich olbrzyméw
stanowiacych jadro gromady Coma), najprawdopodobniej jest resztka malej

galaktyki, ktéra przelatujac kolo olbrzyma, zostala zniszczona jego dziataniem
plywowym. Materia zniszczonej galaktyki, czyli po prostu jej gwiazdy, czesciowo
ulega rozproszeniu, a czeéciowo zasila zewnetrzne obszary galaktyki olbrzymie;j.
Czestos¢ takich zjawisk, oceniona na podstawie gestosci galaktyk w gromadzie

i ich wzglednej predkosci, dowodzi, ze w ciaggu kilku miliardéw lat zycia
gromady kataklizmy plywowe musialy zaj$¢ wielokrotnie, nic wiec dziwnego, ze
w przestrzeni miedzygalaktycznej blaka sie tam mnoéstwo gwiazd, nienalezacych
obecnie do zadnej konkretnej galaktyki.

T.K.

Styczen

Drugi rok nowego wieku zaczat sie rownie
niepostrzezenie jak mnostwo poprzednich i jak bedzie
z mnoéstwem nastepnych. W styczniowe wieczory
znowu od poélnocnego zachodu do poludniowego
wschodu przecina niebo Droga Mleczna, w ktorej juz
przez lornetke mozna dostrzec liczne gromady otwarte
gwiazd i mgtawice. Prawie w zenicie wida¢ Perseusza.
Jego tancuszek jasnych gwiazd ma na potudniowym
koncu doskonale widoczna bez pomocy przyrzadéw
gromade Plejad, a na pélnocnym — chyba réwnie
dobrze znang, cho¢ trudniej dostrzegalna gromade
podwdjna h i x Persei (odpowiednio NGC 869 i 884).
Obie widaé¢ golym okiem, ale naprawde picknie
wygladaja w niewielkim teleskopie przy matym
powiekszeniu. Pierwsza z nich jest bogatsza

w gwiazdy, druga za$ moze sama robi¢ wrazenie
podwdjnej. Choé¢ na niebie niemal ,zawadzaja”

o siebie, to w rzeczywistoéci dzieli je odleglo$¢ ponad
dziesieciokrotnie wigksza od ich rozmiaréw: wynosi ona
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okoto 300 pc, ich Srednice zas w przyblizeniu 25 pc.
Blizsza z gromad, h Persei, lezy w odleglosci 2300 pc.

Konfiguracja planet jest, oczywiscie, inna niz rok
temu i inna, niz bedzie za rok. Wieczorem mozna
prébowaé odszukaé Merkurego; moze sie uda,

bo 11 I znajdzie si¢ katowo najdalej od Stonca

(0 19° na wschéd). Wenus jest za Stoficem, wiec

jej nie widaé¢ (14 T ma gérne zlaczenie ze Sloncem).
Mars jest w Rybach, czyli wieczorem dos¢ nisko

na potudniowym zachodzie. Za to Jowisz 1 I ma
opozycje, czyli znajduje sie w Bliznietach w kierunku
przeciwnym niz Stonce, wskutek czego widaé go przez
cala noc. Niedaleko w Byku jest tez Saturn, a wiec
widaé go tez praktycznie przez cala noc. Néw Ksiezyca
wypada 13 I, a pelnia 28 I. Za¢mien nie ma, ale
Ksiezyc zakryje Saturna 24 I i Jowisza 26 I — jednak
z Polski widaé¢ bedzie tylko zblizenia Ksiezyca do tych

planet. TK
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DLACZEGO? (III/2)

Na poczatek odnotujmy, ze ass = v/585 = 3v/65.
Zgadza sie! Poczatkowych 57 wyrazéw ciagu to liczby
catkowite, 58. jest liczba niewymierna. To DLATEGO
chce o tym ciggu opowiedzie¢. Cigg dany jest wzorem

an = \/ [v/10080n12 — 10080n

gdzie [x] oznacza najmniejsza liczbe catkowita niemniejsza
niz x, czyli zaokraglenie liczby x w gére do najblizszej
liczby catkowitej.

Co wobec tego tak naprawde robi zagmatwany wzér na a,?
Otéz bierze on liczbe 10080n i w naiwny sposob stara

sie przedstawié te liczbe w postaci réznicy kwadratow

liczb catkowitych s — t2. A spos6b jest naprawde naiwny.
Liczba s? to najmniejszy kwadrat, ktéry nie jest mniejszy
od 10080n. A t? = a2 to réznica s?> — 10080n. I trzeba
cudu, zeby ta réznica byta kwadratem liczby catkowite;j.

Nie ma wigc sensu pytanie, DLACZEGO asg nie jest
liczbg catkowita. Nie jest, bo nie ma powodéw, zeby od
pierwiastka kwadratowego z przypadkowo wzietej liczby
oczekiwaé catkowitosci. Za to jak najbardziej na miejscu
jest pytanie: DLACZEGO dla n < 57 otrzymujemy liczby
catkowite?

Co to znaczy, ze a, jest liczba catkowita? Znaczy to
tyle, ze liczba 10080n jest postaci s* — t?, gdzie s it sa
catkowite nieujemne oraz t nie jest za duze, doktadniej
t < \/24/10080n. Poniewaz s? — t* = (s — t)(s + 1),
wiec tak naprawde interesuje nas przedstawienie liczby
10080n w postaci iloczynu liczb jednakowej parzystosci
(czyli parzystych, wobec parzystosci 10080n), o niezbyt
duzej réznicy. Ostatecznie, po podzieleniu liczby 10080n
przez 4, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Liczba a, jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy

liczba 2520n jest iloczynem dwdch liczb catkowitych

o réznicy mniejszej od /2v/10080n = 2/6 v/70n. A to

z kolei oznacza, ze wéréd dzielnikow liczby 2520n znajdzie
sie dzielnik nie za bardzo réznigcy sie od v/2520n.

Poniewaz 2520 = 23 - 32 .57, u liczby 2520n dzielnikéw
ci dostatek, nic wiec szokujacego w tym, ze dla n < 57
udawato si¢ wérdd nich znalezé odpowiedni dzielnik.

O SZKODLIWOSCI DLA OGOLNOSCI

Czesto w dowodach uzywa sie sformultowania bez szkody
dla ogdlnosci mozemy zalozyé, Ze... Zajmijmy sie taks oto
szczegblng sytuacja. W kontekscie dosyé symetrycznego
wyrazenia W (z1, 2, ...,2Tn) chcemy uzyé formulki:

bez szkody dla ogdlnosci mozemy zalozyé... (i tu pewne
nieréwnosci pomiedzy 1, x2,. .., Tn, ktore moga byd
pomocne w dowodzie). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy

n =5, gdy wartosé n jest bez istotnego znaczenia.

Sytuacja najprostsza. Wyrazenia: 1 + x2 + 3 + x4 + @5,
T1X2T3T4X5, T1X2 + T1T3 + T1Xa + T1X5 + T2X3 + TaXa+
+Z2T5 + X3T4 + T3T5 + T4Ts, \/E+ \/E-l- \/E-l- \/ﬁ-ﬁ-
+\/E sg symetryczne ze wzgledu na x1, x2, x3, T4, Ts

tzn. nie zmieniajg si¢ przy dowolnej permutacji liczb
r1,T2, T3, T4, Ts. Liczby te mozemy wiec dla wygody
uporzadkowaé jak tylko chcemy, np. niemalejaco.

Przy takich wyrazeniach mozemy bez szkody dla
ogolnosci zatozyé, ze x1 < xo < w3 < x4 < T5.

Sytuacja troche trudniejsza. Wyrazenie z123 + zozi-+
+x3xi + x4x§ + x5x% nie ma pelnej symetrii. Istotnie,
zamieniajac 1 i z2 otrzymujemy wyrazenie xox? + x5+
+x3x7 + zax? + w523, ktére jest inne niz wyjsciowe.
Widzimy jednak pewna, czeSciowa symetrie, ktéra
powoduje, ze kazda z liczb x1, 2, 3, T4, x5 jest w nim
rownouprawniona. Wyrazenie to nie zmienia si¢ przy
cyklicznej permutacji (takich permutacji jest 5 tacznie

z identycznoscia) liczb x1, z2, x3, x4, 5. Mozemy wiec bez
szkody dla ogdélnoéci zalozy¢, ze x1 jest najmniejsza

z liczb x1, x2, x3, T4, x5 lub tez tylko, ze 1 < x2. Ale nie

mozemy juz zaktadaé, ze x1 < x2 < xs, bo np. liczby
5,4,3,2,1 nie daja sie cyklicznie spermutowac tak, aby
pierwsze trzy tworzyly ciag niemalejacy.

Sytuacja jeszcze trudniejsza. Wyrazenie x1x2 + zox3+
+x3x4 + a5 + 521 ma troche wiecej symetrii. Pozostaje
niezmienione nie tylko przy cyklicznej permutacji liczb
r1,T2,T3,T4,Ts, ale takze przy jednoczesnej zamianie
T2 z x5 1 x3 z x4. Ogllniej, gdyby liczby x1, x2, x3, x4, x5
umieéci¢ w wierzchotkach pieciokata foremnego, to dane
wyrazenie nie zmienia si¢ przy dowolnej izometrii

(jest ich 10) tego pieciokata. Innymi stowy, majac dane
liczby w wierzchotkach pieciokata, mozemy daé przepis
na uzyskanie ,legalnej” permutacji tych liczb: wybierz
1 dowolnie, za z2 wez dowolnego sasiada x1, a dalej
juz nie masz wyboru — musisz posuwa¢ si¢ po obwodzie
pieciokata.

A teraz kilka prostych é¢wiczen, Drogi Czytelniku.

1) Uzasadnij, ze w kontekscie wyrazenia x1x2 + Toxs+
+x3x4 + a5 + 2521, bez szkody dla ogdlnosci mozemy
zatozyé, ze v1 < z2 < x3.

2) Uzasadnij, ze (w tym samym kontekscie) jezeli 21 jest
najmniejsza z liczb x1, x2, x3, x4, x5, to wcale nie mozemy,
bez szkody dla ogdlnosci, zaktadaé, ze r1 < z2 < x3.

3) Uzasadnij, ze w kontekscie wyrazenia z1x2 + T2x3+
+x3T4 + ... + Tn-1Tn + Tox1 (n > 3), zalozenie

r1 < x2 < x3 odbywa sie bez szkody dla ogélnosci

przy n nieparzystym, natomiast dla n parzystego zalozenia
tego poczyni¢ nie mozna.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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