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Dlaczego kot Schrédingera laduje na czterech tapach?

Marie ERICSSON
Erik SJOQVIST

Koty trzymane do géry nogami i upuszczone laduja niemal zawsze na czterech
lapach. Nurkowie potrafiag wykonywaé manewry obrotowe bez zadnych
poczatkowych momentéw pedu. Satelity moga zmieniaé swa orientacj¢ bez
zewnetrznego wplywu. Jak to im si¢ udaje? Odpowiedz kryje si¢ w holonomii,
obrocie odbywajacemu sie bez lokalnej zmiany opartej na dzialaniu sit
zewnetrznych.

Holonomie atwo jest zademonstrowaé na przykladzie wektora. Jesli bowiem
wektor styczny do sfery przemieécimy réwnolegle wzdtuz krzywej zamknigte]
na sferze, tzn. utrzymamy jego orientacje w stosunku do promienia sfery, to
po powrocie do punktu poczatkowego wektor wskazywaé bedzie inny kierunek
niz poczatkowo. W ten sposéb bez zadnej zmiany wektor ,rotuje globalnie”.
Kat obrotu (kat holonomii) jest zalezny tylko od krzywizny powierzchni,

a dokladniej: jest réwny katowi brylowemu, jaki wycina promiefi wodzacy
poruszajacego sie punktu. W ten sposéb mozna réwniez interpretowaé skret
wahadla Foucault jako swoista miare krzywizny Ziemi.

Katy holonomii sa réwniez charakterystyczng cechg mechaniki kwantowej, jak
zostalo to odkryte w 1984 roku przez M.V. Berry’ego. Wykazal on migdzy
innymi, ze czastki o spinie poléwkowym (a w istocie kazdy dwupoziomowy
system) po obiegnieciu zamknietej krzywej pod wplywem wolno rotujacego
pola magnetycznego osiagaja faze holonomiczng réwna pofowie kata brylowego
wycietego przez kierunek spinu. Ta tzw. faza geometryczna moze by¢ wyjasniana
przez przesuniecie réwnolegle wektora po sferze, tak jak na rysunku. Analogia
z przesunieciem wektora jest jednak niekompletna, gdyz czynnik 1/2, stojacy
przed miara kata brylowego, jest charakterystyczna cecha kwantowa, ktéra nie
znalazla klasycznego wyjaénienia. Ogélnie, faza geometryczna dla jakiejkolwiek
wartosci spinu jest iloczynem tego spinu i kata brylowego, a zatem widac jej
zaleznoéé od wielkosci czysto kwantowej.

Fazy geometryczne prébuje si¢ ostatnio wykorzystaé w komputerach
kwantowych. W komputerze takim zamiast klasycznych bitéw, tzn. liczb 0 lub 1,
mamy kwantowe uklady dwupoziomowe (np. atom o jednym stanie wzbudzonym
— wtedy ,poziomami” sa: stan podstawowy |0) i stan wzbudzony [1)). Uktad
kwantowy nie musi znajdowaé sie tylko w stanie |0) albo [1), tzn. by¢ w stanie
podstawowym albo wzbudzonym, ale moze takze znajdowac si¢ jednoczesnie

w dwéch stanach, np. w superpozycji ,|0) + |1)”. To, razem z mozliwoscia
korelacji qubitéw, powoduje, ze stan wejsciowy N qubitéw moze skiadaé si¢ z il
r6znych stanéw kwantowych. To z kolei umozliwia prowadzenie 2N _wymiarowych
obliczen réwnoleglych.

Jednakze takie skorelowane stany sa bardzo wrazliwe na szum zewnetrzny,
ktéry moze usunaé kerelacje pomiedzy qubitami, a takze zredukowaé qubity

do zwyklych bitéw, przez co traci si¢ réwnoleglosé obliczeii. Ostatnio wysunigto
i zastosowano pomyst wykorzystania fazy geometrycznej do zwalczania szuméw
w jadrowym rezonansie magnetycznym. O zjawisko to oparte sa obiecujace
systemy prowadzenia obliczeni kwantowych, w ktérych qubitami sa jadra
atomowe o spinie 1/2 umieszczone w zewnetrznym polu magnetycznym.

W ten sposéb wygenerowano tzw. bramke kontrolowanego przesunigcia fazy.
Wykorzystano przy tym oddzialywania miedzy spinami pary jader, stanowiacych
qubity, w ten sposéb, ze geometryczna faza jednego qubitu zalezala od stanu
drugiego qubitu. Dobierajac odpowiednia faze przesuniecia, uzyskujemy bramke
kontrolowanego zaprzeczenia C-NOT, o ktérej mozna przeczyta¢ w numerze
majowym Delty.

Przyczyny, dla ktérych faza geometryczna stala si¢ bardzo popularna od

1984 roku, to przede wszystkim uniwersalno$é pojecia fazy wystepujacej nie
tylko w kwantowej, ale i klasycznej mechanice, pigkno geometrycznej pamigci
w ewolucji systemu, a takze fakt, ze przez dlugi czas nie dostrzegano wyraznie
tego pojecia, choé mechanika kwantowa jest wéréd nas nie od dzis. ..



Suwanie wektora po krzywych

Marek KORDOS

Kiedy w szkole na lekcjach geometrii mowi sie
o przesunieciu rownoleglym wektora,

to nic nie méwi sie o tym, jak ma sie go przesunaé

ze starego polozenia w nowe. Ale mozna byloby
wyobrazi¢ sobie, ze rysujemy jakas$ linie od A do P

i po niej powolutku przesuwamy wektor. Nietrudno
wtedy zauwazy¢, ze wynik bedzie taki sam, niezaleznie
od tego, jaka trase przesuwania obierzemy.

/o

o

A

Sytuacja sie komplikuje, gdy chcemy przesuwaé
wektor po jakiejs zakrzywionej powierzchni, np. po
powierzchni kuli, walca czy stozka. Wydaje sieg, ze

do wyboru sa dwie niedogodnoéci. Jesli bowiem
przesuwany wektor bedzie w kazdym swoim polozeniu
mial ten sam kierunek, to — na ogé! — bardzo predko
zacznie on mocno odstawaé od powierzchni. Jesli

z kolei bedziemy go suwaé po powierzchni, to — znéw
na ogdét i znéw bardzo predko — zmieni on kierunek,
wiec c6z to za réwnolegle przesuwanie?

Ktos bardzo precyzyjny moze powiedzieé, ze
sprzeczno$é¢ tkwita od razu w postawieniu problemu:
jesli bowiem powierzchnia jest zakrzywiona, to
przeciez zaden wektor i tak nie moze na niej leze¢. Tu
jednak matematycy ,od zawsze" mieli wspélne zdanie.
Zamiast wektora lezacego na powierzchni rozpatrywali
wektory lezace w plaszczyZnie stycznej do powierzchni
(dla plaszezyzny to wszystko jedno — prawda?). Mozna
powiedzieé, ze decydujemy sie na wektory najbardziej
lezace na powierzchni, jak to jest tylko mozliwe.

2

Natomiast problem dobrego okreslenia przesuwania
rownoleglego wektoréw po powierzchniach diugo
czekal na jednoznaczne rozstrzygniecie. Przyjeto

w koficu pomyst Wlocha, ktéry zwal sie Tulio
Levi-Civita, a bylo to zaledwie 85 lat temu.
Levi-Civita proponowal, aby postepowac tak.
Interesowaé sie bedziemy tylko ,poziomym” ruchem
wektora, czyli bedziemy postepowali tak, jakby

po malym, rzeczywiscie réwnoleglym przesunieciu
wektora zostal on prostopadle zrzutowany na
plaszezyzne styczna do powierzchni. Tym sposobem
jest on najbardziej réwnolegly, jak to tylko dla
wektoréw stycznych do powierzchni jest mozliwe, na
tyle réwnolegly, na ile mu powierzchnia pozwala. Takie
przesuniecie nazywa sie nazwiskiem jego wynalazcy
lub przesunieciem absolutnym.

I wtedy okazuje sie, ze przesuwajac wektor od punktu
do punktu otrzymujemy wynik zalezny od tego,
wzdhuz ktérej krzywej go przesuwamy. Mozna sie

o tym przekonaé doéwiadczalnie. Na sferze (czyli
powierzchni kuli) — patrzmy na nig tak, jakby to

byl globus — przesuwamy wektor wskazujacy nam
(ziemski) kierunek poludniowy wzdluz 90. poludnika
dlugosci zachodniej, a to po to, by zaczaé od Nowego
Orleanu (ktéry ma na dodatek mila péinocna
szeroko$é 30°, czyli w/6). Latwo zauwazy¢, ze
przesuwany i doginany wektor bedzie stale wskazywatl
(ziemskie) potudnie, az do chwili, gdy osiagnie
biegun poludniowy, by dalej (juz na 90. wschodnim
poludniku) wskazywaé konsekwentnie péinoc, az

do bieguna pélnocnego, gdzie zacznie wskazywac
poludnie i powrdci do Nowego Orleanu w takim
samym polozeniu, jak byl na starcie.

Nowy
Irlean

Takg wlasnoéé majg linie najmniej krzywe na
powierzchni — czy jak kto woli: najbardziej proste. My
zresztg w codziennej praktyce takie wladnie linie na
Ziemi nazywamy prostymi. Np. linia kolejowa laczaca
Warszawe z Bialymstokiem jest na wiekszosci swojej
dlugosci prosta wlaénie w tym sensie. Oczywiscie
poludniki sa tez w tym wlasnie sensie proste. Aby nie
pisac ciagle, ze ,w tym sensie” matematycy maja na
takie linie specjalna nazwe: to sa geodezyjne. Jak
poznaje sie geodezyjna? Jednym ze sposobéw jest



patrzenie, czy wektor przesuwany wzdluz tej linii
tworzy stale ten sam kat ze styczna do tej linii.

Sprébujmy teraz przesunaé ten sam wektor

wzdluz 30. réwnoleznika. Widzimy (jesli faktycznie
przeprowadzamy to dodwiadczenie na globusie, a nie
tylko w myslach), ze wektor — poczatkowo tworzacy
ze styczna do tego réwnoleznika kat prosty — coraz
bardziej odstaje. Na 90. wschodnim poludniku
wskazuje juz wschod (albo zachéd — strone przeciwna
do tej, w ktéra go przesuwamy), a po przemierzeniu
calego réwnoleznika ma kat zmieniony az o m,

czyli 0 180°, a wiec wskazuje péinoc! Przy innych
réwnoleznikach zmiana kata bedzie, oczywiscie, inna.

e

Tempo zmiany kierunku wektora przesuwanego
wzdhuz jakiejé krzywej na powierzchni nazywa sie
krzywizna geodezyjng tej krzywej. Geodezyjne maja
wiec krzywizne geodezyjna stale réwna zeru.

Bardzo interesujace jest spostrzezenie, ze krzywizna
geodezyjna nie zmienia si¢ przy wyginaniu powierzchni
~ byle jej tylko nie rozciagaé¢ przy tym ani nie skracaé
materiatu, z ktérego powierzchnia jest wykonana, czyli
méwiac Scisle: nie zmieniaé¢ dlugoéci zadnej z krzywych
na powierzchni. Jest z tego moral pozwalajacy
znajdowaé¢ geodezyjne na powierzchniach rozwijalnych
(czyli dajacych sie, po ewentualnych rozcigciach
polozyé na plaszczyznie). Mianowicie, poniewaz na
plaszezyZnie geodezyjnymi sa proste (jako faktycznie
najmniej krzywe), to trzeba zobaczy¢, co z nich po
zwinieciu powstaje. Na walcu otrzymujemy przeto trzy
rodzaje geodezyjnych: okregi, proste i éruby.

% 1

Na stozku sa to réwniez proste, ale takze petle,
ktoérych liczba samoprzecieé zalezy od kata rozwarcia

fa
Z

Karol Gauss ponad péltora wieku temu odkryl, ze
na powierzchniach jednakowych w kazdym punkcie
(jak sfera czy siodlo), trojkat utworzony przez tuki
geodezyjnych ma pole proporcjonalne do réznicy
miedzy suma katéw (dang w mierze tukowej) a 7.
Dla plaszczyzny wspdlezynnik proporcjonalnosci
wynosi zero, co czyni to odkrycie nieprzydatnym.
Ale, na przyklad, na sferze geodezyjnymi sa najmniej
krzywe okregi, czyli okregi wielkie (majace srodek

w érodku sfery); wspoélezynnikiem proporcjonalnosci,
o ktérej méwi Gauss, jest odwrotnosé kwadratu
promienia sfery. Tak wigc chcac znalezé pole trojkata
utworzonego na sferze o promieniu R przez tuki jej
okregéw wielkich, wystarczy obliczy¢ sume jego katéw,
odjaé od tego 7 i pomnozy¢ przez R?.

Jest to akurat wielkoé¢ kata brylowego, ktérego
przecieciem ze sfera jest ten tréjkat. Mam nadzieje,
ze kazdy z Czytelnikéw potrafi podaé przepis na
znalezienie pola czworo- czy pieciokata utworzonego
na sferze z tukéw okregéw wielkich.

Krzywizna geodezyjna pozwolila uogélnié¢ ten

sposéb na dowolne krzywoliniowe wielokaty na
powierzchniach, nazywa si¢ to twierdzeniem
Gaussa-Bonneta i powstalo jeszcze w XIX wieku, przy
innym okreéleniu krzywizny geodezyjnej. Tyle, ze to
juz zupelnie inna bajka. ..



Polowanie na jelenia i ré6wnowagi Nasha
Jacek MIEKISZ

=

Rozwigzanie zadania M 970.
a) Kolejne zawartoéci 5- i 3-litrowego
garnka moga byé nastepujace:

(0,0}, (0,3), (3,0), (3,3), (5,1), (0,1), (1,0),

(1,3), (4,0).

b) n musi byé podzielne przez d = (k,1)

(najwigkszy wspélny dzielnik). Jasne jest,
ze warunek ten jest konieczny, poniewaz
po kazdej czynnosci liczba litréw wody

w kazdym garnku jest podzielna przez d.
Zaloézmy, ze d|n. Przyjmijmy k < [.

Zauwazmy, ze jesli mozemy odmierzyc

z litréw (z € Z), to mozemy odmierzy¢
rowniez x + k (modl). Jesli bowiem
odmierzyliSmy z litrow, to wlewamy je do
garnka [-litrowego, nastgpnie wypelniamy
woda z kranu garnek k-litrowy i
przelewamy z niego, ile sie da, do garnka
I-litrowego. Jesli  + k < [, to w garnku
I-litrowym bedziemy mieli x + k litréw
wody, jesdli zas x + k > [, to w garnku
k-litrowym bedziemy mieé¢ = + k — [ litrow
wody. Tak czy inaczej po wykonanych
czynnosciach w jednym z garnkow
bedziemy mieé¢ x + k (mod ) litréw

wody. Z powyzszych rozwazaii wynika, ze

mozemy odmierzyé¢ dowolng wielokrotnosé

liczby k modulo I. Wielokrotnosci te
stanowia zbi6r wielokrotnodci liczby d,

co dowodzi tezy zadania.

OdpowiedZ na pytanie ze strony 13.
I tak, i nie... W przypadku rodzin
nieskoficzonych nalezy dodatkowo
zalozyé zwartoéé (czyli w przypadku R?:
domknietoéé i ograniczonoéé) elementéw
rozwazanej rodziny.

W przeciwnym przypadku twierdzenie
jest falszywe — wystarczy przemyéleé
rodzine pélplaszezyzn: {P, =

={(z,y) ER® : v > n;y € R};n € N}.
Przyklad na istotnoéé zalozenia
domknietodci pozostawiamy
Czytelnikowi. . .

W 1762 roku Jean Jacques Rousseau napisal: ,Mysliwi bioracy udziat
w polowaniu na jelenia sa w pelni Swiadomi, ze aby go upolowaé¢, musza by¢
lojalni wobec siebie i pozostaé na swoich posterunkach. Jezeli jednak zajac
przebiegnie w poblizu jednego z nich, nie ma watpliwoéci, ze myéliwy ten
ruszy za pewng zdobycza, doprowadzajac do fiaska polowanie na jelenia.”
Przetlumaczmy to na jezyk wspdlczesnej teorii gier. Aby sprecyzowaé¢ model
teoriogrowy, musimy okresli¢ zbiér graczy I = {1,...,n}, zbiér dostepnych
im strategii S; = {1,...,m;}, i=1,...,n oraz funkcje wyplat u; : S — R,
gdzie S = S] x Sp x ... x Sy,; wyplata kazdego gracza zalezy nie tylko od jego
strategii, lecz réwniez od strategii wszystkich jego oponentéw, to znaczy profilu
strategii S. W naszym przypadku kazdy z dwéch mysliwych ma do dyspozycji
dwie strategie: jelenia (J) albo zajaca (Z). Aby podaé funkcj¢ wyplat, musimy
wpierw przypisa¢ obu nieszczesnym zwierzetom okreslong wartosé. Niech jelen
bedzie wart 10 jednostek ekonomicznej uzytecznodci, a zajac 3. Upolowany
jelen dzielony jest réwno miedzy dwdch graczy ze strategia J, zajac przypada
w calosci kazdemu graczowi ze strategia Z. Funkcja wyplat przybiera wtedy
postaé¢ macierzy 2 x 2, ktérej element u;; jest wyplata gracza pierwszego
(wierszowego) grajacego strategia i, podczas gdy gracz drugi (kolumnowy) gra
strategia j:

Z1
Z 33
JO5

Gra jest symetryczna, co oznacza, ze wyplaty gracza drugiego sg dane przez
macierz transponowang do U. Gra jest rozgrywana w ten sposéb, ze gracze
jednoczesnie oglaszaja swoje strategie i dostaja odpowiednie wyplaty. Macierz
wyplat jest znana kazdemu graczowi, ktéry wie, ze kazdy z jego oponentéw ja
zZna, wie, iz jego oponenci wiedza, ze on ja zna. ..

= [g g} , co bedziemy zapisywali jako

Pojawia sie naglace pytanie: Jak graé¢? John Nash zaproponowal nastepujaca
definicje réwnowagi. W réwnowadze Nasha, przy ustalonych strategiach
przeciwnikow, zadnemu z graczy nie oplaca sie zmieni¢ swojej strategii.
Formalnie:

Definicja. X = (X;,...,X,) € S jest rébwnowaga Nasha, jesli dla kazdego
1<i<niAes; u,—(Xl,...,X,:,.‘.,Xn)zu,:(Xl,..‘,A,..‘,Xn), gdzie X; € S;.

W naszym przykladzie mamy dwie réwnowagi Nasha: (J,J) i (Z,Z). Stajemy
wiec przed problemem wyboru jednej z nich. Pierwsza réwnowaga daje nam
najwieksze wyplaty, druga natomiast jest dominujaca ze wzgledu na ryzyko —
pojecie zaproponowane przez Seltena i Harsanyi'ego. Zakladamy, ze przeciwnik
z jednakowym prawdopodobienistwem 1/2 zagra jedna z dwéch strategii.
Wybieramy strategie, ktora daje nam wiekszg wartosé¢ srednia. W naszym
przypadku érednia wyplata dla strategii Z wynosi (3 + 3)/2 i jest wieksza od
§redniej wyplaty dla strategii J réwnej (5 + 0)/2.

Warto wspomnieé, ze za swéj wklad w teorie gier John Nash, Reinhard Selten
i John Harsanyi zostali uhonorowani w 1994 roku Nagroda Nobla z ekonomii.

Ostatnio zostalo zaproponowanych kilka modeli dynamicznych, w ktérych tylko
niektére réwnowagi Nasha danej gry sa stabilnymi punktami stacjonarnymi,

a wiec zostaja wybrane. Badaniem dynamicznego dochodzenia do réwnowag
Nasha zajmuje sie ewolucyjna teoria gier, o ktorej, by¢ moze, napiszemy

w przyszlosci.

Whikliwy Czytelnik zada oczywiscie pytanie, czy kazda gra ma réwnowage
Nasha. W odpowiedzi poprosimy wnikliwego Czytelnika o skonstruowanie dwaéch
gier niemajacych réwnowag Nasha: symetrycznej gry z trzema strategiami oraz
gry niesymetrycznej (wyplaty dla gracza wierszowego i kolumnowego dane sg
przez dwie niezalezne macierze) z dwiema strategiami.
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Nietrudno domyélié sie, skad pochodzi
nazwa Dylemat WieZnia: jesli dwdch
bandytéw ,pdjdzie w zaparte”, to
zostang uniewinnieni, jeéli jeden z nich
sig przyzna, a drugi nie, to pierwszy

z nich bedzie mial silnie zlagodzong kare,

a jeéli obaj, to ich kary beda tylko nieco
zlagodzone.

Aby tradycji matematycznej stalo sie zadosé i wystapilo twierdzenie o istnieniu,
wprowadzmy strategie mieszane. Strategia mieszana i-tego gracza to rozklad
prawdopodobienstwa na zbiorze strategii czystych S;, czyli m; nieujemnych
liczb o;; sumujacych sie do 1; o;; jest prawdopodobiefistwem, z jakim i-ty
gracz zagra strategia j-ta. Przyjmujemy, ze wyplata z profilu strategii
mieszanych dana jest przez jej wartos¢ oczekiwang i uogdlniamy w oczywisty
sposéb definicje réwnowagi Nasha, podstawiajac w niej o za X. Zachodzi
wtedy nastepujace

Twierdzenie
Kazda gra ze skoniczong liczbg graczy i strategii ma co najmniej jedng réwnowage
Nasha w strategiach mieszanych.

Dowdéd wykorzystuje jedno z twierdzen o punkcie stalym (réwnowaga Nasha jest
najlepszg odpowiedzia na réwnowage Nasha).

Ambitnego Czytelnika poprosimy teraz o znalezienie wszystkich réwnowag
Nasha dla dowolnej symetrycznej gry dwuosobowej z dwiema strategiami.
Udowodni on w ten sposéb powyzsze twierdzenie dla tej klasy gier.

Przeniesmy sie teraz z osiemnastowiecznego lasu do wspolczesnego miasta,

gdzie dwoch pracownikéw wlasnie zasiadlo do wykonczenia wspolnego projektu.
Kazdy z nich moze albo pracowaé¢, X; = 1, albo oszukiwaé, czyli pozorowac
prace, X; =0, ¢ = 1, 2; praca wymaga inwestycji 3 jednostek naszej uzytecznosci.
Przychéd z wykonanego projektu 4(X; + X5) jest dzielony réwno miedzy
partneréw. Powyzsza gra ma nastepujace przedstawienie macierzowe:

1 0
U=-1 1=1
Q-2 0

Jedyna réwnowaga Nasha jest profil (0,0). Zauwazmy, ze w przypadku

pracy obu partneréw ich wyplata jest wigksza. Profil (1,1) nie jest jednak
réwnowagg Nasha. Staramy sie wiec dzialaé racjonalnie, graé strategia w jedynej
rownowadze Nasha i efektem tego jest obustronny brak korzysci. Powyzsza

gra znana jest pod nazwg Dylematu WieZnia. Aby zrozumieé wystepowanie
zachowan altruistycznych w ukladach rywalizujacych jednostek, zaproponowano
ostatnio proste modele dynamiczne, w ktérych stabilne punkty réwnowagi nie sg
réwnowagami Nasha. Przeszliémy wiec od problemu wyboru jednej z réwnowag
Nasha do problemu znalezienia réwnowagi nie bedacej réwnowaga Nasha.
Analiza dynamicznych strategii prowadzacych do wspélpracy w powtarzanej
grze typu Dylemat WieZnia wymaga oddzielnego omdwienia.

x. .1

Rozwigzanie zadania M 971.
a) Kolejne zawartosci 10-, 7- i 3-litrowego garnka mogg by¢ nastgpujace:

(10,0,0), (7,0,3), (7,3,0), (4,3,3), (4,6,0), (1,6,3), (1,7,2), (8,0,2), (8,2,0), (5,2,3).

b) (k,)In A k+ 1 > n. Mozemy bez straty ogdlnosci przyjaé 2n > | > k. Niech X bedzie zbiorem
takich trdjek liczb calkowitych (a, b, ¢), 2e istnieje procedura przelewania prowadzaca do sytuacji,
w ktérej w garnku 2n-, I- i k-litrowym znajduje sie odpowiednio a, b i ¢ litréw zupy. Niech d = (k, ).
Za pomoca prostej indukcji mozna wykazaé, ze jedli (a,b,¢) € X, to co najmniej dwie liczby a, b, ¢
sy podzielne przez d. Wynika z tego latwo, ze jesli na koiicu jedna z liczb a, b, ¢ ma by¢ réwna n,
to musi byé d|n.
Zalézmy, ze (k,l)jnin < k+ 1 < 2n. Udowodnimy, ze jesli (2n — x,x,0) € X, to réwniez
(2n —y,9,0) € X, gdzie y = x — k (mod ). Jedli z > k, to wykonujemy ciag czynnosci:

(2n —z,z,0)—(2n —z,z — k,k)—(2n—x+ k,z — k,0).
Jesli natomiast x < k, to postgpujemy wedlug schematu:

2n—z,2,0) — (2n - 2,0,z) — (In - - z,l,z) —

— 2n—-l—-zdl—-(k—-z) k) — (2n—-Il—-—z+kIl+xz—k,0)
(skorzystalidmy po drodze 2 nieréwnodci k + [ < 2n). Poniewaz (2n,0,0) € X, wigc 2 powyZszego
wynika, ze (Zn — x, z,0) € X, gdzie = jest dowolna wielokrotnosdcia liczby k& modulo 1.
W szczegdlnodei (n 4+ k,n — k,0) € X, co pociaga za soba (n,n— k., k) €

X. To dowodzi tezy zadania.
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Liczby Stirlinga a skoki narciarskie

Adam WORYNA

o

Rozwigzanie zadania M 972.

Liczby k= 7 i | = 12 sg dobre.

Mozna to latwo sprawdzié, znajdujac
wszystkie mozliwe sytuacje (jest ich 20)

i wykazujgc, ze znaleziony zbidr jest

ety ze wzgledu na wszystkie

e przelewania (najlepiej narysowad

graf wszystkich mozliwych sytuacji

i polgczen pomiedzy nimi). Wirdd

wszystkich mozliwych sytuacji nie ma

iej, w ktorej w jednym z garnkéw jest

8 litrow zupy.

Uwaga: Cickawym zadaniem wydaje

sig znalezienie warunku koniecznego

i dostatecznego w przypadku ogdlnym. Ja
odpowiedzi nie znam. A moze Czytelnicy

rozwiazg ten problem?

Przed niespelna rokiem mieliémy wszyscy okazje podziwia¢ fenomenalne skoki
Adama Malysza na duzej i éredniej skoczni w Lahti. Gdy ogladalem popisy
naszej gwiazdy, nasunal mi si¢ nastepujacy problem: ilu érednio skoczkéw,
podczas jednej takiej serii skokéw, zdobedzie tytul lidera. Liderem, w kazdym
momencie konkursu, nazwiemy zawodnika, ktéry do tego momentu uzyskal
najlepszy wynik. Zawodnicy, zgodnie z regulaminem, startuja kolejno wedlug
ustalonego wczesniej porzadku i kazdy z nich wykonuje jeden skok. Ponadto
przyjmujemy, ze uzyskane wyniki sa rézne oraz kazda kolejnosé konicowa jest
jednakowo prawdopodobna (nie ma faworytéw).

Niech n > 1 bedzie liczbg zawodnikéw bioracych udziat w konkursie. Kluczem do
rozwigzania postawionego problemu jest obliczenie dla kazdego k € {0,1,...,n}
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze podczas calego konkursu dokladnie k
skoczkéw zdobedzie tytut lidera. Zgodnie z definicja, zawodnik z pierwszym
numerem startowym na pewno zdobedzie tytul lidera. Stad liczba lideréw

w konkursie bedzie na pewno wieksza od zera. Mozemy przyjaé, ze kazdego
skoczka ocenia si¢ w skali od 1 do n punktéw. Poniewaz uzyskane wyniki

sg rézne, wiec koficowa klasyfikacja skokéw jest pewna permutacja zbioru
{1,2,...,n} okredlong nastepujaco: i-ta pozycja tej permutacji to ocena
zawodnika z i-tym numerem startowym (i = 1,...,n).

Dla dowolnej permutacji wy, ..., w, zbioru {1,...,n} mozemy jednoznacznie
okresli¢ nastepujacy ciag wskaznikéw: l; = 1 oraz dla i > 1 wyraz I; jest
najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego w;, > wy,_, (o ile taki wskaznik istnieje).
Diugos¢ tak okreslonego ciggu zalezy od danej permutacji i na pewno jest

nie wigksza niz n. Zauwazmy, ze jezeli dlugosé ta jest réwna k, to permutacja
przedstawia korficowy klasyfikacje w konkursie, w ktérym dokladnie k skoczkéw
mialo tytul lidera. Permutacje taka nazwiemy permutacjq stopnia n z k liderami.
Dla dowolnych liczb catkowitych n > 1 i k > 0 oznaczmy przez S(n, k) liczbe
wszystkich permutacji stopnia n z k liderami. Z wczeéniejszych rozwazah
wynika, ze

(1) S(n,k) =0, jezeli k=0 lub k>n
oraz
(2) S(1,1)=1.

Zalézmy wigc dalej, ze n > 2 i 1 < k < n. Podzielmy wszystkie permutacje
stopnia n z k liderami na dwie roztaczne klasy: A i B. Do klasy A zaliczymy
permutacje, w ktorych na pierwszej pozycji znajduje sie jedynka, a do klasy B
— wszystkie pozostale permutacje.

Policzmy teraz permutacje w klasie A. Zauwazmy, ze jezeli w kazdej takiej
permutacji usuniemy liczbe 1 (znajdujaca si¢ na pierwszej pozycji), a nastepnie
kazda z pozostalych liczb zmniejszymy o 1, to uzyskamy pewng permutacje
stopnia n — 1 z k — 1 liderami. Co wiecej, powyzsze przeksztalcenie wyznacza
bijekcje migdzy zbiorem permutacji klasy A a zbiorem permutacji stopnia n — 1
z k — 1 liderami. Stad klasa A sklada si¢ z S(n — 1,k — 1) permutacji.

Policzmy z kolei permutacje w klasie B. W tym celu dla dowolnie ustalonego

s € {2,...,n} policzmy te permutacje klasy B, w ktérych jedynka znajduje sie
na pozycji s-tej. Zauwazmy, ze jezeli w takiej permutacji usuniemy jedynke,

a nastepnie kazda z pozostalych liczb zmniejszymy o 1, to otrzymamy pewna
permutacj¢ stopnia n — 1 z k liderami (usunigta jedynka nie byta w tym
przypadku oceng lidera). Podobnie jak poprzednio, powyisze przeksztalcenie
wyznacza bijekcje migedzy permutacjami klasy B, w ktérych jedynka znajduje sie
na s-tej pozycji, a permutacjami stopnia n — 1 z k liderami. Poniewaz liczba s
moze przyjmowaé n — 1 wartoéci, wiec klasa B sklada sie z (n — 1) - S(n — 1, k)
permutacji. Stad otrzymujemy wzér rekurencyijny

(3) Sn,k)=(n—-1)-S(n—1,k)+S(n—1,k—1) dla n>2i1<k<n.



Czytelnicy pisza

Oto para zbioréw wypuktych, ktérych
réwnolegle cigciwy poprowadzone przez
dany punkt sa réwnej dlugosci.

Jest to jeden z przykladéw nadestanych

nam przez Pana Mariusza Nawlatyne

(patrz Delta 3 i 8/2001). Dzigkujemy.
Redakcja

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia, ze podczas calego konkursu dokladnie
k skoczkéw zdobedzie tytul lidera, wynosi

S(n, k)
n!
gdzie S(n, k) jest okreslone rekurencyjnie réwnosciami (1), (2), (3). Poszukiwana

wartos¢ oczekiwana liczby lideréw jest réwna
(1]

(4) L34 8(n,d).
i=1

Réwnoscei (1), (2), (3) generuja tzw. liczby Stirlinga pierwszego rodzaju
(postuguje sie tu definicjg pochodzaca z ksigzki ,Matematyka konkretna”
autorstwa: R. L. Graham, D. Knuth, O. Patashnikow — str. 288). W literaturze
matematycznej najczedciej spotyka sie je przy wyznaczaniu liczby permutacii,
ktore maja ustalong liczbe cykli w rozkladzie na cykle lub tez przy
wyznaczaniu wartosci wspélczynnika przy danej potedze z w wielomianie
W(@)=xz-(x+1)-...- (& +n—1). Jak dotychczas, nie udalo si¢ znalez¢
zgrabnego wzoru na te liczby. Okazuje sie jednak, ze maja one wiele ciekawych
wlasnosci. Przede wszystkim zachodzi, oczywista niemal, réwnodé

5) S 8mi=nl d& n=1,2,...
=1

7

Bardziej interesujaca dla nas okaze sie z pewno$cig tozsamosé
L3 T

(6) 530S =21,

1= =
ktéra stwierdza, ze wartoé¢ oczekiwana liczby lideréw w konkursie jest réwna
tzw. n-tej liczbie harmonicznej. Réwnosé (6) mozna udowodnié metoda indukeji
matematycznej. Ponizej jednak pokaze nieco inny sposéb. Dla n-=1,2,3,...
oznaczmy przez L(n) sume (4). Dla k = 1,2,...,n pomnézmy przez k kazda
ze stron réwnosci (3). Dodajac stronami wszystkie otrzymane w ten sposéb
réwnosci, dostajemy (po zredukowaniu i skorzystaniu w pewnym momencie

z (5))

n n—1
(7) S k-Snk)=(n—-1)+n> k-Sn—-1,k) dla n=23,...
k=1 k=1
Dzielac obie strony (7) przez n! dostajemy: L(n) = 1/n+ L(n — 1) dla
n=2,3,..., co w polaczeniu z réwnoscig L(1) = 1 daje nam: L(n) = }_ 1,
i=1

czyli tozsamoéé (6). Wszystkie powyzsze rozwazania biora jednak w leb, kiedy
na skoczni pojawia sie Adam Malysz. ..

L

Rozwigzanie zadania F 559.
W fotosferze atomy wodoru majg predkosé srednig kwadratows (pierwiastek Sredniego kwadratu
predkoéci)

[ 3RT 1

P = ~1,2-10" m/s,
Vo

gdzie p jest masa czasteczkowa gazu. Druga predkosé kosmiczna wynosi

v = ."fzul = 6,1 - 10” m/s.
\ R ;

Zatem srednia predkoé¢ kwadratowa jest okolo 50 razy mniejsza od drugiej predkoégei kosmicznej,

wigc wigkszoéé atomow wodoru nie moze wyrwad sie z pola grawitacyjnego Sloinca
3 = 2 B Y Jneg

.1

Rozwigzanie zadania F 560.
Grubosé fotosfery jest niewielka, zatem mozemy zalozydé jej stal:

przyspieszenia grawitacyjnego (spadku swobodnego). 2

RT
p=pgah=p—:

e
Ostatecznie

2~ 1,7-10° m = 170 km.




NMaia gdelld

Konstrukcja luku

W czasie jednej z wakacyjnych wypraw mialam okazje zobaczy¢

stary — pochodzacy z czaséw rzymskich — akwedukt. W przewodniku
przeczytalam, ze zostal on zbudowany z kamiennych blokéw bez uzycia
zaprawy, ale poczatkowo nie zwrécitam na to duzej uwagi. Na miejscu
zobaczylam cos takiego:

W powiekszeniu:

Czesé¢ kamieni jest utozona w ksztalt tuku. Najciekawsze jest to, jak cala
konstrukcja trzyma sie stabilnie razem, a kamienie z gérnej czeéci tuku
nie spadaja. Rozrysowanie na kartce papieru dzialajacych sit ciezkoéci,
nacisku i reakcji pozwala wyjasnié sytuacje.

Ale po kolei. Mozemy sami wykona¢ pewne do$§wiadczenie, ktére obrazuje

rozlozenie sit w tuku. Polézmy na stole pasek kartonu, raz wygiety w tuk,
a potem dodatkowo podparty po bokach ksigzkami.

Naciskajac od géry na niczym nie podparty pasek powodujemy
rozsuwanie sie brzegéw. Podparcie ksiazkami pomaga, dla sit nacisku
z rozsadnego przedzialu (nie powodujacych deformacji kartonu)

" konstrukcja utrzymuje swoja strukture.
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Podobny mechanizm sprawia, ze kamienne bloki w luku trzymaja

sie razem. Konstrukeja tuku opiera sie przede wszystkim na klinach

— to ksztalt kamieni powoduje, ze calos¢ trzyma sie raczej stabilnie.
Site cigzkosci dzialajaca na kazdy blok mozemy roztozyé na skladowe
styczne i prostopadle do krawedzi. Skladowa prostopadla przenosi
ciezar na nastepne bloki. Sity styczne do krawedzi powoduja Sciskanie
sie blokow, a wiec takze zaciesnianie sie calej konstrukeji. Ksztalt
blokéw zabezpiecza przed zdeformowaniem sie budowli w tym kierunku.
Dzialajace w przeciwnych kierunkach sily wywierane przez $cisniety
material przy podstawie luku maja kierunek radialny na zewnatrz.
Dzialanie pionowej sily cigezkosci zostalo przeniesione na poziome sity
reakcji. Czesto wiec buduje si¢ mosty tukowe nad rzekami o grzaskich
brzegach.

zwornik

R,
Owe naprezenia moga spowodowaé nawet zawalenie sie konstrukeji,
dlatego pojedyncze tuki, np. tuki triumfalne, maja bardzo solidne

podparcia. W akweduktach, gdy mamy szereg tukéw obok siebie, sily te
sie znosza i wystarcza silne podparcia na koncach kazdego rzedu.

Konstrukcje tuku obserwujemy takze w nowszych budowlach, przede
wszystkim mostach. Sa one zazwyczaj zbudowane z cegiel polaczonych
zaprawa. Cegly doskonale nadaja sie do konstrukeji takiego typu jak
tuk, bowiem sa one bardzo odporne na $ciskanie. Do czego potrzebna
jest zaprawa? Na pewno nie do ,sklejania”, jakby sie moglo wydawaé
na pierwszy rzut oka. Cegly maja nieréwna, chropowata powierzchnie,
a wiec stykaja sie tylko na niewielkim obszarze. Spore ci$nienie panujace
w miejscach styku powoduje kruszenie sie materialu. Proces ten

moze trwaé az do wyréwnania sie powierzchni, albo — co bardziej
prawdopodobne — do zawalenia konstrukeji. Dla réwnomiernego
roztozenia nacisku cegly sa wiec oddzielane warstwa zaprawy.

Kamienne glazy tez sa odporne na $ciskanie. Trzeba je jednak oblupaé

i wygladzi¢. Odpowiednio obrobione nie wymagaja duzej ilosci zaprawy
(a nawet wcale). Tego typu material byl uzywany w czasach, gdy sila
robocza byla tania, dlatego obecnie korzysta sie z innych materiatéw.

W zasadzie mozna by takze uzywac bardziej miekkiej skaly, np.
piaskowca, duzo latwiejszego do obrébki. Jest on jednak znacznie mniej
odporny na erozje, i z czasem czesci zewnetrzne, wystawione na dzialanie
czynnikow atmosferycznych, wykruszaja sie i odpadaja.

Podczas budowy tuku (albo mostu) z cegly lub kamienia, uzywana jest
specjalna konstrukcja podtrzymujaca. Jest to drewniane rusztowanie

o ksztalcie dokladnie takim samym jak majacy powstaé¢ tuk. Podpiera,
ono konstrukcje do czasu polozenia ostatniego bloku, zwanego
zwornikiem. Lezy on w Srodku luku i laczy dwie jego czesci. Cala
konstrukcja jest niestabilna, dopdki nie polozy sie tego ostatniego bloku.

Malg Delte przygotowala Ewa CZUCHRY



Dlaczego samolot lata? (II)

Obrazki sqg na ostatniej stronie okladki.

— Adam, czytales wrzeéniowa ,Malg Delte”? —
zagadnal mnie na przerwie Bolek.

— Te o papierowych samolotach?

— Tak. Pamigtasz ten kawalek o tunelu
hydrodynamicznym? Zrobilem taki tunel i nawet udalo
mi sie sfotografowaé przeplywy. Zobacz.

— Super. Pokaz to naszemu fizykowi.

— Wiesz, dzieki temu tunelowi wreszcie zrozumialem,
dlaczego samolot lata.

— Bolek, po co ci do tego tunel? Przeciez tam bylo
wyjasnione, ze sila nosna to nic innego, jak skladowa
oporu powietrza. Samolot leci z nieco pochylonym
skrzydlem i naciska na powietrze, ktére z taka sama
sita musi dziala¢ na skrzydlo.

— Tak to moze lataja samoloty z papieru, a prawdziwe
zupelnie inaczej. Popatrz na to zdjecie. Strugi za
skrzydlem odchylane sa w doét. Skrzydlo odrzuca
powietrze, podobnie jak rakieta spaliny. A z zasady
zachowania pedu wynika, ze jak powietrze leci w dot,
to samolot do gory.

— No a jak leci poziomo?

— To wszystko jedno. Przyrost pedu réwna sie
popedowi sily. W rakiecie tez tak mozesz dobra¢ ciag,
zeby nieruchomo zawisla. Pamietasz ten kawalek

o napedzie odrzutowym we wczesniejszym numerze?
Niby nie ma nic wspdlnego, ale ja ich z tej ,Delty” juz
znam. Jak taki kawalek wsadzili, to co§ w tym musialo
by¢.

— Bolek, ty sie zastanéw — wtracil Czarek —

przeciez powietrze to jest PEYN, a nie odbijajace

sie od skrzydla kulki. Chyba obaj przegapiliscie
najwazniejsza czeS¢ artykulu — te o zwiazku cisnienia
z predkoscia. Samolot lata dlatego, ze powietrze nad
skrzydlem ma wieksza predko$¢ — a wiec mniejsze
ci$nienie, niz pod skrzydlem. To wiladnie ta réznica
ci$nien unosi samolot.

— Ale dlaczego predko$é nad skrzydlem ma byé
wieksza? — spytalem.

— Bo u gory skrzydlo jest wypukle. Powietrze ma
dluzsza droge do pokonania, wigc musi poruszaé sie
szybciej.

— Bzdury pleciesz — przerwal Bolek. — W16z do rzeki
zwiniety w petle waz. Czy przez niego woda bedzie
plynela z wieksza predkoscia niz w rzece tylko dlatego,
ze ma dluzsza droge?

— Juz wiem! — co$§ mi blysnelo w glowie. — Nad
skrzydlem powietrze porusza sie szybciej, bo jest
wciagane przez nizsze cisnienie.

10

— Co$ mi sie zdaje, ze wymys$lile§ perpetuum mobile —
znéw skrytykowal Bolek. — Nad skrzydlem jest nizsze
ciénienie, bo powietrze porusza sie szybciej, a porusza
sie szybciej, bo jest nizsze ci$nienie. To tak jak z tym
magnesem wysunietym na kiju. Samolot bedzie

sie poruszal, bo bedzie przyciagany przez magnes,

a magnes bedzie sie poruszal, bo jest przymocowany
do samolotu.

— Ale gdyby zamiast samolotu usigséé na osle i, zamiast
magnesu, do kija uwigza¢ marchewke — to zadziala —
podkpiwal Czarek.

— Zadziala, bo marchewka przyciaga osla, a osiol
marchewki nie. Trzecia zasada dynamiki Newtona
dotyczy tylko sit fizycznych, a przyciaganie marchewki
jest sila psychiczna — wyjasnil uczenie Bolek.

— To moze i samoloty lataja dzieki sile psychicznej?

— do dyskusji wlaczyl sie Darek. — A drugi pilot
potrzebny jest na wypadek, gdyby pierwszy mial
chwile zwatpienia? Osiotki moje — jak chcecie, to wam
powiem, dlaczego NAPRAWDE samolot lata.

— No to powiedz, jak jestes taki madry.

— Samolot lata dzieki sile nosnej, ktéra wywolana jest
cyrkulacja powietrza wokoét skrzydla — wyrecytowal
dumnie.

— Chyba ci sie pokrecilo z helikopterem — odpartem.

— Nic mi sie nie pokrecilo. Tak jest napisane
w podreczniku aerodynamiki.

— On sig znowu naogladal obrazkéw w ksiazkach
starszego brata — pospieszyl z wyjasnieniem Czarek.

— Dobra, ale co to jest ta cyrkulacja i skad sie bierze?
— spytal rzeczowo Bolek.

— Cyrkulacja to ruch okrezny powietrza. A bierze si¢
z rozwigzania réwnan tak skomplikowanych, ze nie
macie pojecia.

— Dobra, dobra. Réwnania moga by¢ trudne, ale jakis
sens fizyczny musza mie¢ — prébowalem drazyc.

— Ja chyba nigdy nie polece samolotem — wtracita
Magda — skoro nikt nie wie, dlaczego on tak naprawde
lata.

W tym momencie zadzwonil dzwonek na lekcje fizyki.

— Panie psorze, Bolek zrobil §wietny tunel aero-, to
znaczy hydro-dynamiczny i nawet ma zdjecia réznych
przeplywoéw!

— Pokaz, prosze. No, no! Praca na széstke. To teraz juz
wiesz, dlaczego samolot lata?

— Noo..., ja chyba wiem — baknal niewyraznie
Bolek — ale Adam, Czarek i Darek twierdza, ze sie
myle.



— A oni wiedza?
— Uwazaja, ze tak, ale ja sie z nimi nie zgadzam.

— Tak naprawde to kazdy z nas ma swoja teorie —
powiedzialem.

— No prosze, cztery pomysly na latanie — to prawie
jak Cyrano de Bergerac! — rozeémial si¢ profesor —
Opowiedzcie mi, prosze.

Przedstawili$my wiec nasze argumenty i z niepokojem
czekaliémy na werdykt profesora.

— A wiec racje ma. . .— profesor na chwile zawiesil glos
— kazdy z was i zaden jednoczesgnie.

PopatrzyliSmy po sobie i, jedyne co bylo pewne, to to,
ze kazdy z nas mial glupia mine.

— Podane przez was wyjaénienia wzajemnie sie
uzupelniaja. Cho¢ kazde jest poprawne, to —
traktowane jako JEDYNE — moze prowadzi¢ do
blednych wnioskéw.

Zacznijmy od Adama. Rzeczywiscie — opdr, czyli sila
reakeji powietrza na sile, z jaka nachylone w stosunku
do kierunku ruchu samolotu skrzydlo oddziatuje na
powietrze, ma skladowa prostopadla do tego kierunku
- sile nogna. Nie znaczy to jednak, ze skrzydlo odbija
powietrze w dél jak rakieta tenisowa pilki.

— Moéwilem, ze Bolek nie ma racji! — nie wytrzymat
Czarek.

Whprost przeciwnie. Bolek ma racje, bo nie tylko
odwolal sie do prawa zachowania, ale jeszcze sprawdzil
to do$wiadczalnie. W trakcie oplywania skrzydla
plyn nabiera skladowej prostopadlej do kierunku
ruchu samolotu. Z zasad dynamiki wynika, ze jezeli
by tej skladowej nie bylo, to sila no$na musiataby by¢
zerowa. Dodatkowo zdjecia Bolka pokazuja, ze plyn
rozpedza sie i nabiera tej skladowej gléwnie optywajac
skrzydlo po stronie gdrnej.

— Ale nie tlumaczy dlaczego — nie ustepowal Czarek.
— Twoje wyjasnienie tez nie — odparowal Bolek.

— Pochylone skrzydlo ,zgniata” powietrze przed
(pod) soba i rozciaga za (nad) sobg wytwarzajac
odpowiednio nad- i podcisnienie.

— Czyli to ja miatem racje, a nie Czarek — ucieszytem
sie — to réznica ci$nieni powoduje wzrost predkosci nad
skrzydlem, a nie na odwrdt!

— Obaj macie racje. To, o czym méwicie, to dwa
aspekty tego samego prawa Bernoulliego, ktére

nie jest niczym innym, jak konsekwencja zasady
zachowania energii i zachowania masy. Jezeli przeplyw
jest ustalony, a poczatkowo (przed samolotem) byt
jednorodny, to suma energii zwiazanej z ruchem
chaotycznym (ci$nienie statyczne) i uporzadkowanym
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(ci$nienie dynamiczne zwiazane z predkoscia) jest
wszedzie taka sama. Tam, gdzie powietrze ,musi”
poruszaé sie z wieksza predkoscig, tworzy sig
podciénienie. Korzystajac z wyjaénienia Czarka nalezy
tylko pamietaé, ze to NIE ,réznica drég” powoduje
réznice predkoéei. Objetosei powietrza, rozdzielajace
sie przed skrzydlem, wcale nie musza spotkaé sie

(i na ogdl nie spotykaja si¢) za skrzydlem.

— To dlaczego powietrze przeciska si¢ nad skrzydlem,
a nie pod skrzydiem?

— Pewien medrzec, zapytany dlaczego zawsze
odpowiada pytaniem na pytanie, odpowiedziat

+A czemu nie?”. Jezeli ulozenie profilu nie jest
symetryczne, to nie ma powodu, zeby predkosci pod

i nad nim byly jednakowe. Cho¢ kazdy profil mozna
ustawié tak, aby wypadkowe predkosci byly réwne,

to kazde odchylenie spowoduje réznice predkosei, lub
réwnowaznie — odrzucanie powietrza za skrzydlem

w doét lub w goére (spoilery samochodéw wyscigowych).

- No, a co z tg cyrkulacja Darka?

— Ot6z, jesli rozwiazemy réwnania opisujace przepltyw
powietrza wokd! skrzydla, to otrzymamy dwa
szczegolne rozwiazania. Jedno to doé¢ jednostajny
przeplyw bez réznicy predkosci miedzy géra i dolem,
drugie to wlaénie cyrkulacja wokél skrzydla. Kazde
inne rozwigzanie jest suma tych dwéch, wzietych

w odpowiednich proporcjach. Przeplyw jednostajny
nie daje sily noénej. Jezeli jednak dodamy do niego
troche cyrkulacji, to predkoéci na gérze dodadza

sie, a na dole odejma, co da nam nasza upragniong
roznice.

— Genialne! Ale dlaczego przyroda wybiera wlasnie
takie, a nie inne rozwigzania?

— To wynika z warunkéw brzegowych. Kiedy samolot
rozpoczyna ruch po pasie startowym, mamy jedynie
przeptyw jednostajny. Ale ostry kat oderwania sig
powietrza natychmiast powoduje powstanie wiru i tak
rozpoczyna sie cyrkulacja.

— To juz chyba wiem dlaczego skrzydlo ma wlaénie
taki lezkowaty ksztalt. Zaokraglony przod ulatwia
przedostawanie sie powietrza nad skrzydlo,

a wyostrzenie tylu utrudnia krazenie powietrza

w odwrotna strone, kierujac strugi powietrza w dot.

— A nie méwilem, ze to wlasnie dzieki cyrkulacji
samolot lata? — podkreslil Darek. — W obliczeniach
zastepuje si¢ profil skrzydla obracajacym sie walcem,
bo przeciez to lepkosé powietrza. ..

— Wiesz — przerwala mu Magda — ty rzeczywiscie
masz co§ z Cyrana de Bergeraca. Zadarty nos! Musisz
uwazaé, zeby nie wytworzy! za duzej cyrkulacji,

bo pofruniesz!

Grzegorz WROCHNA, Piotr ZALEWSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Powakacyjny remanent

Wiekszo$¢ z nas o wakacjach juz (niestety...) zdazyla
zapomnieé. Skad wiec ten tytul? Po prostu sg to pierwsze
aktualnosci pisane po wakacjach. (Nie boimy si¢ podaé
tej informacji, cho¢ jest ona bezcenna dla konkurencji
§ledzacej kazde posunigcie redakeji.)

Sezon ogérkowy w tym roku obfitowal w wazne doniesienia
i to zaréwno po stronie ,ma”, jak i ,winien”. Bankructwo
oglosili ,poszerzacze” tablicy Mendelejewa z Berkeley.
Mianowicie odwotlali odkrycie pierwiastkow 118, 116

(oraz izotopu pierwiastka 114), o ktérym pisaliémy

dwa lata temu w aktualnosciach. Redakcja Delty
przeprowadzila prywatne §ledztwo, nawigzujac
bezpodredni kontakt z Robertem Smolanczukiem, autorem
teoretycznych szacunkéw przekrojéw czynnych reakcji
produkeji ww. pierwiastkéw. Nasz autor (drukowal

w Delcie) przebywa ostatnio doéé czesto wlasnie

w Berkeley, ale jak tam nie przebywa, to czeéé redakeji
spotyka go na korytarzu. Okazuje sig¢, ze odwolanie
odkrycia bylo spowodowane fiaskiem, jakim zakonczyla
si¢ proba powtérzenia eksperymentu z wieksza o rzad
wielkoéci $wietlnodcia akceleratora. Zupelnie jednak

nie wiadomo, co i dlaczego poprzednio zarejestrowano.
Nie wiadomo tez, co bardziej podziwiaé: czy odwage
cywilna zwiazang z odwolaniem odkrycia, czy zbieg
okolicznosci, ktéry doprowadzil do wezesniejszego
ogloszenia tego, co wladnie odwolano. Nam bardziej
imponuje to pierwsze, a nasz autor przystepuje do bardziej
zaawansowanych rachunkéw (problem jest na tyle

Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 559. Temperatura zewnetrznej warstwy Stofica
(fotosfery) wynosi okoto 6000 K. Dlaczego atomy wodoru,
ktére sa gtéwnym skladnikiem fotosfery, nie opuszczaja
powierzchni Stonca?

Rozwigzanie na str. 7

F 560. Gruboéé¢ fotosfery jest znacznie mniejsza od
promienia Stonica. Rozpatrujac réwnowage oddziatywan
grawitacyjnych i sil wynikajacych z ciénienia materii
slonecznej, oszacowaé grubosé fotosfery. Przyjac, ze
fotosfera sklada sie catkowicie z wodoru atomowego.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 970. a) Matematyk A pomaga zonie w kuchni. Zona
chece ugotowaé 4 litry pomidoréwki. W tym celu musi
najpierw odmierzy¢ 4 litry wody. Ma jednak do dyspozycji
tylko dwa garnki o pojemnosciach 311 5 1. Jaki plan
dzialania podsuwa A swojej zonie? (Wody jest w kranie
pod dostatkiem, mozna ja nie tylko przelewac¢ miedzy
naczyniami, ale réwniez wylewaé¢ do zlewu. Nie mozna
jednak niczego robié ,na oko”.)

b) Podczas obierania marchewki do zupy A zastanawia
sie nad nastepujacym uogdlnieniem zadania. Nalezy
odmierzyé n litréw wody, majac do dyspozycji dwa garnki

o pojemnosciach k il litrow (n, k,l € Z orazn < max{k,[}).

Jaki warunek konieczny i dostateczny musza spelniaé

12

skomplikowany, ze tak czy inaczej konieczne jest uzycie
rozwazan modelowych). Ich przeprowadzenie moze zajac
wiele miesiecy lub nawet lat.

Na rubryke ,ma” pozostalo juz niewiele miejsca.
Wypelimy ja w telegraficznym skrécie.

1. Po ponad 30 latach od odkrycia tamania symetrii
kombinowanej C' P (odbicie zwierciadlane i zamiana
czgstki na antyczgstke) w ukladzie neutralnych mezonéw
dziwnych (kaonéw) odkryto drugi system, w ktérym
zachodzi to zjawisko. Eksperymenty Belle i Babar
oglosily odkrycie tego efektu w rozpadach neutralnych
mezondéw zawierajacych kwark piekny. Co prawda nikt
nie spodziewal sig innego wyniku, ale przeciez mito jest
przekonaé sie, ze troche ten mikrodwiat rozumiemy.

O co chodzi z tym tamaniem C'P? Dla tych, co nie
pamietaja (oczywiScie, ze bylo juz o tym w Delciel)
postaramy si¢ napisa¢ w przyszlym roku.

2. Odkryto planetoide, ktérg jakis czas temu

okrzyknieto by transplutonem. Jest wicksza od dotad
najwigkszej planetoidy Ceres i wigksza niz ksigzyc Plutona,
Charon.

3. Wystrzelono MAPa, ktéry ma zarejestrowaé dokladna
mape temperatury promieniowania tta. Zbieranie danych
troche potrwa, ale za to bedzie mozna ograniczy¢ liczbe
przepiséw na stworzenie Wszechswiata.
4. Pojawilo sie doniesienie, ze stala struktury
subtelnej. . . roénie z czasem. O tym, czy i jaki ma to
zwigzek z gumka od majtek, napiszemy za miesiac.

Piotr ZALEWSKI

liczby n, k,l, aby bylo to mozliwe?
Rozwigzanie na str. 4

M 971. a) Zona matematyka B juz nagotowata
pomidoréwki i to 10 1! (B bardzo lubi pomidoréwke.)
Chcialaby jednak rozdzieli¢ zupe na dwie réwne czeéci,
ale oprécz 10-litrowego garnka, w ktérym jest zupa, ma
jeszcze dwa garnki o pojemnosciach 711 3 1. Jaki plan
dzialania podsuwa B swojej zonie? (Z kranu, niestety, nie
leci pomidoréwka, wiec cennej zupy nie mozna tym razem
wylewac do zlewu!)

b) B mysli przy obiedzie o nastepujacym uogélnieniu.
Nalezy rozdzieli¢ na dwie réwne czesci 2n litréw
pomidoréwki, majac do dyspozycji garnki o pojemnosciach
k il litréw oraz garnek 2n-litrowy, w ktérym poczatkowo
jest zupa, przy czym k + [ < 2n. Jaki warunek konieczny
i dostateczny musza spelniaé liczby n, k, [, aby bylo to
mozliwe?

Rozwiazanie na str. 5

M 972. Zona matematyka C' to zawzieta niewiasta

i chcac zaimponowaé Zonom matematykéw A i B,
ugotowala az 16 litréw pomidoréwki. Jednoczesnie

jednak denerwuja ja ,te naukowe fajerwerki” meza,

wiec postanawia wreczy¢ C oprécz 16-litrowego garnka
pelnego zupy dwa puste garnki o pojemnosciach k il litrow
z poleceniem podzielenia zupy na dwie réwne czeéci. Chee
oczywiscie, zeby nie dalo si¢ tego zrobi¢ precyzyjnie, ale
jednoczeénie nie chee, zeby C za szybko poznal sie na jej
niecnym planie, czyli szuka takich k, [, ze NWD(k,[)|8

i k <n <l <2n (patrz zadanie M 971). Jakie wartosci
k,l pozwalaja stlamsié pomystowoéé C'?7

Rozwiazanie na str. 6



O pewnej trudnosci w rysowaniu odcinkéw

Krzysztof OLES

Sprébujmy zmierzy¢ sie z dziwnym zadaniem. . .
Narysowaé na plaszczyznie skonczong rodzing
odcinkéw (odcinki te moga byé¢ dowolne: domkniete,
otwarte, domknieto-otwarte) parami réwnoleghych,

w taki sposob, aby kazde trzy z nich przecinala prosta.

A B

Na powyizszym rysunku: w czeSci A mamy pewne problemy

(np. odcinki: a, b, d), w czedci B wszystko w porzadku.

Zrébmy dodatkowe zalozenie: odcinki nalezy
narysowac tak, aby nie istniala prosta przecinajaca je
wszystkie. Chwila przerwy — chwila namyshu — chwila
folgowania naszemu ukrytemu talentowi plastycznemu
i...Zadanie jest niewykonalne? Zadanie jest
niewykonalne! To wlagnie postaramy sie udowodnic.
Skorzystamy z ciekawego twierdzenia geometrii
kombinatorycznej, ktérego dowdd (w przypadku
plaszezyzny) znajduje si¢ w znakomitej ksiazce
Jarostawa Gérnickiego [1].

Twierdzenie 1 (Helly, 1913)

Jesli F jest skoriczong, co najmniej (n+1)-elementowgq,
rodzing podzbioréw wypukiych przestrzeni R™ o tej
wlasnodci, zZe kazda jej (n+1)-elementowa podrodzina
ma przekrdj niepusty, to cala rodzina F ma przekréj
niepusty.

Przypomnijmy, iz zbiér nazywamy wypuklym, jesli
z dowolnymi dwoma swoimi punktami zawiera laczacy
je odcinek domkniety.

A B C

Na powyzszym rysunku: figura A jest zbiorem wypuklym, figury
B i C nie sg zbiorami wypuklymi.

Kiedy znamy juz twierdzenie Helly'ego, mozemy
sformalizowaé nasz rysunkowy problem.

Twierdzenie 2 (o transwersali)

Niech F bedzie skoriczong, co najmniej tréjelementowq,
rodzing parami rownoleglych odcinkéw na plaszczyznie.
Jesli kazde trzy odcinki tej rodziny przecina prosta,

to istnieje prosta (to wlasnie jest transwersala)
przecinajgea wszystkie odeinki rodziny F.

Dowdod:
Najpierw pewne zalozenia (czym bylaby matematyka
bez zalozen?). Na rozwazanej plaszczyznie
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wprowadzamy kartezjanski uklad wspélrzednych

i zakladamy, ze odcinki (co najmniej trzy) sa
réownolegte do osi rzednych. Bez straty ogdélnosci
mozemy zalozyc¢, ze rozwazane odcinki sa domkniete
(dlaczego?). Ponadto wykluczamy przypadek, iz
ktéres dwa odcinki danej rodziny ,leza jeden nad
drugim”. Gdyby tak bylo, to zalozenia twierdzenia
pociagalyby za soba wspélliniowosé wszystkich
odcinkéw (dlaczego?).

Tak przeciez by¢ nie moze. . .

Przystapmy teraz do sedna sprawy.
Niech 7= {a1,...,0s},s > 3; przy czym:

Vie{l,‘.‘,s}au‘-,vg,wgem .
ai={(z,y) ER? iz =, m; <y < w;}.

Nasze dotychczasowe rozwazania implikuja takze
dodatkowy warunek:

Vije{l,...s} LF#J = i # uj.
Dlai e {1,..., s} definiujemy:

K; = {(k,d) cR?: v < ku; +d < ’w,-}‘
Zauwazmy, ze (k,d) € K; wtedy i tylko wtedy, gdy
prosta y = kx + d przecina odcinek «;. Rodzina
C={Kj,..., K} jest co najmniej tréjelementowa
rodzing zbioréw wypuklych (stwierdzenie wypuklodci
dowolnego elementu C jest prostym ¢wiczonkiem),
ktérej dowolna tréjelementowa podrodzina ma
przekroj niepusty. Nie pozostaje nic innego, jak
zastosowaé twierdzenie Helly’ego (jest to tak pigkne,
iz powstal nawet niezamierzony rym)

Jkodoyerz (Ko, do) € €.
Powyzszy warunek oznacza, ze szukana prosta jest
(przykladowo — twierdzenie Helly’ego nie méwi zbyt
wiele o licznosci przekroju rodziny F) ta o réwnaniu
y = kox + dp.

Po tym krétkim rozwazaniu pozostaje jednak w glowie
pewne pytanie dotyczace narzedzia, ktorym sie
postuzylismy:

Czy twierdzenie Helly'ego jest prawdziwe dla rodzin
nieskonczonych?

Odpowiedz mozna znalez¢ na stronie 4.
Bibliografia:

[1] J. Gérnicki, Okruchy matematyki, PWN,
Warszawa 1995.
[2] F.A. Valentine, Convex Sets, New York 1964.



Obiektywy fotograficzne

Przyjeto sig, ze obiektyw nazywa si¢ standardowym,
jezeli jego ogniskowa jest zblizona do przekatnej klatki
filmu. Wprawdzie przekatna najpopularniejszych
zdje¢ matoobrazkowych 24 x 36 mm wynosi 43 mm,
ale za standard uwaza sie ogniskowe mniej wiecej

5 cm. Tak czy inaczej obiektyw taki ma dosé

szerokie pole widzenia, dlatego jego konstrukcja musi
zapewnia¢ dobra korekcje wszelkich aberracji osiowych
i pozaosiowych. Wspoélczesne obiektywy fotograficzne
sa ukltadami co najmniej czterosoczewkowymi, a chyba
najpopularniejszym do dzi§ (ze wzgledu na dobra
jako&é obrazu przy stosunkowo niskiej cenie) jest
Tessar, zbudowany w zakladach Zeissa w 1902 r.,
znany u nas tez jako radziecki Industar.

Tessar Zeissa, tryplet, ,rybie oko”.

Ambitniejszy fotograf amator weczesniej czy pozniej
zdobedzie jeden teleobiektyw i jeden obiektyw
szerokokatny. Diuga ogniskowa w pierwszym
przypadku daje obraz powiekszony (nie jest to
doktadnie to samo co efekt ,zblizenia”), a krétka

w drugim przypadku umozliwia ogarniecie

szerszego pola widzenia niz przy uzyciu obiektywu
standardowego. Zbudowanie w dzisiejszych czasach
obiektywu o zadanej (powiedzmy — w rozsadnych
granicach) ogniskowej nie jest problemem, jednak

w praktyce obiektyw o dlugoéei np. p6l metra bylby
bardzo niewygodny w uzyciu, z kolei obiektyw

o zbyt krétkiej ogniskowej blokowaltby ruch lusterka
w lustrzance jednoobiektywowej. A przeciez wladnie
ten typ aparatu jest najchetniej uzywany przez
fotograféow .z prawdziwego zdarzenia’, gdyz jest
najbardziej uniwersalny dzieki mozliwosci tatwej
wymiany obiektywow. Na szczedcie dlugosé ogniskowe]j
obiektywu i dtugosé samego obiektywu moga powaznie
sie r6znié¢ dzieki chytremu zestawieniu réznych
soczewek.

Zacznijmy od teleobiektywu.
|

]

plaszczyzna glowna
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Zasada dzialania jest nastepujaca: niemal réwnolegla
wiazka §wiatla od odleglego obiektu jest silnie
skupiana przez pierwsza soczewke, druga zas —
rozpraszajaca — zmniejsza zbiezno$¢ wiazki.

W efekcie obraz jest tworzony jakby przez fikcyjna
soczewke umieszczona daleko przed obiektywem. Mdowi
sie, ze w miejscu tej fikcyjnej soczewki znajduje sie
tzw. plaszczyzna gléwna teleobiektywu, nazwana tak
dlatego, ze to w tej plaszczyinie zachodzi efektywne
zalamanie wiazki $wiatla. Ale sam obiektyw naprawde
jest znacznie krétszy!

A co bedzie, gdy takie dwie soczewki ustawi¢ na
drodze swiatla w odwrotnej kolejnosci?

i plaszczyzna
| gléwna

Wigzka réwnolegla stanie si¢ wpierw rozbiezna, wobec
tego aby powstal obraz, trzeba ja na koncu silnie
skupié. To jaki z tego zysk? Taki mianowicie, ze

teraz ogniskowa jest krétka, bo plaszezyzna gléowna
obiektywu znajduje sie blisko filmu, ale sam obiektyw
jest bardziej od niego oddalony! Mamy wiec obiektyw
szerokokatny (krétkoogniskowy), ktéry mimo to nie
ogranicza swobody poruszania si¢ lusterka.

Jak widaé, w obu typach obiektywéw wykorzystano
fakt, ze plaszczyzna gléwna ukladu soczewek moze
znajdowaé sie poza tym ukladem. Rzeczywiste
obiektywy sg, rzecz jasna, duzo bardziej
skomplikowane wskutek koniecznosci skorygowania
optycznych wad soczewek. Praktycznie im krétsza
ogniskowa — tym bardziej skomplikowany jest
obiektyw, bo pracuje na wigzkach éwiatla silnie
zbieznych. Zupelnie dobre obiektywy dlugoogniskowe
(np. do kamer astronomicznych) budowano zaledwie
z trzech soczewek (tryplet). We wspélezesnych
obiektywach fotograficznych kazda z dwéch soczewek
z rysunku drugiego i trzeciego jest w rzeczywistosci
uktadem soczewek, ktorych rodzaj szkla, krzywizny

i polozenia sy 4cidle okreslone. Szczegdlnie zlozone
sa obiektywy typu ,rybie oko” o polu widzenia
niemal 180°. Jednak nawet obiektywu standardowego
niech nikt nie prébuje z ciekawosci rozkrecaé, bo

w warunkach domowych nie ma mowy o poprawnym
zlozeniu go z powrotem.
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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadari z numeru n w terminie do kofica miesigca n 4+ 2. Szkice

— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoéci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe o0séb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan: nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
3112002 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Czoléwka ligi zadaniowej Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadad 417 (WT = 1,42) i 418 (WT = 1,79) Zadania z matematyki nr 429, 430
z numeru 3/2001

Witold Bednorz  — Tychy 46,56 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Janusz Olszewski — Suwalki 42,61
Adam Woryna - Ruda Slaska 39,31

Marcin Peczarski — Latchorzew 37.70 429. Przekatne czworokata ABCD, wpisanego w okrag o érodku O, przecinaja
Witold Bednarek — Eédz 35,93 sie w punkcie Q. Punkty K, L, M, N sa (kolejno) érodkami okregéw opisanych
Witold Bednorz zalicza trzecie okrazenie 118 tréjk@t’aCh QABs QBC QOD! QDA Proste KM i LN pI‘Zb‘CiI‘la.jQ Si%

i zostaje dwudziestym drugim Weteranem vy punkcie P. DOWiEéé, 7e pu_nkty O1 }31 Q sa wspélliniowe.
matematycznego Klubu 44,

430. Wykazaéd, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja co najwyzej dwie
dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych wartoéé wyrazenia p - 2™ + 1 jest
kwadratem liczby calkowitej. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby plerwsze p, dla
ktérych istnieja dokladnie dwie takie liczby n.

Zadanie 430 zaproponowal pan Witold Bednarek z Fodzi.

Klub 44 Zadania z fizyki nr 326, 327
Redaguje Jerzy B. BROJAN

326. Wedlug szczegblnej teorii wzglednosci zwiazany uktad cial o masach
my, Mg, M3 ... ma mase mniejsza od sumy tych mas o wielko§é Am réwna
AE/c?, gdzie AE jest energia

wigzania (energia, ktéra trzeba
dostarczyé, aby rozbié uktad

Termin nadsyltania rozwigzan: 0 51 151 ) ;g 9
31 E SO0 2 poszczegblne ciata), a ¢ 3
— predkodcia swiatla. O ile =
a i mniejsza jest masa Ziemi od
zolow igi zadaniowej i . 2 -
K]ulf; 44 F o, sumy mas wszystkich jej czesci? e
o e i ., 0 1500 3000 4500 6000 glebokosé [km)
po uwzglednieniu ocen rozwigzan W rachunku na.lezy UWZngdHIC
zadgzssé\?ﬁ"(l"‘iT2=ﬁlJ?)‘5iDt)’a‘lgl(m¥ - g: 5%’)4 ) tylko wigzanie grawitacyjne. Dany jest wykres gestodci Ziemi w zaleznosci od
z numeréw 4/2001 i 5/2001 glebokosci (rysunek), promien Ziemi (ktérag uznajemy za kule) R = 6370 km oraz
i?irzedeogogwdzki - Chocianéw 35,;9 wartosé c i stalej grawitacji G (zob. w tablicach).
eksander Surma = Myszkéw 37,60 5 « 4 T i 3

Jucck Biotrowald g Rz};azéw 32.30 Wskazéwka: Mozna dla uproszezenia przyblizyé przebieg wykresu kilkoma
Tomasz Rudny - Warszawa 29,50 ,schodkami”.
Tomasz Wietecha — Tarnéw 26,45
Marek Wojcicki — Szezecin 17,84

327. Do dwéch jednakowych mikroamperomierzy o zakresie 200 pA dolaczono
odpowiednie oporniki szeregowo lub tez réwnolegle, tworzac z jednego z nich

miliamperomierz o zakresie 50 mA, m S

a z drugiego — woltomierz E)A
o zakresie 20V. W celu @ ()
wyznaczenia nieznanego oporu R R

R dokonano tymi przyrzadami —:l—@— 1
pomiaru napiecia i natezenia pradu

w dwdch podanych obok obwodach. Iloraz U/I okazal sie réwny 450 €2 w jednym
z obwodéw, a 460 Q w drugim. Ile wynosi warto$é R?
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Patrz w niebo

To, ze Slonce rzadzi zyciem na Ziemi, jest powszechnie
wiadome. Fakt ten bywa nawet przeceniany, bo —
moéwige brutalnie — kariera niejednego cztowieka silnie
zalezy od kursu dolara, a wcale od znaku Zodiaku,

w ktérym Stonice bylo w chwili jego narodzin. Nie
zmienia to jednak tego, ze Slonce jest odpowiedzialne
niemal za wszystko, co dzieje sie na powierzchni Ziemi
(powiedzmy — z wyjatkiem tektonicznej aktywnosci
skorupy ziemskiej i wspomnianego kursu dolara).

Jednym ze stabo dostrzegalnych skutkéw dzialania
Slofica sa zakldcenia lacznosci radiowej. Powoduja
je wpadajace do atmosfery
szybkie czastki emitowane

z powierzchni Slofica. l
Zmieniaja one stan \
jonizacji wysokich
warstw atmosfery, co

z kolei powoduje przede

i
v

s

Nategenie promieniowania ~ pulsara

V1MWwﬁf'f\f'mi’h:‘f‘l'k"fh“L'1ﬁi"*-‘aﬁ*

WA A
yuly J,\'\r. A P{'.‘t__,\l,w. WAL

jednak przeczy¢ faktom. W takiej wlaénie odleglosci
znajduje sie w Orle pulsar o symbolu katalogowym
SGR 1900+14. Jest to pulsar o wyjatkowo poteznym
polu magnetycznym, biliony razy silniejszym od
pola ziemskiego — obiekty takie nazywane sa nawet
magnetarami. Pulsar ten réwniez wyjatkowo szybko
zwalnia obroty, czemu od czasu do czasu musi
towarzyszy¢ przebudowa warstw powierzchniowych -
krétko méwiac, zwalniajacy obroty pulsar musi staé
sie bardziej kulisty, a proces ten odbywa sie skokowo
przez tzw. trzesienia gwiazdy. Musi tez wtedy ulec
zaburzeniu jego fantastyczne pole magnetyczne,

co pociaga za soba
przyspieszanie czastek

w atmosferze pulsara do
gigantycznych energii

i w konsekwencji silny
btysk promieniowania

e gamma i rentgenowskiego.

wszystkim dobowe

zmiany styszalnodci
rozmaitych radiostacji. Nic
dziwnego, ze przypadkowe
i krotkotrwale zaklocenia
tacznosci obserwuje

sie szczegolnie czesto

10:22 10:23 10:24

10:25

Natezenie sygnaltu radiowego

Btysk taki po 20 000 lat
wpada do ziemskiej
atmosfery i — jak sie
okazuje — wywoluje
doskonale mierzalne
skutki! ‘Gérny wykres
to przebieg natezenia

10:26 10:27 10:28

w okresach wzmozonej
aktywnosci Stonica. Wtedy
bowiem emituje ono
wysokoenergetyczne czastki w wiekszych ilodciach

i bardziej chaotycznie, a w zaleznosci od tego radiowe
slustro”, jakim jest jonosfera, gwaltownie zmienia
swoje parametry.

10:23 10:24

10:22

Ale analogiczne oddzialywanie na Ziemie obiektu
odleglego o 6 kpe to chyba przesada. Nie sposéb

10:25

Czas uniwersalny (27.VIIL.1998)

Listopad

W przyblizeniu w polowie listopada okolo godz. 20:30
do$é dokladnie na poludniu znajdzie sie punkt Barana,
czyli punkt réwnonocy wiosennej, polozony zreszta

w gwiazdozbiorze Ryb. Ten jeden z najwazniejszych
punktéw na niebie bardzo trudno wskazaé, gdyz

w jego poblizu nie leza zadne jasne gwiazdy.
Powiedzmy, ze znajduje sie on okolo 7° na poludnie
od gwiazdy w Piscium (Ryb), ktéra jednak tez nie jest
jasna, wiec to niewiele pomaga. Ale jeszcze dalej na
poludnie, czyli blizej horyzontu, lezy gwiazdozbiér
Rzezbiarza, niepokazny gwiazdozbiér nieba
poludniowego, ktéry akurat w listopadzie czeéciowo
widaé¢ w naszej szerokosci geograficznej. Patrzac nan
mozna pokusi¢ sie o ocene przejrzystosci powietrza,
nad horyzontem. Ocena z pewnoécig wypadnie
marnie, ale mozna sprébowa¢. Najjasniejsza gwiazda
Rzezbiarza, o Sculptoris, ma jasno$¢ 4,39 mag, a wiec
w zasadzie powinna by¢ swobodnie widoczna golym
okiem (w Warszawie bylaby widoczna na wysokoéci
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promieniowania gamma
zarejestrowany przez
sonde Ulysses 27 sierpnia
1998 roku. Dolny wykres przedstawia natomiast
przebieg natezenia sygnalu pewnej radiostacji na
Hawajach odbieranego w Kolorado (USA). Jak

widaé, jest to po prostu lustrzane odbicie wykresu
gérnego, a zatem wplyw na Ziemie obiektéw odleglych
o kiloparseki zostal wykazany.

10:26 10:27 10:28

Tomasz KWAST

zaledwie 6°). Ze trzy stopnie od niej w gére (czyli na
pélnoc) i troche ku zachodowi znajduje sie gromada
kulista NGC 228 o jasnodci 8 mag (czyli trzeba tu
mie¢ przynajmniej lornetke), a jeszcze o stopien dalej
galaktyka NGC 253 o jasnoéci 7 mag. Jezeli te dwa
obiekty zdolamy dostrzec, bedzie to oznaczalo, ze
otaczajaca nas atmosfera mozna bez obawy oddychaé.

Wenus jest zbyt blisko Stofica, by mozna bylo ja
zobaczyé. Mars jest w Koziorozeu i wieczorem rychlo
zachodzi. Jowisz jest w BliZnigtach, a Saturn w Byku
i obie te planety wieczorem dopiero wschodzg.

Pelnie Ksiezyca bedg dwie: 11 30 XI, néw 15 XI.
Zadnych jasnych gwiazd Ksigzyc nie zakryje, ale

3 XI zakryje Saturna. Jezeli pogoda dopisze, to
zjawisko bedzie dogodnie widaé¢ z Polski: poczatek
zakrycia o godz. 22:11, a koniec o 23:19 czasu
srodkowoeuropejskiego. Powodzenial

T.K.
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7 okazji Gammalimatiasu numer 47 przedstawiamy
wiecej niz 4 + 7 wlasnosci liczby 47.

1. Liczba 47 nie powstaje z byle czego, mamy bowiem
réwnoéé 47 = 37+ 3 + 7. O przecudnej liczbie 37
pisaliémy na przelomie tysiacleci.

2. Sume szescianéw cyfr liczby 47 oblicza sie bardzo
tatwo, wystarczy wpisaé zero pomiedzy jej cyfry:
43 + 73 =407

3. Jezeli p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza, to p15 = 47.
Przy tym p1s =44 7.

4. Nie dosé, ze 47 jest pierwsza, to dzielac ja przez 2
i zaokraglajac wynik w dét otrzymujemy liczbe
pierwszg, a mianowicie 23. Mozna powtarzac te
operacje otrzymujac dalsze liczby pierwsze: 11, 5, 2.
Nastepna liczba o takiej wlasnodci jest 1439.

5. Liczba 47 jest kwadratem liczby 7 pomniejszonym
o dwa. Jej polowa (zaokraglona w dot) tez jest
kwadratem pomniejszonym o 2. Liczba 7 tez jest
kwadratem pomniejszonym o 2. Kwadrat liczby 47
pomniejszony o 2 daje liczbe pierwsza 2207, ta za$ po
podniesieniu do kwadratu i pomniejszeniu o 2 daje
4870847. Co prawda liczba ta jest zlozona, ale jej
najmniejszy dzielnik pierwszy 1087 jest kwadratem
pomniejszonym o 2.

6. Pierwiastkiem pierwotnym modulo p, gdzie p

jest liczba pierwsza, nazywamy kazda taks reszte
0<r<p-1,zerF —1 nie dzieli si¢ przez p dla
zadnego 1 < k < p — 1, natomiast rP~1 — 1 dzieli

sie przez p. Odnotujmy przy tym, ze dla r # 0 ta
ostatnia podzielno$¢ wynika z malego twierdzenia
Fermata. Sposréd 47 reszt modulo 47 pierwiastkami
pierwotnymi sa: 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26,
29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45. Nietrudno
policzyé, ze pierwiastkéw pierwotnych jest 22, co
stanowi okoto 47% wszystkich reszt.

7. Po raz pierwszy liczba pierwiastkéw pierwotnych
jest mniejsza od 1/4 liczby wszystkich reszt

dla pgr = 211. Liczba pierwiastkéw pierwotnych
modulo pgr jest réwna 47 + 1.

8. Reszty modulo 47 mozna przypisa¢ nie tylko
liczbom calkowitym, ale takze liczbom wymiernym
o mianowniku niepodzielnym przez 47, np. liczbie 2/3
odpowiada reszta 32, gdyz

2 96

S b 32(mod 47) .
Okazuje sie, ze liczb wymiernych, ktére w postaci
nieskracalnej maja licznik i mianownik nie
przekraczajacy 6, jest 47 i sa one we wzajemnie
jednoznacznej odpowiednioéci z resztami modulo 47.

12 1/a || [[24] 1/2])[[36] 3/4
13| 5/4 || |[25] 3/2||||37| —3/5
14| —5/3 26| 5/2 38| 2/5
15| —2/3 || ||27| —6/5 || ||39| —1/6
16| 1/3 28 —1/5 40 5/6
17| 4/3 || ||29| 4/5 | ||41| —6
18 —4/5 || ||30| —4/3 || ||42| -5
—5/6 || |[19] 175 |[31| —1/3 ||||43| -4

1/6 || |l20] 6/5 || ||32| 2/3 | |[44]| -3
=2/5 |[||21] =5/2 || |[33] 5/3 || |[45] —2
0| 3/5||l22| —3/2 || ||34| —5/4 || 146] —1
1| —3/4 || ||23| —1/2 || ||35] —1/4

U W= O

O IR W = O

9. Liczba 47 jest 6smym elementem ciagu Lucasa
okresdlonego wzorami

Li=1, L3;=3, Lpia=Lpy1+L,.

Srednio co pietnasty element ciagu Lucasa ma
koncowke 47.

10. Ciag z zadania 4 z finalu XLIX Olimpiady
Matematycznej, okreslony wzorami

a1 =1, an=apn-1+ap,

takze nie obywa sie bez liczby 47, mamy bowiem
19 = 47.

11. Gdyby Delta byla numerowana liczbami
pierwszymi, dzi§ po raz pierwszy czytalibydcie Delte
o numerze wiekszym od 472. Mamy bowiem

Ppazg = 2207 < 47% = 2209 < p330 = 2213 .

12. Zadanie: W trojkacie prostokatnym PQD kat
przy wierzcholku P jest prosty, a przy tym PQ =1

i PD = 4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka
PD, punkt A jest $rodkiem odcinka PC, punkt B jest
érodkiem odcinka AC. Punkt F lezy na prostej PD,
przy czym ¥ PQA+ ¥ PQB+ < PQC =

= £ PQD+ < PQE . Obliczy¢ PE.

P ABC D
L~ //

i

Odpouwnedz: 47.

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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