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Jak blisko do Ksiezyca?

Starozytny Kosmos dzielil sie na swiat podksiezycowy i nadksiezycowy.
K Dokladniej - podejrzewano, ze deszcz, snieg, tecza, a moze nawet komety

to zjawiska zachodzace tuz przy ziemi (albo przy Ziemi), natomiast planety
i gwiazdy osadzone na krysztalowych sferach sa tak odlegle, ze na temat ich
odleglosci nic sie nie da powiedziec. Te dwa swiaty mialy rzadzic sie kazdy
swoimi prawami, na poczatek wiec chyba dobrze byloby ustalic, gdzie przebiega
granica miedzy nimi.

Dlugosc bazy O, O2 oblicza sie, majac
wspólrzedne geograficzne obserwatorów
O, i O2 (i, oczywiscie, promien Ziemi).
Podobnie katy w trójkacie 00,02,
Z pomiarów odleglosci zenitalnych
Ksiezyca z, i Z2 mozna wtedy rozwiazac
trójkat O,02K, a wiec znalezc odleglosc
Ksiezyca.

Rozwiazanie zadania M 967.
Za pomoca prostej indukcji wykazujemy,
ze l < an < 3. Jesli x E (1,3), to
4 - ~ > x, skad wynika, ze an+l > an.

Tak wiec (an) jest ciagiem rosnacym
i ograniczonym, a wiec zbieznym.
Oznaczmy granice naszego ciagu
przez g. Przechodzac w równaniu
an+l = 4 - 2- do granicy n ---l> 00,
otrzymamy;: 4 - ;)., czyli g E {l,3}.g

l odpada, bo g > a, = 2. Tak wiec g = 3.

Rozwiazanie zadania M 968.
Funkcja I : (0,00) ----> IR dana wzorem
I(x) = (l - ~)x + mx~-' ma minimum
globalne w punkcie ~. Wynika
stad, ze an ~ ~ dla wszystkich
n ~ 2. Poza tym dla kazdego x ~ ~
zachodzi I(x) ~ x. Zatem (an) jest
malejacy i ograniczony z dolu, czyli
zbiezny. Jesli g jest granica ciagu, to
przechodzac z n do 00 otrzymujemy

g=(l-~)g+mg~_l,Czylig= ~.

Zjawisko paralaksy bylo juz tak czesto omawiane w Delcie, iz istnieje obawa
znuzenia Czytelników tym zagadnieniem. Jest to jednak sprawa tak wazna,
ze nie mozna jej w tym numerze pominac. Znajomosc odleglosci Ksiezyca to
pierwszy krok do poznania rzeczywistych rozmiarów Wszechswiata, bez czego
nie byloby mowy o poznaniu fizycznych wlasnosci cial niebieskich.

Pomiar odleglosci za pomoca dalmierza jest metoda "naj uczciwsza" ,
bo sprowadza sie do skorzystania z naj prostszej geometrii. Formalnie paralaksa
geocentryczna (dodaje sie tu jeszcze: horyzontalna) obiektu nazywa sie kat,
pod jakim byloby z niego widac promien Ziemi. Kat ten mozna wyznaczyc na
podstawie obserwacji polozenia na niebie obiektu widzianego z dwóch dosc
dowolnych miejsc na powierzchni Ziemi. Wtedy znajac jeden bok trójkata
rozpiety miedzy tymi dwoma miejscami (baze dalmierza) i oba katy do niego
przylegle, mozna bez trudu obliczyc pozostale elementy trójkata (patrz
rysunek). Dobrym przyblizeniem paralaksy (w radianach) jest stosunek srednicy
Ziemi do odleglosci obiektu od srodka Ziemi (która mozna wtedy obliczyc).

Nic wiecej nie jest tu potrzebne i mozna miec jedynie trudnosci techniczne
z przyzwoitym wyznaczeniem którejs wielkosci. W Starozytnosci nie sposób bylo
zsynchronizowac obserwacji Ksiezyca wykonywanych przez dwóch obserwatorów,
których dzielilaby odleglosc kilku tysiecy kilometrów. Jeden obserwator mógl
natomiast wykorzystac fakt, ze widzac Ksiezyc o wschodzie i zachodzie, widzi
go z miejsc, które dzieli srednica Ziemi (a jesli nie Ziemi, to w kazdym razie
srednica równoleznika, na którym znajduje sie obserwator). Niestety, w czasie
od swojego wschodu do zachodu Ksiezyc nieco przesuwa sie po orbicie i nielatwo
bylo oddzielic skutek jego ruchu orbitalnego od skutku ruchu obrotowego
Ziemi. W dodatku moment wschodu i zachodu falszuje refrakcja (zalamanie
swiatla w atmosferze Ziemi), która dla cial niebieskich na horyzoncie przekracza
pól stopnia, a jest to wielkosc porównywalna z wielkoscia samej paralaksy
geocentrycznej. Lepiej jest, gdy wysokosc Ksiezyca w górowaniu mierza dwaj
obserwatorzy, ale znajdujacy sie dosc dokladnie na jednym poludniku ­
obserwacje takie sa zsynchronizowane automatycznie. Niewatpliwie z powodu
tych wszystkich klopotów technicznych Arystarch (320-250 r. p.n.e.) zdolal
wprawdzie odleglosc Ksiezyca ocenic, ale ta jego ocena (9 srednic Ziemi) mocno
rozminela sie z rzeczywistoscia. Podobno sam Arystarch przywiazywal wieksza
wage do matematycznego rozwiazania problemu niz do realnosci wyników
wyznaczen; zreszta byly to prace pionierskie i ich wyników nie bylo wtedy
z czym porównywac.

Potem pojawil sie Eratostenes (275-194 r. p.n.e.), który na podstawie pomiarów
kata padania promieni slonecznych w róznych miejscach polozonych na
jednym poludniku wyznaczyl rozmiary Ziemi z budzaca podziw dokladnoscia.
Skoro wiec pózniej Hipparch (190-125 r. p.n.e.) ocenil odleglosc Ksiezyca
na 33~ srednicy Ziemi (dzis wiadomo, ze jest to srednio 30,2), mozna
uznac, ze granica miedzy swiatem podksiezycowym i nadksiezycowym
zostala w Starozytnosci okreslona wprost swietnie (Ptolemeusz (100-160 r.)
przyjmowal 29,5 srednicy Ziemi). Wspólczesne laserowe pomiary odleglosci
Ksiezyca to tylko zdobywanie kolejnych cyfr po przecinku. Dzis wiemy,
ze ta naj mniej sza naturalna kosmiczna odleglosc wynosi (srednio) 384 400 km,
czemu odpowiada paralaksa geocentryczna 57'02';5. Dla swiatla to nieco ponad
sekunda, ale - jak pamietamy - byl to wielki krok ludzkosci.

T.K.
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Ksiezyc
w kwadrze

Ziemia

Ile do Slonca?

Próbe odpowiedzi na to pytanie podjal wspomniany juz Arystarch. Dokladniej,
byla to próba stwierdzenia, jaki jest stosunek odleglosci Slonca do odleglosci
Ksiezyca od Ziemi. Idea pomiaru tego stosunku jest tak prosta jak geometria
trójkata (patrz rysunek).

W kwadrze plaszczyzna ksiezycowego terminatora (granicy miedzy pólkula
oswietlona i nieoswietlona) przechodzi przez Ziemie, inaczej mówiac - przy
Ksiezycu jest kat prosty (z definicji kwadry). Wystarczy wiec zmierzyc katowa
odleglosc Ksiezyca od Slonca i secans tego kata (czyli odwrotnosc cosinusa) to
wlasnie poszukiwany stosunek odleglosci. Klopot w tym, ze moment kwadry
mozna uchwycic tylko w przyblizeniu, a mierzony kat jest w tej sytuacji równiez
niemal prosty i maly blad jego pomiaru daje duzy blad secansa. Nic wiec
dziwnego, ze Arystarchowi wyszlo, ze Slonce jest 20 razy dalej od Ksiezyca,
podczas gdy powinno byc 400. Przy ówczesnej technice pomiarowej Arystarch
mógl równie dobrze ocenic mierzony kat na nieco wiekszy od 90°. Ciekawe,
co wtedy by zrobil, bo - mówiac dzisiejszym jezykiem - secans takiego kata
jest przeciez ujemny. Duzo pózniej Kepler przyjmowal jako stosunek odleglosci
Slonca i Ksiezyca liczbe 60, jednak bez jakiegos uzasadnienia. Dopiero w koncu
XVII w. udalo sie uzyskac poprawny wynik.

1\1 od razu warto uswiadomic sobie, ze bezposredni pomiar paralaksy
geocentrycznej Slonca, nawet dzisiejszymi srodkami technicznymi, jest
niewykonalny. Trzeba by wszak wyznaczyc katowa odleglosc miedzy polozeniami
Slonca widzianego z dwóch miejsc na Ziemi, a do tego trzeba miec gwiazdziste
tlo, tymczasem gdy widac Slonce, to na pewno nie widac gwiazd. Totez dobrego
pomiaru odleglosci Slonca dokonano wyznaczajac odleglosc innego obiektu
(o czym tez juz w Delcie bylo). Mianowicie w 1672 r. francuscy astronomowie
na podstawie pomiarów wykonanych w Paryzu i w Cayenne w Gujanie
Francuskiej wyznaczyli paralakse geocentryczna (a wiec odleglosc) Marsa.
Nie bylo to specjalnie trudne, gdyz Marsa doskonale widac na tle gwiazd,
a ponadto jest niezbyt odlegly od Ziemi. I teraz najwazniejsze: w owych
czasach mechanika nieba umozliwiala juz teoretyczne obliczenie stosunków
wszystkich wzajemnych odleglosci planet i planet od Slonca na dowolna
chwile. Inaczej mówiac - konfiguracje wszystkich najwazniejszych cial Ukladu
Slonecznego byly doskonale znane z dokladnoscia do podobienstwa. Wystarczylo
wiec wyznaczyc absolutna odleglosc dowolnego obiektu, a Mars byl do tego
naj wygodniejszy, aby dostac wszystkie odleglosci w kilometrach. Duzo pózniej,
bo na poczatku XX w., w tej samej metodzie wykorzystano Erosa, który zbliza
sie czasem do Ziemi na zaledwie 22 mln km, a wiec jego paralakse jeszcze latwiej
wyznaczyc. Ale to juz tylko szczególy techniczne.

Tak zostala okreslona chyba najwazniejsza w astronomii jednostka dlugosci
(odleglosci), czyli srednia odleglosc Ziemi od Slonca nazwana jednostka
astronomiczna. Mierzy ona 149,6 mln km, czemu odpowiada paralaksa
geocentryczna 8/;80. Swiatlo pokonuje te odleglosc w 499 s. Jest bardzo
wygodna jednostka w granicach Ukladu Slonecznego, gdyz wszystkie odleglosci
wyrazaja sie liczbami co najwyzej dwucyfrowymi.

T.K.

Rozwiazanie zadania M 969.
Wykazemy, ze szukana liczba jest k = ~. Podnoszac stronami do kwadratu równanie rekurencyjne
ciagu (an), otrzymujemy a~+l = a~ + * + 2. Jasne jest równiez, ze an 2: 1. Mozemy wiecan
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napisac a~ + 2 'S a~+l' Wynika stad, ze 1 + 2(n - 1) 'S a~, czyli 2 - ~ 'S a:. Dalej, mamy

a~ = a~_l + ~ + 2 = a~_2 + ~ + ~ + 4 = ... = ai + (~ + ... + ~) + 2(n - 1),
an_1 an_2 an_1 al an_1

czyli po podzieleniu przez n: a~ = 1. + 1. (...1" + .. + ~) + 2 n-l. Wiemy juz, ze ciag (=1 )n n n a":; a n a1 n-l n

jest zbiezny do O. Wynika z tego, ze ciag bn = ~ (a\ + ... + T) jest równiez zbiezny do zera1 n~l

(to jest "prawie" ciag srednich arytmetycznych wyrazów ciagu (*)). Tak wiec (a} ) jest zbiezny

do 2. Jasne jest teraz, ze szukana liczba k jest równa!, a szukana granica jest równa h.
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No a gwiazdy ... ?

o pierwszych wyznaczeniach odleglosci gwiazd
pisalismy juz w Delcie tyle razy (ostatnio nawet
w numerze styczniowym), ze moze nie warto
naduzywac cierpliwosci Czytelnika. W skrócie wiec
przypominamy, ze dalmierzem jest tu okolosloneczna
orbita Ziemi, baza srednica orbity i w celu
wyznaczenia odleglosci gwiazdy trzeba zmierzyc jej
katowe przesuniecie (wynikajace z przemieszczenia
sie Ziemi) na tle gwiazd w zalozeniu bardziej
odleglych. Wynik tych pomiarów (pierwszy uzyskano
w 1837 f.) byl wrecz zaskoczeniem: paralaksa
heliocentryczna nawet najblizszych gwiazd okazala
sie mniejsza od 1/1.A z tego wynika, ze gwiazdy
te znajduja sie w odleglosci nie mniejszej niz
odleglosc Ziemi od Slonca (jednostka astronomiczna)
pomnozona przez odwrotnosc sin 1/1,która to
odwrotnosc wynosi tyle, ile jest sekund luku
w jednym radianie, czyli w przyblizeniu 206 265.
Taka wzorcowa jednostka nazwana zostala parsekiem
(oczywiscie od slów: paralaksa i sekunda, co na
szczescie w wielu jezykach brzmi bardzo podobnie):
1pc = 206 265j .a. = 3 x 1016 m. Po podzieleniu
stosownych odleglosci przez predkosc swiatla latwo
sie przekonac, ze odleglosc najblizszej gwiazdy tak sie
ma do rozmiarów Ukladu Slonecznego, jak cztery lata
do czterech godzin.

Nic wiec dziwnego, ze tego pierwszego pomiaru
odleglosci gwiazdy dokonano tak pózno. Znacznie

Paralaksy spektroskopowe
Tomasz KWAST

Na podstawie samej jasnosci gwiazdy nie da sie
okreslic jej odleglosci - gwiazda jasna z daleka moze
wygladac jak slaba z bliska. Jasnosc moglaby byc
miara odleglosci, gdyby bylo wiadomo, jak gwiazda
jest jasna "sama w sobie". Dla sprecyzowania tego,
co tu powiedzielismy, trzeba przypomniec kilka
dosc banalnych faktów. Przede wszystkim wrazenie
odbierane przez oko (podobnie zreszta przez klisze
fotograficzna czy jakikolwiek elektroniczny odbiornik
swiatla) jest tym wieksze, im wiecej fotonów wpada do
oka w jednostce czasu, czyli zalezy od tzw. oswietlenia.
Dokladniej, oswietleniem E jest ilosc promienistej
energii padajaca w jednostce czasu na jednostke
powierzchni (czyli mierzy sie je w W/m2). Jezeli
gwiazda swieci z calkowita moca M i w dodatku
równomiernie we wszystkie strony (jak kazda normalna
gwiazda), to w odleglosci r oswietlenie wynosi tyle,
co moc gwiazdy podzielona przez powierzchnie sfery
o promieniu r, czyli E = M/(47fr2).

Od co najmniej dwóch tysiecy lat stosowana jest
w astronomii skala, w której najjasniejsze gwiazdy
nieba zostaly nazwane gwiazdami pierwszej wielkosci,
a najslabsze dostrzegalne nieuzbrojonym okiem ­
gwiazdami szóstej wielkosci. Gdy pojawily sie
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wczesniej, bo w 1726 f., przy okazji prób pomiaru
paralaks James Bradley odkryl zjawisko aberracji
swiatla. Polega ono na tym, ze wskutek ruchu
Ziemi (predkosc obiegowa Ziemi wynosi 30 km/s)
gwiazdy sa lekko przesuniete ku punktowi nieba,
ku któremu akurat Ziemia zmierza. Maksymalne
przesuniecie aberracyjne wynosi w przyblizeniu
30/300 000 rad = 20';5, czyli wiecej niz paralaksa
jakiejkolwiek gwiazdy.

Tak wiec metoda paralaks jest wprawdzie bardzo
"czysta", ale dosc trudna technicznie i ograniczona
dokladnoscia pomiaru malych katów. Z powierzchni
Ziemi mozna mierzyc katy nie mniejsze niz O';Ol.

Sztuczny satelita Hipparcos pomierzyl paralaksy
ogromnej liczby gwiazd z dokladnoscia do 0';001
(bo spoza atmosfery), czyli odleglosci do - powiedzmy
- 1 kpc. Tym samym mierzenie paralaks z powierzchni
Ziemi chyba definitywnie przeszlo do historii.
Zwrócmy uwage, ze odleglosc Slonca od Ziemi
wyznaczono za pomoca paralaksy geocentrycznej,
a z kolei jednostka astronomiczna stala sie baza
dla wyznaczen odleglosci gwiazd. Jednak gwiazdy
chocby tylko naszej Galaktyki ciagna sie jeszcze
dalej, niz siegnal Hipparcos. Zapewne wiec znajomosc
odleglosci gwiazd pobliskich umozliwila stworzenie
trzeciej metody siegajacej dalej, czyli trzeciego
szczebla tzw. drabiny odleglosci. Jak ta metoda dziala,
przedstawiamy równiez w tym numerze.

T.K.

przyrzady mierzace oswietlenie, astronomowie
postanowili skale jasnosci uczynic obiektywna,
tak jednak, by zachowac starozytna umowe
oznaczen jasnosci gwiazd. Okazalo sie, ze starozytni
astronomowie nieswiadomie zastosowali sie do
poznanego znacznie pózniej fizjologicznego prawa
(prawo Webera-Fechnera), zgodnie z którym wrazenie
jest wprost proporcjonalne do logarytmu bodzca.
We wspólczesnym zapisie ten wazny fakt przyrodniczy
opisuje wzór: m = -2,5Iog E + const, gdzie m to
owa wielkosc gwiazdowa (m od slowa magnitudo ),
czyli po prostu widoma jasnosc gwiazdy. Wszystkie
wspólczynniki maja swoje uzasadnienie. Minus jest
dlatego, ze slabszym gwiazdom (czyli mniejszym
jasnosciom) ma odpowiadac wieksze magnitudo.
Liczba 2,5 wziela sie stad, ze nowoczesne pomiary
wykazaly, iz oswietlenie przez gwiazde szóstej wielkosci
jest w dobrym przyblizeniu stokrotnie mniejsze
od oswietlenia przez gwiazde pierwszej wielkosci;
zatem stosunkowi oswietlen równemu 100 powinna
odpowiadac róznica magnitudo równa 5. Wreszcie
stala "const" powinna byc tak dobrana, by oswietlenie
zmierzone w jednostkach fizycznych w ogóle mozna
bylo "przetlumaczyc" na wielkosci gwiazdowe. Nie
musimy sie jednak o nia troszczyc, bo bedziemy dalej
zajmowac sie tylko róznicami jasnosci.



Diagram dwuwskaznikowy dla gwiazd ciagu glównego i linia
poczerwienienia - kierunek "falszowania" barw gwiazd.

mv - Mv = 5logr - 5 + av·

Rzeczywistosc jest wprawdzie bardziej skomplikowana:
okreslenie jasnosci absolutnej gwiazdy na podstawie
widma moze nie byc proste, dwa wspólczynniki
liczbowe sa nieco rózne w róznych obszarach nieba
itd., ale idea samego pomiaru odleglosci gwiazd
normalnych jest wlasnie taka. A gwiazd nietypowych?
O tym tez w numerze.

utworzyc dwie niezalezne róznice ~ beda to tzw.
wskazniki barwy: nadfioletowy U - B = mu - mB
i niebieski B - V = mB - mv (to sa wskazniki
widome) oraz analogicznie (U - B)o = Mu - MB
i (B - V)o = MB - Mv (a te sa absolutne, czyli
niezaklócone przez materie miedzygwiazdowa).
Z kolei róznice wskaznika widomego i absolutnego
nazywamy nadwyzka barwy: nadwyzka nadfioletowa
to EU-B = (U - B) - (U - B)o, a niebieska to
EB-V = (B - V) - (B - V)o. Wlasnie materia
miedzygwiazdowa jest powodem, dla którego nadwyzki
barw sa wielkosciami niezerowymi.

(B- V)o
I ••

1,0 Ki 1,5

wskazniki barwy
obserwowane

0,5

°

°

0,5

1,0

-0,5

BOT (U - B)o

-1,0

Niezwykle wazne bylo odkrycie, ze materia
miedzygwiazdowa tak zmienia prawdziwe barwy
gwiazd, ze EU-B ~ 0,7 EB-V, a ekstynkcja w zakresie
wizualnym wynosi av ~ 3EB-V' To wlasnie te dwie
liczby, 0,7 i 3, ofiarowala nam natura - wynikaja one
z fizycznych wlasnosci materii miedzygwiazdowej.
Praktycznie proces wyznaczenia odleglosci przebiega
nastepujaco. Z obserwacji otrzymujemy widmo
gwiazdy i trzy jasnosci widome w trzech barwach.
Znajomosc widma oznacza znajomosc Mv, a z trzech
jasnosci tworzymy dwa widome wskazniki barwy.
Z diagramu dwuwskaznikowego mo.zna wtedy
odczytac, jakie sa wskazniki absolutne, a wiec znamy
tez dwie nadwyzki barwy. Nadwyzka niebieska
pomnozona przez 3 to ekstynkcja av, która trzeba
dopisac po prawej stronie podstawowego wzoru
otrzymujac

Mozemy juz precyzyjnie zapisac, jak magnitudo
gwiazdy zalezy od jej odleglosci. Gdyby gwiazde
dalo sie raz zobaczyc z odleglosci rl, a nastepnie
z odleglosci r2, to jej wielkosci gwiazdowe mI
i m2 spelnialyby zwiazek: mI - m2 = 5log(rdr2);

wystarczylo podstawic dwukrotnie wyrazenie na E do
wzoru na m i odjac stronami. I teraz wazna definicja:
jasnoscia absolutna (M) nazywa sie taka jasnosc
gwiazdy, jaka mialaby obserwowana z odleglosci 10 pc.
Jasnosc gwiazdy M widoczna z ustalonej odleglosci
jest juz miara mocy promieniowania gwiazdy (i uzycie
tego samego symbolu nie powoduje zamieszania).
Jezeli wiec w ostatnim wzorze podstawic m2 = M

oraz r2 = 10, to dostaniemy jeden z najwazniejszych
wzorów podstaw astronomii:

m - M = 5 log r - 5.

Wzór ten umozliwia znalezienie odleglosci r
(w parsekach!) gwiazdy o jasnosci absolutnej M, jezeli
jej jasnosc widoma wynosi m. Jak widac, M musi
byc znane skadinad, a ponadto wzór obowiazuje, o ile
swiatlo po drodze od gwiazdy nie jest ani pochlaniane,
ani rozpraszane, czyli gdy przestrzen miedzygwiazdowa
jest pusta. Oczywiscie, nigdy dokladnie tak nie jest
i róznica m - M (okreslona juz przez odleglosc
gwiazdy) jest dodatkowo powiekszona o straty swiatla
(ekstynkcje); oznaczmy je przez a. No to w koncu skad
wziac jasnosc absolutna i jak uwzglednic ekstynkcje?

Na pierwsze pytanie nietrudno odpowiedziec.
Ostatni wzór moze przeciez równie dobrze sluzyc
do okreslania jasnosci absolutnych gwiazd, których
odleglosci wyznaczono wczesniej metoda paralaksy
heliocentrycznej. I tak tez bylo. Ponadto okazalo
sie przy tym, ze jasnosc absolutna gwiazdy jest
dosc precyzyjnie okreslona przez jej widmo. Tak
powstal chyba najwazniejszy w astronomii wykres,
mianowicie diagram Hertzsprunga~Russella (tylna
okladka). Obecnie wykorzystuje sie go w przeciwna
strone. Majac widmo gwiazdy, z diagramu H-R
odczytuje sie jej jasnosc absolutna M (dlatego
przedstawiona tu metoda nazywana jest metoda
"paralaks spektroskopowych"), a zmierzywszy jasnosc
widoma m bez trudu znajduje sie jej odleglosc.

Mozliwosc uwzglednienia ekstynkcji na drodze od
gwiazdy do obserwatora stworzyla sama natura,
mianowicie materia miedzygwiazdowa falszuje
jasnosci gwiazd rozmaicie w róznych zakresach
promieniowania. Podobnie ziemska atmosfera: Slonce
jest o zachodzie czerwone dlatego, ze atmosfera
rozprasza promieniowanie niebieskie, a czerwonego
prawie nie. Wybierzmy trzy zakresy widma:
nadfioletowy "U", niebieski "B" i wizualny "V"
(stanowia one popularny system fotometryczny UBV,
a wszystkie jasnosci powinny zawsze byc opatrzone
stosownym indeksem, by bylo wiadomo, w jakim
zakresie sa okreslone). Z trzech jasnosci mozna
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Wyznaczanie odleglosci cial niebieskich, a galaktyk w szczególnosci, nie jest
sprawa latwa, ale ma dla astronomii ogromne znaczenie. Wiele wspólczesnych
wysilków astronomicznych jest w jakims stopniu powiazane z problemem
odleglosci. Dzieje sie tak chociazby dlatego, ze znajomosc odleglosci obiektu jest
konieczna dla ustalenia jego masy czy tempa produkcji energii ~ generalnie, jego
cech fizycznych.

Niestandardowe gwiazdy jako
Bogdan WSZOLEK

, .
SWlece standardowe

Choc uzywa sie wielu metod okreslania odleglosci cial niebieskich, to zadna
z nich nie jest uniwersalna ani dosc dokladna. Istnieje prawidlowosc, ze bledy
okreslenia odleglosci obiektów coraz dalszych sa coraz wieksze. U podstaw
metody okreslania wiekszych odleglosci lezy bowiem zawsze jakas metoda
wyznaczania odleglosci mniejszych. Mozliwosc okreslania odleglosci obiektów
naj dalszych jest uwarunkowana stopniem znajomosci odleglosci podobnych
obiektów, ale troche blizszych. Z kolei wyznaczenie odleglosci tych blizszych
jest mozliwe, gdy potrafimy okreslic odleglosci obiektów jeszcze blizszych.
Kazda z metod posrednich wnosi typowe dla siebie, i na ogól spore, bledy.
Im wieksza jest liczba posrednich kroków koniecznych dla wyznaczenia
odleglosci obiektu, tym blad tego wyznaczenia bedzie wiekszy. Na dokladnosc
wyznaczenia odleglosci naj dalszych galaktyk bedzie zatem miec wplyw nawet
blad w okresleniu odleglosci Ziemia-Slonce.

Zagadnienie wyznaczania odleglosci galaktyk mozna sprowadzic do problemu
znalezienia odpowiednich tzw. swiec standardowych. Role takiej swiecy moze
spelniac dowolny obiekt o znanej absolutnej wielkosci gwiazdowej. Jesli bowiem
oprócz mierzonej widomej wielkosci gwiazdowej m takiej swiecy dysponujemy
informacja o jej absolutnym blasku M, to jestesmy w stanie wyznaczyc jej
odleglosc r (wyrazona w parsekach), uzywajac formuly nazywanej przez
astronomów modulem odleglosci

m - M= 5 log r - 5 + a( r ),

gdzie a(r) oznacza tu, wyrazona w wielkosciach gwiazdowych, ekstynkcje
promieniowania na drodze zródlo-obserwator. Ekstynkcja jest oslabieniem
blasku obiektu zaleznym od rozpraszajacych i absorpcyjnych wlasnosci osrodka
miedzygwiazdowego.

Przytoczony wzór ma podstawowe znaczenie przy okreslaniu odleglosci galaktyk.
Widoma wielkosc gwiazdowa m otrzymujemy z bezposredniego pomiaru jasnosci
obiektu i blad tego pomiaru jest na ogól niewielki. Wielkosc absolutna obiektu
okresla sie posrednio i zazwyczaj obarczona ona jest sporym bledem. Ekstynkcje
tez wyznacza sie metodami posrednimi (o tym wszystkim w numerze) i nigdy
nie jest znana zbyt dokladnie. Czesto jednak przyjmuje ona w ogóle mala
wartosc, a wtedy blad jej wyznaczenia ma maly wplyw na dokladnosc okreslenia
odleglosci.

Wyznaczanie odleglosci galaktyk z uzyciem swiec standardowych odbywa sie
wedlug nastepujacego schematu. Przede wszystkim nalezy wyróznic jakas grupe
bliskich obiektów, których jasnosci absolutne dawaloby sie okreslac i dla których
zarazem istnialby zwiazek miedzy absolutnym blaskiem a jakims parametrem
latwo mierzalnym, niezaleznym od odleglosci. Grupa takich obiektów okazaly
sie np. gwiazdy zmienne typu RR Lyrae (sa to pulsujace olbrzymy typów
widmowych od A2 do F2). Gwiazdy te sa (absolutnie) okolo 100 razy jasniejsze
od Slonca i cechuja sie charakterystycznymi, krótkookresowymi (ponizej l doby)
zmianami blasku. Na podstawie analizy zmiennosci gwiazd typu RR Lyrae,
których odleglosci okreslono niezaleznie, oceniono ich blask absolutny na O do
l mag i stwierdzono, ze bardzo slabo zalezy on od okresu zmiennosci. Gwiazdy
RR Lyrae sa dzieki temu czesto wykorzystywanymi swiecami standardowymi.

Chcac wyznaczyc odleglosc konkretnej galaktyki, wykonuje sie serie jej zdjec,
na których nalezy wyszukac pojedyncze gwiazdy (dla najblizszych galaktyk daje
sie to zrobic) i sprawdzic, które z nich w tej serii zachowuja sie w sposób typowy
np. dla gwiazd RR Lyrae. Znalazlszy w galaktyce chocby jedna taka gwiazde
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Nowa - eksplozja powierzchniowej
warstwy bialego karla, której materia
pochodzi od rozdetej gwiazdy
towarzyszacej. Zjawisko powtarzalne.

Supernowa - eksplozja masywnej
zaawansowanej ewolucyjnie gwiazdy
(ewentualnie poprzedzona zapadnieciem
sie jej wnet rza).

(aczkolwiek, oczywiscie, znacznie lepiej jest, gdy znajdzie sie ich wiecej),
pozostaje zmierzyc jej jasnosc widoma, ocenic ekstynkcje i skorzystac ze wzoru
na modul odleglosci .

Oprócz gwiazd typu RR Lyrae role swiec standardowych graja tez gwiazdy
zmienne typu <5Cephei (tzw. cefeidy klasyczne), gwiazdy nowe oraz supernowe .
Cefeidy, podobnie jak gwiazdy omawiane poprzednio, sa pulsujacymi
olbrzymami lub nadolbrzymami o typach widmowych zawartych w duzym
przedziale od F6 do K2 (typowy przebieg jasnosci cefeidy przedstawia rysunek).
W rytmie regularnych pulsacji zachodza w nich silne zmiany temperatury
i predkosci radialnej (wskutek unoszenia sie i opadania powierzchni gwiazdy).
Gwiazdy te cechuje duza jasnosc absolutna (do okolo 10 000 jasnosci Slonca).
Stwierdzono u nich tez wyrazna zaleznosc dlugosci okresu zmian blasku od
jasnosci absolutnych. Dluzszemu okresowi P (dla cefeid klasycznych zawiera
sie on w przedziale od 1 do 100 dób) odpowiada wieksza jasnosc absolutna M;
zaleznosc ta daje sie opisac fenomenologicznym wzorem M = a + b log P,
gdzie a i b sa stalymi, które wyznacza sie na podstawie obserwacji bliskich
cefeid o znanych skadinad odleglosciach. M jest tu absolutna wielkoscia
gwiazdowa cefeidy usredniona wzgledem cyklu. Proces wyznaczania stalych
a i b jest obarczony bledem wynikajacym glównie z braku dokladnej znajomosci
odleglosci chociazby jednej cefeidy. Powyzsza relacje odkryto na podstawie
obserwacji cefeid w Malym Obloku Magellana, którego odleglosc (okolo 55 kpc)
- jak sie wydaje - do dzis nie jest znana z zadowalajaca dokladnoscia, a o jej
polepszenie stara sie niejeden zespól badaczy. Nadto pewien wplyw na blad
(glównie stalej b) ma fakt, ze wszystkie cefeidy w tej pobliskiej galaktyce uznaje
sie za równo odlegle od Ziemi, choc przeciez tak nie jest.

Mimo tych wszystkich bledów metoda wyznaczania odleglósci galaktyk
z uzyciem cefeid jest naj dokladniejsza. Gdy w jakiejs galaktyce daje sie
znalezc kilkadziesiat cefeid, to blad okreslenia odleglosci moze zejsc ponizej
10%. Chociaz cefeidy sa latwiej dostrzegalne w galaktykach niz slabsze od
nich wspomniane gwiazdy typu RR Lyrae, to i tak z ich uzyciem daje sie
wyznaczyc odleglosci zaledwie kilkunastu najblizszych galaktyk. Nawet
uzywajac Kosmicznego Teleskopu Hubble'a, nie jestesmy w stanie dostrzec cefeid
w galaktykach dalszych niz okolo 15 Mpc.

W galaktykach odleglejszych jako swiece standardowe wykorzystuje sie gwiazdy
nowe i supernowe. Gwiazdy nowe doznaja gwaltownych (w przeciagu kilku dni)
pojasnien do pewnej, i co wazne, z grubsza jednakowej jasnosci absolutnej (okolo
100000 razy przewyzszajacej blask Slonca, czyli do M = -8 mag), po czym
bledna i po kilku miesiacach przestaja byc widoczne. Jesli uda sie zarejestrowac
w jakiejs galaktyce gwiazde nowa w maksimum jej blasku, to znowu ze wzoru
na modul odleglosci mozna okreslic przyblizona odleglosc galaktyki. Zupelnie
podobnie rzecz sie ma z gwiazdami supernowymi. Zdarzaja sie one jednak
znacznie rzadziej niz gwiazdy nowe, za to absolutny blask tych wybuchajacych
gwiazd osiaga na krótki czas wartosc kilka miliardów razy przewyzszajaca
blask Slonca. Inaczej mówiac ~ gwiazda taka w fazie wybuchu swieci z moca
porównywalna z moca calej galaktyki, czyli jej jasnosc absolutna wynosi
w przyblizeniu M = -18 mag. Istnieja dwa glówne typy supernowych, a mozna
je rozpoznac przez sledzenie przebiegu zmian blasku gwiazdy w ciagu kilku
miesiecy po wybuchu. W ramach kazdego typu maksymalny blask supernowej
jest w przyblizeniu taki sam, a okreslono go, oczywiscie, na podstawie obserwacji
gwiazd tego rodzaju w galaktykach o znanych skadinad odleglosciach. Typ I to
dosc jednorodna grupa eksplodujacych bialych karlów o masie bliskiej tzw.
masie Chandrasekhara, która zostaje przekroczona w wyniku akrecji materii
gwiazdy towarzyszacej. Typ II to zapadajace sie i zaawansowane w ewolucji
gwiazdy o duzej masie.

Uzywajac tych gwiazd jako swiec standardowych, mozna ocenic odleglosci
galaktyk polozonych nie dalej niz okolo 200 Mpc. Wiekszosc jednak galaktyk
dostepnych wspólczesnym obserwacjom znajduje sie znacznie dalej. Ich
odleglosci, mierzone w gigaparsekach, wyznacza sie innymi, jeszcze mniej
dokladnymi metodami.
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Echa

Nie pamietam juz kto - dziadkowie czy rodzice - nauczyli mnie przed
wielu laty mierzenia odleglosci do miejsca uderzenia pioruna. A moglo to
miec wplyw na samopoczucie podczas letniej burzy, gdy bylem akurat na
wakacjach u dziadków. W momencie blysku nalezalo zaczac odliczanie
i przerwac je w chwili uslyszenia grzmotu. Jezeli odliczalo sie raz na
sekunde, to liczba zliczonych trójek sekund byla równa odleglosci pioruna
w kilometrach. Wszak dzwiek porusza sie w powietrzu z taka wlasnie
predkoscia, ze na przebycie kilometra potrzebuje trzech sekund.

Odleglosc obiektu "milczacego" mozna zmierzyc dzwiekiem,
wykorzystujac echo. Wiadomo, ze krótki krzyk moze powrócic - nieraz
w bardzo malo zmienionej postaci - po odbiciu od sciany lasu lub góry
(jezeli pominac zasade, ze w górach w ogóle wrzeszczec nie nalezy, bo
mozna zagluszyc czyjes wolanie o pomoc). Oczywiscie odleglosc takiej
sciany to predkosc dzwieku pomnozona przez polowe sekund od krzyku
do powrotu echa.

Calkiem instynktownie na tej zasadzie orientuja sie w przestrzeni
nietoperze. Nietoperz podczas lotu nieustannie wydaje krótkie piski
ultradzwiekowe i nasluchuje ich odbic, dzieki czemu doskonale lata
równiez w ciemnosciach. Dzwiek slabo odbija sie np. od bujnej fryzury
i nietoperz moze jej nie zauwazyc, ale lysym uderzenie przez nietoperza..
na pewno me grozI.

Echo dzwiekowe ma w technice mnóstwo zastosowan. Ultradzwiekowa
echosonda sluchajac echa odbitego od dna, mierzy glebokosc morza, ale
równie dobrze moze lokalizowac lawice ryb pod statkiem lub obecnosc
okretu podwodnego. Ultradzwiekowy defektoskop wykrywa pekniecia
wewnatrz bloków metalowych lub kamiennych. A ultrasonograf umie
nawet przetworzyc echo odbierane z róznym opóznieniem z róznych
kierunków na obraz organów wewnetrznych czlowieka. Chyba nie trzeba
dowodzic, jak wielkim dobrodziejstwem jest mozliwosc blyskawicznego
i bezbolesnego postawienia diagnozy.

A absolutny rekord dokladnosci pomiaru odleglosci nalezy do echa
swietlnego. Atomowe zegary wprawdzie mierza czas z dokladnoscia
nie gorsza niz jedna bilionowa, nie oznacza to jednak, ze az z taka
dokladnoscia mozna zmierzyc czas przelotu blysku laserowego do
"lusterka" i z powrotem. Niemniej jednak metoda laserowa mierzy sie
teraz odleglosc Ksiezyca z dokladnoscia nie gorsza niz jeden metr, czyli
do okolo jednej miliardowej. Jest to wiec pomiar odleglosci nie tyle
Ksiezyca od Ziemi, ile konkretnego lusterka, zostawionego na Ksiezycu
przez astronautów, od konkretnego lasera na Ziemi!
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Pomiar odleglosci najdalszych galaktyk Bogdan WSZOLEK

z - 1+ vr/c -1
- V 1-vr/c '

gdzie Vr oznacza radialna skladowa predkosci zródla
wzgledem obserwatora (jest ona dodatnia, gdy zródlo
sie oddala); c jest predkoscia swiatla. W przypadku
predkosci radialnych Vr, znacznie mniejszych od c,
wzór powyzszy przyjmuje prosta, przyblizona postac
z = vr/c.

W 1929 r. Hubble opublikowal wyniki pierwszych
pomiarów odleglosci i przesuniec ku czerwieni dla
24 galaktyk znajdujacych sie nie dalej niz okolo

'"dlugosc fali

~A

T=consti
Rys. l

odpowiadajacych sobie linii w widmie galaktyki
i w widmie laboratoryjnym. Okazalo sie, ze
rózne linie w widmie wybranej galaktyki sa
tak przesuniete wzgledem ich laboratoryjnych
odpowiedników, ze z = const. Oznacza to, ze jesli
np. linii laboratoryjnej A = 6000 A odpowiada
w widmie galaktyki linia AC = 6030 A, to linii
A = 4000 A odpowiada AC = 4020 A, a linii
radiowej A = 21 cm odpowiadalaby AC = 21,1 cm.
Kazda z linii przesunieta jest o inna wartosc
(~A: 30 A, 20 A, 0,1 cm), ale parametr z jest
w kazdym przypadku taki sam i dla calego widma
wynosi 0,005. Ta cecha tego parametru z oznacza,
ze mozna go wyznaczac na podstawie dowolnej
(zidentyfikowanej) linii, niezaleznie od tego, czy jest to
linia w nadfioletowej, optycznej, radiowej czy w jeszcze
innej czesci widma.

Uwaza sie, ze obserwowane przesuniecia linii
w widmach galaktyk powstaja (przynajmniej
czesciowo) w wyniku tzw. efektu Dopplera dla fal
elektromagnetycznych. Zjawisko Dopplera polega na
tym, ze jesli zródlo fal oddala sie "Odobserwatora,
to obserwator odbiera fale "rozciagniete", zatem
obserwowane widmo zostaje przesuniete w strone fal
dlugich, tj. "poczerwienione". Przy zblizaniu sie zródla
obserwator odbierze fale "scisniete", a wiec widmo
zródla zostanie przesuniete w strone fal krótkich,
"poniebieszczone" . Przesuniecie linii widmowych przy
predkosci v wywolane tym zjawiskiem wyraza sie
wzorem

Pierwsze trzy dekady XX wieku mozna traktowac
jako przelomowe dla rozpoznania skali odleglosci
w otaczajacym nas swiecie. Najpierw odkryto fakt
istnienia naszej Galaktyki i oceniono jej rozmiary.
Posluzono sie tu glównie gwiazdami typu RR Lyrae
i cefeidami jako wskaznikami odleglosci. Zaraz
potem odkryto istnienie innych galaktyk, a odkrycie
sprowadzalo sie do wyznaczenia przyblizonych
odleglosci niektórych, wczesniej bardzo dobrze juz
znanych mglawic.

Na te sukcesy zlozyly sie obserwacje glównie trojga
astronomów. Pani Henrietta Leavitt odkryla duze
ilosci cefeid i gwiazd typu RR Lyrae. Harlow Shapley
dokonal kalibracji cefeid, tj. ocenil ich rzeczywiste
odleglosci. Wreszcie Edwin Hubble w gruncie rzeczy
odkryl galaktyki, a dokladniej - wykazal, ze owe
mglawice to wlasnie ogromne zbiorowiska gwiazd.

AC-A ~A

z= A T'
gdzie AC i A oznaczaja dlugosci fal srodków

Kiedy obserwacje spektroskopowe galaktyk
staly sie normalna praktyka, okazalo sie, ze
w spektrogramach tych obiektów daja sie wyróznic
pewne charakterystyczne linie widmowe. W wyniku
porównywania z widmami laboratoryjnymi dokonano
identyfikacji tych linii, tj. ustalono, jakie pierwiastki
(lub ich jony) odpowiadaja za powstawanie
obserwowanych linii w widmach galaktyk. Wnet
zauwazono, ze polozenia linii okreslonych pierwiastków
w widmach galaktyk nie odpowiadaja scisle liniom
tychze pierwiastków w widmach laboratoryjnych i ze
sa one przesuniete wzgledem oczekiwanych polozen
na ogól w strone fal dluzszych, jak to schematycznie
przedstawiono na rysunku 1.

Pierwsze spektrogramy galaktyk obejmowaly zakres
optyczny, zatem przesuniecia linii w kierunku fal
dluzszych byly jednoczesnie przesunieciami ku
czerwieni (czerwien jest bowiem dlugofalowym koncem
widzialnego zakresu fal elektromagnetycznych). Za
miare przesuniecia ku czerwieni przyjeto parametr
z zdefiniowany jako

Odleglosci okolo 25 galaktyk, w których obserwowano
cefeidy (a takze inne gwiazdy równiez sluzace za
wskazniki odleglosci - gwiazdy nowe czy gorace
gwiazdy typu O), wyznaczono stosunkowo latwo.
Sposób na wyznaczanie odleglosci galaktyk
odleglejszych pojawil sie z chwila odkrycia przez
Hubble'a zaleznosci miedzy odleglosciami galaktyk
a tzw. przesunieciem ku czerwieni, nazywanym
tez z angielska redshiftem. Zanim jednak podamy
te zaleznosc, spróbujmy przyblizyc samo pojecie
redshiftu.
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jako wskazników odleglosci) ustalono, ze stala
Hubble'a na pewno zawiera sie w przedziale
miedzy 50 a 100. Tak duza niepewnosc jest nie do
zaakceptowania przy rozwazaniu wielu aspektów
astrofizycznych dotyczacych galaktyk ~ co prawda
ten przedzial niepewnosci zostal ostatnio mocno
zawezony. Mimo wszystko nadal szuka sie innych
sposobów okreslania odleglosci dalekich obiektów.
Juz sama jasnosc widoma galaktyki moze byc
w przyblizeniu wskaznikiem jej odleglosci, o ile,
oczywiscie, znana bylaby jej jasnosc absolutna (patrz
artykul o swiecach standardowych). Tymczasem
jasnosci absolutne galaktyk eliptycznych zawieraja
sie w bardzo szerokich granicach: od -8,5 mag dla
karlowatych dE, do -25 mag w przypadku olbrzymich
cD. Jasnosci galaktyk spiralnych zawieraja sie miedzy
-17 a -22 mag. W rezultacie bardzo trudno jest
ocenic moc promieniowania konkretnej galaktyki
i blad wyznaczenia odleglosci ta metoda jest ogromny.
Podobnie wykorzystuje sie rozmiary katowe galaktyk:
odleglejsze powinny byc srednio mniejsze katowo.
Trzeba jednak znac skadinad ich rzeczywiste rozmiary,
których rozrzut tez jest bardzo duzy. Te ostatnie
dwie metody stosowane sa wiec raczej do calych grup
galaktyk (czyli statystycznie), a nie do konkretnego
obiektu i obarczone sa jeszcze wieksza niepewnoscia
niz metoda z wykorzystaniem prawa Hubble'a. Sprawe
pogarszaja równiez rozmaite, zalezne od odleglosci
efekty selekcji, których nie daje sie uwzglednic
przy doborze próbek obiektów. Niemniej jednak
odleglosci wyznaczane na podstawie tego rodzaju
wskazników sa dobrze skorelowane z odleglosciami
okreslonymi z prawa Hubble'a. Fakt ten mozna uznac
za dowód poprawnosci metody z uzyciem przesuniec
ku czerwieni.

Jeszcze innym wskaznikiem odleglosci, jak pokazali
Brent Tully i Richard Fisher, moze byc wielkosc
poszerzenia dopplerowskiego linii widmowych galaktyk,
np. stosunkowo latwej do zaobserwowania radiowej
linii neutralnego wodoru A = 21 cm. Okazalo sie
bowiem, ze im galaktyka jest jasniejsza w sensie
absolutnym, tym szybciej rotuje. Szerokosc profili
linii widmowych galaktyk (ale tylko tych, które
sa wzgledem obserwatora ustawione bokiem, czyli
widac je w przyblizeniu z krawedzi) w pewnej mierze
odzwierciedla predkosc ich obrotu. Latwo sie domyslic,
ze odleglosci wyznaczane ta metoda tez sa obarczone
duzymi bledami.

Poszukiwanie innych, dokladniejszych metod
okreslania odleglosci bardzo dalekich galaktyk
i ich skupisk jest bardzo pozadane, chociazby dla
sprawdzenia zakresu stosowalnosci prawa Hubble'a,
czy tez dla ewentualnego zawezenia przedzialu
nieokreslonosci wystepujacej w nim stalej H.

2
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24 Mpc od Ziemi (rys. 2). Zamiast parametru z na osi
rzednych Hubble odlozyl predkosci radialne, sugerujac
tym samym dopplerowska interpretacje przesuniec ku
czerwieni i przyjmujac Vr = zc. Wypada zwrócic uwage
na fakt, ze Hubble opublikowal swój slynny diagram
nie tyle w kontekscie wyznaczania odleglosci galaktyk
na podstawie zmierzonych przesuniec ku czerwieni, co
w kontekscie czysto kosmologicznym. W srodowiskach
ówczesnych fizyków teoretyków i kosmologów istnialo
bowiem ogromne zapotrzebowanie na jakikolwiek
obserwacyjny argument za swiezo wtedy lansowanym
modelem Wszechswiata ekspandujacego.

Linia prosta najlepiej dopasowana do punktów na
diagramie ilustruje liniowa relacje wiazaca odleglosc
galaktyki z jej predkoscia radialna (zwana tez
predkoscia ucieczki), która jest trescia slynnego
prawa Hubble'a: Vr = Hr. Wystepujaca tu predkosc
wyraza sie zazwyczaj w km/s, a otrzymuje sie ja
(gdy Vr « c) z definicji przesuniecia ku czerwieni,
czyli jako Vr = zc. Odleglosc r galaktyk naj wygodniej
wyraza sie w megaparsekach, zatem stala Hubble'a H
musi miec wymiar km/(s·Mpc).

Prawo Hubble'a jest nie tylko wyrazem bardzo
waznego faktu kosmologicznego, lecz ~ co nas
akurat interesuje - jest tez narzedziem do okreslania
odleglosci galaktyk. Wystarczy dla danej galaktyki
uzyskac jej widmo odpowiedniej jakosci (trzeba
jednak zdawac sobie sprawe z tego, ze dla otrzymania
widma o wymaganej tu jakosci potrzebny jest duzy
teleskop wyposazony w dobrej klasy spektrograf)
i zmierzyc jego przesuniecie ku czerwieni na podstawie
zidentyfikowanych linii. Niemniej w odniesieniu do
bardzo odleglych, a wiec slabych galaktyk, zarówno
procedura otrzymywania, jak i analizy widma moze
nastreczac sporo klopotów.

Slaba strona metody wyznaczania odleglosci z uzyciem
prawa Hubble'a jest niepewnosc co do wartosci samej
stalej H. Pierwsze wyznaczenie tej stalej dalo wartosc
500 (mozna to odczytac z rysunku 2). W wyniku
udoskonalenia metod okreslania odleglosci galaktyk
srednio odleglych (np. z uzyciem gwiazd supernowych
Rys. 2.

Vr

[km/s]

1000
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Stala Hubble'a
- jak dokladnie
ja znamy?
Andrzej MARECKI

Rozwiazanie zadania F 557.
Masa metra szesciennego wody wynosi
103 kg, a kilomol wody (czyli 18 kg)
zawiera N = 6 . 1026 czasteczek wody.
Zatem metr szescienny wody zawiera
N = 6 . 1026 . 103/18 = 3,3 . 1028
czasteczek. Srednia odleglosc
miedzy czasteczkami wynosi wiec
d = 1/ ijN "" 3, 1.10-10 m. Srednia sila
wzajemnego oddzialywania ma wartosc

6 2
F "" __ P_c_ = 6 7 . 10-20 N

47rEod3' .

o tym, jak fundamentalna role w astronomii pelni stala Hubble'a, nie trzeba
nikogo przekonywac. Z jej znaczeniem zupelnie jednak "nie licuje" dokladnosc,
z jaka ja znamy. Nic dziwnego zatem, ze szukanie sposobów na znalezienie
poprawnej wartosci tej stalej absorbowalo i nadal absorbuje astronomów
i w rezultacie ich poszukiwan metod tych znamy dzis wiele. Amerykanski
kosmolog, Edward L. Wright, w swoim bardzo przystepnym wykladzie
z kosmologii (www.astro.ucla.edurwright/cosmolog.htm) wymienia ich az 26.

Dlaczego jest ich tyle i zadna z nich nie jest doskonala? Otóz, zasadnicza
trudnosc z wyznaczeniem stalej Hubble'a wynika z prostej, lecz niebanalnej
okolicznosci: z ogromu Wszechswiata. Pól biedy, gdy chcemy wyznaczyc
odleglofic Ksiezyca. Przewyzsza ona - powiedzmy - wzrost czlowieka 200 mln
razy./Sporo, jesli zauwazyc, ze yyle wynosi stosunek rozmiarów najwiekszych
do najmniejszych organizmów zywych (odpowiednio: drzewa i wirusy). Ale
ta odleglosc jest wprost smieszna na tle ogromu Kosmosu. Aby uzmyslowic
sobie rozmiary Ukladu Slonecznego, trzeba dopisac do owych 200 milionów
jeszcze cztery zera, odleglosci najblizszych gwiazd - kolejne cztery, a nastepne
cztery (to juz bedzie razem dwanascie dodatkowych zer!) dadza nam stosunek
odleglosci miedzy Sloncem a centrum Galaktyki do wzrostu czlowieka.
A przeciez Galaktyka to tylko mala wysepka swiecacej materii oddalona
od innych podobnych wysepek tak bardzo, ze swiatlo na przemierzenie
tych przestrzeni zuzywa w skrajnych przypadkach znaczny odsetek - nawet
do 90% - calego wieku Wszechswiata. Co to oznacza dla "mierniczych"
Wszechswiata? Otóz to, ze nie ma uniwersalnej metody, która by byla
odpowiednia do pomiarów wszelkich odleglosci we Wszechswiecie. Zupelnie
inaczej wyznaczamy odleglosc do Ksiezyca, planet, gwiazd w naszej Galaktyce,
czy wreszcie do innych galaktyk. I wlasnie umiejetnosc wyznaczania tych
ostatnich byla niezbedna Edwinowi Hubble'owi do tego, by odkryc slynne
prawo proporcjonalnosci predkosci ucieczki galaktyk v do ich odleglosci r,
nazwane jego imieniem: v = Hr. Wspólczynnik proporcjonalnosci H, czyli
stala Hubble'a, miala wedlug niego (1929 r.) wynosic ponad 500 km/(s·Mpc).
Dzis wiemy, ze wartosc ta jest zupelnie nie do przyjecia, bo oznaczalaby wiek
Wszechswiata na poziomie 2 mld lat, a wiec mniej nawet niz wiek Ziemi liczony
od momentu zestalenia sie skorupy ziemskiej: 3,8 mld lat, co w sposób pewny
wyznacza sie metodami izotopowymi, niemajacymi zwiazku z astronomia. Ale
nie miejmy za zle Hubble'owi jego pomylki. Bledy systematyczne wyznaczania
stalej Hubble'a sa poniekad wbudowane w sam ów proces wyznaczania i sa
popelniane az po dzien dzisiejszy, czego najlepszym przykladem jest naj nowsza
korekta jej wyznaczenia, która miala miejsce ... w grudniu 2000 r. Przyczyna
tych bledów jest wielostopniowosc procesu wyznaczania odleglosci galaktyk
i akumulowania sie zbieranych "po drodze" bledów czastkowych. Ogrom tych
odleglosci sprawia bowiem, iz kalibrowanie kosmicznych "tasm mierniczych"
odbywa sie na podstawie innych uprzednio skalibrowanych wzorców, te zas
okresla sie w jeszcze innych procesach pomiarowych itd. Hierarchiczna strukture
pomiarów, zwana - bardzo trafnie, choc nieco zargonowo - "drabina odleglosci",
cechuje zatem kumulowanie sie i zgola lawinowe narastanie bledów na coraz
wyzszych jej szczeblach.

Konstrukcja owych szczebli drabiny odleglosci opiera sie na oczywistym
rozumowaniu. Wyobrazmy sobie, ze mamy zródla swiatla o znanej identycznej
mocy, czyli tzw. swiece standardowe. Jesli jeden z takich obiektów jest
np. cztery razy slabszy od drugiego, to oznacza, ze lezy on po prostu dwa
razy dalej (jasnosc widoma zmienia sie bowiem odwrotnie proporcjonalnie
do kwadratu odleglosci). Swiecami standardowymi beda dla astronomów
niewatpliwie jakies gwiazdy. Ba, ale skad pewnosc, ze dana gwiazda ma z góry
znana, "standardowa" moc? - wtedy bowiem jej widoma jasnosc bedzie miara
tylko jej odleglosci. I czy w ogóle jestesmy w stanie dostrzec i wyróznic jakas
konkretna gwiazde w odleglej galaktyce, a potem zmierzyc jej jasnosc, skoro
galaktyki maja setki miliardów gwiazd i ich swiatlo zlewa sie w jedna plame?

Otóz takimi swiecami standardowymi sa np. cefeidy, olbrzymie i bardzo jasne
pulsujace gwiazdy zmienne, w dodatku których jasnosc absolutna, czyli moc
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Rozwiazanie zadania F 558.
W nieruchomym osrodku predkosc
swiatla wynosi u = c/n. Jesli osrodek
zbliza sie z predkoscia v do zródla
swiatla, predkosc swiatla w osrodku
wynosi wtedy

Czas rozprzestrzeniania sie swiatla
zgodnie ze strumieniem cieczy wynosi

21 21(1- v/(cn»
t 1 = UU = --c-/-n---v--

a dla swiatla biegnacego "pod prad"
mamy

promieniowania, mozna z niezla dokladnoscia ocenic, obserwujac ich okres zmian
blasku (patrz strona 6). Mimo ze sa one jakies 10 tysiecy razy jasniejsze od
Slonca, sa wciaz na tyle slabe, iz nawet najwiekszymi teleskopami udaje sie
je dostrzec i pomierzyc ich parametry tylko w kilku najblizszych galaktykach.
Majac juz odleglosci tych galaktyk, nalezy poszukac w nich innych wzorcowych
cech czy obiektów i teraz na podstawie nich okreslac odleglosci galaktyk jeszcze
dalszych, czyli przejsc na nastepny szczebel "drabiny odleglosci". Oznacza to
niechybnie przede wszystkim jedno: kolejne niedokladnosci. Nic wiec dziwnego,
ze jeszcze dziesiec lat temu technika okreslania odleglosci we Wszechswiecie byla
na tyle niepewna, iz w zaleznosci od tego, jak dana grupa badaczy konstruowala
sobie swoja drabine, takie otrzymywala wyniki. Zasadniczy spór w tej materii
wiodly dwie grupy: de Vaucouleursa i Sandage'a. Stala Hubble'a podana przez
pierwsza z nich miala 100 km/(s·Mpc), a przez druga - tylko 50 km/(s·Mpc),
zatem rozbieznosc byla ni mniej ni wiecej tylko dwukrotna. Cóz za frustrujaca
sytuacja!

Wyjscie z tego impasu umozliwil Kosmiczny Teleskop Hubble'a (Hubble Space
Telescope - HST). Dzieki temu, ze znajduje sie on na orbicie i nie przeszkadza
mu atmosfera Ziemi, a do tego jest po prostu wielkim i doskonalym teleskopem,
moze on zobaczyc znacznie slabsze obiekty niz dotychczas obserwowane.
Nie pozostawalo zatem nic prostszego, jak zaczac szukac cefeid przy uzyciu
HST w znacznie dalszych galaktykach, niz to bylo dotychczas mozliwe
w obserwatoriach naziemnych, a przez to uniknac konstrukcji dodatkowego
szczebla drabiny odleglosci i nowych zwiazanych z tym bledów. Projekt
takich poszukiwan stal sie priorytetowym programem HST - zostal nazwany
Projektem Kluczowym (HST-KP) i niedawno zostal oficjalnie zakonczony.
W jego ramach dokonano obserwacji 800 cefeid w 18 galaktykach znajdujacych
sie w odleglosciach do 20 Mpc. Rezultat ogloszony w 1999 r. brzmial: stala
Hubble'a wynosi 70 km/(s·Mpc) z bledem na poziomie 10%.

Mimo zakonczenia HST-KP poszukiwania "prawdziwej" wartosci stalej Hubble'a
wciaz trwaja, zwlaszcza ze cytowany wyzej blad jest nadal spory. Opracowywane
sa nowe metody jej wyznaczania. Astronomowie zdaja sobie sprawe z tego, ze
drabina odleglosci to podstawowe zródlo wszelkich bledów tych wyznaczen, wiec
szans upatruja w tzw. metodach bezposrednich. Sa one bardzo wyrafinowane
i mozliwe tylko dzieki najnowszej technologii zaprzegnietej do prowadzenia
obserwacji. Pomiar odleglosci jedna z takich metod stal sie zródlem nie lada
sensacji latem 1999 r. i spowodowal ogromna konfuzje: juz, juz wydawalo sie, ze
wszystko bedzie dobrze i problem okreslania odleglosci we Wszechswiecie mozna
bedzie uznac za rozwiazany, a tu nagle ...

Jedna z waznych wlasnosci galaktyk - nota bene z uniwersalnosci której zdajemy
sobie sprawe dopiero od niedawna - jest to, ze w ich centrach znajduja sie
supermasywne czarne dziury. Slowo "supermasywne" oznacza tu, ze ich masy to
co najmniej miliony mas Slonca. Czarna dziura to obiekt z definicji niewidoczny,
ale zdradzajacy swa obecnosc dzieki monstrualnemu polu grawitacyjnemu, jakie
wytwarza. Inne cialo znalazlszy sie w takim polu ma "do wyboru" albo wpasc
do dziury i przepasc na zawsze w jej wnetrzu, albo bardzo szybko obiegac ja
po jakiejs orbicie. Ziemi np. wystarczy biec z predkoscia 30 km/s po swojej
orbicie, zeby nie spasc na Slonce. Ze wzgledu na zawrotne natezenie pola wokól
galaktycznej czarnej dziury obiekt obiegajacy ja po orbicie o promieniu nawet
dziesiatki tysiecy razy wiekszym niz promien orbity ziemskiej musi pedzic
z predkoscia rzedu 1000 km/s.

Okazuje sie, ze takie obiekty istnieja. Co o nich wiemy? Otóz, wiemy
przynajmniej tyle, iz sa dosc malych rozmiarów - mniejszych niz Uklad
Sloneczny - i ze emituja fale radiowe. Zródlem tej emisji jest woda - poznajemy
to po widmie owego promieniowania, a obiekty te nazywamy maserami
wodnymi. Metoda pomiaru odleglosci wykorzystuje to, ze po pierwsze mierzymy
predkosci maserów na podstawie efektu Dopplera, a po drugie sledzimy ich
ruchy. W niezwykle wyrafinowanych obserwacjach radiowych mamy bowiem
mozliwosc mierzenia nieprawdopodobnie wrecz malych przesuniec katowych,

c/n + v
l + v/(cn)'

c/n - v
1- v/(cn)

u
U

21 21(1+ v/(cn»
tz =:;;; --c-/-n-+-v--

Róznica czasów wynosi

41v(1- 1/n2)
T = tl - tz = c2/n2 _ v2

Uwzgledniajac, ze c » v, otrzymujemy

41v 2

T = ~(n -l)

, u +vu = ----
1+ uv/cz

a jesli sie oddala:
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rzedu zaledwie dziesieciotysiecznej sekundy luku. Pod takim katem widac (jesli
w ogóle mozna by cos takiego zobaczyc) jeden milimetr z odleglosci ponad
2000 km. Albo inaczej: tak subtelna metoda pozwalalaby zmierzyc grubosc
wlosa z odleglosci Warszawa-Kraków. Dysponujac taka precyzja pomiaru
mozemy nawet w obiektach oddalonych o miliony lat swietlnych po paru latach
obserwacji dostrzec, ze chmura poruszajaca sie z predkoscia rzedu 1000 km/s
nieco sie przemiescila.

Metode te udalo sie zastosowac do galaktyki NGC 4258 (znanej takze
jako M 106). W jej centrum rezyduje czarna dziura o masie 39 mln mas Slonca,
a wokól niej na orbitach o promieniach od 33 tys. do 58 tys. j.a. poruszaja sie
chmury zawierajace masery wodne. Od 1994 r. przez kilka lat sledzono ruchy
takich chmur w NGC 4258 i 5 sierpnia 1999 r. opublikowano w Nature wyniki
tych badan. Okazalo sie, iz odleglosc NGC 4258 wynosi 7,2 Mpc z bledem
zaledwie 4%, co jest naj dokladniejszym dotad wyznaczeniem tak wielkiej
odleglosci. Oczywiscie latwo sie domyslic, co zrobiono natychmiast po uzyskaniu
tego wyniku: skonfrontowano go z pomiarem metoda cefeid dokonanym za
pomoca HST i okazalo sie, iz wynosi ona dla NGC 4258 ... 8,6 Mpc. Róznica jest
znaczna, gdzie zatem tkwi blad?

Podejrzenie padlo na metode cefeid i oparty o nia HST-KP. Zespól naukowców
pracujacy nad tym projektem natychmiast zabral sie za szukanie bledu w swoich
obliczeniach. Po ponad roku pracy ogloszono kolejna korekte w wyznaczeniu
stalej Hubble'a - aktualna wartosc to 72 km/(s·Mpc), a wiec nieco wiecej niz
poprzednio uznana przez te sama grupe. To sprawilo, ze wyznaczenia odleglosci
dla NGC 4258 obiema metodami zblizyly sie na tyle, iz (z bieda, ale jednak)
lokuja sie w granicach swoich bledów losowych. W taki oto sposób metoda
bezposrednia wykazala swoja zdecydowana wyzszosc - wlasnIe to wyznaczenie
okazalo sie od poczatku poprawne!

Zakonczenie HST-KP zamyka pewien rozdzial w poszukiwaniach metod pomiaru
odleglosci we Wszechswiecie i wyznaczania stalej Hubble'a. Nadzieje na
poprawienie dokladnosci, przy jednoczesnym zachowaniu lub nawet powiekszeniu
zasiegu, pokladac wiec nalezy w metodach bezposrednich. Obecnie znane sa
tylko nieliczne takie metody, jak chocby ta z maserami wodnymi. Czyzby wiec
nadal trzeba bylo poszukiwac nowych metod? Wyglada na to, ze tak, zatem
trwajacy juz ponad 70 lat permanentny konkurs na pomysly, jak wyznaczyc
stala Hubble'a, pozostaje nadal otwarty.

Zadania

Redaguje Lukasz WIECHECKI

Wydawaloby sie, ze wyobraznia matematyka nie zna
granic. A jednak. ..

M 967. Ciag (an) spelnia warunki: al = 2 oraz

an+1 = 4 - a3n dla n?: 1. Udowodnic, ze ciag (an) jest
zbiezny i obliczyc jego granice.
Rozwiazanie na str. 1

M 968. Dany jest ciag liczb dodatnich (an), który
spelnia dla kazdego n ?: 1 równanie rekurencyjne
an+l = (1 - -L)an + ~-1' gdzie m jest liczbam ma
calkowita dodatnia, a > nO. Wykazac, ze ciag ten jest
zbiezny i znalezc jego granice.
Rozwiazanie na str. 1

M 969. Ciag (an) okreslony jest nastepujaco: al = 1,

an+1 = an + a: dla wszystkich n ?: 1. Znalezc taka
naj mniejsza liczbe dodatnia k, ze ciag (;;t) jest
zbiezny. Dla znalezionego k obliczyc limn-+CXl ;;t.
Rozwiazanie na str. 2
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 557. Czasteczka wody moze byc w pierwszym
przyblizeniu traktowana jako dipol o momencie
elektrycznym Pe = 6,1 . 10-30 C . m. Oszacowac sile
przyciagania sie dwóch czasteczek wody.
Rozwiazanie na str. 10

F 558. W doswiadczeniu Fizeau uzyte zostaly dwie
wiazki swietlne: jedna w kierunku zgodnym
z kierunkiem plynacej
cieczy, a druga
w kierunku przeciwnym
(rysunek). Wiedzac,
ze dlugosc kazdej
rurki jest l, predkosc
cieczy v i wspólczynnik
zalamania n, znalezc
róznice w czasie
propagacji obu wiazek
swietlnych.
Rozwiazanie na str. 11 • v



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Starych filmów czar
Pomiar odleglosci dalekich obiektów astronomicznych
jest jednoczesnie pomiarem czasu, jaki uplynal od
momentu, który obserwujemy. Niosace informacje
fotony mogly leciec miliardy lat. Cóz wobec tego znaczy
kilkuletnie opóznienie w publikacji wyników [1,2]7 Jednak
w naszym rozpedzonym swiecie troche moze to dziwic.
Pojawia sie podejrzenie, ze cos innego niz "opieszalosc"
badaczy stalo na przeszkodzie. Rzeczywiscie, coraz
wiekszym problemem we wspólczesnej astronomii staje
sie magazynowanie i przetwarzanie olbrzymich zasobów
informacji uzyskiwanych w trakcie obserwacji. Czasem,
dodatkowo, potrzebne jest jeszcze troche szczescia.

Identyfikacja gwiazdy SN 1997ff, jako naj dalszej
supernowej typu la o poczerwienieniu (redshift) z = 1,7
(pisalismy juz o tym [3]), budzila kontrowersje. Dzis
wracamy za kulisy.

W tym przypadku szczescie polegalo na tym, ze ten sam
fragment nieba, który rejestrowano w swietle widzialnym
w celu poszukiwania supernowych, zostal 25 dni oraz szesc
miesiecy pózniej zapamietany w bliskiej podczerwieni
w zupelnie innych celach, ale za to przez ten sam teleskop
Hubble'a.

Szczesliwie skompletowane dane zostaly przeanalizowane
w NERSC (National Energy Research Scientific
Computing Center), superkomputerowym centrum LBNL
(Lawrence Berkeley National Laboratory). Decydujacym
testem bylo dopasowanie parametrów opisujacych typ
supernowej, poczerwienienie z, odleglosc i ewolucje krzywej
blasku. Uwaznych Czytelników tego numeru Delty moze
zdziwic jednoczesne dopasowywanie poczerwienienia
i odleglosci. Przeciez odleglosc dla najdalszych obiektów
wyznacza sie, miedzy innymi, ze stopnia przesuniecia ku
czerwieni [4]. Przypominamy sobie jednak, ze supernowe
sa jednymi z najjasniejszych tzw. swiec standardowych
i ich odleglosc mozna okreslic na podstawie jasnosci
obserwowanej [5]. Najlepiej daje sie to zrobic dla
supernowych typu la, gdyz ich jasnosc absolutna potrafimy
wyznaczyc najdokladniej.

Znalezione parametry SN 1997ff nie tylko potwierdzaja jej
przynaleznosc do typu la i iscie astronomiczna odleglosc,
ale sa zgodne z kosmologicznym modelem przyspieszajacej
ekspansji Wszechswiata, wypelnionego glównie przez
tzw. ciemna energie. Mianowicie, jasnosc obserwowana
dalekich supernowych okazuje sie mniejsza, niz wskazuje
ich poczerwienienie [6]. Jak dotad zaproponowano trzy
typy wyjasnien tego faktu: (i) swiatlo ulega wiekszej niz
spodziewana ekstynkcji; (ii) wlasnosci supernowych byly
inne w mlodym Wszechswiecie; oraz wlasnie (iii) gestosc
energii zwiazana ze stala kosmologiczna (ciemna energia)
wynosi okolo 0,7 tzw. gestosci krytycznej.

Wyznaczone parametry SN 1997ff przemawiaja na rzecz
ostatniej z wymienionych mozliwosci. Swiadczy to miedzy
innymi o tym, ze stala Hubble'a naj prawdopodobniej nie
jest ... stala w czasie.

Jak dowiadujemy sie z artykulu [7], naj dokladniejsza
metoda wyznaczania odleglosci galaktyk wykorzystuje
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masery wodne. Maser (microwave amplij ication by
stimulated emission oj radiation) dziala podobnie
jak laser (light amplij ication ... ). Osrodek, w którym
utrzymuje sie duze stezenie wzbudzonych molekul, jest
wzmacniaczem dla fotonów odpowiadajacych energii
deekscytacji (zwielokrotnia ich liczbe). W przypadku
masera wodnego wzmacniana czestosc, odpowiadajaca
dlugosci fali A = 1,35 cm, jest zwiazana ze wzbudzeniem
rotacyjnym czasteczki H20. Wykorzystywana w astronomii
cecha tego zjawiska jest duza jasnosc bezwzgledna
przy malych rozmiarach emitujacego promieniowanie
obszaru. Masery H20 okazaly sie niezwykle uzyteczne
w interferometrii opartej na coraz wiekszych zestawach
radioteleskopów. Metoda interferometryczna pozwala
na uzyskanie obrazów o rozdzielczosci odpowiadajacej
pojedynczemu radioteleskopowi o srednicy tego samego
rzedu co odleglosc miedzy uzytymi antenami. Wydobycie
pelnej informacji z zarejestrowanych danych wymaga
jednak bardzo duzej mocy obliczeniowej, która szybko
rosnie ze stosunkiem katowego rozmiaru badanej struktury
do katowej zdolnosci rozdzielczej.

Wlasnie postep w dostepnosci mocy obliczeniowej pozwolil
na dokladne przeanalizowanie [2] "starych zdjec" okolic
mlodej gwiazdy Cepheus A HW2, których serie zostaly
zrobione za pomoca ukladu anten VLBA (Very Long
Baseline Array) nalezacego do NRAO (National Radio
Astronomy Observatory) w dniach 11 lutego, 10 marca
i 13 kwietnia 1996 roku, w celu dokladnego zbadania
przestrzennego rozkladu i predkosci wlasnych zródel
wczesniej tam zaobserwowanej akcji maserowej.

Zaskoczeni badacze ujrzeli strukture pojedynczych zródel
ukladajacych sie dokladnie (odchylenia na poziomie
promila) na luku rozszerzajacego sie z miesiaca na
miesiac okregu. Jedyny przestrzenny rozklad punktowych
zródel, który z kazdego kierunku bedzie widoczny jako
okrag, to sfera. Autorzy konkluduja, ze obserwowana
struktura o promieniu 62j.a. i predkosci radialnej rzedu
9 km/s jest cienka powloka powstala 33 lata wczesniej
w wyniku jednokrotnej sferycznie-symetrycznej erupcji
z mlodej gwiazdy, która prawdopodobnie znajduje sie
w srodku struktury (nie zostala ona jeszcze jednoznacznie
zidentyfikowana, nie jest to odlegly o okolo 500 j .a.
Cepheus A HW2). Najciekawsze jest to, ze powstania
takiej banki materii nie przewiduja obecne na rynku
modele ewolucji gwiazd.

Piotr ZALEWSKI

[l] The Ekpyrotic Universe: Colliding Branes and the Origin oj
the Hot Big Bang, hep-th/0103239.
www.nersc.gov/news/supernowa04-02-01.html.

[2] J .M. Torrelles i inni, Spherical episodic ejection oj material Jram
a young star, Nature 411(2001)277.

[3] Piotr Zalewski, Najdalsze supernowe, Delta 6/200l.

[4] B. Wszolek, Pomiar odleglosci ... str. 8 tego numeru Delty.

[5] B. Wszolek, Niestandardowe gwiazdy ... str. 5 tego
numeru Delty.

[6] P. Zalewski, Aktualnosci ... Delta 5/1998.

[7] A. Marecki, Stala Hubble'a ... str. 10 tego numeru Delty.
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Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
- i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 427, 428

Redaguje Marcin E. KUCZMA

427. Ciag (Xn) jest okreslony rekurencyjnie: XQ = 1,
Xn+l = Xn cos2 Xn dla n = O, 1,2, .... Znalezc wykladnik p,

dla którego ciag (nPXn) ma granice dodatnia, skonczona,
i obliczyc te granice·

428. Dane sa liczby rzeczywiste al,· .. , ano Dla dowolnego
niepustego zbioru J C {l, ... ,n} oznaczmy przez SJ sume

wszystkich liczb aj o numerach JEJ. Udowodnic, ze
n

2:>~S (n + 1)2n-2 L a~
J j=l

(symbol J w pierwszym sumowaniu przebiega rodzine
wszystkich niepustych podzbiorów zbioru {l, ... ,n}).

Zadanie 428 zaproponowal pan Marcin Peczarski z Latchorzewa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 6/2001
Przypominamy tresc zadan:
423. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi przecinajace sie
w punktach A i B. Dowiesc, ze istnieja cztery punkty Z" Z2, Z3, Z4
o nastepujacej wlasnosci: jezeli w jest dowolnym okregiem
stycznym do obu danych okregów (punkty stycznosci: P i Q) oraz
przecinajacym prosta AB (punkty przeciecia: X i Y), to kazda
z prostych P X, PY, QX, QY przechodzi przez jeden z punktów Zi'

423. Oznaczmy dane dwa okregi przez Wl i W2. Niech
w bedzie okregiem stycznym do Wl i W2 odpowiednio
w punktach P i Q oraz przecinajacym prosta AB
w punktach X i Y. Skoro przecina te prosta, musi
byc styczny do obu okregów Wl, W2 jednoczesnie albo
zewnetrznie, albo wewnetrznie. W przypadku stycznosci
wewnetrznej okrag w albo obejmuje okregi Wl, W2, albo
jest przez nie oba obejmowany. Te ostatnia sytuacje
przedstawia rysunek; dalsze rozumowanie jest poprawne
w kazdym z pozostalych przypadków i nie wymaga zadnej
modyfikacji.

Przyjmijmy, ze prosta P X przecina okrag Wl

ponownie w punkcie U, a prosta QX przecina
okrag W2 ponownie w punkcie V. Ze zwiazków
IUXI·IPX\ = IAXI·IBXI = IVXI·IQXI wynika,
ze trójkaty X PQ i XVU sa podobne; zatem
ILXPQI = ILXVUI·
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424. Wyznaczyc wszystkie funkcje f : Il. ---> Il. spelniajace warunki:
f(2) = 2 oraz

f(xy) = x3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 - xy dla x, y E Il..

Przez punkt X prowadzimy prosta styczna do okregu w

w punkcie X i zaznaczamy na niej dowolny punkt W po
tej samej stronie prostej AB co punkt Q. Otrzymujemy
równosc ILWXQI = ILXPQI = ILXVUI, która pokazuje,
ze prosta XW jest równolegla do UV.

Wezmy pod uwage jednokladnosc o srodku P,
przeksztalcajaca okrag w na Wl, oraz jednokladnosc
o srodku Q, przeksztalcajaca okrag w na W2. Obrazem
prostej XW odpowiednio w pierwszej oraz w drugiej
jednokladnosci jest prosta styczna do Wl w punkcie U oraz
prosta styczna do W2 w punkcie V. Obie te proste (obrazy
prostej XW) sa do niej równolegle. Pokrywaja sie wiec
z prosta UV, która wobec tego jest wspólna styczna do
okregów Wl i W2.

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzic zastepujac
punkt X przez Y. Wniosek: biorac jako Zl, Z2, Z3, Z4
punkty stycznosci okregów Wl i W2 z ich wspólnymi
stycznymi, otrzymujemy czwórke punktów o wymaganej
wlasnosci.

424. Niech f bedzie funkcja spelniajaca podane warunki.
Lewa strona równania jest symetryczna wzgledem x, y,
wiec prawa strona tez:

X3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 = y3 f(x) + X2 f(y) + xy3 + x2y.

Podstawiajac y = 2 dostajemy równanie, z którego
wyznaczamy f(x) = X3 - X2 - x. Bezposrednie sprawdzenie
pokazuje, ze znaleziona funkcja spelnia warunki zadania,
jest wiec jego jedynym rozwiazaniem.



Zadania z fizyki nr 324, 325

Redaguje Jerzy B. BROJAN
'_I '_I

I I 324. Czastka o masie mI zderzyla sie ze spoczywajaca czastka o masie m2,

przy czym mI > m2. Jaki jest maksymalny mozliwy kat odchylenia pierwszej
czastki od kierunku poczatkowego? Zakladamy, ze predkosci czastek sa znacznie

Termin nadsylania rozwiazan: mniejsze od predkosci swiatla.
31 XII 2001

325. W oscyloskopie elektrony sa przyspieszane napieciem U = 300 V, po czym
biegna do ekranu oddalonego o l = 30 cm. Zakladamy, ze oscyloskop nie ma
zadnego ekranowania magnetycznego .

b) Jak zmieni sie tor plamki, jesli doswiadczenie przeprowadzimy w miejscu,
gdzie wektor indukcji ma wartosc taka sama, jak podano wyzej, a jego kierunek
tworzy kat 600 z poziomem? Podac wartosci parametrów toru.

Pawel Kubit - po raz drugi.

. . . .. a) Oscyloskop umieszczono na równiku, gdzie pole magnetyczne ma kierunek
Czolowka lIgI zadamowej

Klub 44 M poziomy, a jego indukcja wynosi 1,75· 10-5 T. Po jakim torze porusza sie
po uwzglednieniu ocen rozwiazan plamka na ekranie jesli oscyloskop powoli obracamy wokól osi pionowej? Podac

zadan 415 (WT = 1,14) i 416 (WT = 2,27) ,
z numeru 2/2001 wartosci parametrów opisujacych ten tor. Dane: ladunek elementarny wynosi

Pawel Kubit - Kraków 44,38 e = 1,6· 10-19 C, masa elektronu m = 9,1 . 10-31 kg.
Witold Bednorz - Tychy 43,35
Janusz Olszewski - Suwalki 39,40
Adam Woryna - Ruda Slaska 36,10
Witold Bednarek - Lódz 34,51
Marcin Peczarski - Latchorzew 34,49

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2001

Przypominamy tresc zadan:
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Rys. l

c

320. Dane sa cztery punkty A, B, A' i B'. Opisac konstrukcje geometryczna' pozwalajaca
wyznaczyc ogniska cienkiej soczewki, dla której obrazem rzeczywistym punktu A jest A', a obrazem
rzeczywistym B jest B'.

321. "Czarna skrzynka" z czterema wyjsciami zawiera wylacznie oporniki. Wlaczono ja do obwodu
przedstawionego na rysunku l i okazalo sie, ze przy otwartym kluczu natezenie pradu czerpanego
z baterii wynosilo 3A, a pradu plynacego przez opornik R3 - 1,8A. Jesli przy zamknietym kluczu
obwód czerpie z baterii prad o natezeniu 4 A, to ile wynosi wtedy natezenie pradu plynacego przez
opornik R3? Opór jednego z oporników i SEM baterii sa dane.

320. Promienie przechodzace przez srodek soczewki O nie zmieniaja kierunku,
dlatego musi on lezec na przecieciu prostych AA' i BB'. Zauwazmy dalej, ze
promien biegnacy wzdluz prostej BA nalezy zarówno do wiazki wybiegajacej
z A, jak i z B - dlatego po zalamaniu w soczewce musi on przebiec przez oba
punkty A' i B'. Punkt przeciecia prostych AB i A' B' (oznaczmy go przez C)
lezy wiec w plaszczyznie soczewki, a prosta prostopadla do OC i przechodzaca
przez O jest osia optyczna soczewki. Innym wynikiem powyzszego rozumowania
jest to, ze obrazem kazdego punktu prostej AB jest odpowiedni punkt prostej
A' B'; jesli jeden z nich oddala sie do nieskonczonosci, to drugi - zgodnie
z równaniem soczewki - zbliza sie do plaszczyzny ogniskowej. Konstruujemy
wiec ognisko w nastepujacy sposób: prowadzimy przez O prosta równolegla do
A'B', a punkt jej przeciecia z prosta AB rzutujemy na os optyczna (rysunek 2).
Analogicznie wyznaczamy drugie ognisko.

B

Rys. 2
A'

321. Oznaczmy przez R~ opór prawej czesci obwodu, tzn. "czarnej skrzynki"
wraz z opornikami R2 i R3. Z danych zadania wynika, ze opór calego obwodu
wynosi 4 O przy kluczu otwartym i 3 O przy kluczu zamknietym. Pomijajac
jednostki mozemy napisac uklad równan

{4= R1 +~
6R'

3 = R1 + R~: 6'

Znajdujemy R~ = 3 O, co oznacza, ze przy zamknietym kluczu l pradu
czerpanego z baterii plynie przez opornik 6 O i klucz, a ~ (czyli ~ A) - przez
prawa czesc obwodu. Z tej wartosci przez R3 przeplywa 138 = ~,czyli 1,6 A.
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Patrz w niebo

Ponad polowa gwiazd w Galaktyce to uklady podwójne. Czy z tego powodu
sposoby wyznaczania ich odleglosci sa jakies wyjatkowe? Zdawaloby sie,
ze odleglosc kazdego skladnika mozna wyznaczyc standardowo metoda paralaks
spektroskopowych i po klopocie. Fakt, ze tych gwiazd jest para, mozna najwyzej
wykorzystac do kontroli calego postepowania, bowiem obie odleglosci powinny
wyjsc praktycznie identyczne. To prawda, mozna jednak zastosowac sposób
dajacy wyniki jeszcze dokladniejsze.

W wielu przypadkach wrecz widac, jak gwiazdy tworzace pare wzajemnie
sie obiegaja. Jezeli gwiazdy w parze dzieli odleglosc dziesiatek jednostek
astronomicznych lub wiecej, to ruch ten odbywa sie wprawdzie bardzo
powoli i nawet na jego zauwazenie potrzeba lat. Niemniej jednak z czasem
mozna ocenic, jak dlugo obieg trwa, a wtedy ... No wlasnie, chcialoby sie
jakos zastosowac trzecie prawo Kepiera, ale przeciez nie znamy mas gwiazd.
Trzecie prawo glosi, ze wielka pólos wzglednej orbity a (w jednostkach
astronomicznych), okres obiegu T (w latach) i masy skladników M1 i M2
(w masach Slonca) spelniaja zwiazek: a3/T2 = M1 + M2. Gdyby wiec miec masy,
to z porównania rozmiarów - rzeczywistych i katowych orbity latwo okresliloby
sie odleglosc. Co prawda, orbite widac z Ziemi w skrócie perspektywicznym,
ale jej pólos (katowa) a zawsze mozna wyznaczyc.

To w koncu skad wziac masy gwiazd? Odpowiedz: z diagramu
Hertzsprunga-Russella. Kazdy ciag zaznaczony na diagramie jest dodatkowo
sparametryzowany masa gwiazdy, która mozna okreslic na podstawie wygladu jej
widma. To nie prosciej na podstawie widma okreslic jasnosc absolutna? Moze
i prosciej, ale z uzyciem mas wynik bedzie dokladniejszy. Bo jezeli oznaczyc
paralakse gwiazdy podwójnej przez p, to a = a/p, co po podstawieniu do prawa
Kepiera daje na paralakse (a wiec i odleglosc) wzór:

a

p = {/(M1 + M2)T2'

Lepsza dokladnosc tak wyznaczonej paralaksy bierze sie stad, ze slabo zalezy
ona od mas gwiazd; znajduja sie one pod pierwiastkiem - i to trzeciego stopnia.
Gdyby natomiast na podstawie widma okreslic jasnosci absolutne, to - jak
pamietamy - bezposrednio od nich zalezy logarytm odleglosci. Metoda jest wiec
warta stosowania, jezeli tylko jest to wykonalne.

Pazdziernik

Wieczorami jeszcze ciagle wysoko na niebie znajduje sie okazaly gwiazdozbiór
Labedzia. Przechodzi przez niego Droga Mleczna, totez mnóstwo w nim
mglawic i gromad otwartych. W poblizu najjasniejszej gwiazdy, Deneba, lezy
mglawica nazwana od swego ksztaltu Ameryka Pólnocna (NGC 7000). Zwrot
"w poblizu" jest tu zasadny zarówno w odniesieniu do sytuacji na niebie,
jak i w przestrzeni, bowiem to wlasnie Deneb pobudza Ameryke Pólnocna
do swiecenia. Te gazowo-pylowa mglawice widac w zasadzie juz przez maly
teleskop, jednak jej prawdziwy ksztalt mozna ujrzec dopiero na zdjeciach.
Zawsze tak jest z obiektami mglawicowymi. Jej rozmiary katowe wynosza 2°,
a odleglosc - w przyblizeniu tyle co Deneba, czyli 470 pc.

Wenus jest w Pannie i wschodzi na krótko przed Sloncem, trudno wiec ja
dostrzec. Mars jest w Strzelcu i wieczorem juz zachodzi. Za to wschodzi
znajdujacy sie w Byku Saturn i troche pózniej od niego znajdujacy sie
w Bliznietach Jowisz. Pelnia Ksiezyca wypada 2 X, a nów 16 X. 7 X Ksiezyc
zakryje Saturna, a 23 X Marsa, ale z Polski zobaczymy tylko jego zblizenia
do tych planet. Pod koniec miesiaca mozna próbowac przed wschodem
Slonca szukac Merkurego, który 29 X znajdzie sie w najwiekszej od niego
odleglosci 19°.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (27)
ZADANIE 1: Czy szachownice o wymiarach 8x8
z usunietym naroznym polem mozna wypelnic
prostokatnymi klockami o wymiarach 3 x l?

Rozwiazanie:

Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 1.
Wówczas kazdy klocek umieszczony na szachownicy
pokrywa trzy pola z róznymi numerami. Nietrudno

policzyc, ze sposród 63 pól szachownicy 21 ma numer l,
22 maja numer 2, 20 ma numer 3. Kazda figura
wypelniona klockami ma równa liczbe pól z kazdym
z numerów, zatem zadane pokrycie szachownicy
rozlacznymi klockami nie jest mozliwe.

ZADANIE 2: Czy szachownice o wymiarach 50 x 51
z usunietymi polami z trzech narozy mozna wypelnic
prostokatnymi klockami o wymiarach 3 x l?

Rozwiazanie:

Numerujemy szachownice jak w poprzednim zadaniu
(na rysunku 2 pokazano numeracje w poblizu narozy).
Uwazne przeliczenie pokazuje, ze pól z kazdym
z trzech numerów 1,2,3 jest tyle samo, a mianowicie
849. Zatem szachownice mozna pokryc 849 klockami
o wymiarach 3 x 1.
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ZADANIE: Dowiesc, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych dodatnich a, b, c, d, e zachodzi nierównosc
~ijC+Wijd+~*+Wija+~%~

~ J5(a+b+c+d+e).

Niech Xl ~ X2 ~ ... ~ Xn oraz Yl, Y2, ... , Yn beda liczbami
rzeczywistymi. Rozwazamy wszystkie liczby postaci
5<7 = X1Y<7(1) + X2Yd2) + + XnYCI(n) , gdzie u jest
permutacja zbioru {l, 2, , n}. Wówczas dla permutacji
u, dla której Ydl) ~ Y<7(2) ~ ... ~ Y<7(n), liczba 5CI

jest najwieksza. Natomiast dla permutacji, dla której
YCI(l) :::: YCI(2) :::: ... :::: Y<7(n), liczba 5CI jest najmniejsza.

(28) Idea dowodu twierdzenia:

Jezeli dla danej permutacji u istnieje takie
k E {l, 2, ... , n - l}, ze Y<7(k) > Y<7(k+l), to dla permutacji
u' okreslonej wzorem u' (i) = u( i) dla i ~ {k, k + l},
u'(k) = u(k + l), u'(k + l) = u(k) zachodzi nierównosc
5<7':::: 5<7'

Przechodzimy teraz do rozwiazania zadania. Bez
szkody dla ogólnosci rozumowania mozemy zalozyc, ze
a ~ b ~ c ~ d ~ e. Wówczas ~ ~ ttb ~ ~ ~ W ~ ~
i na mocy twierdzenia o ciagach jednomonotonicznych

~ijC+Wijd+~*+Wija+~%~

<~ija+W%+~ijC+Wijd+~*=

= va+ vb+ vc+ Vd+ v'e,
gdyz ija~ W ~ ijC ~ W ~ ije.
Poniewaz funkcja f(x) = Vi jest wklesla, z nierównosci
Jensena otrzymujemy

f( a) + f (b) + f (c) + f (d) + f (e) ~ f (a + b + c + d + e) ,
Uwaga: . 5 5
Wartosc najwieksza (i odpowiednio najmniejsza) co daje

liczby 5CI moze byc przyjmowana takze dla innych va + vb + VC+ Vd+ v'e < 5 Ia + b + c + d + e =permutacji, jesli np. Xl = X2, to najwieksza wartosc ~ - V
liczby 5<7 daje takze kazda permutacja, dla której = J5(a+ b+ c + d+ e).Tym samym dowód danej
Y<7(2) ~ YCI(l) ~ YCI(3) ~ YCI(4) ~ ... ~ Y<7(n) . w zadaniu nierównosci zostal zakonczony.

Nastepny r-limatias bedzie poswiecony liczbie 47, a wyjasnienia oszustw zamiescimy za dwa miesiace.

TWIERDZENIE.

Rozwiazanie:

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie o ciagach
jednomonotonicznych.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW: e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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