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Rozwigzanie geometryczne

Najwieksze pole ma réwnolegtobok ADEF,
gdy punkty D, E i F polowia odpowiednie boki

tréjkata ABC.

Zadanie Euklidesa
Jarostaw GORNICKI

W starozytnej Grecji problemy matematyczne formulowano i rozwiazywano

w jezyku geometrycznym. Umozliwialo to wizualizacje éwezesnej matematyki
— poshigiwanie sie sugestia rysunku. Z przekazéw, ktére dotrwaly do naszych
czaséw, mozemy sie przekona¢ o kunszcie 6wezesnych mistrzéw. Rozwigzania
probleméw, nad ktérymi pracowali starozytni matematycy, sa zazwyczaj tak
doskonale, ze pézniejsze pokolenia niewiele mogly je ulepszy¢. Spektakularny
jest tutaj przyktad Elementéw Euklidesa (uczonego dzialajacego okolo 300
roku p.n.e. w Aleksandrii za czaséw panowania w Egipcie kréla Ptolemeusza I
Sotera), w ktérych przedstawione sa podstawy planimetrii, arytmetyki

i stereometrii. Zaprezentowane tam $rodki z powodzeniem mozna wykorzystac
do rozwiazywania (na drodze geometrycznych rozwazan) pewnych zagadnien
ekstremalnych, czyli wyznaczania wielkosci (obiektéw) najwiekszych albo
najmniejszych. Tego typu problematyka, m.in. za sprawa prac Zenodora
(ITI/IT w. p.n.e.), powoli zyskiwala coraz wieksze znaczenie. Jej rozkwit nastapit
dopiero w XVII wieku wraz z rozwojem rachunku rézniczkowego. Oto przyklad
zadania na ekstremum, przypisywanego Euklidesowi. Poréwnajmy metody jego
rozwiazania, ktére oddziela 2000 lat naszego rozwoju.

Zadanie Euklidesa. W dany tréjkat ABC wpisa¢ réwnoleglobok ADEF
(EF || AB, DE || AC) o najwiekszym polu.

Rozwiazanie geometryczne tego zadania polega na wyrdznieniu réwnolegltoboku,
ktéry mégtby byé jego rozwigzaniem (wybdér ten jest intuicyjny lub nastepuje
na drodze analizy warunkéw zadania), a nastepnie na wykazaniu, ze kazdy inny
réwnoleglobok jest ,,gorszy”.

Rozwigzanie analityczne

Przy takich samych oznaczeniach niech |[AC| = b,

|AF| = z, wysoko$¢ zas tréjkata BDE opuszczona

z wierzcholtka B oznaczmy przez h(x). Wéwczas pole
réwnolegloboku ADEF jako funkcja zmiennej x, gdzie

B
0 < z < b, dane jest wzorem P(z) = (H — h(z))z.
D ¢ Podobienstwo tréjkatow ADBE ~ AABC (DE || AC)
h
5 \4 implikuje, ze % = %, wiec pole wpisanego
G réwnolegloboku opisuje funkcja
/ P(x):w, 0L 2 Lh
Poniewaz
A F' F &
prigy < HO=22) _ _b
Niech AD'E'F' bedzie réwnoleglobokiem wpisanym E= b - < or=5

w tréjkat ABC, réznym od ADEF. Wéwczas pole
réwnolegtoboku AD'E'F' jest mniejsze od pola
réwnolegltoboku ADEF' o pole réwnolegloboku
EG'E'G. Rzeczywiscie, z podobienistwa tréjkatow
OAGE'E ~ AABC (E'G || AB, GE || AC) wynika

H _ H _ H_|CGE|
IGE| ~ TAC] £~ A

gdzie H jest wysokoscia tréjkata ABC, Hy
wysokoécia tréjkata GE'E. Relacje te oznaczaja,
ze pole réwnolegltoboku D'G'ED o wysokosci Hy
i boku dtugoéci [DE| = 3|AC| jest réwne polu

réwnolegloboku EGF'F, ktérego wysoko$¢ wynosi 5 H

i dla ktérego |F'F| = |GE|, co koniczy dowdd.

1

wiec punktami krytycznymi sa 0, %b, b i, jak latwo
obliczy¢, maksimum funkeji P(z) jest realizowane
dla z = %b. Oznacza to, ze réwnoleglobok ADEF
ma najwicksze pole, gdy punkt F jest $rodkiem
odcinka AC.

* * * * *

Oba te rozwiazania maja swoj urok. Oczywiscie, druga

z prezentowanych metod ma bardziej uniwersalny
charakter. Jednak jej stosowanie wymaga duzo
wiekszej wiedzy. Rozwiazanie geometryczne jest
elementarne!



Bolek 1 Lolek oraz model Lorenza

Witold SADOWSKI
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Doktladniej: uklad, jaki badal Lorenz,
mial postaé

vy = —10s; + 10s2

vy = 288) — s2 + 8183
V3 = ——83 — 8182
3

Po podstawieniu zamiast sg
wielkodci s3 — 38 otrzymamy jednak ukiad
rozwazany obok.

Jesli Bolek i Lolek w tym samym momencie wyruszaja z linii startowej, przy
czym w kazdym punkcie drogi predkosé¢ Lolka jest mniejsza niz predkos¢ Bolka
w tym samym punkcie drogi (patrz rysunek 1), to Bolek przebedzie wieksza
droge niz Lolek. Gdybyémy chcieli zapisa¢ to nieco écislej, moglibyémy napisac
np. tak:

Fakt 1. Niech v; oraz vs beda predkosciami, z jakimi zmieniaja sie

w czasie wielkosci s; oraz s, odpowiednio. Jesli w chwili poczatkowe]j

wielko$ci s 1 s2 sa réwne: s3(0) = s2(0) oraz v;(s) < va(s) dla

kazdego s, to s1(t) < sa(t) w kazdej chwili t > 0.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy Bolek biegnie z predkoscia dana wzorem:
va(s) = —s + ¢, gdzie ¢ to jakas stala dodatnia. Jesli Bolek znajduje sie przed
punktem ¢ (s < c), to biegnie z predkoscia dodatnia, czyli w kierunku punktu ¢
(rys. 2). Jesli natomiast jest za punktem c (s > c), to biegnie z predkoscia
ujemna, czyli... tez w strone c. I chociaz do samego punktu c nie dobiegnie
w zadnym skoficzonym czasie (patrz ,Trudnoéci wujka Zenona”, Delta 6/2000),
to latwo spostrzec, ze znajdzie sie dowolnie blisko punktu ¢ po odpowiednio
diugim czasie. Co z tego wynika dla Lolka, ktérego predkosé¢ spelnia nieréwnosé:
v1(8) < —s+ ¢? Oczywiscie to, ze po odpowiednio dlugim czasie Lolek znajdowaé
sie bedzie tylko w punktach = < ¢, gdzie ¢; to dowolna liczba wieksza od c. Jesli
ponadto zalozymy, ze s nie moze osiagaé¢ wartosci ujemnych (bo np. w s =0
stoi §ciana, a linia startowa zaczyna si¢ w pewnym s > 0; rys. 3), to nasze
spostrzezenie wyrazi¢ mozemy nastepujaco:

Fakt 2. Niech v oznacza predkos¢ zmiany w czasie wielkosci s,

przyjmujacej tylko nieujemne wartosci. Jesli v spelnia nieréwnos¢

v(s) < —s + ¢ dla pewnej stalej ¢ > 0, to s(t) € [0, ¢;1] dla kazdej statej

¢1 > ¢ i dla wszystkich odpowiednio duzych wartosci czaséw t.

Innymi stowy, Lolek, biegnacy z opisana wyzej predkoscia, wpada po pewnym
czasie do odcinka [0, ¢1] 1 juz tam pozostaje. Dzieje sie tak bez wzgledu na to,
skad Lolek startowal.

* * *

Nie byloby sensu w formulowaniu powyzszego faktu, gdyby nie to, ze mozna

go wykorzystaé nie tylko w odniesieniu do wyscigéw biegaczy. Zastosujemy go

mianowicie do pewnego uktadu réwnan, ktéry stal sie symbolem naszych klesk

w przewidywaniu pogody, a wiazac z soba modne tematy, takie wlasnie jak

pogoda, porazka i chaos, zyskal §wiatowa slawe. Mowa o modelu Lorenza. Model

ten pojawil sie przy opisie zjawisk unoszenia cieplego powietrza w atmosferze.

Poczatkowo uklad réwnan (rozwazany jeszcze przez Saltzmana) byt dosé

skomplikowany, Lorenz jednak uproscit go do nastepujacej postaci, w ktorej

vy, U2, v3 to predkosci, z jakimi zmieniaja sie w czasie pewne wielkosci s, 52, S3:
v; = —10s1 + 1052

vg = —10s; — 53 + 5183
8 +114

U3 = ——83 — 8§18 —_

3 353 182 3

Interesowac nas bedzie to, co dzieje si¢ z rozwiazaniami, czyli wielko$ciami
51(t), s2(t), s3(t) wyrazonymi jako funkcje czasu, dla bardzo duzych t. Zeby si¢
tego dowiedzieé, pomnézmy teraz pierwsze réwnanie przez s; drugie przez s,
a trzecie przez s3 i dodajmy stronami. Otrzymamy
8 114
811 + SavUg + S3U3 = —103? — s% — §s§ + —3—53.

Poniewaz (s3 — 57)% > 0, wiec
AL (57)2
—5 = 5
g SS LS
57

) 2
8§11 + 82U + S3v3 < —108% — 3% — gsg + S% —+ (3) )

Mamy zatem:
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Rys. 4

Widaé, ze otrzymana nieréwnosé rdzni sie
od nieréwnosci z faktu 2 o czynnik 1/2.
Widaé tez, ze czynnik ten nic istotnego
nie zmienia poza tym, ze stala c; musi
by¢ teraz wieksza od 2c.

Rys. 5

o

Rozwigzanie zadania F 555.

czyli

5 57
S§1U1 + S22 + S3vs < —105? - s% 3 § + ( )

&
Stad
3249
(*) 81U1 + 82Uy + S3v3 < —(8? + 8% + 8 ) -+ T

Zastanéwmy sie teraz, co wyraza lewa strona powyzszej nieréwnosci, tzn. jakie
znaczenie ma iloczyn pewnej wielkosci 1 predkosci jej zmiany: sv. Gdyby s

bylo po prostu droga, a v predkoécia, to taki iloczyn mialtby wymiar: metr
kwadratowy na sekunde i wyrazalby predkos¢ zmiany pola. Ta fizyczna intuicja
podpowiada, ze iloczyn sv powinien miec¢ jaki$ zwiazek z kwadratem wielkosci s.
Jest tak w istocie. Spéjrzmy bowiem na rysunek 4.

Zakladamy, ze wielko$é s wzrosla w malym przedziale czasu At o As. Wtedy
przyrost As? jest réwny w przyblizeniu sumie pél dwéch zakreskowanych
prostokatéw, bo szary kwadracik mozemy zaniedba¢. Pole jednego z takich
prostokatéw wynosi s - As. A wiec s - %, czyli vs, to predko$¢ zmiany
wielkosci %32‘ Korzystajac z tego mozemy nieréwnosé (*) zapisa¢ w postaci

1
EU(S) < —-s+c

gdzie s = 53 + 53 + 53, c = 222, a v to predkosé, z jaka s zmienia sie w czasie.

Z faktu 2 wynika, ze po odpowiednio duzym czasie s(t) znajdzie sie w przedziale
[0, R?], gdzie R? to jakakolwiek stala wieksza od c. Zauwazmy, ze oznacza to,
iz punkt tak poruszajacy sie w przestrzeni tréjwymiarowej, ze jego wspolrzedne
opisuja rozwiazanie uktadu Lorenza w chwili ¢: (s1(t), s2(t), ss(t)), znajdzie
sie po odpowiednio duzym czasie w kuli o srodku w zerze i promieniu R.
Uzyskaliémy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Kazda kula K (0, R) o ésrodku w zerze i promieniu

R>./2. 3249 pochlania rozwigzania (s1, s2, s3) uktadu

rownan Lorenza, tzn. po odpowiednio dlugim czasie T'
punkt (s1(t), s2(t), s3(t)) nalezy do K (0, R) dla kazdego t > T.

Wiemy juz teraz, ze rozwiazania ukladu Lorenza ,siedza” od pewnego momentu
w jakiej$ kuli. Uzywajac troche bardziej subtelnych metod, mozna wykazac
wiecej: istnieje pewien ograniczony zbiér A C R3 (rys. 5), ktéry przyciaga
rozwiazania (znajduja sie one dowolnie blisko tego zbioru po odpowiednio duzym
czasie) oraz sam ten zbidr jest niezmienniczy, tzn. gdy w chwili poczatkowej
(s1(0),52(0),s3(0)) € A, to (s1(t), s2(t), s3(t)) € A dla kazdego ¢. Zbiér A jest
zatem atraktorem. Punkty (s1(t), s2(t), s3(t)) poruszaja sie po nim w bardzo
chaotyczny sposéb i dlatego nazywany jest on dziwnym atraktorem. Skoro
wszystkie rozwiagzania zblizaja sie do tego zbioru, po pewnym czasie one réwniez
zachowuja sie w sposéb chaotyczny. Jak sie jednak o tym przekonac, to juz
zupelnie inna historia.

>

Rozwigzanie zadania M 966.

Predkoéé neutronu po zderzeniu z pierwszym jadrem helu jest wyznaczona Zalégmy, e na poczatku n czesci bylo zaroénigtych chwastem.

z prawa zachowania energii i pedu

mu® muv ? Mu?

— e UF ._._2:... i mv=Mu-— mu,

2 2

gdzie m — masa neutronu, M — masa jadra helu, v — predkosé¢ neutronu

Zauwazmy, ze po kazdym zarosnieciu jednej czedci pola dlugosé
brzegu zarodnietego obszaru zmniejsza sie co najmniej o 2.
Po zaroénieciu calego pola diugosé brzegu obszaru zarodnietego

zmniejszy sie co najmniej o ’[1{]0 — n). Poniewaz czefci w rogu

przed zderzeniem, vy — predkoéé neutronu po zderzeniu z jadrem helu, sasiaduja tylko z dwiema cz ige musza one by¢
u — predkosé jadra helu po zderzenin. Uwzgledniajac, ze M = 4m na poczatku zaroéniete. Zauwazmy, ze z dwdch sasiednich
otrzymujemy vy = (3/5)v. Wobec tego, przy jednokrotnym zderzeniu czesci na brzegu pola co najmniej jedna musi byé zarodnieta.
neutronu z nieruchomym jadrem helu energia kinetyczna neutronu zmieni Z ostatnich dwdch zdan wynika, Ze na kazdym brzegu pola
sie n razy znajduja sie co najmniej dwie sasiadujace klatki, ktdre sa na
E;. TTiate 25 poczatku zaroéniete. Stad na poczatku dlugosé brzegu obszaru
S E_M - (E) - 0’ zaroénietego wynosi co najwyzej dn — 4. Cale pole ma brzeg

gdzie Fy i B, — energia kinetyczna neutronu przed i po zderzeniu.
Podezas drugiego zderzenia energia neutronu zmieni sie takze n razy, cayli

Eyx 5 625

T = ——— Trazy.

E., 81

dlugodei 100. Wynika stad, ze (4n — 4) — 2(100 — n) > 40, czyli
"> 40%. Stad teza.

Uwaga: Czy 41 to najlepsze oszacowanie? A jak to jest dla pdl
innych rozmiardw?
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Aerodynamika podwérkowa

Robienie samolotéw z papieru to zajecie uczniéw niezbyt mile widziane
przez nauczycieli. Moze by¢ ono jednak catkiem pouczajace.

Co powoduje, ze szybowiec utrzymuje sie w powietrzu? Jaka sita
rownowazy site grawitacji? Przekonajmy si¢ na modelu. Chyba kazdy

z Was potrafi zrobi¢ ,samolot” z papieru taki, jak na rysunku 1. Jezeli
nie wykonamy zadnych ,steréw” na koficach skrzydel, to rzucony
poziomo samolot spadnie w dét ostrym tukiem i uderzy dziobem o ziemie.
Aby zapewni¢ stateczny lot Slizgowy, nalezy dorobié¢ pionowe stery, mniej
wigcej 5 x 10 mm (rys. 1). W jaki spos6b stery wytwarzaja te tajemnicza
site, ktéra przeciwdziala spadkowi samolotu? Przeciez stery zwiekszaja
opdr, co powinno spowodowaé jeszcze szybszy spadek samolotu. Otéz
tajemnica tkwi w tym, ze stery sa wysuniete nieco do géry. Sita oporu
powietrza, dzialajaca na stery, wytwarza wiec pewien moment obrotowy,
ktéry ustawia samolot nieco sko$nie, dziobem do géry (rys. 2). Teraz
opdr powietrza dziala nie tylko na dziéb samolotu, ale takze, pod maltym
katem, na jego spéd. Pozioma sktadowa tej sity hamuje samolot, pionowa
za$, zwana sila no$na, réwnowazy sile grawitacji. Wytwarza sie nowy stan
réwnowagi (rys. 3).

Przekonajmy si¢ o tym eksperymentujac nieco z naszym samolotem.
Stanmy na krzesle i trzymajac samolot za ogon (dziobem w dét)
wypusémy go z reki. Samolot bynajmniej nie trzasnie dziobem w ziemie.
Sita oporu, dzialajaca na stery, dotad bedzie obracata samolot, az ustawi
go pod réwnowagowym katem tak, ze znéw wyladuje on miekko pieknym
lotem $lizgowym (rys. 4).

A jedli opuscimy stery w dé! i rzucimy samolot poziomo? Sita oporu
dzialajac na stery, bedzie teraz obracala samolot dziobem w dét, az
przewréci si¢ ,na plecy”. ,Géra” zamieni sie miejscami z ,dotem” i dalej
wszystko bedzie po staremu (rys. 5).

Wr6émy do normalnego ustawienia steréw. Jezeli beda mialy za duza
powierzchnie, to dzialajaca na nie sila oporu zanadto obréci samolot

1 sktadowa pozioma oporu, dzialajacego na spéd samolotu, wzroénie tak,
ze szybko zahamuje jego ruch. Spadek predkoséci spowoduje, ze zmaleje
opor powietrza. Zaniknie sita no$na (bedaca przeciez jego sktadows).
Ciezki dziéb pochyli sie ku ziemi i samolot zacznie coraz szybciej spadaé.
Ale wzrost predkosci to wzrost sily oporu. Stery znéw obréca samolot
dziobem do géry. Znéw pojawi sie sita noéna, ktéra poderwie samolot
wzwyz i historia powtdrzy sie od poczatku. Samolot bedzie leciat
poszarpanym lotem pliszki, to podnoszac sig, to opadajac (rys. 6).

A co bedzie, jezeli jeden ster bedzie bardziej podniesiony niz drugi?
Poniewaz sity dzialajace na oba skrzydla beda nieco rézne, samolot
przechyli sie na bok i wykona lagodny skret.
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Rys. 7

Rys. 8

-\!-
=~
o
W

Podobnie dziataja stery prawdziwych samolotéw. Podobna jest tez
przyczyna powstawania sity nosnej. To wlasnie opér powietrza umozliwia
latanie, cho¢ wydawaloby sie, Ze jest on raczej istotna przeszkoda.

W prézni samolot lataé nie moze. Szczegdlty mechanizmu powstawania
sity noénej w prawdziwych samolotach sa wprawdzie nieco bardziej
zlozone, ale ogdlne zasady sa podobne.

Jak dziala skrzydlo samolotu?

Sila nosna powstaje gtéwnie dzigki skrzydtom samolotu. Aby sie
pojawila, potrzebna jest réznica ci$nien dzialajacych na gérna i dolng
powierzchnie skrzydla, ktérego przykladowy profil pokazany jest na
rysunku 7. Sprébujmy zrozumie¢, skad ta réznica ciéniefi moze sie braé.

Wykonajmy proste doswiadczenie. Wezmy dwie kartki i zagnijmy

jeden brzeg kazdej z nich pod katem prostym. Powstate ,uchwyty”
przytézmy do policzkéw z obu stron ust tak, aby powierzchnie kartek
byly réwnolegte i odlegte o kilka centymetréw. Teraz mocno dmuchnijmy
miedzy kartki. Spodziewaé by sie mozna, ze powietrze wdmuchniete
gwaltownie miedzy kartki powinno je rozepchnaé. Tymczasem dzieje

sie wrecz przeciwnie. Kartki sklejaja sie! Jak to wyttumaczyé? Zrébmy
nieco ambitniejsze doswiadczenie. Wezmy dwie rurki zakoriczone dziurka
o $rednicy rzedu 1 mm. Ja wykorzystalem stare dlugopisy. Jedna rurke
wstawiamy do szklanki z woda dziurka do géry. Druga ustawiamy
poziomo dziurka przy dziurce i mocno przez niag dmuchamy (rys. 8).
Jezeli rurka w szklance jest przezroczysta, to widaé, jak podnosi sie

w niej shup wody. Stycha¢ coraz wyzszy gwizd, a jeéli dmuchniemy
dostatecznie silnie, to woda wydostanie si¢ z rurki i rozpyli w strumieniu
wydmuchiwanego powietrza. Tak dzialaly rozpylacze perfum w czasach,
kiedy nie bylo jeszcze cidnieniowych sprayéw. Dobrze, ale co wspdlnego
ma rozpylacz perfum z samolotem? Oté6z, wykorzystuja one to samo
prawo fizyki gloszace, Ze poruszajace sie z duza predkoscia powietrze
ma mniejsze ciSnienie niz powietrze pozostajace w spoczynku. Nizsze

od atmosferycznego ci$nienie powietrza wylatujacego z rurki wysysa
wode ze szklanki. Ci$nienie atmosferyczne, wyzsze od ciénienia szybko
wydmuchiwanego z ust powietrza, przyciska do siebie kartki papieru

z pierwszego doswiadczenia.

Umiemy juz wyjasni¢ oba ekperymenty, ale ciagle nie wiemy, jak sie

one maja do samolotu. Wykonajmy zatem trzeci, ktéry powinien nas
naprowadzi¢ na wlasciwy trop. Wlaczmy suszarke do wloséw i skierujmy
wytwarzany przez nia strumien powietrza pionowo w gére. Teraz
umies¢my w nim pileczke pingpongowa. Wydawaé by sie mogto, ze
piteczka podskoczy w gére i spadnie obok. Jednak, o dziwo, pileczka
tkwi w samym $rodku strumienia niczym w dotku, lekko tylko kolyszac
si¢ w lewo i w prawo. Mozemy przesunaé suszarke, a piteczka postusznie
przesunie si¢ wraz z nia. Mozemy nawet pochyli¢ strumien powietrza
przekrzywiajac suszarke nadal nie gubiac pileczki. Jak wyttumaczyé

Jej tajemnicze zachowanie? Wyobrazmy sobie, ze piteczka odchylila sie
tak, ze jej polowa wystaje poza strumiefi powietrza. Na te polowe dziala
ci$nienie atmosferyczne spoczywajacego powietrza. Druga potowa jest
oplywana przez szybkie powietrze, ktére, jak juz wiemy, ma ciénienie
nizsze. A zatem ciSnienie atmosferyczne wpycha pileczke do $rodka
strumienia.

Wréémy do skrzydta samolotu. Aby powstala odpowiednia réznica
cisnien, powietrze nad skrzydlem musi poruszaé sie szybciej niz powietrze
pod skrzydlem. Popularne wyjasnienie, ktére mozna znalezé w wielu
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Rys. 9

Rys. 10

stabilizatory

badany
profil

Rys. 11

podrecznikach i encyklopediach, jest nastepujace: profil skrzydta jest tak
dobrany, aby powietrze optywajace jego gérng czesé, miato do pokonania
dtuzszq droge niz to, ktére optywa czesé dolng, dzieki czemu powietrze nad
skrzydtem musi poruszaé sie z wiekszq predkoscig. (rys. 9).

Wyjaénienie to jest bardzo proste, ale niestety bledne. Po pierwsze, nie
ma zadnego powodu, zeby objetoéci powietrza rozdzielajace sie przy
natarciu na skrzydlo mialy ponownie spotkaé sie przy jego koncu. Po
drugie, gdyby tak nawet bylo, to stosunek diugosci drég pod i nad
skrzydlem musiatby wynosi¢ 2-3, zeby np. samolot taki jak Wilga mégt
utrzymac si¢ w powietrzu. Profil przekroju poprzecznego skrzydta
musialby by¢ wyzszy niz dtuzszy (szerszy; rys. 10)!

Dlaczego wiec samolot lata, a skrzydla maja taki, a nie inny ksztatt?
O tym napiszemy nastepnym razem, gdyz najpierw chcemy umozliwié
Wam przeprowadzenie badan. .. w tunelu areodynamicznym.

Tunel hydrodynamiczny

Analityczne obliczenie optymalnego ksztaltu samolotu jest w zasadzie
niewykonalne. Projektujac samolot, wykonuje sie wiec wiele symulacji
i préb. Zamiast ryzykowaé rozbiciem niedopracowanych prototypéw
buduje si¢ modele i testuje w tunelach aerodynamicznych. W takim
tunelu model samolotu ypozostaje nieruchomy, porusza sie natomiast
oplywajace go powietrze. W podobny sposéb testuje sie takze modele
nowoczesnych samochodéw, aby przez dobér
optymalnego ksztaltu zmniejszy¢ do minimum opér
powietrza.

_ W prosty sposéb mozemy wlasnorecznie wykonaé taki
| uszczelka tunel. Zamiast powietrza wykorzystamy jednak wode.
okienna Bedziemy ja przepuszczaé miedzy dwiema szybkami.
Ksztalt tunelu modelujemy jak na rysunku 11,
przyklejajac do jednej z szybek uszczelke do okien.
Tuz za wlotem umieszczamy stabilizatory przeplywu.
Im wiecej i im wezsze, tym lepiej. Mozemy je wykonaé
ze skrawkow uszczelki lub z plasteliny. Teraz w tunelu
mozemy umies$ci¢ badany model, wyciety np. z kawalka
gumoleum lub nawet wykonany z plasteliny. Calosé
przykrywamy druga szyba tak, aby sam wlot pozostal
odkryty. Najlepiej caloé¢ spia¢ odpowiednio dobranymi
klamrami lub opasa¢ gumkami. Trzeba tylko pamietad,
ze szklo jest kruche, wiec prace nalezy wykonywaé tak,
aby sie nie pokaleczyé.

Kiedy uda nam si¢ uzyskaé stabilny przeplyw, wpuszczamy krople
atramentu przy wlocie. W tunelu pojawia si¢ pickne smugi oplywajace
model.

Warto poréwnaé¢ modele staro§wieckiego i nowoczesnego samochodu,
takie jak na rysunkach 12 i 13. W przypadku samochodu staro$wieckiego
plynace strugi uderzaja gwaltownie w jego przéd, mieszajac sie ze

soba. Kat miedzy przednig szyba i maska staje sie martwa pulapka. Za
tylna szyba powstaje zaburzajaca przeplyw pustka. Maska samochodu
nowoczesnego pigknie rozdziela nacierajace strugi, ktére gltadko oplywaja
nadwozie. Z tytu strugi niczym przyklejone przylegaja do tylnej szyby

i bagaznika, po czym gladko lacza sie ze strugami plynacymi pod
spodem. Teraz wiemy, dlaczego taki ksztalt nazywa sie oplywowy.
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Rys. 13

Oczywiscie, nie mozna zapomnie¢ o przetestowaniu profilu skrzydta!
Pamietajcie, ze nie tylko ksztalt, ale réwniez kat nachylenia skrzydta ma
znaczenie. Postarajcie sie zauwazy¢, ktoredy znaczona atramentem woda

Zycze pomystowosci w opracowywaniu nowych modeli i dobrej zabawy
przy ich testowaniu.

Matg Delte przygotowal Grzegorz WROCHNA

W a=e~<===27// NN 00 000 00

O pewnych réwnaniach diofantycznych
Witold BEDNAREK

Roéwnanie Pitagorasa 22 4 y2 = 22 jest najbardziej
znanym réwnaniem diofantycznym, tj. takim, ktérego
rozwigzan poszukuje sie w zbiorze liczb naturalnych

— lub ogdlniej — liczb calkowitych. Rozwiazaniem tego
réwnania w liczbach naturalnych z najmniejszym z

(o czym dowiadujemy sie juz w szkole podstawowej)
jest tréjka liczb (z,y, z) = (3,4,5). Réwnanie to ma
nieskonczenie wiele rozwiazan, ktére opisuja wzory

z = 2kmn, y = k(m? — n?), z = k(m? + n?), gdzie k

i m > n sy liczbami naturalnymi, przy czym wystarczy

podstawiaé¢ m i n wzglednie pierwsze rdznej parzystosci.

Réwnanie Pitagorasa mozna uogdlnié, wprowadzajac
wigksza liczbe niewiadomych
m%—l—m%—l—...—i—mfnzyz.
Nie wdajac sie w szczegdly, powiedzmy jedynie to,
Ze powyzsze rownanie ma rozwiazanie dla kazdego
m > 2. Wystarczy bowiem przyjac
TI=25=...=8m-1=2, Bm =m—2
i y=m.
Mozna dokonac¢ innego uogdlnienia i zwiekszy¢
wyktadniki (jak to zrobit Fermat), rozwazajac réwnanie
z"+y*=z2"dlan >21in,z,y,2 € N. Réwnanie to
nie ma rozwiazania, co ostatecznie udowodnit Andrew
Wiles w 1994 r.
Mozna péjé{é krok dalej, zwiekszajac i wykladniki,
i liczbe niewiadomych.
Na przyklad
2 +yP 42 =8
Mamy tu rozwiazanie 33 + 4% + 5% = 63. Euler wyrazil
przypuszczenie, ze rownanie
a2t + gt + 2 =14
nie ma rozwiazania. Hipoteze te obalil Elkies w 1988 r.,
podajac przyklad

2682440% + 15365639 + 18 796 760 = 206153734

7

(dzi$ znamy mniejsze liczby stanowiace rozwiazanie
95800% + 217519* 4+ 414 560* = 422481%).

Réwnanie

zt 4yt 4 2 1t =t
ma réwniez rozwiazanie:

30* +120* + 272* + 315% = 353%.

Inne przypuszczenie Eulera moéwi, ze réwnanie

25 4 4+ 25 445 = b,

nie ma rozwiazania. Te hipoteze Eulera obalono
w 1967 r.

27° + 85° + 110° + 135° = 144°.
Nic jednak nie wiadomo o réwnaniu
z® +y° +2° =%

Euler przypuszczal, ze i ono nie ma rozwiazania.
Powyzsze réwnania mozna zapisa¢ w postaci ogélnej

g+ +... =y
Na podstawie podanych przykladéw wypada
stwierdzi¢, ze nie wida¢ jakiej$ uniwersalnej metody
rozwiazania. Dlatego ulatwimy sobie zadanie (co za
chwile sie okaze) i rozwazymy réwnanie

Z} 2l bt 2t =8,
gdzie liczby n i k sa wzglednie pierwsze.
Skoro n i k sa wzglednie pierwsze, to istnieja takie
liczby naturalne o i 3, ze ak — Bn = 1. Polézmy

Ty =g =...= &y =m*B i y = m e, gdzie s jest
dowolna liczba naturalng. Wtedy

gt +af +...+ak =m-mlEkton =

= m1+skn+ﬁn )

— (msn—i-u)k _ yk‘



QOcencie sami Podczas treningu do nowej matury w jednej z zaprzyjaznionych szkét trafito
si¢ zadanie, ktdrego tre$¢ pozwolimy sobie przedstawié na rysunku: w trapezie
znane jest pole P; i pole P; nalezy obliczy¢ pole trapezu. No to obliczylisémy.

v Sposéb I, geometryczny.

Korzystajac z tego, ze tréjkaty majace wspélna wysoko$é maja pola
proporcjonalne do podstaw, stwierdzamy, ze oba pola, nienazwane przez autoréw

P zadania, sa réwne (bo uzupetniaja P; do pola tréjkata ABC lub ABD) oraz
Fi A0 @
Q=00 B
D C skad mamy @ = /P, - P, i ostatecznie pole trapezu jest réwne

v Py + 2y/Py/P, + P; lub, jak kto woli, (vP1 + vP»)%
Sposéb I1, nietrywialny.
2 Pole jest funkcja wielkosci Py i Ps. Zastanéwmy sie, co to za funkcja. Poniewaz
P wynik nie zalezy od podobienistwa, wiec jest to funkcja jednorodna kwadratowa
i symetryczna zmiennych /P i 4/ Pa, stowem, powinna to by¢ funkcja postaci

A B a(vVP)?+0WPVP +a(VPR) .

Biorac pod uwage tréjkat (czyli zostato
. _ o tylko P;), otrzymujemy a = 1. Dla odmiany
Zadanie to mogna rowniez znalesé ¥ 5 s A /%)
w Repetytorium Danuty 1 Marka kwadrat (WSZ} stkie CZtery trOquty rOWne) Pl
Zakrzewskich wydanym przez WSz PWN. wobec poprzedniego daje nam b = 2. Wynik
jest wiec ten sam.

Py
it Py

Sposéb III, arytmetyczny.

Ze wzgledu na to, ze wynik nie zalezy od rozmiaru
trapezu, lecz tylko od jego ksztaltu, dla pewnego a
mamy (oznaczenia z rysunku) a = a+/P;.

Poniewaz Py = %a - h,, wiec hy = %VPL Wobec
podobienstwa dolnego i gérnego tréjkata mamy hy
b=ay/P,ih, = 2\/P;. Zatem pole trapezu jest

i réwne
: 1 1 — 2, = s
Rozwigzanie zadania F 556. 5((1 A b){h“ & hb) = 505( Pl + PQ) ' E( Pl T PQ) = ( Pl + Pz)z'

Na stdl dzialaja ze strony sznura

hy

a

w kierunku poziomym dwie jednakowe, T . alis d t e
ale przeciwnie skierowane sily (dzialajace € nasze popisy uznalsimy za godne zanotowanla, bo znamy
na girny i dolny kragek zamocowane

Sposéb IV, firmowy.

na stole) oraz sila tarcia T skierowana

w prawo. 7 réwnania Jest on (po wygtadzeniu) taki. Chcemy obliczy¢ 3(a + b)(hq + hsy). Wykonujac
Fopir=%1, mnozenie, otrzymujemy P; + 5(ahy + bho) + P,. Zauwazmy jednak, ze
g - # s ” .
z podobienstwa tréjkatéw uzyskujem;
otrzymujemy przyspieszenie, z jakim p ‘]kat Y f;] Y
porusza sig stol. Przyspieszenie, z ktérym i sl . -
porusza sie cialo, wyznaczamy z réwnania ha, - hb, Czyh ahy = bhq.
) Q .
F—T="2q, Z kolei
a
i sila F jest na tyle mala, ze cialo aha 2 % = P1P2} CZyli (Ghb)2 — 4P1 P2‘
nie §lizga sie po stole (tzn. stél 2 2 .
IR DoRren MG E TRl Zatem %(ahb + bhy) = 24/ P P> 1 wynik jest (oczywiscie) ten sam.
przyspieszeniem), mamy
pop@1t@ Jak wiadomo, prace maturalne sa sprawdzane przez odpowiednio
Q1

wytrenowanych egzaminatoréw i wedlug szczegélowych instrukeji
przewidujacych odpowiednia liczbe punktéw za wykonanie kolejnych krokéw

Slizganie sig cigzaru po stole rozpoczyna
sie przy maksymalnej wartodei sily tarcia

ks 4. prsy-wartodcl przydotons) do rozumowania (oczywiscie wedlug firmowego wzorca). Mamy wiec pytanie do
sznura sily kazdego, kto potrafi na nie kompetentnie odpowiedzie¢: jakie oceny zdobyliby
s Mv}z‘f?’(+‘32 =100 N. czterej uczniowie, gdyby przedstawili podane wyzej rozwigzania? Szczegdlnie
e cenilibySmy wypowiedzi treneréw przyszlych egzaminatoréw.

Przy danej w warunkach zadania wartoéci

Sily 80 1 wis e Slngamn ek eiald po W chwili, gdy ten tekst zostanie wydrukowany, beda juz pierwsze wrazenia

ST LCOE N A R — pomaturalne po egzaminie czeSciowo w nowym stylu. Oby byly to dobre
F m wrazenia.

3,14 —.

= =——)
Q1+ Q2 s?

stole, a wigc stdl i cialo poruszaja sie

27 lutego 2001 roku Marek KORDOS i Piotr MANKIEWICZ
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Przestrzenne obrazki atomowe z Krakowa i z Japonii

Pierwszy ostry holograficzny obraz przestrzennej
struktury atomowej uzyskany za pomoca

promieniowania gamma udalo sie otrzymaé¢ w Akademii

Goérniczo-Hutniczej w Krakowie [1,2]. Autorzy
sukcesu, P. Korecki, J. Korecki oraz G. Materlik
(DESY), uzyli modyfikacji metody ,holografii

z wykorzystaniem Zrédla wewnetrznego” (ISH: internal

source holography).

ISH wykorzystuje fakt, ze wzér interferencyjny
utworzony przez promieniowanie emitowane przez
zlokalizowane zrddlo wewnatrz prébki moze byé
zinterpretowane jako hologram najblizszej zrédiu
struktury atomowe]. Zastosowanie promieniowania
gamma powoduje, ze wzbudzane sa nie atomy,

tylko ich jadra. W tym przypadku uzywa sie

tzw. odwréconej w czasie (time-reversed) wersji
ISH, tzn. rejestruje sie pochlanianie, a nie emisje
promieniowania. Metoda ISH opiera sie na tym, ze
kazde jadro moze zosta¢ wzbudzone albo bezposrednio
przez padajaca wiazke kwantéw gamma (fala
odniesienia), albo po rezonansowym rozproszeniu na
jednym z otaczajacych jader (fala przedmiotowa).

Dla porzadku dodajmy, ze intensywnos¢ powstajacego
pola interferencji mierzona jest za pomoca pomiaru
intensywnosci deaktywacji jader przez emisje
elektrondw konwersji wewnetrznej w zaleznosci od kata
padania promieniowania gamma.

Do tej pory problemem bylo jednak naktadanie

sie tzw. sprzezonych obrazéw powstajacych przy
odczytywaniu hologramu. Naukowcy z Krakowa
dokonali przelomu, rejestrujac pelna informacje o polu
interferencji w postaci tzw. hologramu zespolonego.
Przedstawiona metoda wykorzystuje mozliwos¢ zmiany
fazy fali rozproszonej przez odstrojenie od rezonansu
mosshauerowskiego.

Tu nalezy sie przypomnienie zjawiska Mdssbauera,
polegajacego na rezonansowej emisji lub absorpcji
kwantéw gamma przez jadra atoméw tworzacych sieé

krystaliczna, bez zmiany energii wewnetrznej krysztahu.

Inaczej mowiac, jadro nie doznaje odrzutu, ktdry jest
przejmowany przez krysztal jako calos¢. Rezonansowe
linie mossbauerowskie maja bardzo mala szerokosé
(szerokoé¢ wzgledna jest rzedu 10719-1071%), Dlatego
badanie struktury rezonansowej przeprowadza sie,
zmieniajac wzgledna predkos¢ zrédla promieniowania
gamma i badanej prébki w zakresie centymetréw

na sekunde! Wtedy dopplerowska zmiana energii
kwantow v jest rzedu szerokosci linii rezonansowej.

Do praktycznej realizacji v-holografii uzyto materialu
zawierajacego izotop zelaza °"Fe oswietlanego
promieniowaniem z radioaktywnego kobaltu *7Co.
Autorzy w pracy [2] pokazali, ze wystarczy
zarejestrowaé¢ dwa ~y-hologramy, jeden dla energii
rezonansowej powiekszonej, a drugi pomniejszone]j

o dowolna wartos¢ AE, aby nastepnie z ich sumy

1 réznicy otrzymac odpowiednio cze$é urojona x4

9

i czes¢ rzeczywista - pola interferencyjnego.
Dysponujac ta pelna informacja autorzy odtworzyli
przestrzenny obraz badanej struktury z rozdzielczoscia
nie gorsza niz 0,5 A.

Metoda ta moze zosta¢ uzyta do badania
przestrzennej, a zwlaszcza magnetycznej struktury
atomowej cienkich blon i warstw zwierajacych 57 Fe.
W dodatku badane prébki nie musza mie¢ ani
dalekozasiegowego, ani chemicznego uporzadkowania.

Okazuje sie, ze rdzne
odmiany holografii
to nie jedyne sposoby
otrzymania obrazu
przestrzennej struktury
atomowej. Japonski fizyk
H. Daimon proponuje [3]
zastosowanie w tym celu
he technilfi ste?eoskopowej, .
} il analogicznej (10 uzywanej
przy produkcji
tréjwymiarowych filméw czy anaglifow. W odréznieniu
od innych metod, ktére wymagaja skomplikowanych
obliczen, proponowany sposéb jest szybki
i bezposredni. W niedlugiej przyszlosci moze nawet
umozliwié¢ tréjwymiarowe rejestrowanie proceséw
atomowych w czasie rzeczywistym!

e

Widzenie przestrzenne wykorzystuje fakt, ze obrazy
widziane lewym i prawym okiem réznia sie o pewien
kat. Aby uzyska¢ stereoskopows iluzje, wystarczy
dostarczy¢ do lewego i prawego oka obrazy uzyskane

z odpowiednio rozsunietych kamer. Podobnie obrdcone
obrazy wytwarza fotoelektryczna dyfrakecja kotowo
spolaryzowanego §wiatla. Tak spolaryzowane fotony
maja niezerowy moment pedu. Ten moment pedu

jest przekazywany fotoelektronom, powodujac obrét
obrazu dyfrakcyjnego zgodnie lub przeciwnie do ruchu
wskazdwek zegara.

Pare obrazéw struktury atomowej krysztalu wolframu
wzieta z pracy [3] przedstawiamy na ostatniej stronie
okladki. Wystarczy patrze¢ lewym okiem na lewy, a
prawym na prawy obrazek, zeby ujrzec stereoskopowy
widok badanego krysztaltu.

Piotr ZALEWSKI

[1] Physics News Update 528, 1 marca 2001.

[2] P. Korecki, G. Materlik, J. Korecki, Complez v-Ray Hologram:
Solution to Twin I'mages Problem in Atomic Hesolution
Imaging, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 1534.

[3] H. Daimon, Stereoscopic Microscopy of Atomic Arrangement
by Circulary Polarized-Light Photoelectron Diffraction, Phys.
Rev. Lett. 86 (2001) 2034.



Jak to bylo?

Stefan Kulczycki pisze ([3], str. 44—49):
wRozwiazania babilonskie zawieraja pedantyczny
rejestr dzialan, ktére nalezy wykonaé¢ nad danymi
liczbami, aby uzyskaé¢ odpowiedZ na postawione
zagadnienie, nie zawieraja jednak nigdy wyjasnien
dlaczego tak, a nie inaczej nalezy postepowac.
Apodyktycznie deklaruja autorzy tabliczek: takie
jest postepowanie. Wskutek tego nie posiadamy
znowu autentycznych informacji o toku rozumowania
Babilonczykéw i zdani jestesmy na domysty
interpretujace rachunek Babilonczykéw jako realizacje
takiej czy innej mysli przewodniej. Gléwny pracownik
na polu odcyfrowywania i interpretacji tekstow
matematycznych babilonskich, O. Neugebauer,
postuguje si¢ metoda, |[...| ktéra prowadzi do ~
doszukiwania si¢ réwnolegloéci do wspdlczesnego
rachunku literowego. Metoda Neugebauera budzi
obiekcje. [...] W stosunku do zadan stopnia drugiego
opinie Neugebauera wywolaly sprzeciw S. Gandza,
ktéry w stukilkudziesieciostronicowej rozprawie [1]

w inny sposéb pojmowal zadania babilonskie

— w sposdb, ze sie tak wyraze, mniej algebraicznie
uczony i bodaj trafniejszy. .. .|

Rachunku literowego w niej [algebrze babiloniskiej]

nie znajdujemy i zadnych wzordw, cho¢by w postaci
stownie ujetych regul, [...] moze poza jednym
przypadkiem niedawno wskazanym przez Freudenthala
(patrz [6]), ktéry to przypadek jako odosobniony
potwierdza regule. |...]

[Réwnanie stopnia drugiego traktowane byto jak]
uktad réwnan z dwiema niewiadomymi, przede
wszystkim

z+y=a, zy=1bh

r—y=a, zy="b
a takze

22+y%=b, zty=aq;
i do tych uktadéw starali sie sprowadzi¢ rozmaite inne
zagadnienia drugiego stopnia. [...] Jak rozwiazywali
uklad = + y = @, zy = b nie wiemy. Obecnie sprowadza
sie to do rozpatrzenia réwnania
22 +pz+q=0,

w ktérym 22 + pz przedstawia sie w postaci

LY 2y
z 2;p 4p.

Van der Waerden [6] uwaza za prawdopodobne,

ze Babilonczycy znali to przeksztalcenie, ale poparcia

na to w tekstach nie widze. Gandz bardzo obszernie

wyluszcza, ze bylo stala metoda Babilonczykéw

przyjmowanie jako niewiadomej pomocniczej *5¥. [...]

Na jednej z tabliczek (Alter Orient, Lipsk, 8863,

por. [4], str. 108-122) znajduje sie¢ rozwigzanie zadania

z+y =100 = a,

(z+y)(z—y)+xy=4400 = c.
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Rachunek biegnie:

1002 = 10000, 10000 — 4400 = 5 600,
% -100 =50,  50% = 2500,
5600 + 2500 = 8100, /8100 = 90,
100 — 90 = 10,

50+10=60==x, b50—60=40=y.
Jak obliczono tu z i y? Najwyrazniej z = 3a + 10,
y = 3a — 10, czyli obliczana w rzeczywistoéci
niewiadoma byto powyzsze ¥ [...]

Drugie zadanie (Vorder-Asiatische Textsammlung
Berliner Museum, por. [4], str. 335-340):

zy = 600, z? =9(z — y)>.
Rachunek:
Vv9=3, 3-1=2
1
3:421=6, 6-600=100,
4100 = 10,
10-3 =30 ==z, 1002 =20'=y.

I tutaj obliczang wielkoscia jest 10, tzn. z —y =t = 10,
i rachunek biegnie tak; z? = 9t?, = = 3t, y = 2t, a wiec
3t - 2t = 600 itd.

Moze zaciekawi¢ tu komentarz Neugebauera ([5],

str. 189). Bierze on
zy=F, alz—-y)l==z
stad

2 tzn. az? — 2aF + ay? = 22,

2
4 Zang aF ()

. a—1 a=1"

skad z kolei

x2:F{ & +
a—1

i ostatecznie

o’ —ala—1) | _ Fya
(a—1)? o=l

F
o=V Vatva -1y

Tekst babilonski rachuje w samej rzeczy wedlug

tego wzoru. Tymczasem Babilonczycy rachowali
inteligentniej.” [Po czym nastepuje préba dostrzezenia
w rozwigzaniach réznych réwnan glebszych
prawidlowosci. ]

Tyle Kulczycki. W tym duchu opowiadatem

o problemie babiloniskiego rozwiazywania réwnan
kwadratowych na wykladzie. Ciekawe, ze studenci byli
raczej sklonni przychylaé sie do opinii, iz poszukiwanie
ogblnych regul rozwiazywania réwnan kwadratowych
— jak chcialby Kulczycki — nie jest w przypadku
metod babilonskich sensowne. Nie oznacza to jednak,
ze podzielaja poglad Neugebauera o wyprowadzaniu
wzoréw odpowiednich do danego typu réwnan. Pan
Piotr Anders podal algorytm rozwiazujacy AO 8863.



Oto on: zajmowania si¢ liczbami nalezy szukaé nie
T a ( ) w matematyce, lecz w informatyce (gdzie algorytméw
a— € —|—

Yy 2

co dzi$ uprosciliby$my do postaci

= §a = §a2 —c = —“]LG + §a2 - Przywolane prace:
9 ) 4 ! 4= 2 4 i [1] S. Gandz, The origin and development of quadratic equation

7 S 2 B in babylonian, greek and early arabic algebra, Osiris 3(1937),
Stwierdzil jednak, ze ten wzdr jest po prostu g )i Y g (1937),

= sie nie dowodzi, lecz sie je testuje), przyjmowany jest
obecnie jako naturalny.

sprawozdaniem z umieszczonych na tabliczce obliczen. [2] D.E. Knuth, Ancient Babylonian algorithms, [w:]

Wyrazil tez poglad, ze spodziewa sie, iz do kazdego Conmiticatibng uf til ACM, 1073,

t . ; s i e a i [3] S. Kuleczycki, Z dziejdw maternatyki greckiej, Warszawa, 1973.
ypu I‘CfWIla.ﬂl.a. (wyrazema 10059816 TOAUIC WY R ZATI] [4] O. Neugebauer, Mathematische Keilschrift- Texte, Quellen und

stalymi) dobierano empirycznie stosowna metode — Studien A3 (1935-1937).

dzig powiedzielibyémy: wzor albo algorytm. [5] O. Neugebauer, Vorlesungen iiber Geschichte der antiken

mathematischen Wissenschaften, t. I, Vorgriechische

Jak widaé, sformutowany éwieré wieku temu poglad Mgy, Beilin 1034

Denalle Rt ([2] Pol ok Eted [6] B.L. van der Waerden, Science awakening, Groningen 1954.
on _a . nutha kT W Tolsce kon ynuow:a' 0 Al [7T] J. Waszkiewicz, System informatyczny jako skladnik kultury

Waszkiewicz [?]), ze analogu do babllonsklego (studium przypadku matematyki babiloriskiej), Wroclaw 1987.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

Matematyka stynela z tego, ze stosuje sie do wielu najrézniejszych dziedzin
zycia. Tym razem nasze trzy zadania stanowia podwaliny teorii wypleniania
chwastéw, jakze pomocnej dla dziatkowiczdw.

M 964. Kwadratowa dzialka 10 x 10 jest podzielona standardowo na 100
kwadratowych czesci 1 x 1. Dziewie¢ z tych czesci zarosto chwastem. Wiadomo,
ze kazdego roku chwast rozprzestrzenia sie na te czesci, ktére sasiaduja

(tzn. maja bok wspdlny) z co najmniej dwiema juz zaroé$nietymi. Wykazaé,

ze pole nigdy nie zaro$nie w caloéci chwastem.

Rozwiazanie na str. 16

M 965. Kwadratowa dziatka 7 x 7 jest podzielona standardowo na 49
kwadratowych czesci 1 x 1. Wiadomo, ze kazdego roku chwast rozprzestrzenia
sie na te czesci, ktére sasiaduja (tzn. maja bok wspélny) z co najmniej trzema
juz zarosnietymi. Ile poczatkowo cze$ci musi by¢ zaroénietych chwastem, aby po
pewnym czasie cale pole bylo zarosniete chwastem?

Rozwiazanie na str. 16

M 966. Kwadratowa dziatka 10 x 10 jest podzielona standardowo na 100
kwadratowych czeéci 1 x 1. Wiadomo, ze kazdego roku chwast rozprzestrzenia sie
na te czesci, ktére sasiaduja (tzn. maja bok wspélny) z co najmniej trzema juz
zarosnietymi. Udowodnié¢, ze aby po pewnym czasie cale pole zarosto chwastem,
poczatkowa liczba zaroénietych czeéci musi by¢ wieksza niz 40.

Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 555. Neutron zderza sie sprezyscie z jadrem helu, a nastepnie (po odbiciu)
zderza si¢ sprezyscie z drugim jadrem helu. Jadra helu przed zderzeniem byty
nieruchome. Traktujac oba zderzenia jako centralne, wyznaczyé, ilukrotnie
zmienia sie energia neutronu po zderzeniach.

Rozwiazanie na str. 3

F 556. St6t o cigzarze @)1 = 150 N, wyposazony w uklad krazkéw (rys.)

moze przesuwac sie bez tarcia po poziomej podlodze. Na stole lezy cialo

o ciezarze (2 = 100 N. Wspélczynnik tarcia miedzy stolem a ciatem wynosi

k =0,6. Z jakim przyspieszeniem bedzie poruszal sie stél, jesli z sila F' = 80 N
pociagniemy za sznur, przymocowany do ciala i przerzucony przez krazki. Sila
jest skierowana poziomo.

Rozwigzanie na str. 8
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Kody
kreskowe

Krzysztof BIESAGA

UL RAN

Jeden z koddw o nazwie Code39. Pozwala
kodowad symbole o zmiennej, mogace
skladaé sie z 44 réznych znakdw, w tym
cyfr i liter.

|III“II1I|HHEI|IIII|I|II||Ilil||1|ll|l|iEHl1l|i|

Kod o nazwie Postnet stosowany na
pocztach w USA, uzywany do zapisu
koddw pocztowych.

Kod dwuwymiarowy PDF 417. Mozna
nim na powierzchni jednego cala
kwadratowego zakodowaé ponad tysiac
znakdw,

5900947101005 4Y>

Kod Cremony w standardzie EAN13.
Dluzsze kreski to kody rozdzielajace.
Napis pod spodem kresek jest
odezytywany tylko przez ludzi

i automatom nie jest potrzebny. Pierwsza
cyfra i znak ,>" okredlajg minimalna
szerokodé jasnego pola, na ktérym kod
ma wystepowad.

Troche historii

Najpierw byla ,tarcza strzelnicza”, bowiem tak popularnie nazywano pomyst
dwdch Amerykanéw — Joego Woodlanda i Bernyego Silvera. Realizujac

w poczatkach lat czterdziestych zapotrzebowanie handlowcéw na automatyzacje
i kontrole odezytu cen detalicznych, wymyslili oni pierwszy sposéb kodowania
liczb w postaci rzedu ciemnych i jasnych kresek. Pomyst zostal opatentowany

w roku 1949, a nazwa wzieta sie od ulozenia kresek we wspoélsrodkowe okregi,
przypominajace ,bull’s eye”, jak Amerykanie nazywaja centrum tarczy
strzelniczej.

By sie upowszechnié na calym &wiecie, pomyslt czekal z jednej strony na istotny
wzrost zapotrzebowania, co przyszlo, gdy pojawily sie supermarkety, a z drugiej,
na pojawienie sic mozliwosci technicznych, jakie powstaly wraz z miniaturyzacja
elektronicznych automatéw. W tym czasie postac kodoéw kreskowych ulegta
zmianie i zamiast wspélsrodkowego ulozenia przybraly one postac¢ liniowa. Za
to pomys! kodowania znakdw, w postaci jasnych i ciemnych kresek, pozostal.

Kodowanie cech przedmiotéw w postaci kodéw kreskowych to rzecz obecnie
powszechna. Umieszcza sie je na opakowaniach kartonéw z mlekiem, przylepia
na oléwkach, szpeci nimi okltadki ksiazek i czasopism. Kody kreskowe sa na
opakowaniach lekarstw, kartkach pocztowych, pojemnikach z krwia i pod maska
wspdélezesnych samochodéw. ,Mir”, , Alpha” czy ,,Columbia” sa zapewne tez
pokreskowane.

I na tym si¢ nie skonczy, bo zapowiada sie, ze wejdzie w uzycie kolejna generacja
kodéw — kody dwuwymiarowe, czyli takie, w ktérych informacja zapisana jest
nie tylko w rzedach, ale i w kolumnach jasnych i ciemnych plamek.

Na czym to polega?

Pomyst jest prosty, mozna by rzec, ze zostal zaczerpniety ze znanego wszystkim
alfabetu Morse’a — kazdy znak nalezy zakodowa¢ w postaci ciagu na przemian
jasnych i ciemnych kresek. Kreski i tto powinny by¢ jak najbardziej kontrastowe,
by utatwié bezbledne rozpoznanie automatycznym czytnikom.

Zachowujac powyzsza zasade, stosuje sie dwie zasadnicze grupy
jednowymiarowych kodéw kreskowych. Bardziej popularna to ta, w ktérej do
kodowania uzywa sie kresek o réznej grubosci. Druga grupa stosowana jest
powszechnie jedynie na pocztach. Sa to kody, w ktérych znaki rozréznia sie
dzieki réznej diugosci kresek.

Wreszcie wspélna cecha wszystkich kodéw jest dbalos$é o wiarygodnosé

odczytu. Stosuje sie wiec powszechnie cyfry kontrolne, czyli cyfry, ktdre nie
stanowia czesci zakodowanego napisu, ale ktére daja sie z niego obliczy¢.
Algorytm obliczania cyfry kontrolnej jest tak dobrany, ze jezeli po odczytaniu
otrzymujemy inna od spodziewanej cyfre, to odczyt uznaje si¢ za nieprawidlowy.
Ze wzgledu na wiarygodnos¢ i mozliwo$¢ bledéw odczytu sposéb kodowania
znakéw jest tez niezwykle wymyslny. Trzeba przeciez uwzgledni¢ nie tylko
mozliwos¢ odczytu wspak, ale tez bledy w rozpoznaniu szerokosci kresek. Kazdy
taki przypadek powinien prowadzi¢ do sygnalizacji bledu. Warto tu wspomnie¢,
ze pod wzgledem odpornoéci na bledy odczytu kody dwuwymiarowe rokuja duze
nadzieje. O dwuwymiarowym kodzie PDF 417 przeczytalem, ze zamazanie 50%
jego powierzchni nie wystarczy jeszcze do tego, by zapisana informacja nie data
sie odczytac.

Diabel tkwi w szczegdlach

By cho¢ troche zaglebic¢ sie w szczegdly, przyjrzyjmy sie kodowi EAN13,
powszechnie stosowanemu w handlu detalicznym. Koduje si¢ w nim numery
towaréw nadane im przez krajowe przedstawicielstwa Miedzynarodowego
Stowarzyszenia EAN. Numer EAN13 skiada sie z 13 cyfr. Pierwsze trzy cyfry
okreglaja pochodzenie produktu — w przypadku Polski to 590. Kolejne to numer
przedsigbiorstwa, numer produktu i wreszcie cyfra kontrolna. W przypadku
ksiazek i czasopism, ktérym nadawane sa miedzynarodowe numery ISSN i ISBN,
pierwsze trzy cyfry to odpowiednio 977 i 978.
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Rozpoznanie kraju pochodzenia produktu [ jczbe kontrolna oblicza sie w EAN13 wedlug nastepujacego algorytmu
pm‘;f:e;::izlgs: S:;:al\f:?:::::;ggilzle (ilustruje go numer wystepujacy na dwustugramowym opakowaniu §mietanki
Do oznaczania kodami kreskowymi do kaW}’ Cremona).
maja prawo, oprécz producentdw, .
takse dystrybutorzy. Zdarza sie, e na Numer produktu (pleI'WSZ}’Ch 12 cyfr): 590094701005
etykiecie przylepionej przez polskiego 1. Obliczamy sume cyfr wystepujacych na parzystych pozycjach:
hurtownika-importera pojawi sig¢ kod 590. G 0pd 4040 5=18
Moze tak byé¢ wtedy, gdy na przyklad . . —_—
w kraju producenta towaru nie ma 2. MDOZ:\’III}" Wyl‘llk przez 3: 18 - 3 = b4.
krajowego przedstawicielstwa EAN. 3. Obliczamy sume cyfr wystepujacych na nieparzystych pozycjach:
9+04+9+74+140=22.
4. Sumujemy wyniki krokéw 2 i 3: 54 + 22 = 76.
5. Cyfra kontrolna reprezentuje najmniejsza liczbe, ktéra dodana do wyniku
poprzedniego kroku daje liczbe podzielna przez 10. W tym przypadku to 4.
Zakodowa¢ nalezy wiec numer 5900947010054.

TR T T — Kody i Slkoro t’memy ?at.enl, co zak.odo.wz?,c, pr?yjrzy_|my sie, jak t.o)
_ ; sie robi. Po pierwsze, koduje sie jedynie ostatnich 12 znakdéw,
cyfra 1 0 »prawej” grupy : : : 2 sl T : TR
pierwszy wyliczajac z kolejnych szesciu. Nastepnie dzieli sie cyfry
0 0001101 | 0100111 1110010 numeru na dwie szesciocyfrowe grupy — lewa i prawa — i koduje
1 0011001 | 0110011 1100110 je czarno-biatymi paskami. Kazda cyfra zakodowana jest za
g ORUEL [ G0LLEL hoLta omoca 7 jednakowej szerokosci kresek ciemnych i jasnych. Dla
3 0111101 | 0100001 1000010 S . e ! Someiscride ST AR orls. e
4 0100011 | 0011101 1011100 ulatwienia, ciemnym przypiszmy cyfre , jeden”, a jasnym ,zero”.
5 0110001 | 0111001 1001110 Stosuje sie trzy kody do zapisu dziesieciu cyfr wystepujacych
6 0101111 | 0000101 1010000 w numerze. Ktéry z nich zastosujemy, zalezy od tego, czy
7 0111011 | 0010001 1000100 kodujemy poczatek, czy koniec numeru oraz zaleznie od wartosci
8 0110111 0001001 1001000 o & ( 0 o : e bt edsis
9 0001011 | 0010111 1110100 pierwszej cyfry (przypomnijmy, ze nie jest ona bezpoéredni

kodowana kreskami). Uzywane kody pokazuje tabela.

Uzycie kodu ,,1”7 lub ,0” z ,lewej” strony pozwala zakodowaé pierwsza cyfre
Kodowana | Kolejnos¢ kodéw numeru, a potem jednoznacznie ja odczytac.
cyfra Wlewej” grupy

0 111111 Przyjrzyjmy sie pierwszej tabeli i znajdzmy charakterystyczne cechy kodu. Po
1 110100 pierwsze, widaé, Ze kazda cyfra kodowana jest na przemian dwoma jasnymi
2 110010 i dwoma ciemnymi paskami o szerokosci od 1 do 4. Po drugie, odezyt wspak
3 110001 nigdy nie daje poprawnego wyniku. I po trzecie, pozostawiam spostrzegawczoéci
g igéi?g Czytelnikéw dostrzezenie innych regularnoéci, jak na przyklad sposobu
6 100011 otrzymania kolumny trzeciej z prostego przeksztalcenia drugiej. A oto, jak
7 101010 powyzsze przelozy¢ na kreski ze sloika Cremony. Trzeba wiedzieé¢ jeszcze cod.
8 101001 By ulatwié¢ czujnikowi bezbledny odezyt kresek, a w szczegdlnosci uniezaleznié
9 100101 go od szybkosci przesuwu kodu, wprowadzono kody rozpoczynajace i koficzace

oraz rozdzielajace grupe ,lewa” od ,prawej”. Sa to kreski 101 - z boku i 01010 —
posrodku kodu. Teraz wiadomo juz wszystko i nasz kod wyglada jak na rysunku.

ISSN Delty

03> Kod Delty, to oczywiscie ISSN, ale nie tylko. Zgodnie z miedzynarodowymi
ustaleniami w postaci kodu paskowego zapisuje sie numer o nastepujacej
ml” strukturze:

1 2 3 Numer ISSN QQ K Kod
bez jego znaku kontrolnego CZASOWY

ol 7013711300007

Kod kreskowy marcowej Delty. QQ - oznacza kod stosowany do wydan specjalnych lub 00 (czasami uzywany
jako numer roku), K — to cyfra kontrolna liczona jak dla zwyklego kodu EAN13.
Kod czasowy — w przypadku miesiecznika numer miesiaca w roku.

€ a

9770‘1

3[7|3‘0‘00‘0 0o |3

Kolejnos¢ kodow ,lewej” grupy

11 |10 [Jo [ n

Do kodowania numeru czasopisma uzywa sie zasad kodu EAN13. Dla
dodatkowych, ostatnich dwéch cyfr stosuje si¢ kody z ,lewej” grupy, zaczynajac
je kreskami 1011 i rozdzielajac 01. Do wyboru numeru kodu nalezy uzyé

Kodowane pary cyfr grupy

00 01 02 03 przedstawionej obok tabeli. Podaje jedynie jej poczatek, liczac na oczywistodé
04 05 06 07 zasad jej konstrukeji.
08 09 10 11

I to wszystko. Mitej zabawy.
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2001

AN X
770137 300007

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 413 (WT=2,40) i 414 (WT=1,05)
z numeru 1,/2001

Piotr Kumor - Olsztyn 46,53
Przemystaw Gadzifiski — Sroda 81 44,88
Pawel Kubit - Krakdw 43,24
Witold Bednorz — Tychy 40,50
Janusz Olszewski = Suwalki 39,40

Parada Weteranéw! Piotr Kumor zalicza
czterdziestke czwdrke juz po raz szdsty,
a Przemek Gadzinski — po raz siddmy.

421. Niech f bedzie jedna z rozwazanych funkcji. Istnieje

wiec element ¢ € A taki, ze

1 @) =c

dla wszystkich =z € A.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zada z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlezynnik trudnodci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg 0sdb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 425, 426
Redaguje Marcin E. KUCZMA

425. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD o nieréwnoleghtych bokach

AB i CD znajduje sie punkt X taki, ze |ZADX| = |£ZBCX]| < 90° oraz

|£DAX| = |£CBX| < 90°. Symetralne bokéw AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie Y.
Dowiesé, ze | LAY B| = 2 - |ZADX)|.

426. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunki (b+c)(a+b+c) =coraz b+ c < 0.
Dowiedé, ze wielomian P(z) = 2° 4 az® + bz + ¢ ma dwa pierwiastki rzeczywiste,
ktérych suma i iloczyn sa réwne.

Zadanie 426 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

421. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Ile jest funkcji f: A — A o tej wlasnosci, ze
(n—2)-krotna iterata f" 2

s—fes e L,
e

o f jest odwzorowaniem stalym, podezas gdy f" —3 nie jest

odwzorowaniem stalym?

422, Rozwazamy ciag liceb a, = I ] sin2” "kw (n=1,2,3,...). Wykazaé istnienie i obliczyé¢

k=1
. a—n
lim a;,
T .o

wartosé granicy

Jesli a; — as, to graf nie zmieni sie po zamianie miejscami
elementéw a; i az, co oznacza, ze odpowiadajace takiej
sytuacji funkcje f policzyliémy dwukrotnie. W kazdym

z pozostalych n — 3 przypadkéw rola elementu a;

Podstawiajac kolejno z = f(c) oraz = = ¢ latwo
stwierdzamy, ze f(c) = c. Skoro f™~? nie jest
odwzorowaniem stalym, istnieje element b € A, dla ktérego
f"3(b) # c. Oznaczmy b = az, f(b) =as, f2(b) = a4, itd.
Dzialanie funkcji f mozna przedstawi¢ w postaci grafu
skierowanego, zawierajacego lancuch

(2) a; — az — T I R N L

(az = b, an = c), w ktérym wszystkie elementy a; sa
rézne. Pozostaje w zbiorze A jeszcze jeden element, ktory
nazwiemy a;. Z warunku (1) wynika, ze f(a1) # a; oraz
fla1) # az. Pelny graf dzialania f uzyskamy dorysowujac
do taricucha (2) strzatke od dolaczonego elementu a; do
ktéregos z elementéw as, ..., an.

Policzymy, ile jest sposobdéw skonfigurowania zbioru A, aby
powstal taki graf. Wybieramy element a; (n mozliwosci),
po czym ustawiamy pozostale elementy w ciag typu (2)
((n—1)! mozliwosci); nastepnie prowadzimy strzatke

od a; do jednego z punktéw as, ..., an, rozrézniajac

dwie sytuacje: albo a1 — aa, alboa; —a;, 4<j<n
(n—3 mozliwodci realizacji tej drugiej sytuacji).

14

jest wyrdzniona i wszystkie konfiguracje réznia sie
istotnie. Zatem liczba rozwazanych funkcji f wynosi
n-(n—1)" (3 + (n—3)), czyli (n - 2)nl.

422, Przeksztalcamy wyrazenie okreélajace n-ty
wyraz rozwazanego ciagu, stosujac w pewnym miejscu
podstawienie j = 2" + k:

2" -1 2™ -1
= . km 9 si km kr
GR—HSIII?—n—-H SIHWCDSW—
k=1 k=1
i | gntli_y 2
=t [t [T eoo( 3 -3) =
=2 sin gnti cos ot 7] =
k=1 j=2m41
2m—1 gntl_g .
_ a2"-1 . kmw S LS LR |
=2 . H sin e H sin ol =2 Ont1-
k=1 j=2n41

Przyjmujac b, = 22" ~"q . otrzymujemy zaleznodé
bni1 = bn. Ciag (bn) jest wiec staly, wszystkie jego wyrazy
sa réwne by, czyli 2, i ostatecznie

-n 2 BT —-_
2 = (2“ 2nbn) e BURRIZTST ey 3 Pprzy n— oo,



Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 2001

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 314 (WT'=2,92) i 315 (WT=1,84)
z numeru 3,/2001

Andrzej Nowogrodzki ~ Chociandw 39,79
Aleksander Surma — Myszkdw 37,60
Tomasz Rudny - Warszawa 28,28
Jacek Piotrowski — Rzeszdw 24,86

Tomasz Wietecha ~ Tarndw 23,85

Zadania z fizyki nr 322, 323
Redaguje Jerzy B. BROJAN

322. Na obracajace]j si¢ ze stata predkoscia katowa wp poziomej oéce osadzono

cialo (wahadlo), ktére moze sie wokdl niej obracaé, przy czym moment sil tarcia
kinetycznego nie zalezy od predkosci poélizgu i jest réwny maksymalnemu momentowi
tarcia statycznego. Moment ten ma wartoé¢ M; = 1 N-m, moment bezwladnosci
wahadta wzgledem osi obrotu I = 1 kg-m?, a maksymalny moment sity ciezkosci
(réwny iloczynowi ciezaru wahadla przez odleglosé jego srodka masy od osi obrotu)
My, =1,5 N-m. W chwili poczatkowej nadano wahadtu duza predkoéé katowa zgodng ze
zwrotem wy. Dla jakich wartosci wo wahadlo po dlugim czasie bedzie sie obracaé, a dla
jakich — wykonywaé¢ drgania wokét pewnego polozenia réwnowagi?

Poza konkursem: Jaka jest odpowied? dla przypadku, kiedy M, = 2 N-m, a pozostale
dane sa niezmienione?

323. Zaréwka o mocy nominalnej 15 W jest dostosowana do napiecia 10 V. Ile ogniw

o SEM réwnej 1,5 V i oporze wewnetrznym 2 () trzeba wziac i jak je polaczyé, aby
napiecie na zaréwce byto co najmniej réwne nominalnemu?

(Zadanie ma charakter konkursu na minimalna liczbe potrzebnych ogniw; dcisty dowdéd,
ze mniejsza liczba ogniw nie wystarczy, nie jest wymagany.)

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2001
Przypominamy tresé zadan:

318. Dwa jednakowe walce polozono jeden na drugim przy pionowej scianie (rysunek) i bardzo
lekko pchnieto dolny walec w prawo, tak ze zaczal sie wysuwaé spod gdrnego, ktdéry pozostawal

w kontakcie ze Sciana. Jaka predkosé osiagnie ostatecznie dolny walec? Zakladamy, Ze na zadnej ze
stykajacych sie powierzchni nie wystepuje tarcie.

319. Cieplo parowania rteci wynosi r = 2,9 - 10° J/kg, napiecie pov\-‘it‘rzchuiow.u rteci

o= 0,49 J,"mz: gestosé — p = 1,36 - 104 kg,f'ma. a masa atomowa — M = 201. Na podstawie tych

danych wyprowadzi¢ przyblizona wartoéé liczby Avogadra.

Wskazdéwka: napieciem powierzchniowym cieczy nazywamy energie, ktdra trzeba dostarcay¢, aby
zwigkszyé powierzchnie cieczy o jednostke. Dla scistoéci nalezaloby ustali¢ odrodek, z jakim styka sie

rte¢ — przyjmijmy, ze jego czasteczki slabo oddzialuja z czasteczkami rteci (np. jest to powietrze).

318. Oznaczmy promieni walcéw jako r, przesuniecie
dolnego walca wzdluz osi poziomej — jako x, a przesuniecie
gérnego wzdluz osi pionowej — jako y. Dopdki walce

sie stykaja, ich drodki pozostaja odlegle o 2r, zatem
przesuniecia spelniaja zwiazek

2r —y)? +2* = 4r?.
Inna miara przesuniecia walcéw jest kat a (rys.),

cos a = z/2r. Rézniczkujac powyzsze réwnanie (lub
analizujac predkosci geometrycznie) otrzymujemy wzér

Uz COS @ = Uy Sina,

gdzie v, = dz/dt, v, = dy/dt. Dalej skorzystamy z zasady
zachowania energii, przy czym ze wzgledu na brak tarcia
ruch walcéw bedzie czysto postepowy, czyli nalezy pominaé
energie kinetyczng ruchu obrotowego. Wynika stad zwiazek

vz +vj = 2gy,

ktéry po podstawieniu zaleznosci miedzy v, a v,
sprowadza sie do

‘ui = 2gy sin’a.

Dolny walec osiagnie maksymalng predko$é w momencie,
w ktérym dv, /dt = 0 (wtedy walce oderwag sie od siebie).
Przyréwnujac do zera pochodna d(v2)/dt dochodzimy do
wniosku, Ze nastapi to dla kata a spelniajacego warunek

sina = y/r, a poniewaz sina = (2r — y)/2r, zatem

y = 2r/3, sina = 2/3. Po podstawieniu do bilansu energii
wyznaczamy szukana maksymalna wartosé v,

& &

3V 8-

Uz max =
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319. Napiecie powierzchniowe jest energia, ktéra trzeba
dostarczy¢ czasteczkom, aby je przeprowadzié¢ z glebi
cieczy na powierzchnie. Zakladamy przy tym, ze czasteczki
oddziatuja tylko ze swoimi najblizszymi sasiadami, czyli
powyzsza zmiana energii dotyczy tylko jednoczasteczkowej
warstwy powierzchniowej. Rozsadnie jest przyjaé,
ze calkowite oderwanie czasteczki od pozostalych (przejscie
w pare) wymaga dwa razy wiekszej energii, tzn. 2¢ na
jednostke powierzchni takiej warstwy. Z drugiej strony,
iloczyn ciepta parowania r przez gestosé p jest energia
niezbedna do odparowania jednostki objetoéci cieczy.
Dzielac te dwie wielkosci otrzymamy zatem grubosé u
warstwy jednoczasteczkowej

_ 20

=
Objeto$é¢ zajmowana przez jedna czasteczke wynosi
w przyblizeniu u®, a poniewaz objetoéé 1 mola jest réwna
M/p (gdzie M nalezy wyrazi¢ w kilogramach), wiec
otrzymujemy liczbe Avogadra dana wzorem

ML atr \P

e - R
Podstawienie wartosci liczbowych daje wynik
N =9,6-10%. Jest rzecza godna uwagi, ze tak proste
rachunki daja dobry rzad wielkoéci liczby Avogadra,
choé dokladne jej obliczenie wymagalo — jak wiadomo
z historii fizyki — trudnych pomiaréw. Odnotujmy przy
okazji, ze dla wody analogiczny rachunek bylby obarczony
znacznie wiekszym bledem, co przypuszczalnie ma zwiazek
z dipolowym charakterem jej czasteczek.



Patrz w niebo
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Rozwiazanie zadania M 965,
Zaldzmy, #e na poczatku n czesci bylo
zarodnietych chwastem. Zauwazmy, ze po
kazdym zarodnieciu jednej czesci pola
dhlugosé¢ brzegu zarodnietego obszaru
zmniejsza sie co najmniej o 2. Po
zarodnieciu calego pola dlugosé brzegu
obszaru zarodnietego zmniejszy sie co
najmniej o 2(49 — n). Na poczatku
diugosé ta wynosi co najwyzej 4n, cale
pole zag ma brzeg dlugosci 28. Wynika
stad, ze 4n — 2(49 — n) =

poczatkowe ,zachwaszczenie”, ktdre
prowadzi do kleski.

X X X X
* X
X X .S X
X
X X X e
X X
X x X X
Wrzesien

k4

Rozwigzanie zadania M 964.
Zauwazmy, ze kazdego roku laczna
dlugoéé brzegu obszaru zarosnietego
chwastem nie zwieksza sie. Na poczatku
diugosé ta jest nie wieksza niz 9 - 4 = 36,
cale pole zas ma brzeg diugosei 40.
Wynika stad teza zadania.

28, czyli n > 21.
Na rysunku przedstawione jest minimalne

Przestrzen miedzygalaktyczna to moze by¢ np. miejsce, z ktérego do
najblizszego atomu wodoru jest kilka metréw, a do najblizszej galaktyki kilka
megaparsekéw. To prawda, ale niekoniecznie. Gdzieniegdzie w tej przestrzeni,
a zwlaszeza dostownie miedzy galaktykami, sporo sie dzieje. Bardzo czesto
spotykana struktura jest tzw. most laczacy dwie galaktyki. Warto pamietaé, ze
odleglosci miedzygwiazdowe sa ogromne w poréwnaniu z rozmiarami gwiazd,
natomiast miedzygalaktyczne w poréwnaniu z rozmiarami galaktyk takie nie sa.
Inaczej méwiac, mala jest szansa zderzenia sie gwiazdy z gwiazda, natomiast
spora — galaktyki z galaktyka; a w kazdym razie bliskiego spotkania. W wyniku
takiego spotkania galaktyki moga wyrywac sobie ,fragmenty wlasnych cial”,
czyli strugi sktadajace sie z gwiazd i materii miedzygwiazdowej. Na zdjeciach
wyglada to np. tak, jakby dwie galaktyki taczylo jedno wspdlne ramie spiralne,
czesto przy tym nadmiernie dhugie i pokrecone.

Bywa tez, ze taki most miedzygalaktyczny jest prawie niewidoczny, a mimo

to jest obiektem stale aktywnym. Jest w Lwie tréjka galaktyk (M 65, M 66

i NGC 3628, lezaca w odlegloéci ponad 6 Mpc), znana jako Leo Triplet, przy
czym z NGC 3628 ciagnie sie gazowa struga dlugoéci 75 kpc, widoczna tylko na
zdjeciach z bardzo dluga ekspozycja. Wydaje sie, ze struga ta zostala z galaktyki
wyrwana 800 mln lat temu w wyniku bliskiego przejécia M 66. W strudze tej
wykryto przynajmniej cztery gwiazdowe zgeszczenia, a wlasnosci tych gwiazd
wskazuja na to, ze najmtodsze z nich maja zaledwie 12 mln lat. A wigc w tym
moécie miedzygalaktycznym tocza sie jakby normalnie procesy gwiazdotwoércze.

Cgzasami najtrudniej jest dostrzec co$ lezacego ,tuz na oczach”. Mianowicie
dopiero w 1973 r. odkryto gazowy most laczacy nasza Galaktyke z Oblokami
Magellana, ciagnacy sie jeszcze dalej poza nimi. Co prawda, nie wida¢ go
wprost, gdyz jest to struga wodorowa, dostrzegalna dopiero metodami
radioastronomicznymi (na fali 21 cm). Fragment tej strugi, znajdujacy sie
dalej od Galaktyki niz same Obloki Magellana, poprzedza je w ich ruchu
wokodl Galaktyki, a czes¢ blizsza zapewne z nia sie laczy. Struktura taka
dowodzitaby, ze w tym przypadku woddér pochodzitby z Oblokéw, a wyrwany
z nich zostal dzialaniem plywowych sil naszej Galaktyki. Wniosek ogélny: nawet
w przestrzeni miedzygalaktycznej préznia nie jest doskonala.

Tomasz KWAST

Wieczorami wysoko i nieco na poludniu widaé gwiazdozbiér Delfina.
Nieuzbrojone oko widzi w nim — powiedzmy — pie¢ gwiazd ukladajacych sie

w zarys malego latawca wyraznie wyodrebniajacego sie z tla gwiazd. Jego
najjasniejsze dwie gwiazdy nosza nazwy Sualocin i Rotanev — dziwaczne,
prawda? Totez cho¢ nazwy te pojawily si¢ w katalogu gwiazd z 1814 r., przez
kilkadziesiat lat nie bylo wiadomo, skad pochodza; zreszta moze niespecjalnie sie
tym interesowano. Wreszcie wydalo sie, ze jest to wspak napisane (w dodatku

w zlatynizowanej formie) imie 1 nazwisko Nicolausa Venatora, asystenta

G. Piazziego — znanego z odkrycia pierwszej planetoidy. Poza ta anegdotyczna
sprawa warto moze wiedzie¢, ze w Delfinie znajduje si¢ chyba najdalsza gromada
kulista naszej Galaktyki, NGC 7006. Jej odleglos¢ od centrum Galaktyki ocenia
si¢ na ponad 40 kpc, a wiec niemal jak Oblokéw Magellana. Sila rzeczy gromada
ta jest dos¢ slaba, ma 11,5 mag, i do jej ujrzenia potrzebny jest juz maly
teleskop.

Wenus praktycznie nie wida¢ wskutek bliskosci Stonica. Mars jest w Strzelcu
i wieczorem widaé go niezbyt dlugo, nisko nad poludniowo-zachodnim
horyzontem. Jowisz jest w BliZnietach a Saturn w Byku i planety te wschodza
okolo péinocy. Pelnia Ksiezyca wypada 2 IX, a néw 17 IX. Ksiezyc zakryje
Saturna 10 IX i Jowisza 12 IX. Pierwsze zakrycie bedzie widoczne tylko
z Hawajow i USA, drugie wprawdzie z Europy, w tym i z Polski, ale 1 tak
oba zakrycia nastapia podczas dnia. Zakry¢ jasnych gwiazd nie bedzie. Okolo
péinocy 22/23 IX nastapi réwnonoc, czyli poczatek jesieni.

T.K.
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DLACZEGO? (11/4)

Pytanie, DLACZEGO liczba azpso nie jest calkowita,
jest troche niewlasciwie postawione. Nie jest catkowita, bo
nie wida¢ powoddw, zeby byla. Obliczajac kolejne wyrazy
ciagu (an ), wykonujemy dzielenie, ktére weale nie musi
prowadzi¢ do liczby catkowitej. To, co naprawde wymaga
wyjasnienia, to DLACZEGO liczby a, sa calkowite dla
n < 2039. Oczywiscie, nie udowodnie tego bez liczenia,
pokaze jednak powody, dla ktérych catkowito$é wielu
wyrazdw ciagu (a,) nie powinna dziwié.

W celu doktadniejszego przeanalizowania procedury
obliczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,) wprowadZmy
pomocniczy ciag (S,) zdefiniowany wzorem
97 , 97 | 907 o7
Sn:(lg +a; +az +...+a, .
Woéwezas, wobec réwnosci an,+1 = %fl, ciag (Sn) mozemy
okresli¢é rekurencyjnie wzorami

80:13 8122, Isn-{-l‘—Sn“‘(Aj:) dlan:1?273:"'

Zaleznosc rekurencyjna moze byé zapisana w postaci

o s (an (%))

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Przypusdémy, ze liczby an
53 calkomte dla n < p. Kolejny wyraz obliczamy ze wzoru
apt1 = —P~ Chce wyjasnic DLACZEGO jest bardzo duza
szansa (ale tylko szansa!) na to, ze S, dzieli sie przez p.
Przyjrzyjmy sie wzorowi (7). Wynika z niego, ze jezeli
dla pewnego n < p liczba S, dzieli sie przez p, to Sn41

i wszystkie nastepne, az do S, takze dziela sie przez p.
Jesli zag S,, nie dzieli sie przez p, to czynnik n + (%?)96
przez p sie dzieli albo nie dzieli. Jest jednak pewna szansa,
ze sie dzieli, a wtedy ciag (Sn) ,lapie” podzielno$é przez p
i nie puszcza jej az do wykonania dzielenia przez p przy
obliczaniu apy1.

Jest tez druga, mniej widoczna, ale silniejsza przyczyna,
DLACZEGO S, lubi dzieli¢ sie przez p. Otéz jeéli dla
pewnego n < p mamy (%‘L)% = 1(mod p), to

96
S:1+1 :& n+(S_n) . 1 —
n+1 n mn n+1

il 1 S,
== (n+1)- e ?(modp]
96
skad wynika, ze takze (—n%) = 1(mod p).

96
W konsekwencji (S;T‘l‘) = 1(mod p), co daje

96
Soy Sp—1 Sp—1
8, = 2~ -1 fuct ik = et
P p—l(p +(p—l) ) e r

Widzimy wiec, ze jezeli (—S;:l)% = 1(mod p), to

0(mod p) .

96
(S::‘:; ) = 1(mod p) i mamy zagwarantowana podzielnoé
Sp przez p. Jesli natomiast (%)96 # 1(mod p), to moze

96 96
by¢ (ﬂ“TTll) # 1(mod p) lub (snf—‘_:l—l) = 1(mod p). Jest
pewna szansa, ze zajdzie ten drugi przypadek, co oznacza,
ze clag (S, ) zlapie gwarancje podzielnodci S, przez p.

Podsumowujac: sa dwa rodzaje przyczyn, dla ktérych S,
dzieli sie przez p:

(i) dla pewnego n < p liczba S, dzieli sie przez p,

(ii) dla pewnego n < p zachodzi (S—r})96 = 1{mod p).

Oczywiscie, te dwie przyczyny wzajemnie sie wykluczaja.
Jesli jednak dla pewnego n nie zachodzi zadna z nich,

to jest pewna szansa, ze przy n -+ 1 jedna z nich sie
objawi. Jesli wiec $ledzimy powstawanie ciagu (S,), to do
podzielnoéci S, przez p potrzeba, aby po drodze zaistniala
jedna z powyzszych przyczyn.

Jedli przyjmie sie zalozenie, ze wedle naszej wiedzy reszty
Sn(mod p) i %L(mod p) sa losowe, dopdki ciag Sy, nie
ztapie jednego z warunkéw (i) lub (ii), to mozna oczekiwaé,
ze na kazdym kroku prawdopodobieﬁstwo zlapania
warunku (i) jest rzedu 2 5> natomiast prawdopodobieristwo

zlapania warunku (ii) jest rzedu w Liczba
NWD(p—1, 96) to liczba reszt modulo p, ktérych 96-ta
potega jest jedynka modulo p.

Jesli wiec p — 1|96, to warunek (ST”)% = 1{mod p) jest
spelniony od samego poczatku (poza p = 2). To dowodzi
podzielnoéci S, przez p dla p = 3,5,7,13,17,97.

Przesledzmy w pewnych szczegdlnych przypadkach, jakie sa
nasze przewidywania.

Przypadek p = 11(mod 12). Wtedy NWD(p — 1, 96) = 2

1 oczekujemy, ze na kazdym kroku ciag (S,) lapie

warunek (i) z prawdopodobienistwem rzedu i 1 warunek (ii)
z prawdopodobieristwem rzedu %, co daje razem
prawdopodobiefistwo rzedu S (interesuja nas duze p

i liczymy tylko rzad wielkoéci prawdopodobieristwa).

Nasze przewidywania:

1) warunek (ii) zajdzie okolo 2 razy czesciej niz (i),

2) na zajscie ktéregokolwiek z tych warunkéw trzeba
czekac srednio okolo % krokéw,

3) S, dzieli sie przez p z prawdopodobienstwem rzedu
1-(1- g)” ~l—e %095

Podobnie w przypadku gdy p = 5(mod 24), czyli gdy
NWD(p — 1, 96) = 4, przewidujemy prawdopodobienstwo
podzielnoéci S, przez p rzedu 1 — e ° ~ 0,993. Jakkolwiek
z uwagl na przyjete uproszczenia nasze przewidywania

nie sa dokladne iloéciowo, to jako$ciowo daja dobry obraz
zachowania ciagéw (a,) i (S, ). Oczekujemy, ze podzielnodé
Sy przez p dla liczb pierwszych p = 11(mod 12) zajdzie

w 95%, a dla innych liczb pierwszych bedzie jeszcze lepiej.

Skoro podzielno$é S, przez p jest prawie (ale tylko prawie!)
pewna, nie powinno dziwié¢, ze wyrazy ciagu (a.) sa

przez dlugi czas catkowite. Nie przeprowadzamy analizy
podzielnoéci przez liczby zlozone, nietrudno jednak
uwierzyé, ze dochodza wéwezas do glosu podobne zjawiska.

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wrdblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Zadania IT i III
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przedstawimy
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Dodatek Olimpijski

Zadania 1 stopnia
Olimpiady Astronomicznej, Matematycznej i Fizycznej
2001 /2002

XLV OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2001/2002

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (pierwsza seria)

1. Zalogowy statek kosmiczny zostal wprowadzony

na kolowa orbite wokol Ziemi w odleglosci h = 500 km
od jej powierzchni. Nastepnie zwiekszono wartosé
chwilowego wektora predkosci wprowadzajac statek
na orbite eliptyczna. Stwierdzono, ze w aparacie
fotograficznym o ogniskowej f = 24 mm obraz Ziemi
w najwiekszym oddaleniu statku od Ziemi miedci sie
dokladnie na klatce filmowej o wymiarach a = 36 mm,
b = 24 mm.

Przedstaw na schematycznym rysunku wzajemne
usytuowanie obydwu orbit. Jaki mimosréd miala nowa
orbita statku? Jak zmienil sie okres obiegu statku

w poréwnaniu z okresem obiegu na pierwszej orbicie?
Jakie byly minimalne i maksymalne odlegloéei statku
od powierzchni Ziemi na drugiej orbicie?

Zaléz, ze Ziemia jest kula o promieniu 6400 km.

2. Oszacuj, czy golym okiem mozna dostrzec gwiazde ciagu
gléwnego typu widmowego:

a) B0 — odlegla od nas o 2000 lat swietlnych,

b) A0 - odlegla o 1000 lat swietlnych,

c) G2 — odlegla o 4 lata $wietlne,
d) M5 — odlegls o 4 lata $wietlne.
Pozostale potrzebne dane znajdZ samodzielnie.

3. Podczas obserwacji jednego z zakry¢ Jowisza

przez Ksiezyc obserwator odnotowal czas pomiedzy

I i II kontaktem wynoszacy 56 sekund. Przez I kontakt
rozumiemy pierwsze zetkniecie obu tarcz, przez 1T kontakt
— koniec widocznodel tarczy planety. Wspéhrzedne
rownikowe (rektascensja, deklinacja) Ksigzyca dla miejsca
obserwacji pét godziny przez I kontaktem (o, d;) i pol
godziny po I kontakcie (a2, d2) byly nastepujace:

a1 = 6748™4537°, §; = +22°57'12,1”,

a2 = 6°51™29,54°, &, = +22°5327,7".

Przyjmujac upraszczajaco, ze zakrycie bylo centralne,
oblicz odlegloéé Jowisza od Ziemi. Promien réwnikowy
Jowisza ry = 7,14 - 10" m.

4. Zwigzle opisz wyniki ostatnich badan Stonca, powolujac
sie na literature, z ktérej korzystales.
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Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawieraé:
dane dotyczqce przyrzadéw uiytych do obserwacyi

i pomiardw, opis metody i programu obserwacyi,
standardowe dane dotyczqce przeprowadzonej obserwacyi
(m.in. date, czas, wspélrzedne geograficzne, warunki
atmosferyezne), wyniki obserwacyi i ich opracowanie oraz
ocene dokladnodci uzyskanych rezultatéw. W przypadku

zastosowania metody fotograficznej nalezy dolaezyé negatyw.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy
nadestaé wraz z rozwigzaniami drugiej serii zadari zawoddéw
I stopnia — do dnia 19 listopada 2001 r.

ZADANIA OBSERWACYJNE

1. Zaproponuj metode wyznaczenia lokalnego poludnika
w swojej miejscowosci, a nastepnie postugujac sie tym
potudnikiem wyznacz 5 momentéw gérowania Storica

w kilkudniowych odstepach.

2. Dysponujac odpowiednim teleskopem dokonaj proby
zaobserwowania Czerwonej Plamy na Jowiszu. Okresl
z mozliwie duza dokladnodcia jej:

a) polozenie na tarczy Jowisza,

b) rozmiary,

c) okresy widocznosci zwiazane z obrotem Jowisza.

Do wynikéw obserwacji dolacz samodzielnie wykonane
rysunki wygladu tarczy Jowisza podczas obserwacji.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
réwniez nadesta¢ opracowane wyniki wlasnych obserwacji
prowadzonych w ostatnich dwoch latach, a w szezegdlnosei
obserwacji zakrycia Saturna przez Ksiezyc 3/4.11.br.

INFORMACJE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla
uczniéw szkot srednich.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwigzywanie zadan
zawodow 11 stopnia i 111 stopnia odbywa sie w warunkach
kontrolowanej samodzielnosei.

3. W pierwszej serii zadan zawoddéw I stopnia nalezy
nadesta¢, do 15 pazdziernika 2001 r., rozwiazania

3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd
zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktorzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do konca pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan.

5. Rozwigzanie zadania obserwacyjnego nalezy

przesta¢ wraz z rozwiazaniami zadan drugiej serii
zawoddow I stopnia, do 19 listopada br. Decyduje data
stempla pocztowego. Nadestanie rozwigzania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego
udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby
zadan z danego zestawu, do klasyfikacji zaliczane beda
rozwigzania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii 1 jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestaé
za posrednictwem szkoly pod adresem: KOMITET
GEOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ,
Planetarium Slaskie, 41-500 Chorzéw,

skr. poczt. 10, w terminach podanych w p. 31 5.
Decyduje data stempla pocztowego.

REGULAMINOWE

8. Rozwiazania zadan powinny byé krétkie i zwiezle, ale

z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych, nalezy podaé ich
zroédlo. Jako dane traktuje si¢ réwniez podrecznikowe state
astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac¢ na
oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz
oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.)
nalezy podpisac¢ imieniem i nazwiskiem. W nagléwku
zadania o najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo:
rok 1 miejsce urodzenia, pelng nazwe szkoly, jej adres, klase
i jej profil oraz adres prywatny (z kodami pocztowymi).

10. O uprawnieniach laureatéw i finalistéw decyduja
senaty wyzszych uczelni. Wérdd nagréd znajduja sie
teleskopy.

ZALECANA LITERATURA:

e obowiazujace w szkotach srednich podreczniki do
przedmiotéw Scistych;

e H. Chrupala, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych; Zadania olimpiad astronomicznych
XXVI-XXXV (w dwbch czesciach);

e H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania

z astronomit z rozuwigzaniami;

J.M. Kreiner, Astronomia z astrof izykg;

D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;

J. Mietelski, Astronomia w geograf ii;

E. Rybka, Astronomia ogdlna;

Stounik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

atlas nieba;

obrotowa mapa nieba;

czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,

Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.
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LIII OLIMPIADA MATEMATYCZNA

6 ZADANIA KONKURSOWE ZAWODOW I STOPNIA

I SERIA

1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych réwnanie
lz| — |z + 2|+ |c+ 4] — |z + 6]+ ... — |z +998] =
=|lz+1=|z+3|+|z+5|-|z+7]+..—|z+999|

2. Na bokach AB i AC tréjkata ABC' zbudowano,
po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE

i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami
odcinkéw DG i EF. Wyznaczy¢ mozliwe wartosci
wyrazenia M N: BC.

3. Wykazac, ze liczba

1all
S22
n=A0 2n

jest podzielna przez 22101,

4. Dowies¢, ze wykres wielomianu W (z) stopnia
wiekszego od 1 ma 0§ symetrii wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja takie wielomiany F(z) i G(z), ze
W(x) = F(G(z)), przy czym G(z) jest stopnia 2.

II SERIA

5. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej k&
istnieje taka liczba naturalna m, ze kazda z liczb
m,2m, 3m, ..., m? w rozwinieciu dwéjkowym ma

dokladnie k jedynek.

6. Okrag dzieli kazdy bok rombu na 3 odcinki.
Malujemy otrzymane odcinki kolejno na czerwono,
zielono i bialo, zaczynajac od wierzchotka rombu

1 poruszajac si¢ po jego obwodzie w ustalonym
kierunku. Wykazaé, ze suma dlugosci odcinkéw
czerwonych jest réwna sumie dlugosci odcinkow
bialych.

7. W grupie n > 3 0s6b kazda ma parzysta (by¢ moze
zerowa) liczbe znajomych. Dowiesé, ze istnieja trzy
osoby majace te sama liczbe znajomych.

Uwaga: Zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego
do grona swoich znajomych, oraz ze osoba A zna osobe
B wtedy i tylko wtedy, gdy B zna A.

8. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Dowies¢,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba S(2n? + 3)
nie jest kwadratem liczby caltkowitej.

ITI SERIA

9. Plaszczyzna przecina krawedzie boczne
graniastostupa prawidlowego szesciokatnego tworzac
w przekroju szesciokat wypuktly Dy Do D3 Dy DsDg.
Niech d; (1 < i < 6) bedzie odlegloécia punktu D;
od plaszezyzny ustalonej podstawy graniastoslupa.
Dowiesé, ze

e+ =d+dl+dl.

10. Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym
polu lezy kamieri. Wykonujemy nastepujace ruchy:
jezeli na pierwszym i trzecim z trzech kolejnych pol
lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy kamien,
to mozemy oba te kamienie przelozy¢ na drugie z tych
pol (niezaleznie od tego, czy jakis kamien lezy na

érodkowym polu, i czy ruch oprézni jakiekolwiek pole).

Rozstrzygnaé, czy mozna wykonujac takie ruchy
przetozyé wszystkie kamienie na jedno pole.

11. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym < B > € C.
Punkt D lezy na odcinku BC' i spelnia rownosé
< DAC = % (¢ B—«C). Okrag styczny w punkcie A
do prostej AC i przechodzacy przez punkt D przecina
prosta AB w punkcie P # A. Dowies¢, ze

B 7B

At T DL
12. W niemalejacym ciagu ay, as, as, . .. wszystkie
wyrazy sa liczbami caltkowitymi dodatnimi, a ponadto
dla kazdego k dokladnie k wyrazéw jest réwnych k.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze postaci

0 o £ e e T

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé pod adresemn komitetu
okregowego Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdiniej dnia
10 pazdziernika 2001 r. — I seria
12 listopada 2001 r. — II seria
10 grudnia 2001 r. — III seria

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péZniejszym nie bedg rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/ olimp/



6 ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojewddztwa pomorskiego:

KOOM - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdafsku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojew6dztwa $laskiego:

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojewddztwa malopolskiego:

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagielloniskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Dla wojewédztwa lubelskiego i podkarpackiego:

KOOM - Oddziat Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1, pok. 223,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa l6dzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki Uniwersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

Dla wojew6dztwa wielkopolskiego:
KOOM - Instytut Geologii Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Makéw Polnych 16, 61-606 Poznan.

Dla wojew6dztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warmifisko-mazurskiego:

KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12 /18, 87-100 Torux.
Dla wojewdédztwa mazowieckiego i podlaskiego:

KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewédztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-goldapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. §wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdanisku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdaiisk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warmifisko-mazurskie
z wylaczeniem powiatéw: ketrzynskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Boleslawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéow:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. matopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dz (woj. l6dzkie).

KOOFw Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudzigdzka 5, 87-100 Torufi (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroclawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).

iv
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LI OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyla¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej
w terminach: czesé I — do 25 pazdziernika br., czeic II — do 20 listopada br. O kwalifikacji do
zawodéw II stopnia bedzie decydowac suma punktéw uzyskanych za rozwigzania zadan czesci I 1 ILL

Szczegoly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu
rozestanych do szké! érednich oraz na stronie internetowej http://www.kgof.edu.pl.

CZESC 1 (termin wysylania rozwiazan — 25 pazdziernika 2001 r.)

Uwaga: Rozwiazania zadan nalezy zamiesci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracjg. Wszystkie strony pracy powinny by¢ ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé

nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko i imi¢ nauczyciela fizyki.

Podaj lub wybierz i krétko uzasadnij prawidlows odpowiedz
(za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 4 punkty).

1. Znajac kat, pod jakim widaé¢ z Ziemi tarcze Stonca
(@ =1,2-1072 rad), promiet Ziemi (Rz = 6400 km),
przyspieszenie ziemskie (g = 9,8 m/s?), oraz
przyjmujac, ze rok ma w przyblizeniu T'= 3,2 - 107 s,
oblicz stosunek drednich gestodci Ziemi i Slonca.

2. Wyjasnij, dlaczego temperatura w kabinie
samochodu pozostawionego na otwartym placu

w letni sloneczny dzien, jest wyzsza niz temperatura
w bagazniku.

3. Na poziomym precie obracajacym sie ze stalg
predkoscia katowa wokdl wlasnej osi osadzono cialo
(wahadlo), ktére moze si¢ obraca¢ wokot preta

(rys. 1). Moment sil tarcia miedzy cialem a pretem
jest mniejszy od maksymalnego momentu sity ciezkosci
ciala. Wahadlo ma zatem polozenie réwnowagi,

w ktérym jest odchylone od pionu. Okresl, jaki rodzaj
drgan bedzie wykonywalo wahadlo, jesli odchylimy je
od tego polozenia réwnowagi o pewien niewielki kat

i puscimy swobodnie. Czy beda to wahania:

(a) o stalej amplitudzie,
(b) gasnace,
(c¢) samowzbudne (to znaczy o rosnacej amplitudzie).

Podaj odpowiedz dla kazdego z ponizszych
przypadkow:

1. moment sil tarcia jest
niezalezny od predkosci
poslizgu,

2. moment sil tarcia roénie
ze wzrostem predkosci
poslizgu,

3. moment sil tarcia maleje
ze wzrostem predkosci
poslizgu.

Rys. 1

4. Dziecko weciaga sanki o ciezarze G po stoku. Stok
tworzy kat a z poziomem (rys. 2), a sanki poruszaja
sie ruchem jednostajnym. Pod jakim katem (3 do
powierzchni stoku dziecko powinno ciagnaé sznur
przymocowany do sanek, aby przylozona sila F' byla
najmniejsza? Jaka jest woéwczas wielkosé przylozonej

silty? Wspblezynnik tarcia pomiedzy plozami sanek
a powierzchnia stoku wynosi p.

Rys. 2

5. Na jaka maksymalng wysokos¢ sa wyrzucane
krople wody z kél roweru jadacego po mokrej szosie?
Srednica k6l roweru wynosi R = 65 cm, predkosé
roweru — V = 6 m/s, a przyspieszenie ziemskie —
g=9,8 m/s?

6. Na podstawce znajduje sie N metalowych zaciskow.
Kazde dwa z tych zaciskéw polaczono opornikiem

o oporze R. Znajdz opér zastepczy pomiedzy dwoma
dowolnymi zaciskami.

7. W doswiadczeniu Lloyda promienie swietlne
biegnace bezposrednio od Zrédla interferuja
z promieniami odbitymi od powierzchni zwierciadta
(patrz rysunek 3).

E

zwierciadlo

iE

Rys. 3
W rezultacie na ekranie E obserwuje si¢ prazki
interferencyjne. W doswiadczeniu uzyto $wiatta
monochromatycznego o dlugosci fali A. Odleglosé¢
zrodla od ekranu wynosila L = 1 m, a odleglosé zradla
od plaszezyzny zwierciadla wynosila d. Odleglogé
pomiedzy kolejnymi prazkami wynosita poczatkowo
Az = 0.5 mm, a po oddaleniu zrédla od zwierciadta
o dodatkowe dy = 0,6 mm zmniejszyla sig N = 1.5
raza. Oblicz dlugoscé fali swiatta . Zaldz, ze d < L.



8. Rozpatrzmy uklad zlozony ze sprezynki o stalej
sprezystosci K, wiotkiej gumki o tej samej stalej
sprezystoéci K oraz malej kulki o masie M (rys. 4).

Sy S

Poczatkowo kulka znajduje si¢ w polozeniu réwnowagi.
Przesuniecie kulki w lewo prowadzi do wydluzenia
gumki i powstania sily, ktéra w zakresie malych
wychylen kulki spelnia prawo Hooke’a. Podczas
przesuniecia kulki w prawo, gumka nie wywiera zadnej
sily na kulke. ZnajdZ okres drgan w przypadku malych
wychylen z polozenia réwnowagi wzdluz osi ukladu.
Zaniedbaj tarcie kulki o podloze.

Rys. 4

9. Fragment kanalu przechodzacy nad szosg jest
podparty na przestach mostowych. Kanalem
przepltywa powoli barka. Wytrzymalosé przeset mostu
wynosi 2000 t, a cigzar pustej barki wynosi 500 t.
Obciazenie obliczone zanim na moscie pojawila

si¢ barka wyniosto 1000 t. Jaki jest maksymalny
ciezar tadunku, ktéry mozna przewiezé tg barka nie
doprowadzajac do uszkodzenia przesel mostu?

10. Nad rozlegla, pozioma, jednorodnie naladowana
plaszczyzna lewituje w polu grawitacyjnym mala
naladowana kulka. Uklad jest izolowany od ziemskiego
pola magnetycznego. Czy po lekkim pchnieciu kulki

w kierunku ukosnym tor jej ruchu bedzie miat

w przyblizeniu ksztalt:

(a) prostej,

(b) paraboli,

(c) okregu,

(d) tuku okregu ponizej poziomu réwnowagi,
a paraboli — powyzej,

(e) sinusoidy?

11. Doskonale czarna kula o promieniu 2 cm jest
stale ogrzewana od wewnatrz. Jej temperatura
wynosi 2000 K. Obok znajduje si¢ druga doskonale
czarna kula o promieniu 1 cm. Odleglodé¢ pomiedzy
srodkami kul wynosi 25 cm. Poczatkowo temperatura
mniejszej kuli wynosita 4 K. Caly ten uklad znajduje
sie w prozni i jest izolowany od zewnetrznych zrodet
promieniowania.

vi

Temperatura drugiej kuli osiaga po dlugim czasie
w przyblizeniu wartosé:

(a) 2000 K,
(b) 1000 K,
(c) 500 K,
(d) 400 K,
(e) 4 K.

12. Jednorodna kulka o objetosci V plywa na granicy
dwoch niemieszajacych sie cieczy (rys. 5).

Rys. 5

Ciezar wlasciwy jednej z cieczy wynosi 1, a drugiej
Y2, natomiast ciezar wlasciwy materialu, z ktérego
wykonana jest kulka, wynosi « i spelnia relacje

71 < 7 < ¥e. Jaka cze$é objetosci kuli znajduje sie
w gérnej, a jaka w dolnej cieczy? Co sig¢ dzieje, gdy
Y=y gl

13. Plaskoréwnolegla plytke szklang rozcieto tak, jak
pokazano na rysunku 6.

Rys. 6

Utworzono wiec dwie soczewki, z ktérych jedna
jest plasko—wypukla, a druga plasko-wklesta.
Nastepnie obie soczewki rozsunieto. Jaki bedzie
dalszy bieg przedstawionej na rysunku wigzki
promieni rownoleglych padajacych wzdtuz osi
ukladu? Przedyskutuj bieg promieni w zaleznosci
od rozsuniecia soczewek.



14. Skala barometru rteciowego zostala wykonana
z mosiadzu. Barometr zostal wyskalowany

w temperaturze 0°C. Wspélezynnik liniowej
rozszerzalnoéci mosiadzu wynosi A = 1,9-1075 K1,
zas wspolczynnik objetosciowej rozszerzalnosci
rteci wynosi a = 1,7-10~* K~!. W temperaturze
18°C dokonano pomiaru ci$nienia atmosferycznego.
Wysokos¢ stupka rteci wyniosta 760 mm.

Co pokazywalby ten barometr, przy tym samym
ci$nieniu atmosferycznym, gdyby temperatura
otoczenia wynosila 0°C?

15. Rozklad pradéw w ukladzie przewodnikéw
elektrycznych pokazano na rysunku 7a. Przecinajac
przewody AB oraz BC w obwdd wlaczono dwa Zrédia
sily elektromotorycznej & 1 £. Stwierdzono, ze
woéwczas plynie prad z A do D, natomiast nie plynie
prad na odcinkach AB oraz BC (rys. Tb). Jakie byly
zwroty sil elektromotorycznych &; i €57

a) plus od strony A i C?
b) plus od strony A i B?
¢) plus od strony B i C?
d) oba plusy od strony B?

Rys. 7

CZESC 1II (termin wysylania rozwiazan — 20 listopada 2001 )

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiesci¢ nazwisko i imig oraz adres autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly i klas¢ oraz nazwisko i imie nauczyciela f izyki. Do pracy

nalezy dolaczyc koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. Na powierzchni szklanej kuli znajduja sie pajak

i mucha. Wspélczynnik zalamania szkla, z ktérego
wykonana jest kula, wynosi n = /2. W ktérym
miejscu na powierzchni tej kuli powinna siedzieé
mucha, aby byla niewidoczna dla pajaka? Zaléz, ze
promien kuli jest znacznie wiekszy od rozmiaréw
muchy i pajaka. Pomin odbicia swiatla wewnatrz kuli.

T2. Rozwazmy uklad skladajacy sie z trzech
réwnoleglych, doskonale przewodzacych plytek

o powierzchni S kazda. Przestrzen pomiedzy

jedna ze skrajnych plytek a plytka srodkows jest
wypelniona materiatem o stalej dielektrycznej e; oraz
oporze wlasciwym p;, a przestrzen pomiedzy druga

ze skrajnych plytek a plytka srodkowa jest wypelniona
materialem o stalej dielektrycznej €3 i oporze

wladciwym pa2. Do zewnetrznych plytek zostalo
przylozone napiecie U. Znajdz wartosé tadunku
elektrycznego, jaki ustali sie na érodkowej plytce po
diugim czasie od przylozenia napiecia.

T3. Nietoperz leci wzdluz prostej prostopadlej

do dwdch pionowych przeciwleglych $cian jaskini.
W czasie lotu wysyta on do przodu i do tyhu fale
dzwiekowe o czestotliwoscei v. Fale te ulegaja
wielokrotnym odbiciom od &cian jaskini i docieraja
do uszu nietoperza. Ile réznych czestotliwosci styszy
nietoperz? Oblicz te czestotliwosei zakladajac,

ze predkosé nietoperza wynosi v,,, a predkosé
rozchodzenia si¢ dzwigku w powietrzu jest réwna vq,
oraz ze v, < v4.
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ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przeslaé nalezy rozwiazania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadafi doswiadczalnych.

Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Masz do dyspozycji:

e surowe ziemniaki, éwieze jablka, $wieze buraki,
e kawalki drutu miedzianego,

e oczyszezone gwozdzie stalowe,

e mikroamperomierz z kabelkami polaczeniowymi,
e baterie plaska o nominalnym napieciu 4,5 V.

1. Wyznacz wartosé sily elektromotorycznej ogniwa
zlozonego 7 ziemniaka z wbitymi w niego: kawatkiem
drucika miedzianego oraz gwozdziem stalowym,

z dokladnoscia nie gorsza niz 5%. Zaldz, ze sila
elektromotoryczna nowej baterii plaskiej réwna

jest 4,8 V.

2. Wykorzystujac dodatkowo kawatki jablka i buraka,
poréwnaj sile elektromotoryczna ogniwa z ziemniaka
7 sita elektromotoryczna ogniwa z jablka oraz z sila
elektromotoryczna ogniwa z buraka. Czy widzisz jakas
prawidlowosc?

3. Przedyskutuj przyczyny wplywajace na doktadnosé
Twojego pomiaru i na tej podstawie okresl niepewnosé
wyznaczonej wartodci sity elektromotorycznej.

Vil

D2. Masz do dyspozycji:

e prostopadlodcian styropianowy o wymiarach okoto
2 ¢cm % 2 em x 10 cm i o znanej masie,

o pudetko jednakowych, metalowych spinaczy
biurowych,

e linijke,

e przezroczyste naczynie z woda o glebokosci
nie mniejszej niz 10 cm,

e papier milimetrowy.

1. Wyznacz warto$é napigcia powierzchniowego
na styku wody i styropianu.

2. Zaproponuj taka metode pomiarowa, ktéra umozliwi
Ci przedstawienie wynikéw w postaci wykresu, na
ktérym bedziesz mogt dopasowaé prostg do danych
doswiadczalnych.

UWAGA! Mase prostopadloscianu styropianowego
mozesz wyznaczy¢ uzywajac wagi laboratoryjnej

ze szkolnej pracowni fizycznej lub chemicznej. Wartosé
gestodel wody 1 przyspieszenia ziemskiego mozesz
wziaé z tablic.

D3. Masz do dyspozycji:

e tasme papierowa o wymiarach 297 mm x 50 mm,
e stlomke do picia napojow,

e plasteling,

e tasme samoprzylepna,

e linijke,

o katomierz,

e papier milimetrowy,

e stoper.

1. Zbuduj wahadlo skretne z tasmy papierowej
obciazonej stomka i plasteling.

2. Dla kilku dlugoéci tadmy wyznacz doswiadczalnie
zaleznoéé¢ okresu wahan skretnych T' takiego wahadla
od amplitudy jego wychylenia katowego. Przedstaw
wyniki w postaci wykresu.

3. Sprawdz, ze dla matych amplitud wychylen
spelniona jest zalezno$é T2 = kL, gdzie L jest
dhugoécia papierowej tasmy. Wyznacz wartosé
wspolczynnika proporcjonalnosci k. Od czego zalezy
jego wartosc¢?



