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Jak rozpoznaé chaos?
Krzysztof BARANSKI

Stowo chaos stalo sie ostatnio niezwykle modne w literaturze
popularnonaukowej. Czesto mozna uslysze¢ o matematyce chaosu,

chaosie deterministycznym, ukladach chaotycznych itd. Chaos kojarzy sie

z nieuporzadkowaniem, balaganem. Czy tak jest réwniez w matematyce? Co to
znaczy, ze jakis uklad jest chaotyczny?

Zagadnieniem tym zajmuje sie galaz matematyki zwana teoria ukladow
dynamicznych. Dziedzina ta wyrosta na przelomie XIX i XX wieku z rozwazan
nad pewnymi problemami mechaniki i réwnan rozniczkowych i bada, najogdlniej
méwiac, ewolucje réznych ukladéw w czasie. Z matematycznego punktu
widzenia uktad dynamiczny (z czasem dyskretnym) to pewna przestrzen X wraz
z przeksztalceniem f: X — X. Poniewaz wartosci f leza w tej samej przestrzeni
co argumenty, mozemy rozpatrywac wielokrotne zlozenia tej funkcji. Oznaczmy
f" = fo---of. Takie zlozenie nazywamy n-tq iteracja przeksztatcenia f.

N, s’

n razy

Wygodnie jest przyja¢ f°(z) = x. Trajektorig lub orbitq punktu z nazywamy
zbi6r {f™(x)}n>0- Interesuja nas graniczne zachowania trajektorii punktéw
przestrzeni X, czyli co dzieje si¢ z punktami, gdy iterujemy przeksztalcenie f
bardzo wiele razy.

Zobaczmy na prostym przykladzie, jaki uklad mozemy nazwaé¢ chaotycznym.
Niech na plaszczyznie S bedzie okregiem o $rodku w poczatku ukladu
wspoélrzednych i promieniu 1. Kazdy punkt o € S jest jednoznacznie okreslony
przez swoja katowa wspdlrzedna w ukladzie biegunowym, czyli przez
zorientowany kat «, ktéry tworzy o§ OX z odcinkiem laczacym poczatek

uktadu z punktem z. Okreslmy przeksztalcenie f : S — S, przyporzadkowujac
punktowi o kacie o punkt o kacie 2a (pamietajmy, ze utozsamiamy katy rézniagce
sie o wielokrotnosé 2m). Pozornie wydaje sie, ze nasze przeksztalcenie jest

tak proste i regularne, iz nie ma tu mowy o zadnym chaosie. Céz moze byé
latwiejszego od mnozenia przez 27 A jednak...

Bedziemy iterowa¢ nasza funkcje. Wyobrazmy sobie, ze co sekunde stosujemy
przeksztalcenie f i patrzymy, co stanie sie z réznymi punktami po dhugim
czasie. Spéjrzmy najpierw na dwa punkty lezace bardzo blisko siebie (odleglosé
miedzy punktami z § wygodnie jest mierzy¢ przez dlugos¢ krétszego tuku
miedzy tymi punktami). Zalézmy, ze odleglo$¢ ta jest bardzo mala, np. réwna
£ = 0,000 000 000001, czyli tyle co nic. Jak zmieni sie ona po jakims$ czasie?
Latwo sprawdzi¢, ze po kazdej z poczatkowych iteracji f odleglo$¢ miedzy
bliskimi punktami wzrasta dwa razy. Po pierwszej sekundzie mamy wiec

g7 = 0,000000 000002 — w dalszym ciagu tyle co nic. Ale juz po 15 sekundach
mamy &5 = 0,00000003..., po 30 sekundach g3 = 0,001..., a po 40
sekundach ta odleglo$¢ jest juz réwna e49 = 1,099... Widzimy, ze trajektorie
naszych punktéw rozbiegly sie niezmiernie szybko. Co wiecej, gdy nadal
bedziemy iterowa¢ funkcje f, to losy tych punktéw moga by¢ zupelnie rézne.
Jeden z nich moze, na przyklad, wpas¢ w punkt o wspoélrzednej katowej 0 i tam
pozostaé¢, bo jest to punkt staly przeksztalcenia f. Drugi za$ moze biega¢ po
okregu S i nigdy nie wraca¢ do wezesniejszych polozen, a jego trajektoria moze
nawet by¢ gesta w S, to znaczy odwiedza¢ kazdy niepusty otwarty tuk w 5.

Widaé stad, ze trajektorie dwéch dowolnie bliskich punktéw z S zawsze
oddalaja sie od siebie po pewnym czasie. Ta wlasnos$¢, zwana w teorii

ukladéw dynamicznych wrazliwosciq na warunki poczatkowe, jest

jedna z charakterystycznych cech chaosu. Bardzo to niewygodne dla
eksperymentatoréw — pomiar zawsze jest obciazony pewnym bledem, wiec

w ukladzie chaotycznym nie mozna przewidziec, co stanie sie z danym punktem
po bardzo dlugim czasie. Najlepszym przykladem jest tu prognoza pogody.
Mozna niezle przewidzie¢ pogode na jeden, dwa lub trzy dni naprzdd, ale nie

na miesiac! Prognozy podawane w srodkach masowego przekazu, takie jak ,,Zima
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bedzie w tym roku mrozna, ale bez éniegu, styczen bedzie cieply, a luty zimny”
to czysta statystyka. No wlasdnie, statystyka, prawdopodobienstwo. .. Tam
réwniez wystepuje pewien rodzaj chaosu wynikajacy z nieprzewidywalnosci.

Nie wiemy, za ktorym razem wypadnie orzel przy wielokrotnym rzucie moneta,
choé¢ wiemy, ze érednio bedzie to polowa razy. Ale to jest inny rodzaj chaosu, tak
zwany chaos stochastyczny, niedeterministyczny. Natomiast chaos w uktadach
dynamicznych to chaos deterministyczny — wzoér naszej funkcji jest Scisle
okreslony, mozemy dokladnie wyliczy¢, co stanie sie po paru poczatkowych
iteracjach przeksztalcenia. Trudnos¢ polega na tym, ze przy duzej liczbie iteracji
iloé¢ obliczen rosnie wykladniczo i zaden komputer nie da sobie z tym rady.

Popatrzmy na przyktad, jak komputer radzi sobie z iterowaniem naszego
przeksztalcenia, czyli mnozeniem kata przez dwa. Wspdélczesne maszyny
postuguja sie z reguly arytmetyka dwéjkowa — liczby reprezentowane sa jako
ciagi zer i jedynek o pewnej okreslonej dlugoéci. Mnozenie przez 2 liczby

w ukladzie dwéjkowym to po prostu przesuniecie wszystkich cyfr jej rozwiniecia
0 jedno miejsce w lewo. Ale poniewaz komputerowa reprezentacja liczby ma
skonczona dlugosé, to ciag tych cyfr obcina sie na pewnym miejscu i dopisuje
zera. Zatem po pewnej liczbie iteracji naszego przeksztalcenia (zaleznej od
dokladnosci reprezentacji) okaze sie, ze wszystkie punkty wpadly w punkt

o wspolrzednej 0 — oczywisty absurd. Ten przyklad, mimo pewnych uproszczen
(komputerowe reprezentacje liczb moga by¢ bardziej wyrafinowane) pokazuje,
ze istnieja zasadnicze ograniczenia przy komputerowym modelowaniu ukladéw
chaotycznych. Zeby jeszcze wszyscy naukowcy o tym pamietali. . .

Wréémy do naszego przykladu. Kolejna cecha chaosu, o ktérej juz
wspomnieliSmy, jest istnienie gestych trajektorii. Jak wykazac, ze istnieje

punkt z S, ktérego trajektoria odwiedza kazdy niepusty otwarty tuk okregu?
Najlatwiej zrobi¢ to za pomoca kodowania. Oznaczmy gérna polowe okregu
(wraz z punktem o wspélrzednej katowej 0) przez G, a dolna (wraz z punktem
o wspolrzednej katowej m) przez D. Kazdemu punktowi x na okregu mozemy
teraz przyporzadkowaé ciag a,(z), n =0,1,... zlozony z zer i jedynek, kladac
a, =0, gdy f*(z) e Gia, =1, gdy f*(z) € D. Jest to wlasnie nasze kodowanie.
Latwo sprawdzic, ze dwa rézne punkty po pewnej liczbie iteracji f wpadna

w dwie rézne poléwki okregu, wiec kodowanie to jest réznowartosciowe. Widac
tez, ze an(f(z)) = any1(x), czyli przeksztalcenie f przesuwa caty kod punktu

o jedno miejsce w lewo, obcinajac jego pierwsza cyfre. Ciagi zer i jedynek
kojarza sie z rozwinieciem dwéjkowym. .. Rzeczywiscie, jak tatwo sie przekonac,
nasze kodowanie to po prostu rozwiniecie dwéjkowe wspolrzednej katowej
punktu = podzielonej przez 27. Mozemy teraz znalez¢ punkt o gestej trajektorii.
Oznaczmy przez By, 1, ..., By, on wszystkie bloki (skonczone ciagi) dtugosci n
zlozone z zer i jedynek. Za,uwazmy, ze punkty o kodzle rozpoczynajacym sie od

B, i tworza tuk I, x C S o dlugosci 27/2™ oraz U I, = S. Spéjrzmy teraz na

punkt zg o kodzie
B1,1B12Bs1Bs2Bs3Bsy...By_19n1Bu1...Bpon By,

czyli na punkt, ktérego wspélrzedna katowa podzielona przez 27 ma wlasnie
takie rozwiniecie dwdjkowe. Poniewaz w kodzie punktu z¢ wystepuja wszystkie
mozliwe bloki oraz f przesuwa kody punktéw o jedno miejsce w lewo, trajektoria
punktu xy odwiedzi wszystkie tuki I, i, a wiec bedzie gesta w S. Mozna
wykazad, ze takich gestych trajektorii jest nieskorniczenie wiele, a nawet

ze wiekszo$¢ punktéw (Scislej: prawie wszystkie w sensie miary Lebesgue’a

na S) ma takie trajektorie. Wynika z tego, ze w S istnieje gesty zbiér punktéw
o gestych trajektoriach. Z drugiej strony, punkty o kodach, w ktérych jest
skoniczona ilo$¢ jedynek (czyli punkty, ktére po pewnej ilodci iteracji wpadna
w punkt o wspélrzednej katowej 0, majacy kod zlozony z samych zer), tez
tworza zbiér gesty w S. Ich trajektorie na pewno nie sa geste, bo sa skonczone.

Zauwazmy tez, ze biorac jakikolwiek nieskonczony ciag zlozony z zer i jedynek
(na przyklad uzyskany losowo przy wielokrotnym rzucie moneta), znajdziemy
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Uwaga! Zdanie obok nie jest calkowicie punkt w S, ktérego orbita odwiedza gérna i dolng poléwke okregu w takim
4cisle. Przy naszej definicji kodowania

istnieja pewne nieskorniczone ciagi zlozone
z zer i jedynek, ktdre nie sg kodami
zadnego punktu z S. Jakie to ciagi?

porzadku, jaki wyznacza ten ciag.

Trzecia cecha chaosu, o ktérej tu wspomnimy, dotyczy punktéw okresowych
przeksztalcenia f. Punkt okresowy o okresie p to punkt z, dla ktérego

fP(x) = z. Otéz cecha ukladu chaotycznego jest wystepowanie gestego zbioru
punktow okresowych i gestego zbioru punktow nieokresowych. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie tej wlasnosci w naszym przypadku. Okazuje si¢
przy tym, ze f ma punkty okresowe o wszystkich okresach, co réwniez jest
cecha uktadu chaotycznego. Z opisanych wyzej wlasnosci wynika niestabilnosé
naszego ukladu. Przy dowolnie malej zmianie punktu z S jego zachowanie pod
dzialaniem iteracji f moze drastycznie sie zmienié.

Widzimy wiec, ze nasz pozornie prosty uklad ma naprawde skomplikowane
wlasnosci. Wybierajac ,losowo” punkt z okregn, mamy male szanse
przewidzenia jego trajektorii. ..

i Zadania

R edaguje Lukasz WIECHECKI

Tym razem wszystko kreci sie wokél przeuroczego twierdzenia geometrycznego, ktorego
treé¢ zawarta jest w zadaniu M 963. Zadania M 961 i M 962 sa jego giermkami.

M 961. Dany jest czworokat wypukly ABCD oraz punkty K, L, M, N

polozone tak jak na rysunku 1, przy czym wiadomo, ze ?—Aki;;% = % = « oraz
ffﬂéi = Ii;} = [3. Udowodni¢, ze jesli P jest punktem przeciecia odcinkéw KL
: MP| _ . |KP| _
i MN, to Jgfl =ai l5l = 5.
Rozwiazanie na str. 13

c

M 962. Boki AB i C'D czworokata wypukltego ABC D podzielono na k réwnych
czeéci, a nastepnie odpowiadajace sobie punkty polaczono odcinkami (rys. 2).
Udowodnié, ze pola Si, ..., S, powstalych w ten sposéb czworokatéw tworza
ciag arytmetyczny.

Rozwiazanie na str. 13

M 963. Boki AB i CD czworokata ABC' D podzielono na m, a boki BC' i AD -
na n réwnych czedci, gdzie m i n sa liczbami nieparzystymi. Nastepnie polaczono
odcinkami odpowiadajace sobie punkty na przeciwlegtych bokach (rys. 3 dla

m = 3, n =15). Udowodni¢, ze pole srodkowego, powstalego czworokata jest mn
razy mniejsze niz pole czworokata ABCD.

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 553. Naczynie o objetoéci V polaczone jest z pompa tlokowa, w ktorej
objetoéé komory wynosi V' (rys. 4). Ile ruchéw tlokiem nalezy wykonaé, aby
ci$nienie w naczyniu zmniejszylo sie od p do p’. Ciénienie atmosferyczne
wynosi pg, zmiany temperatury mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 11

F 554. Do rurki barometru rteciowego dostat
sie pecherzyk powietrza, w wyniku czego przy
| ci$nieniu atmosferycznym pg i temperaturze Tj
V! ¢ Vv wysokos$¢ stupa rteci w rurce zmniejszyla si¢ do
T_ Hj (rys. 5). Ile wynosi ciénienie atmosferyczne
(w mm Hg), jesli w temperaturze T wysokos¢ stupa
rteci w uszkodzonym barometrze wynosi H?
Rys. 4 Rozwiazanie na str. 4 Rys. 5

Po
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Srednia czy mediana?

.. .]

Rozwigzanie zadania F 554.

Wartosé¢ pg rowna jest sumie cisnienia
powietrza w rurce nad rtecia pm
i ciénienia hydrostatycznego slupa rteci
o wysokodci Hy
Po=pm + Hy.
Podobnie, gdy wskazanie barometru jest
rowne H
Patm = p + H.
Traktujac powietrze w rurce jako gaz
doskonaly, mozna postuzy¢ sie rdéwnaniem
stanu
pi(L—Hy)  p(L—H)
To 5] -
stad
) Ho) L-H, T
P=apo — s
L—H Ty
i ostatecznie
o Lt 7 12 A
Patm = (po — Hi) ==t

E—H Th

Andrzej ZIELINSKI

Statem kiedy$ na rondzie miedzy dwoma przystankami tramwajowymi

i zastanawialem sie, ktéry z nich wybraé¢ (patrz rysunek 1). Do wyboru mialtem
przystanek S, z ktorego tramwaj bezposrednio dowozil mnie do domu, lub
przystanek @, ale wtedy musialbym przesias¢ sie na przystanku K. Ze wzgledu
na duze oddalenie przystankéw S i @@ musiatlem zdecydowac sie na jeden z nich
(stanie na $rodku i préba podbiegniecia do jednego z nich w razie przyjazdu
tramwaju nie wchodzita w rachube).

Rozmyélania nad wyborem lepszego przystanku, czyli takiego, z ktérego szybciej
dostane sie do domu, doprowadzily do powstania tego artykuhu.

Oznaczmy przez g, Yo, yr czas czekania na przystanku S, () i R odpowiednio
(zalézmy, ze sa to zmienne losowe niezalezne). Literami A, B i C' oznaczmy
odpowiednio: czas przejazdu z S do domu, czas przejazdu z @ do R i czas
przejazdu z R do domu (zaldzmy, ze sa to wielkodci stale).

Kryterium wyboru przystanku moge sformulowa¢ nastepujaco:

Przystanek S bedzie lepszy od przystanku Q, gdy wybierajac ten przystanek, strace

na dojazd $rednio mniej czasu, niz gdybym wybral przystanek Q, czyli gdy
E(zs)+ A< E(yq) + B+ E(yr) +C,

gdzie E(x) to wartoéé rednia zmiennej x.

Wystarczy wiec znaé wszystkie wielkosci wystepujace w powyzszej nieréwnosci,

by problem byl natychmiast rozstrzygniety. '

Niech z =zs —yo —yr, D=B+C—- A (z 1 D oznaczaja odpowiednio réznice

w czasie czekania i w czasie przejazdu miedzy wariantami S i ). Sformulowane
kryterium mozna wiec zapisa¢ krétko:

E(z) < D.
Nazwijmy je kryterium wedtug wartoéci $redniej. Czy jest ono jednak dobre?

Charakteryzuje sie prostota, ale nie uwzglednia — poza srednimi — rozkladow
zmiennych s, yo i yr-

Jesli chcemy uwzglednié¢ te rozklady, kryterium wyboru przystanku mogliby$my
sformutowac tak
Przystanek S bedzie lepszy, gdy

Plzas+A<yg+B+yr+C)>Plzs+ A>yg+B+yr+0C),
czyli gdy P(2 < D) > 1.
To drugie kryterium zwiazane jest z pewnym parametrem, ktéry nazywa sig
mediang.
Definicja. Liczba m jest mediana zmiennej losowej z, jesli P(z > m) > %
iP(z<m)>1.
Kazda zmienna losowa ma mediane, ale nie zawsze jedna. Oznaczmy przez M,
zbiér wszystkich median zmiennej z. W dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy
tylko te zmienne losowe, dla ktérych M, jest zbiorem jednopunktowym. (Jest
tak np. dla rozkladu jednostajnego, normalnego, czy wykladniczego). W tym

przypadku, dla podkreslenia jednoznacznosci, jedyna mediane zmienej
oznaczaé bedziemy przez M(x).

Drugie kryterium mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:
Przystanek S bedzie lepszy, gdy M(z) < D.
Kryterium to nazwiemy kryterium wzgledem mediany.

Powstaje pytanie, czy kryterium wedlug éredniej i kryterium wzgledem mediany
sa rownowazne? Mediana, w przeciwienstwie do éredniej, na ogél nie jest
addytywna, tzn. nie musi zachodzi¢ wzér M (z + y) = M(z) + M (y). Nawet wiec
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Dowdd twierdzenia. Wystarczy udowodnié
twierdzenie dla rozkladéw symetrycznych
wzgledem zera. Wtedy z zalozenia
zmienna u =21 + 22 +...+ 1, ma
rozklad symetryceny wzgledem zera.
Zaldzmy, Ze je] mediana nie jest
jednoznaczna, tzn. e mediang jest

takze pewna liczba ¢ > 0. Poniewaz

Plu < —¢)=Plu >c) > 1/2, wiec

P(ju| < ¢) = 0. Mamy

[ [
P(|1‘1|{ —)P(|x;|< —-)
n n
...P(|rs,,[{ 5) =
n

c c c
=F (|$1i<—‘ |lzal<—,.. 0, E:r-n|<—) <
n n n
< Pllu| € ¢)=0.
Skad wynika, ze P (|z§| < 5) = 0dla
n
pewnego i, ale to oznacza, Ze = jest
n

rézna od zera mediana zmiennej x;.
Sprzecznosd z zalogeniem.

Przypomnijmy tez, ze rozklad
wykladniczy (z parametrem A > 0) to taki
rozklad, dla ktérego zmienna przyjmuje
tylko dodatnie wartodci, przy czym
prawdopodobienistwo tego, Ze zmienna
osiagnie wartosé z malutkiego przedzialu
dhugosei dz zawierajacego punkt x > 0,

—m}-"Ad

1
wynosi —e T,

w najprostszym przypadku, gdy rozklady zg, yo i yr sa jednostajne, odpowiedz
nie jest widoczna natychmiast. Bezposrednie sprawdzenie daje odpowiedz
pozytywna, co nie jest przypadkiem, zachodzi bowiem nastepujace

Twierdzenie. Jesli zmienne losowe x;, T2, ..., T, sa niezalezne, kazda ze
zmiennych z;, i = 1,2,...,n, ma rozklad symetryczny i jednoznaczna mediane
M (z;), to réwniez zmienna 1 + z2 + ...+ , ma jednoznaczna mediang oraz
M(zy+zo+...+@n) = M(z1) + M(z2) + ... + M(z,).

Przypomnijmy jeszcze, ze zmienna x ma rozklad symetryczny wzgledem zera,
gdy zmienne z i —z maja ten sam rozklad. Gdy taka zmienna ma wartosé
oczekiwana, to wartoéé ta jest réwna zeru. Gdy zmienne z,, xa, ..., T, maja
rozklady symetryczne wzgledem zera, to réwniez ich suma ma taki rozktad.
Rozklad zmiennej x jest symetryczny, jezeli istnieje takie a, ze zmienna z — a
ma rozklad symetryczny wzgledem zera. W takim przypadku, jesli mediana jest
jednoznaczna, to jest rowna a.

Jasne jest teraz, ze w naszym przypadku najciekawsza jest sytuacja, gdy
zmienne x5, Yo 1 yr nie sa symetryczne. Przyjmijmy zatem, ze zmienne te
maja np. rozklad wykladniczy. Zalézmy tez, ze E(yg) = E(yr) oraz oznaczmy

E
k= EEQQ;' Po zmudnych, niestety, rachunkach dojdziemy do nastepujacego
Ts
wyniku:

o jesli k <v2—-1,to M(z) =In2 —2In(1 + k) E(zs),
e jesli k > /2 — 1, to M(z) = —sE(yg), gdzie s jest jedynym pierwiastkiem

2k k+2
dodatni 5 ia e® = ;
odatnim rownania € (s—l— P

kE+1

Powiedzmy, ze czasy czekania na przystankach i czasy jazdy sa nastepujace:
E(zg) =10, E(yg) = E(yr) = 3, A= 22, B =13, C = 11 (wszystko, oczywiscie,
w minutach).

Wtedy D = 2, E(z) = 4, M(z) = 1,68.

Jedli czasy czekania na przystankach maja rozklady wykladnicze, to ktory
przystanek wybra¢? Zgodnie z kryterium wedlug wartosci sredniej powinienem
wybra¢ przystanek @, podczas gdy kryterium wedlug mediany wskazuje na
przystanek S. Postawie wiec metapytanie: ktére kryterium jest lepsze? Otoéz
jesli czesciej cheialbym byé w domu szybciej, to powinienem postapi¢ zgodnie
z kryterium wedlug mediany, czyli ustawiaé sie na przystanku S. Co wcale nie
oznacza, ze zyskalbym (np. w ciagu miesiaca takich przejazdéw) na lgcznym
czasie podrézy. Ten, zgodnie z kryterium wedlug wartosci sredniej, byltby
krétszy (Srednio o 2 minuty), gdybym ustawial sie na przystanku Q.

Ale w takim razie wybér zalezy np. od gustu, ktéry — przynajmniej na razie
i chyba na szczescie — nie poddaje sie¢ matematycznej formalizacji.

Droga Redakcjo
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W marcowej tegorocznej Delcie, w artykule Hipoteza, twierdzenie,

dowad, kontrprzyktad znalazlo sie pytanie, czy znajomosé¢ dlugosci cieciw
przechodzacych przez ustalony punkt wyznacza figure wypukla jednoznacznie.
Odpowiedz na to pytanie jest negatywna.

Rozwazmy kolo o srodku O = (0, 0) i promieniu 1. Wszystkie cieciwy
przechodzace przez O (czyli érednice) maja dlugoéé 2. Rozpatrzmy teraz
figure, ktérej brzeg jest opisany we wspélrzednych biegunowych przez réwnanie
r(¢) = (1 + $singp) dla ¢ € (0, 27). Jest to figura wypukla, ktérej ksztatt
przedstawia rysunek.

Dlugosé cieciwy o kierunku tworzacym z osia Oz kat ¢ wynosi
(1+ Lsing) + (14 3sin(r +¢)) = (1 + $sinp) + (1 — 1 sinp) = 2, niezaleznie
od ¢. Mamy wiec dwie nieprzystajace figury o réwnych cieciwach.

Pozdrowienia
Witold BEDNAREK



O wyjasnianiu, teczy, ksztalcie kropel deszczu i innych

interesujacych glupstwach

— Skad sie bierze tecza?
— Ze zmieszania Swiatla z deszczem.
— A powazniej?

1. Wyjasnienie uproszczone, ale za to kolorowe

Tecza powstaje, bo swiatto wpada do kropli, zatamuje
sie, przy okazji sie rozszczepia, 1 juz rozszczepione
odbija sie od wewnetrznej powierzchni kropli, po

czym wychodzi z kropli zalamugac sie raz jeszcze,
wewnetrzne odbicie © ponowne zatamanie potegujq efekt
rozszezepienia — ¢ stad tecza.

Takie wyjasnienie mozna znalezé¢ w wielu popularnych
artykulach na temat teczy. Towarzyszy temu na ogél
schematyczny rysunek postaci:

Ten opis, tak uproszczony, ze wahalbym sie uzy¢ don
okreslenia ,wyjadnienie”, mimo wszystko co$ pozwala
zrozumie¢ — na przyklad, dlaczego tecze widzimy
stojac tytem do Stonca i dlaczego czerwony kolor
pojawia sie na zewnatrz, a niebieski wewnatrz teczy,
jesli tylko pamietamy, ze §wiatlo niebieskie ulega
wiekszemu zalamaniu niz czerwone.

Jesli rozwazymy w réwnie uproszczony sposéb
dwukrotne wewnetrzne odbicie, to mozemy — catkiem
zreszta stusznie — dojsé do wniosku, ze odpowiada ono
teczy ,wtornej”, w ktérej kolejnosé koloréw powinna
by¢ odwrotna niz w teczy pierwotnej

Czego zatem w powyzszym wyjasnieniu brakuje?
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Bogustaw JACKOWSKI

Brakuje odpowiedzi na pytanie, dlaczego promien
katowy jest réwny na ogél okolo 40° (Encyklopedia
Popularna PWN podaje zdumiewajaco precyzyjna
wartos¢ 42,5°). Poprzednie ilustracje w zaden sposdb
nie wyrozniaja jakiegokolwiek kierunku. Sprobujmy
sie zastanowi¢, skad zatem bierze sie uprzywilejowanie
pewnych kierunkdéw.

2. Wyjasnienie dokladniejsze, opisujace tecze
monochromatyczna

Po pierwsze, zauwazmy, ze przy kazdym odbiciu czeéé
Swiatla opuszcza krople, a cze$é wedruje dalej w jej
wnetrzu. Uproscimy sobie zycie i nie zadamy pytania
»a jaka jest proporcja natezenia $wiatla opuszczajacego
krople do natezenia Swiatla pozostajacego w kropli?”.
Przyjmiemy jedynie do wiadomogci, ze po kazdym
zetknieciu promienia z powierzchniag kropli natezenie
swiatta maleje. Na ponizszym rysunku efekt ten
odzwierciedlony zostal za pomoca rozjagniania
promienia po kolejnych zetknieciach z powierzchnia
kropli.

Zobaczmy, jaki efekt uzyskamy, rysujac przebieg odbicia
dla promieni padajacych na krople w réznej odleglosci
od osi kropli, czyli jakby nakltadajac powyzsze obrazy
dla réznych promieni. Zeby unikna¢ nadmiernego
galimatiasu, wyobrazmy sobie, ze na krople pada

z prawe]j strony wiazka réwnoleglych promieni,
wysylanych przez monochromatyczne zrédlo swiatla.

To, co rzuca sie w oczy, to oczywisty fakt, ze kropla



dziala jak soczewka: najwiecej Swiatla opuszcza krople
przy pierwszym wewnetrznym odbiciu — kazdy, kto
patrzy! na Slorice przez $ciane deszczu, latwo sie

z ta obserwacja zgodzi. A co z kolejnymi odbiciami?
W plataninie promieni trudno na pierwszy rzut oka
sie polapaé, zwlaszcza jezeli chodzi o bieg §wiatla
wewnatrz kropli. Na potrzeby rozwazan o teczy
mozemy sie zanadto nie przejmowac tym, co dzieje
sie wewnatrz kropli (tym bardziej, ze ilustracja
przedstawia bardziej artefakty, niz rzeczywisty obraz
zjawiska). Co innego, gdyby$my sie zastanawiali nad
rozproszeniem $wiatla w ,metnym deszczu”.

Skupmy sie zatem na promieniach wychodzacych

z kropli: zauwazymy wyrazne ,zgestki” promieni
opuszczajacych krople w dét pod katami zaznaczonymi
na poprzednim rysunku jako e, (3, v oraz —
symetrycznie — w gore.

Po staranniejszym przyjrzeniu sie biegowi promieni
dojdziemy do wniosku, ze promienie odpowiedzialne
za ,zgestek” wychodzacy pod katem « wpadaja do
kropli powyzej jej osi i wychodza po jednokrotnym
odbiciu; promienie odpowiedzialne za ,zgestki”
wychodzace pod katami 3 i v wpadaja do kropli
ponizej osi i wychodza odpowiednio po dwukrotnym
i trzykrotnym odbiciu.

Analizujac zalezno$¢ miedzy odlegloécia padajacego
promienia od osi r i katami wyjécia a(r), 8(r), v(r)
dla jedno-, dwu- i trzykrotnego odbicia, zauwazymy,
ze wszystkie trzy funkcje wykazuja ekstrema.

A

180° +_
T B
___________________________ e
; Bmax
Ymax
r,
-R R

Latwo sie zgodzié, ze w kierunkach okreslonych przez
wartoéci ekstremalne natezenie promieniowania

T

opuszczajacego krople bedzie wyraznie wicksze, gdyz
w poblizu ekstreméw niewielka zmiana odlegtosci
promienia od osi powoduje znikoma zmiane kierunku
promienia wychodzacego — stad wlasnie biorg sie
wzgestki”. Zatem rozsadne jest przypuszczenie,

7e tecza i — dla kata v — halo obserwowane beda

w tych wlasnie kierunkach.

Konkretna wartoé¢ kata zalezy od wspdlezynnika
zalamania i ksztaltu kropli. Przyjmujac, ze
wspolezynnik zalamania dla wody wynosi okolo 1,33
i ze kropla jest idealnie kulista, mozna porachowac,
7€ Otmin == 137°, Bmax = 130° 0raz Ymax ~ 43°.

Dla promieni wychodzacych w gére otrzymuje sie
analogiczne wartosci.

Jezeli krople deszczu znajduja sie nad nami, jak to

na ogél bywa, to widzimy ,zgestki” wychodzace

w dét: amin odpowiada katowi, pod jakim widzimy
tecze pierwotna, Omax — katowi, pod jakim widzimy
tecze wtérna, ymax — katowi, pod jakim widzimy halo
wokél Storica. Poniewaz natezenie promieniowania

w poszczegdlnych kierunkach maleje (wyktadniczo)
wraz ze wzrostem liczby odbi¢ wewnatrz kropli,
mamy male szanse zauwazy¢ halo, patrzac w kierunku
jaskrawo $wiecacego Stonca. Latwiej zauwazy¢

tecze wtorna, ktéra — jak to wynika z rozwazan
przeprowadzonych w poprzednim punkcie — powinna
mieé¢ odwrotny uklad koloréw niz tecza pierwotna.

7 rozwazan przeprowadzonych w tym punkcie wynika,
ze tecze wtorna powinnidmy widzie¢ na zewnatrz teczy
pierwotnej.

3. Ksztalt kropel a ksztalt teczy

Czy rozumowanie przedstawione w poprzednim
punkcie wyjasénia calkowicie mechanizm powstawania
teczy? Z pewnoscia nie. Na przyklad nie wiadomo,
jak na tej podstawie obliczy¢ natezenie $wiatla
wychodzacego w danym kierunku, co byloby istotne
przy empirycznej weryfikacji modelu teczy.

Ale moglibyémy oszacowa¢ — gdyby nam sie chcialo
rachowaé — szeroko$¢ katowa wstegi teczy. W tym celu
nalezaloby obliczy¢ katy ekstremalne dla widzialnego
zakresu dhugoéci fal §wietlnych, uwzgledniajac
zaleznoéé wspélczynnika zalamania $wiatta od
dlugodci fali. Zostawmy sobie te proste, acz Zzmudne
rachunki na inna okazje.

Ciekawsze jest uwzglednienie ksztaltu kropli.
Oczywiscie ksztalt kropli wyciagnietej do géry w cos
w rodzaju stozka, rysowany przez ilustratoréw ksiazek
dla dzieci, nie ma nic wspélnego z rzeczywistoscia.
Tak wyglada kropla odrywajaca sie od kranu.

Kropla lecaca w powietrzu musi by¢, podobnie jak
paczek, nieco splaszczona na skutek oporu powietrza.
A tak naprawde to powinna wykonywa¢ drgania,
natomiast o ksztalcie ,paczkowatym” mozna mysle¢
jako o ksztalcie usrednionym.

Zalézmy zatem, ze kropla jest splaszczona,
a dokladniej, ze ma ksztalt elipsoidy obrotowej o osi
prostopadtej do kierunku padania §wiatla. Sa to -



wobec powyzszych spostrzezen — drastyczne
uproszczenia, ale i tak stanowiace istotne uogdlnienie
w stosunku do modelu kropli kulistej.

Niewielkie, zaledwie dziesiecioprocentowe splaszczenie
kropli powoduje zauwazalna zmiane kierunkéw tecz

i halo. Najwyrazniejszej zmianie ulega kat halo, nieco
mniejsze] — kat teczy pierwotnej, natomiast kat teczy
wtdrnej prawie sie nie zmienia:

Poszczegdlne wartoscei dla tego konkretnego przypadku
WYNOoSza: min ~ 150°, Fpax = 128° oraz yma.x = 20°.
Podobny efekt daloby piecioprocentowe zwickszenie
wspolezynnika zalamania $wiatlta w modelu kropli
kulistej, mianowicie: apin ~ 148°, Bnax &~ 113° oraz
Ymax = 19°. W tym przypadku kat teczy wtérnej
ulegltby jednak wyraznej zmianie.

Powyzsze spostrzezenia moga byé pomocne do
postuzenia sie tecza w celu zaobserwowania ksztaltu
kropel.

Poniewaz zgodnie z zalozeniem kropla ma

ksztalt elipsoidy obrotowej, wiec patrzac z géry,
zaobserwowaliby$my obraz taki sam jak w przypadku
modelu kropli kulistej. Oznacza to, ze kat poziomego
rozwarcia teczy roznitby sie od pionowego, a zatem
tecza mialaby ksztalt elipsy. Jesli wiec odlegloséé
miedzy brzegami teczy pierwotnej 1 wtdérnej bylaby
zmienna, oznaczaloby to, ze krople deszczu sa
elipsoidalne.

Szczerze mowiac, nigdy nie obserwowalem teczy
z tego punktu widzenia. A moze Szanowny Czytelnik
zauwazyl, czy brzegi tecz sa réwno odlegle?

4. Wyjasnienia i pytania

Wyglada wiec na to, ze zamiast definitywnych
wyjasnien pojawily sie kolejne pytania:

— Jak obliczy¢ natezenie $wiatla w danym kierunku?

— Cazy kierunek splaszczenia kropli powoduje
zauwazalne efekty?

— Jak drga kropla i jak to uwzglednié¢ w modelu teczy?
— Itp., itd...

No ¢6%, madrzy ludzie powiadaja, ze jest to
prawidlowos¢ — im wiecej wiemy, tym wiecej nie
wiemy. Brzmi to troche jak kalambur, ale nie jest to
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whrew pozorom jedynie gra stéw. Rzeczywiscie,
wyjasnienia nieuchronnie niosa nowe pytania, ale juz
precyzyjniejsze, glebsze, czyli — ponownie narazajac
sie na zarzut gry sléw — mozemy powiedzieé, ze troche
wiecej wiemy, czego nie wiemy. Powyzsze przykladowe
trzy pytania sa jednak innej natury, niz pytanie ,skad
sie bierze tecza”.

Wazniejsze jest to, ze czegosd przeciez sie
dowiedzielismy. Myéle, ze na podstawie powyzszych
rozwazan Szanowny Czytelnik sam zgadnie, skad

w encyklopedii wziela sie magiczna wartosé 42,5° (dla
ulatwienia powiem, ze nieco dokladniejsza warto$é kata
Omin dla kropli kulistej wynosi 137,5°).

Ale jeszcze wazniejsze jest to, ze nasza teoria poddaje
sie¢ empirycznej krytyce. Wystarczy bowiem zmierzy¢
kat, pod jakim widzimy tecze, poréwnaé z katem
wynikajacym z naszej teorii i... No wlasnie, przeciez
prawie na pewno nie uzyskamy pelnej zgodnosci.

O tym, zeby uzyskaé ,encyklopedyczna” dokladnosé
0,5%, nawet nie ma co marzy¢!

Co wtedy? Ano, mozna wszystko zwalié¢ na
niedokladnosé pomiaru, na nieznajomodé
wspoélczynnika zalamania $wiatla w wodzie deszczowej
(kropel, w ktérych powstaje tecza, nigdy nie zlapiemy),
na nieuwzglednione czynniki dodatkowe w rodzaju
zapylenia powietrza. Sceptykdéw takie tlumaczenia nie
przekonaja, nas samych zreszta pewnie tez nie.

Jedli jednak tecza wtérna (ta slabiej widoczna

i rzadziej wystepujaca) bedzie na zewnatrz teczy
pierwotnej i bedzie miata odwrotnie ulozone kolory,
to sklonny jestem uwierzy¢ w wylozona tutaj teorie.

A jak w takim razie wyjasni¢ rzadkie zjawisko tecz
wielokrotnych, i to majacych kolory ulozone w zgodny
sposéb?

Wyjasnien mozna podaé kilka — pozostawiam
Szanownemu Czytelnikowi zabawe w domysty.

To, ze trudno podaé jednoznaczna wykladnie, nie
$wiadczy jeszcze o tym, ze za malo wiemy — powody
powstawania kilku tecz moga by¢ rézne. Trzeba sie
wpierw zjawisku uwaznie przyjrzec, zeby potem méc
wyciaga¢ wnioski.

Mam nadzieje, ze wyposazeni we wskazowki,
wynikajace z przedstawionych wyzej rozwazan, mozemy
dostrzec wiecej niuanséw w tym oléniewajacym
zjawisku, jakim jest tecza. I o to chyba chodzi przede
wszystkim, prawda?

..}

Rozwigzanie zadania W 963.

7 tezy zadania M 961 wynika, ze kazdy z ,poziomych” odcinkow
jest ,pociety” na m, a kazdy z ,pionowych” — na n réwnych
czescl, W kazdy z malych czworokatéw wpiszamy liczbe rdwna jego
polu. Powstaje w ten sposdb tablica mn liczb. Z tezy zadania

M 962 wynika natomiast, ze liczby w kazde] kolumnie i w kazdym

wierszu te] tablicy tworza netyczny. Tak wiec suma liczb

w kazdym wierszu jest m razy wieksza niz liczba w $rodkowej klatce,
a suma liczb w srodkowej kolumnie jest n razy wigksza niz liczba

w srodkowej klatce. Stad wynika teza twierdzenia.
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Rys. 3. Jedna z osi symetrii
czworoscianu foremnego.

Mota deld

Proof i profani

Wedtug Stownika wyrazéw obeych i zwrotéw obcojezycznych
Wiladystawa Kopalinskiego:

profan nie wtajemniczony, nie bedacy znawecq, laik; dyletant;
ignorant; nieuk.

Jak wida¢ dalej, czesto bywa inaczej:

jest to starannie, ale niemadrze wyksztalcony czlowiek.

Jest taki profesor matematyki, ktéry nosi pseudonim Proof. Ze to niby
profesor, a niby, ze jego ulubionymi zadaniami sa geometryczne zadania
na dowodzenie, co w dobie amerykanizacji zycia catkowicie uzasadnia
brzmienie tego pseudonimu. Uczy bardzo efektownie i efektywnie, wiec
grupa prooffanéw (a wiec sympatykéw Proofa) jest bardzo liczna. Ale
nawet on przyznaje, ze grupa profanéw — przez jedno o i jedno f — jest
jeszcze liczniejsza (choé nie roztaczna z poprzednia). Ma zreszta wiele
prostych sposobéw przekonania sie, czy ktos faktycznie jest profanem, czy
tez nie.

Oto probka. Pytanie: Na ile sposobow mozna ptaszczyzng przepotowic
czworodcian foremny?

Co to jest polowa czworo$cianu? To taka jego czesc¢, ze jej pozostatosc
jest dokladnie taka sama — naukowo: przystajaca.

Najglebszy poziom (spoéréd orientujacych sie, czego dotyczy pytanie)
reprezentuja profani méwiacy, ze sposobdéw takich jest sze$¢: tniemy przez
krawedz i érodek przeciwleglej krawedzi (rys. 1). Krawedzi jest szeé¢, wiegc
i tyle jest polowiacych przeciec.

Bardziej wyedukowani profani do poprzednich szeéciu dodaja jeszcze trzy:
tna plaszczyzna réwnolegla do dwéch skoénych krawedzi — wiedza, ze jest
taka — w polowie odleglosci miedzy nimi. Takie przeciecie jest kwadratem
(rys. 2). Poniewaz par skoénych krawedzi czworoécian ma trzy, wiec i tyle
jest dodatkowych przeciec.

I tu na ogot sie konczy. Profan zas to taki, ktérego myslenie biegnie
wladnie na opisane wyzej sposoby.

A co na to nieprofan ? Ten zauwaza, ze czworoscian foremny ma trzy
osie symetrii: proste laczace §rodki wspomnianych przed chwila skosnych
krawedzi. A przeciez kazda plaszczyzna, przechodzaca przez o$
symetrii bryly, dzieli ja na symetryczne wzgledem tej osi (a wigec
jednakowe) czesci. Stad mozna powiedzieé, ze plaszczyzn, o ktore

pyta Proof, jest nie tylko nieskoniczenie wiele, ale nawet trzy razy tyle.
Podobnie zreszta jest na plaszczyznie: kazda prosta, przechodzaca przez
srodek symetrii figury, polowi ja.

Chetnie poznaliby$my te proste testy na rozpoznanie profana, ktérych
uzywaja Wasi nauczyciele.

M.K.



Odkrywcy mimo woli

Okazalo sie, ze Gladki nie tylko byl gladki, ale tez donosil na kolegéw.
Kiedy nastepnego dnia Opak przyszedl do szkoly, Pan juz wiedzial

o wszystkim. Nic wiec dziwnego, ze poprosit Opaka, by razem z Gladkim
zechcieli na niego chwile poczeka¢ po lekcjach.

Opak nawet nie probowal dowiadywac sie od Gladkiego, co ten nagadal.
W koncu sam wiedzial, ze nie jest w porzadku.

Dla tych, ktérzy nie czytali piatego numeru Delty przez rozklad liczb na czynniki pierwsze. O tym sposobie

(i nie maja szans, aby to zrobi¢ przed przeczytaniem bedzie za chwile mowa. Potem za$ zademonstrowal

tej historyjki), wyjasniamy, ze Opak opowiedzial swemu przedziwna sztuczke: znalazt NWD dla bardzo duzych liczb
koledze, Gladkiemu, jak oblicza¢ NWD inna metoda, niz za pomoca dwéch mnozen i odejmowania.

~ Nigdy bym nie przypuszczal, ze bedziecie po lekcjach dyskutowac

o matematyce — jak wida¢, Pan nie mial wiary w swoje talenty
dydaktyczne i my$élal, ze o matematyce méwi sie zle albo wcale. — Jesli
chodzi o algorytm Euklidesa, to nie méwie o nim na lekcjach, bo mam za
malo czasu, a i tak to, co robie, wykracza poza podstawy programowe.
Opak byl zdumiony: przeciez to on oszukal, a wyglada na to, ze Pan

sie im tlumaczy! Jednak zaryzykowal pytanie: — A co to jest algorytm
Euklidesa i co to sa podstawy programowe?

Pan zdecydowal, ze wszystkiego nie powie. — Podstawy programowe to
historia dla dorostych — powiedzial (a pomy$lal sobie, Ze pewnie i dla
dorostych to sie nie bardzo nadaje). — Algorytm Euklidesa za$ to wlasnie
Twoja metoda z odejmowaniem.

Opak proponowal znajdowa¢ NWD w ten sposdb, aby 299 — 247 =52, 247 —52 =195, 195 — 52 =143,
od liczby wieksze] od.(:j_mofvaé 1_nnitjjszlzl tak dlugo, ]ak 143—52=91, 91—52=39, 52—39=13,

sie da, potem od mniejszej odejmowac to, co zostalo itd., . . .

az otrzyma sie zero. Konkretnie pokazal to na przykladzie se ARl SRSl e =0,

200 i 247 Ostatnia odejmowana liczba to wlagnie NWD.

- Ten Euklides zy! chyba bardzo dawno — stwierdzit Opak. — I on juz
znat taka metode?

— Zyt ponad 2300 lat temu — wtracit sie Gladki. — A jedli on wiedzial,
dlaczego to dziala, to moze i ja sie dowiem?

Opak wbil oczy w sufit i udawal, ze go nie ma. W koncu trzeba dac

i Panu szanse, aby sie wykazatl.

Pan zrozumial, ze to jego wzywaja do tablicy i powiedzial: — Przeciez
wystarczy spostrzec, ze jesli dwie liczby dziela sie przez cos, to zaréwno
ich suma, jak i réznica dzieli sie przez to samo. Zreszta takze iloczyn
liczby dzielacej sie przez co$ i dowolnej liczby catkowitej dzieli si¢ tez
przez to co$ — dodal.

— Ale to, jak widaé, sie nie stosuje — pospieszyl z komentarzem Opak.
— Wecale nie — wyrwal sie Gladki, ktéremu przyszedl do glowy
rewelacyjny pomyst. — Po co tyle razy odejmowaé, skoro mozna dzieli¢
z reszta?

— Upadte$ na glowe — poinformowal go Opak. — Przeciez przy dzieleniu
to sie wszystko psuje! Zobacz: 12 dzieli si¢ przez 6. Dziele przez 4

i otrzymuje 3, ktére sie przez 6 nie dzieli.

— Bo z tym dzieleniem z reszta to jest inaczej. Tylko znéw tutaj robia
nam wode z mézgu — powiedzial Gladki i zdretwial: przeciez Pan tego
stucha, a to wlasnie on...

— Calkowicie sie zgadzam — powiedzial jednak Pan.

Wiec Gladki brnal dalej. — Bo to sie pisze tak:

66:17 =3 1. 15,

-
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a powinno sie pisaé tak:
66 =317+ 15.

I wtedy sam widzisz, ze jest dobrze — zwrécil sie do Opaka.
— Nic nie widze. — Opak faktycznie zgubil sie w tym wszystkim.
— Cale twoje rachunki, to znaczy moje, bo to ja liczylem — ciagnal Gladki
— mozna krécej napisaé tak:

299 =1-247+52, 247=4-52439,

52=1.39+13, 39=3.13+40.
I wszystkie liczby, tak jak powiedzial Pan, maja wspdlny dzielnik, a wiec
jest nim 13 — dokonczyt niezbyt Scisle.
— Absolutnie masz racje — popart go jednak Pan — Zreszta tak wlasnie
wyglada oryginalny algorytm Euklidesa, ten z jego dziela Elementy.
— To teraz nawet wiem, skad sie wziely liczby Opaka — Gladki sunal jak
burza.
— Jakie liczby? — Pan byl wyraZnie niezorientowany.
— E tam, zartowalem. Powiedziatem, ze mozna policzy¢ prosciej:
5-299 — 6 - 247 = 13, ale te liczby po prostu sobie dobratem, aby wyszed!
NWD. Takie nieduze oszustwo — Opak byl zadowolony, ze zdolal sie
wykrecié. Przeciez od poczatku bal sie, ze Pan bedzie o ten przekret mial
do niego pretensje.
— A nie musiale$ ich zgadywaé: wystarczylo liczy¢ od tytu, za kazdym
razem powtarzajac kolejny rachunek. Zobacz — i na tablicy Gladki
napisal dhugi, ale przeciez rozsadny napis
13=52-1.39=52—-(247-4-52) =

=5.52-247=5.(299-1-247) — 247 =

=5.299 — 6. 247.
— No widzisz — Opak przeszed! do kontruderzenia. — Mozna ten NWD
obliczy¢ od razu.
Pan rozesmial sie. — No i co ty, Bogdan, na to?
Bo przeciez Gladki mial takze zwyczajne imie. Ale rozpedu, jaki mial
przed chwilg, nie bylo juz ani $ladu: faktycznie Opak podal dobra metode
obliczania.
Pan wyraZnie zobaczyl, ze najwyzsza pora wkroczy¢. — Stuchaj, a nie
przychodzi ci do glowy, ze jedyna metoda na znalezienie tych liczb
jest przeprowadzenie najpierw algorytmu Euklidesa? — zwrdcil si¢ do
Gladkiego. — Przeciez wykonujac swoje obliczenia, korzystales z tego,
ze byly gotowe obliczenia w przeciwna strone.
— To znaczy, ze te liczby Opaka do niczego sie nie przydaja? — Gladki,
mimo zdemaskowania kolegi czul sie wyraznie zawiedziony.
— Wrecz przeciwnie, dokonaliScie wspélnie powaznego odkrycia
matematycznego — zaprzeczyl Pan.
— To mite z jego strony — pomysleli chlopey — ale czy nie mégtby nam
jeszcze powiedzieé jakiego?
Pan zorientowal sie, o co chodzi. — Nawet dwéch odkry¢. Pierwsze to
takie, ze
dowolne dwie liczby catkowite (wieksze od jednosci) mozna pomnozyé przez
jakies liczby catkowite (wieksze od zera) tak, aby po odjeciu otrzymac ich
najwiekszy wspolny dzielnik.
— Po drugie za$§, ze
jesli sie nawet Zle dobierze liczby, przez ktore chcemy mnozyé, to zawsze
otrzyma sie wielokrotnosé najwiekszego wspolnego dzielnika.
Chlopcy spojrzeli na siebie z podziwem. Czego, jak czego, ale tego si¢ po
sobie nie spodziewali.

MK.



Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Sieczk6wna sie obraca

— Czlowieku, czy ty wiesz, co to jest obr6t?! — krzyknela ze zlosciag Hania
Sieczkéwna, gdy po raz kolejny Jasio pomylil kroki w tanicu.

— Jasne, ze wiem. Obrét to zlozenie dwéch symetrii osiowych wzgledem
przecinajacych sie prostych. — odparl ze stoickim spokojem Jasio.
Dziewczyny popatrzyly na niego z wyrazna dezaprobata.

— Jaki ty jeste$ malo romantyczny — stwierdzila z zalem Agatka.

— Ojej, popatrzcie na ten rysunek (rys. 1) — zaczal usprawiedliwiac sie
Jasio, tak, jakby to, ze znalazl sie w nielasce, wynikato z watpliwosci
co do wypowiedzianego twierdzenia. — Najpierw sktadamy odbicia: A,
to obraz A w symetrii wzgledem prostej m, A, to obraz A; w symetrii
wzgledem prostej n. Mamy AO = A,0 = A,0 i LAOK, = /K 04,
oraz LA,0OK, = (K;0A,. A stad LAOA, = a, gdzie § to kat miedzy
prostymi. Czyli zlozenie dwéch symetrii osiowych wzgledem prostych
przecinajacych sie w punkcie O pod katem § to obrét o kat o wokot
punktu O. I to wszystko jedno, jak te proste sa ulozone, byleby kat
miedzy nimi byl ten sam i przecinaly sie w O.

Wywody Jasia, ktére zupelnie juz zdegustowaly Agatke, zaciekawily
Jacka do tego stopnia, ze odsunal si¢ od $ciany i rzucil okiem na rysunek.
Byt w wyjatkowo dobrym humorze, wiec choé spostrzegl, ze dowéd Jasia
pomijal pewien przypadek (,a co bedzie, gdy prosta m lub n nie znajdzie
sie wewnatrz kata /AOA,?”), pominal ten fakt milczeniem, tym bardziej
ze potrafil bez trudu uzupelnié¢ te luke. Nie wyrazil tez watpliwosci co

do tego, czy kat miedzy prostymi m i n to kat a/2 czy 8/2 (rys. 2),

bo spodziewal sie, iz Jasio tylko wzruszy ramionami i spyta, skadinad
stusznie: ,A co za réznica?’. Ograniczy! sie wiec tylko do stwierdzenia:

~ No, dobrze, moze nawet masz racje. Ale po co tak komplikowaé proste
pojecia? To przerost formy nad trescia.
Jasio usmiechnat sie chytrze.

No to moze w takim razie powiesz mi, czym jest zlozenie dwéch
obrotow?

Jacek sprébowal zachowaé spokdj. Ztozenie dwéch obrotéw?! Ten Jasio
musi by¢ strasznie wredny, ze o to pyta. Kilka obrazkéw przemkneto

w wyobrazni Jacka, ale nic z nich nie wynikato. Nerwowo narysowal na
kartce kilka nowych sytuacji i... znéw kleska. . .

— Poddaje sie. Ale jak mi powiesz, ze zlozenie dwdch obrotéw to zlozenie
dwoch obrotéw, to twoja fizis na tym ucierpi.

— Po co ta mowa? — Jasio byl pewny swego. — Zlozenie dwdch obrotéw to
obrot.

Teraz nawet Agatka i Hania sie zainteresowaly. Chyba Jasio robi Jacka
w balona! Tymczasem Jasio wyjal dwa dlugopisy i spytal:

— Macie moze jeszcze dwa?

Teraz byly juz pewne, ze to jaka$ prowokacja. Przeciez nie ma takiego
rysunku, do ktérego potrzeba czterech dtugopiséw! Rado$nie spelnity
wiec zyczenie Jasia, oczekujac co najmniej jakiej$ bojki w finale.
Tymczasem Jasio ujal dlugopisy tak, jak na rysunku 3 i powiedzial:

— Oto dwa obroty wokdl punktéw A i B. Zlozenie tych obrotéw to
zatem zlozenie czterech symetrii osiowych: wzgledem prostych, kolejno,
1;2,314.

Nastepnie obrécit dtugopisy (nie zmieniajac kata pomiedzy dlugopisami
112 oraz 3 i 4 ani punktéw ,,przeciecia dtugopiséw”™: A i B), tak,

ze dlugopisy 2 i 3 ,pokryly si¢” (rys. 4).

iv



— Teraz to znéw zlozenie dwéch tych samych obrotéw. Tyle, ze odbicie
wzgledem prostej 2 ,zjada sie” z odbiciem wzgledem prostej 3 (rys. 5)

i to, co zostaje, to tylko zlozenie obrotéw wzgledem prostych 11i 4, czyli
obrét o kat vy wokét punktu C.

— 0, kurcze! — podsumowata wywod Jasia Agatka.

Jacek nie mégl uwierzyé w swa porazke. Wreszcie pojawil si¢ na jego
twarzy kwasny usmiech.

— Moze i masz racje. Ale jest taki przypadek, ze zlozenie dwéch obrotéw
nie jest obrotem, tylko przesuni¢ciem réwnoleglym.

Jasio pomysélal chwile i wiedzial juz, kiedy tak jest. A Ty, Czytelniku?

W.S.

Jak nieuzbrojonym okiem odrézni¢ gwiazde od planety?

Najproéciej po jej polozeniu na niebie i jasnoéci. Najjasniejsza ,gwiazda”
jest Wenus widoczna albo jako Jutrzenka (Gwiazda Zaranna), albo jako
Gwiazda Wieczorna. Jej odlegloéé katowa od Stonca nigdy nie przekracza
45°. Wenus nie sposéb pomylié z zadna gwiazda. Kazdy ja wiele razy
widzial, cho¢ niekoniecznie wiedzial, co widzi.

Zdecydowanie ja$niejsze niz gwiazdy sa réwniez Jowisz i Merkury. Ten
ostatni nie oddala sie od Slorica na wiecej niz 22°, wiec jest bardzo
trudny do zaobserwowania (zwlaszcza w miescie). Jezeli juz jest
widoczny, to moze byé¢ pomylony tylko z Wenus.

Wspomnianego juz Jowisza tez kazdy widzial: jako najjasniejsza
~gwiazde” $rodka nocy. Jako planeta zewnetrzna moze on znalez¢ sie
w dowolnej odleglosci katowej od Stonca.

Podobnie dowolne polozenie na ekliptyce moga zaja¢ pozostalte

dwie dostrzegalne golym okiem planety: Mars i Saturn. Naleza one
zazwyczaj do najjasniejszych ,gwiazd”, ale nie az tak jasnych, zeby

ich z prawdziwymi gwiazdami nie mozna bylo pomyli¢. Trzeba wtedy
przynajmniej mniej wiecej wiedzieé, gdzie ich szukaé (np. czytajac nasza
rubryke Patrz w niebo). W razie watpliwo$ci mozna rozpozna¢ planete po
jej spokojnym (w odréznieniu od migajacych gwiazd) swieceniu. Jest to
jednak efekt do$¢ subtelny. Migotanie (,mruganie”) gwiazd spowodowane
jest fluktuacjami gestosci atmosfery. Nawet przez najpotezniejsze
teleskopy, gwiazdy widoczne sa jako punktowe Zrédla Swiatta. Planety
juz w lornetce okazuja sie obiektami rozciagtymi. Ich obraz dociera do
nas szersza wiazka, mniej wrazliwa na fluktuacje gestosci.

Niektérzy twierdza nawet, ze sa w stanie golym okiem dostrzec katowa
rozciagloéé planet. Jest to raczej efekt psychologiczny: polaczenie wiedzy
o tym, ze to jest planeta, ze spokojnym $wieceniem tego obiektu.

Przytaczana bywa jednak anegdota o matce Gaussa. Gdy syn pokazal jej
Wenus, zapytala, dlaczego ,rogalik” w lunecie jest odwrécony w druga
strone. Czy rzeczywiscie mozna dostrzec faze Jutrzenki gotym okiem?
Sami sprawdzcie swGj sokoli wzrok.

Ostatnim, ale za to pewnym sposobem odréznienia planety od gwiazdy
jest stwierdzenie jej ruchu wzgledem gwiazd stalych. Ale do tego
potrzebna jest systematyczna, co najmniej kilkudniowa (wielotygodniowa)
obserwacja, do czego, oczywiscie, goraco zachecamy.

B.Z.



Kacik eksperymentatora

Czy srodek wakacji to odpowiednia pora na
eksperymenty? Mam nadzieje, ze jesteScie
daleko od waszych ,laboratoriéw”. Nic jednak
straconego, bo przeciez najwspanialszym
zrodlem obserwacji jest otaczajaca nas przyroda.
Ciekawym obiektem badan jest np. brzeg morza.
Wezmy najblizszy nam Baltyk. Dla rozgrzewki
kilka pytan, na ktére znane sa zadowalajace
odpowiedzi:

1. Dlaczego na granicy plazy i morza jest duzo
wiecej zwiru niz wszedzie wokét?

2. Dlaczego praktycznie wszedzie na polskim
wybrzezu kilkadziesiat metréw od brzegu
znajduje sie plycizna? Mozna ja zaobserwowaé
jako jasniejszy, z6tty pas morza, dobrze
widoczny z brzegu (gorzej z wody).
Kategorycznie odradzamy jednak dopltywanie
do niej! Cho¢ jej glebokosé nie przekracza
zazwyczaj 1,5 metra, to od brzegu oddziela
ja niebezpieczna, nawet przy niewielkiej
fali, gtebia. Absolutnie zabronione sa takie
samowolne ,proby plywackie” podczas obozéw
i kolonii. Pamietajcie réwniez, ze w Polsce
zabronione jest (i stusznie) ptywanie na
nadmuchiwanych materacach.

3. Dlaczego postawienie stopy na mokrym,
ubitym, zalewanym przez niektére fale piasku
powoduje natychmiastowe ,,wyschniecie”
podloza dookota stopy, a po jej zdjeciu
w Sladzie pojawia sie woda?

4. W jakiej odleglosci od brzegu plynie wickszosé
statkéw?

5. Jak najszybciej schlodzi¢ butelke wody
mineralnej w goracy, stoneczny dzien?

Po rozgrzewce pora na ciekawszy, naszym
zdaniem, problem. Na wyludnionych

odcinkach plaz silny wiatr usypuje z piasku
charakterystyczna ,tarke”. Podobny wzér mozna
zaobserwowac na dnie morza. Na ile podobne sa
te wzory i skad biora sie te podobienstwa? Jak
oszacowac ,dlugosé fali” i ,amplitude” takiej
tarki? O ile nam wiadomo, obserwacja ta nie
ma zadowalajacego wyjadnienia. Jezeli jednak
ono istnieje lub zostanie znalezione, to chetnie
je opublikujemy.

Po tej serii pytan proponujemy coé dla
majsterkowiczéw. W dobie naduzywania
telefonéw komorkowych problemy lacznosci
wydaja sie raz na zawsze rozwiazane. A jednak
czasem nadal przydaja sie stare, proste,
wyprébowane sposoby. Jednym z nich jest
telefon akustyczny. Do jego wykonania potrzebny
jest mocny cienki sznurek i dwa kubeczki po
jogurcie. W dnie kazdego robimy mala dziurke,
przewlekamy sznureczek, wiazemy na kazdym
koncu wezelek i sznurek napinamy. Otrzymujemy
taczno$é typu példupleks (prawda, ze tadne
stowo?). Zawsze mnie ciekawito, jaki moze

by¢é maksymalny zasieg takiego polaczenia.

Czy da sie w ten sposob skomunikowac¢ np.
podobozy zgrupowania harcerzy? ,,Opis
techniczny” realizacji takiego rozwiazania
telekomunikacyjnego bytby bardzo mile widziany.

P27

Odpowiedzi na pytania
z poprzedniego kacika
(Delta 5/2001).

1. Aby jak najszybciej wyla¢ wode z butelki,
nalezy butelks zakreci¢. Wtedy w czasie
wylewania tworzy sie w butelce wir, przez
ktéry powietrze moze bez przeszkod
dostawad sie do érodka. Woda nie bulgocze

i wylewa sie szybciej.

2. Aby ,wdmuchna¢” do butelki prawie
wepchniety korek (czyli uzywajac tylko
powietrza, ktérym oddychamy, spowodowac,
zeby korek znalazl si¢ w érodku), nalezy
powietrze z butelki zassa¢ ustami. Po
oderwaniu ust cidnienie atmosferyczne samo
wcisnie korek do srodka.



Naped odrzutowy

3 cm

Bardzo tatwo wprawi¢ w ruch samochodzik — zabawke. Wystarczy
popchnaé i jedzie! Réwnie latwo wprawi¢ w ruch kamien. Wystarczy
(od)rzucié. .. i leci! W pewnym sensie podobnego rodzaju naped
stosowany jest w rakietach i samolotach odrzutowych. Wystarczy
popychaé. .. i leci! Myslac o przykladzie z kamieniem, mozna doj$¢ do
wniosku, ze naped od-rzutowy jest jednym z najstarszych wynalazkow
ludzkoéci. Ale co pcha rakiete? Zeby znalezé odpowiedzieé na to pytanie,
skonstruujemy wilasny silnik odrzutowy. Aby méc spokojniej obserwowac
jego prace, zastosujemy go do napedu 16dki, a nie rakiety. Lodke mozna
wykonaé ze styropianu. Silnikiem bedzie plastikowy kubek po serku.

W poblizu dna robimy dziurke o $rednicy okolo 5-7 mm. Mozemy ja
wytopi¢ lebkiem wkreta rozgrzanego nad palnikiem. To bedzie dysza
wylotowa. Silnik mocujemy do 16dki, po prostu stawiajac go na niej po
napelnieniu paliwem. Jako paliwa uzyjemy tlenku wodoru. Substancja
ta nadaje sie znakomicie ze wzgledu na stosunkowo niska lepkos¢ i brak
szkodliwego dzialania na Srodowisko. Mlody fizyk-eksperymentator nie
powinien mieé¢ tudnoéci z jej zdobyciem. Napelniamy silnik i umieszczamy
lédke na powierzchni akwenu. MGj prototyp przeplynat w kilka sekund
cala wanne!

Czy wiemy juz, co popycha 16dke? Paliwo pozostajace w silniku? Ale jak
moze wprawia¢ w ruch coé, co pozostaje w spoczynku wzgledem 16dki?
Moze paliwo wylatujace z silnika? Tak naprawde nasza tédke popycha. ..
zasada zachowania pedu. Ped to iloczyn masy m i predkosci v.
Poczatkowo ped 16dki i paliwa jest réwny zeru. Paliwo wyplywajac

z silnika unosi pewien ped m,v,. Aby catkowity ped nie zmienit sie,
tédka musi uzyskaé przeciwnie skierowany, ale réwny co do wartosci ped
mu = mpvp.

A jak wytlumaczyé to w jezyku sil? Otéz gdyby nie byto dyszy, paliwo
dziataloby z jednakowa sila na przednia i tylna $cianke silnika. Ale skoro
w tylnej $ciance jest dziura, to w tym miejscu sila na Scianke dzialac nie
moze, bo écianki nie ma. Pozostaje wiec niezréwnowazona sita dzialajaca
na Scianke przednia.

Ze wzoru na ped widaé, ze w silniku rakietowym predkosé wyrzucanego
paliwa jest réwnie wazna jak jego masa (gestoéé). Takze wazna jest masa
16dki (rakiety). Powtarzajac ,loty” lédka po powierzchni wanny, mozna
zaobserwowaé, ze nasza rakieta wcale nie ma stalego przyspieszenia.

Gdy juz zrozumiemy, dlaczego, to mozna zaprosi¢ kolegéw na zawody.
Jaki stopiei napelnienia silnika zapewnia najszybsze osiagnigcie
przeciwleglego brzegu wanny?

Skonstruujmy teraz rakiete o lepszych osiagach. W tym celu jako

paliwo zastosujemy mieszanine azotu, tlenu i dwutlenku wegla w stanie
gazowym. Napelniamy nia gumowy balonik i... puszczamy. Przez kilka
sekund balonik pedzi jak oszalaly. Dlaczego osiagi tej rakiety sa lepsze?

W kazdym razie jest to piekny dowdd eksperymentalny tego, ze gazy
tez maja mase, gdyz inaczej ped bylby réwny zeru. A moze ktos
z Czytelnikéw pokusilby sie o eksperymentalne wyznaczenie ta metoda
gestodci uzytej mieszaniny gazow?

* % %k
Majac do dyspozycji gumowy balonik, rurke o $rednicy 15 mm i dlugosci kilku

centymetréw, cienki sznurek, ciezarek o masie 100 g, plasteline, listewke o dlugodcei
50 cm, centymetr krawiecki i stoper, wyznacz gestod¢ powietrza.

Grzegorz WROCHNA
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Warto to sobie wyobrazié¢ (2)

Poprzednio stwierdzilismy, ze dla dowolnych liczb naturalnych

spelniajacych warunki

W<28-4 i S<2W -4

istnieje wielo$cian majacy W wierzchotkow i S écian.

No dobrze, istnieje, ale czy tylko jeden? — tu bylaby dluga dyskusja,
ktére wielosciany uznaé za takie same. My tymczasem nie bedziemy sie
nad tym zastanawiaé, bo pokazemy, ze moga by¢ bliznieta i trojaczki,
to znaczy takie dwa (albo trzy) wieloSciany, ktére maja tyle samo
wierzchotkéw i tyle samo Scian, ale sa — w mysl wszelkich rozsadnych

kryteriéw — rézne.

Bliznieta (W =8, S = 6). Trojaczki (W =8, S =T1).

Czy istnieja czworaczki, piecioraczki itd.?

Jak wida¢ z przykladéw, ta sama liczba wierzchotkéw nie wymusza,

aby §cian bylo tyle samo. Natomiast bliZnieta maja tyle samo krawedzi.
Podobnie trojaczki. Czy zatem znajac liczbe wierzcholkéw i Scian, znamy
tym samym liczbe krawedzi?

M.K.

Jak odroézni¢ jajko surowe od jajka ugotowanego na twardo

(bez tluczenia skorupki)?

Wystarczy nim zakreci¢ na gladkim stole.
Ugotowane na twardo kreci si¢ jako calo$¢, wiec
zakrecone wykona tadnych kilka obrotéw.

Jajko surowe nie jest cialem sztywnym, wiec
krecenie skorupka nie przenosi sie bezposrednio
na wnetrze jajka (chodzi gléwnie o z6ttko).
Surowe jajko prawie natychmiast sie zatrzyma.

Jeszcze bardziej tajemniczo wyglada nastepujace

dos$wiadczenie. Kladziemy jajko na stole

i rozkrecamy je palcem tak, aby jajko wykonalo

kilka, w miare szybkich, wymuszonych obrotéw

(poprzednio krecilismy jajkiem jak baczkiem —

tylko raz). Jezeli teraz zatrzymamy je na chwile,

to:

— jajko na twardo po prostu sie zatrzyma;

— jajko surowe (po cofnieciu palca) bedzie sie
dalej krecic!

Latwo to wyttlumaczyé. W drugim przypadku,
zatrzymujac na chwile skorupke, nie
zatrzymalismy rozkreconego wnetrza jajka. Czy
w ten sposéb mozna odréznié jajko na twardo od
jajka na miekko? Teoretycznie tak. Im bardziej
jest ono na miekko, tym latwiej. W praktyce
jednak réznica miedzy jeszcze nie catkiem $cietym
jajkiem na miekko, a dopiero co Scietym jajkiem
na twardo okaze sie bardzo trudna lub wrecz
niemozliwa do ustalenia.

Moze mozna wtedy zastosowaé echosonografie
albo metody sejsmiczne, czyli np. badaé
rozchodzenie sie poprzecznych fal dzwickowych
(w cieklej czesci jajka nie beda sie rozchodzié).
Nic nam jednak nie wiadomo o praktycznej
realizacji tego typu pomystow.

Pz

Czekamy na Wasze pytania. Mozecie je listownie przysyla¢ do redakeji Delty lub elektronicznie:
fizeks@eduseek.ids.pl — fizyka i astronomia, oraz mateks@eduseek.ids.pl — matematyka.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Duze krople

W lecie malo komu zalezy na deszczu. Cho¢ jedni
ciezko pracuja przy zniwach, a drudzy wprost
przeciwnie — odpoczywaja, to ani ci, ani tamci do
opaddéw nie tesknia. Wymarzony upal nie powinien
jednak trwac zbyt dlugo. Nic tak nie odswieza
atmosfery jak dobra burza.

Ale skad sie biora deszcze? Ogdlnie wiadomo,

ze deszcze padaja z chmur, a chmury tworza sie

w procesie kondensacji pary wodnej na czasteczkach
areozoli unoszacych sie w atmosferze. Chmura
poczatkowo sklada sie tylko z malutkich kropelek,
ktére stopniowo rosna, az osiagna rozmiary rzedu
jednego milimetra, co pozwala im na rozpoczecie
spadania, w czasie ktérego dalej rosna, aby stac sie
znanymi nam kroplami deszczu.

Jest jednak pewien problem. Ten proces trwa

zbyt diugo. Obliczenia prowadza do oszacowania
minimalnego czasu formowania sie kropel na
kilkanascie godzin, podczas gdy obserwuje sie czasy
nawet nieprzekraczajace pot godziny.

Specjalisci od dawna podejrzewaja, ze to wiatr
przyspiesza proces formowania sie kropel, ale
proste uwzglednienie go w modelach niewiele dotad
poprawialo.

W marcowym zeszycie Physical Review Letters
ukazal si¢ artykutl [1], ktéry tak wedlug autoréw,

jak i komentatoréw [2] zawiera klucz do rozwiazania
tego problemu. Jest nim uwzglednienie turbulencji.
Wewnatrz chmury tworza sie male wiry, ktére na
zasadzie wiréwki odrzucaja kropelki na zewnatrz,
tworzac ich zageszczenia o milimetrowych rozmiarach
— wlasnie takich, jakie sa potrzebne, aby kropelka
mogla stac si¢ deszczem.

Artykut [1] opiera si¢ na calej serii prac
opublikowanych w ciagu ostatnich kilku lat,

a dotyczacych analitycznego modelowania

ruchu masywnych czasteczek w réznego rodzaju
przeplywach. Rozwiniete podejécie moze okazaé
sie pomocne przy okazji badania dystrybucji
wtryskiwanego do silnikéw paliwa czy tez rozkladu
zanieczyszcezen atmosferycznych. Nadzieje wiaze sie
ze stworzeniem dla meteorologéw prostych regut
typu ,,jezeli wiatr jest odpowiednio silny, to deszcz
zacznie padac za czterdziesci minut”. Niestety, na razie
pozostanie to tylko marzeniem.

Bez wzgledu na to, czy rozumiemy mechanizm
powstawania kropli czy nie, wezedniej czy pozniej
dopadnie nas letnia burza. Gdy juz uda nam sie
schronié¢ przed nia pod dach, namiot czy do kabiny
tédki, to mozemy zapytaé: co na temat wielkosci
kropel mozna powiedzie¢ na podstawie ich loskotu

o nasze schronienie? Problem jest chyba nadal otwarty.
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Inaczej sprawa wyglada w fizyce materii
skondensowanej. Tam od dawna porcje
przeplywajacego przez cienkie zlacze ladunku mierzy
sie za pomoca ,shuchania szumu” takiego przeplywu.

Pod koniec kwietnia ukazal sie artykul [3], w ktérym
zaprezentowane zostaly wyniki badania przeplywu
pradu przez punktowe zlacze pomiedzy dwoma
nadprzewodnikami. Wyniki okazaly sie perfekcyjnie
pasowaé do kwantowo-mechanicznych obliczen
teoretycznych [4].

Zespol [3] cheial sprawdzi¢ zaskakujace przewidywania
teorii nadprzewodnictwa. Normalnie w metalach
nos$nikami pradu sa pojedyncze elektrony. W stanie
nadprzewodnictwa elektrony tacza sie w tzw. pary
Coopera. Ale przewidywania dotyczace pradu
plynacego przez staby nadprzewodzacy kontakt,
taczacy dwa nadprzewodniki sa jeszcze dziwniejsze.
Dla odpowiednio malego napiecia prad przeplywa

w coraz wiekszych porcjach. Dodatkowo, wielkos¢

tych porcji dla odpowiednio malej przewodnosci
zlacza (odpowiadajacej tunelowaniu przez bariere
potencjatu) coraz dokladniej odpowiada calkowitym
wielokrotnoéciom tadunku elementarnego. Zaleznosé
wielko$ci porcji przesylanego tadunku od przylozonego
napiecia staje sie coraz bardziej schodkowa [1].

W do$wiadczeniu uzyto nanotechnologii pozwalajacej
na uzyskiwanie punktowych ztacz o regulowanej
wielkosci. Pracowano z jak najmniejszymi zlaczami
sktadajacymi sie z pojedynczych atoméw glinu. Glin
ma w tych warunkach trzy kanaly przewodnosci
odpowiadajace trzem dostepnym orbitalom typu p.
Do charakterystyki pradowo-napieciowej ztacza mozna
dopasowac krzywe teoretyczne, ktorych parametrami
sa przewodnosci w dostepnych kanalach. Liczby

te nazywane sa w $rodowisku badaczy PIN-kodem
zlacza. Ich wyznaczenie pozwala przewidzie¢ zaleznosé
wielkosci przysylanych przez ztacze nosnikéw tadunku
od napiecia bez zadnych wolnych parametréw.

Okazalo sie, ze wyniki pasuja do przewidywan jak
rekawiczka do reki. Swiadczy to o zrozumieniu teorii
przewodnictwa we wspdlnym obszarze zainteresowan
fizyki ciata stalego i chemii.

Piotr ZALEWSKI
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2001).

[3] R. Cron, M.F. Goffman, D. Esteve, C. Urbina,

Multiple- Charge- Quanta Shot Noeise in Superconducting
Atomie Contacts Phys. Rev. Lett. 86(2001) 4104,

[4] Electric Current in Big Chunks, Phys. Rev. Focus (30 kwietnia

2001).



WOkél niczego ITa, medio vero omm'u'm residet Sol — ,',W posrodku za$g wszys.tk'{ch rozsiadlo
sie Storice”. To zdanie dotyczace orbit planet zamyka w sobie istote systemu
Kopernika: Stofice stanowi centrum, wokoél ktérego kraza planety. Dzieki
G?‘ZQQO?’Z DERFFEL ogromnej masie Stonica ruchy cial Ukladu Stonecznego odbywaja sie zgodnie
z tym przyblizonym obrazem. Zwykle opisujemy je w ukladzie odniesienia, ktéry
nie wyréznia zadnego z tych cial i jest zwiazany z ,gwiazdami stalymi”. Dalej
bedziemy nazywaé go ,nieruchomym”.

Dla opisu ruchu ksiezyca jakiej$ planety takze mozna wykorzysta¢ wygodny
uklad odniesienia. Posluzmy sie tu przykladem Jowisza, ktéry zdolal zgromadzié
Y4 wokdt siebie okoto 20 ksiezycow, tworzac miniaturowy ,system
planetarny”. Wybierzmy uklad wspétrzednych nieruchomy wzgledem
Jowisza, o poczatku w srodku masy pary Jowisz-Stonice. Jego os =
skierujmy wzdluz prostej laczacej te ciala, a osi z nadajmy kierunek
prostopadly do plaszczyzny orbity Jowisza (zwroty osi pokazuje
3 J rysunek 1). Tak zdefiniowany uktad obraca sie wzgledem uktadu
N )z c:, é } nieruchomego raz na jowiszowy rok. Poniewaz ksiezyce sa znacznie
o T mniejsze od Jowisza, mozna uznac, ze pod wplywem przyciagania
planety kazdy z nich okraza go po elipsie.

Fo)

Rys. 1
ys Pozostajac w plaszczyznie zy tego ukladu, przejdZmy w okolice jednego z dwdch

punktéw wyznaczajacych wraz ze Slonicem i Jowiszem tréjkaty réwnoboczne
— tego mianowicie, ktéry w ukladzie nieruchomym wyprzedza planete o okolo
1/6 roku (rys. 2). Znajdziemy tam grupe planetoid zwanych Grekami. Pierwsza
z nich, Achillesa, odkryt w 1906 r. M. Wolf. W obracajacym sie ukladzie
wspélrzednych planetoidy takze kraza, jednak inaczej niz ksiezyce: wokél
_ @ .1 niczego. Poruszaja sie po torach, wewnatrz ktérych nie
L @t é ’ ma zadnej centralnej masy. Okrazaja tzw. tréjkatny
£ R punkt libracji, oznaczany zwykle symbolem Ly.

I Podobna grupa planetoid — Trojan — skupia sie wokot
punktu libracji Ls, w miejscu symetrycznym do Ly
wzgledem osi z. Istnienie punktéw libracji wykazal
J.L. Lagrange w 1772 r. w pracy dotyczace] zagadnienia
trzech cial Essai du probleme des trois corps. Problem
ten, polegajacy na znalezieniu ruchu trzech mas
przyciagajacych sie sitami grawitacji, jest w ogdlnym
przypadku praktycznie nierozwiazywalny. Lagrange
znalaz} rozwiazania w przypadkach szczegdlnych,

z ktérych najprostszym jest wariant zwany ograniczonym
kotowym zagadnieniem trzech cial. Zaklada si¢ w nim,
12 T ze wszystkie trzy ciala poruszaja sie w jednej wspdlnej
Cer T plaszczyznie, ze jedna z mas m jest znacznie mniejsza od
M, | pozostatych M; 1 Ma, wiec nie wplywa na ich ruch, i zZe
tory tych dwu cial masywnych sa kotowe.

Rys. 2 X ) ’ " L
Jednym z rozwiazan szczegélnych jest wtedy ruch matego ciala, podczas

ktérego przebywa ono stale whasnie w tréjkatnym punkcie libracji. Zazwyczaj
ruch malej masy w ograniczonym zagadnieniu trzech cial bada sie w ukladzie
obracajacym sie jednostajnie, razem z dwoma cialami masywnymi, ze

stala predkoécia katowa, réwna tej, jaka maja ciala masywne krazace po
okregach w ukladzie nieruchomym. Zalézmy, ze M; > M, wprowadzmy

mase zredukowana pu = My /(M; + Ms) oraz oznaczmy przez D odleglosé
miedzy cialami masywnymi, a przez T' okres ich pelnego obiegu kolowej orbity
w ukladzie nieruchomym (rys. 2). Przyjmijmy tez, ze bedziemy interesowac sig
ruchem ciala ,znikomego” tylko w plaszczyZnie xy.

Ruch masy znikomej m jest konsekwencja dzialajacych na nig sil. W ukladzie
obracajacym si¢ — a wiec nieinercjalnym — oprécz sil przyciagania przez M,

i My pojawiaja sie sily bezwladnosci: odérodkowa i Coriolisa. Ta ostatnia
dziata wtedy, gdy predko$é masy m jest rézna od zera. Pole wypadkowej F sily
grawitacji i sily odérodkowej jest nadal polem potencjalnym, tzn. ze mozna
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4

Rozwigzanie zadania F 553.
Rozpatrzamy pierwszy ruch tloka w lewo:

Cignienie gazu zmniejsza sie do pewnej
wartofei py. 2 prawa Boyle'a-Mariotte’a
-, - -
pV =p(V+ V')
Podezas ruchu tloka w przeciwnym
kierunku powietrze z komory pompy jest
wypychane na zewnatrz:

-

et

Oznaczajac cifnienie pod koniec drugiego
cyklu przez pa, mamy

- ” rt
mV =p2(V+V).

Z powyizszych dwdéch wzordw

Vv 2
Pz =p ( VT ‘() .

Po n ruchach tloka cidnienie p, w

naczyniu bedzie réwne

o A
Pn —pP = z:
=2\ v

a wiec obnizenie ciénienia do Pn=pP

nastapi po

ruchach tloka.

zdefiniowaé funkcje Q(z,y), ktdéra bedzie opisywaé energie potencjalna ciala

o znikomej masie i zerowej predkosci w opisanym ukladzie.

Powierzchnie opisana funkcja (z, y) przedstawia rysunek 3. Oczywiscie,
wypadkowa F' sil grawitacji jest ujemnym gradientem funkcji €2, tzn. ze sita F’

jest w kazdym punkcie (z,y) skierowana w strone spadku funkcji Q(z,y), a jej
warto$é jest proporcjonalna do nachylenia powierzchni wyznaczonej funkcja (2.

Qz,y) b

Rys. 3

Przekroje tej powierzchni poziomymi plaszczyznami Q@ = C' sg tzw. krzywymi
zerowej predkosci Hilla. Ograniczaja one obszary niedostepne dla ciala, ktérego
energia wynosi C. Na rysunku 3 u dotu pokazany jest przyklad takich krzywych.
Funkcja Q(z,y) ma pie¢ ekstreméw, w ktorych sktadowe sity F sa réwne zeru.
Wyznaczaja one pie¢ punktéw oznaczanych Ly, ..., Ls, w ktérych masa znikoma
pozostaje w réwnowadze, a numeracja odpowiada rosnacej energii ciala. Punkty
L1, Ly i L3 leza na osi « i zwane sa wspélliniowymi. Funkcja Q(z,y) ma w nich
siodla. Sa one niestabilne w tym sensie, ze male wychylenie z kazdego z tych
punktéw powoduje nieograniczone oddalenie si¢ ciata znikomego. Punkty Ly

i Ls maja wspélrzedne (D(3 — p), DV3/2) i (D(3 — i), DV/3/2) i zwane sa
tréjkatnymi. Funkcja Q(z,y) ma w nich maksima. Punkty tréjkatne moga by¢
stabilne. Oznacza to, ze mate wychylenie z polozenia réwnowagi w Ly lub Ls
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Rys. 4

Rys. 5

prowadzi do ruchu okresowego wokél tych punktéw. Jest to mozliwe, jezeli sita
Coriolisa jest przeciwnie skierowana do wypadkowej sil grawitacji i odsrodkowej
Stabilnos¢ (podkreslmy: dla matych wychyleri) ma miejsce jednak tylko wtedy,
gdy ciala masywne spehniaja warunek p(1 — u) < 1/27, czyli gdy p < 0,038521.

Teorig niewielkich ruchéw — libracji — w bliskim sasiedztwie
punktéw Lagrange’a opracowal w 1899 r. C.V.L. Charlier.
W okolicach punktéw stabilnych mozna spodziewaé sie
orbit okresowych. Ruchy takie moga by¢ traktowane jako

superpozycja drgan harmonicznych o dowolnych, lecz
niewielkich (w poréwnaniu z odlegloécia od cial masywnych)
amplitudach. W poblizu np. punktu Ly dwa z tych drgan
zachodza wzdluz linii przechodzacej przez L, i nachylonej

do osi & pod katem ¢ = 0,5arctg(v/3(1 — 2u)), a dwa inne

— prostopadle do niej; tworza wiec dwie pary wzajemnie
prostopadtych drgan. Drgania kazdej pary sktadaja sie na
rodzine podobnych, wspétsrodkowych i wspétosiowych elips
o srodku w punkcie Lagrange’a, duzych osiach tworzacych

z osia © wspomniany kat i rozmiarach okreslonych przez
amplitudy drgan (rys. 4). Rodziny te oznaczane sa literami d i e. Ruch po tych
elipsach odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do kierunku obiegania sie cial
masywnych. Tylko wtedy sita Coriolisa moze zapewnié stabilnoéé. Odpowiednie
elipsy wokol Ly leza symetrycznie wzgledem osi z, ale ruchy po tych torach
symetryczne nie sa, bowiem takze odbywaja sie w kierunku zgodnym z obrotem
wskazéwek zegara. Stosunek osi b/a elips rodziny d przyjmuje wartosci

z przedzialu 0 < b/a < 0,4142 odpowiednio dla 0 < p < 0,038521. W przyjetym
przyblizeniu matych amplitud okres obiegu po elipsach libracyjnych zalezy tez

tylko od stosunku mas i wynosi Ty = T{3[1 — /1 — 27u(1 — p)]} ~'/2. Stosunek
osi elips rodziny e spelnia nieréwnosé¢ 0,5 > b/a > 0,4142, a okres obiegu wynosi
T. = T{3[1+ /1 - 27p(1 — w)]} /2.

Masa typowej planetoidy z grup Trojan i Grekéw jest tak mala w poréwnaniu
z masami Slotica i Jowisza, a orbita Jowisza tak zblizona do okregu,
ze zastosowanie do nich ograniczonego kolowego zagadnienia
trzech cial jest calkowicie uzasadnione. Dla uktadu
Jowisz-Stonice masa zredukowana Jowisza wynosi zaledwie
0,000954, a wiec tréjkatne punkty libracji sa stabilne. Opisane
przez teori¢ Charliera ruchy mogtyby sie zrealizowaé. Elipsy
d i e mialyby ksztalty okreslone przez stosunki osi 0,05356
10,4994 odpowiednio, a okresy obiegu wynosityby 147,42
111,90 lat. Okresy te sa niewspdtmierne, wiec wypadkowy
tor ciata znikomego bytby krzywa niezamykajaca sie. Méglby
\ on przybiera¢ dos¢ zawily ksztalt, np. jak na rysunku 5.
\ Przyblizenie malych amplitud, za pomoca ktérego otrzymano
: powyzsze wyniki, nie jest jednak spelnione dla rzeczywistych
ruchéw Trojan i Grekéw. Planetoidy te oddalaja sie dogé
znacznie od punktéw libracji i ich tory nie sa superpozycja elips (wychylaja sie
takze poza plaszczyzne orbity Jowisza). Sa asymetryczne wzgledem punktu Ly:
maksymalne wychylenie w kierunku Jowisza jest mniejsze niz w kierunku
przeciwnym. W granicy bardzo malych amplitud tory takie przechodza
w wydluzone elipsy typu d.

W 1961 r. E. Rabe przeprowadzil pierwsze numeryczne obliczenia okresowych
toréw o dowolnej amplitudzie. Rysunek 6 przedstawia serie takich orbit

o coraz wigkszych rozmiarach, siegajacych coraz dalej od punktu Lagrange’a

Ly (orbity symetryczne wzgledem osi z i otaczajace punkt Ls nie zostaly
narysowane). W kierunku Jowisza planetoida oddala si¢ od punktu libracji

o kat o siegajacy 40°; w kierunku przeciwnym moze oddali¢ sie dowolnie daleko.
W granicznym przypadku, gdy a = 365 1, orbita sigga punktu libracji L i taczy
si¢ z symetryczng do niej orbita otaczajaca punkt Ly (co prawda, ruch trudno
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wtedy uznaé za okresowy, poniewaz cialo
znikome zatrzymuje si¢ teoretycznie

w punkcie Lg). Po przekroczeniu tego
granicznego przypadku tworzy sie jedna
orbita w ksztalcie podkowy, otaczajaca
punkty libracji L4, Ls i L 1 obiegana

w skoficzonym czasie. Przypadek ten znalazl
potwierdzenie obserwacyjne: w 1997 r.

P. Wiegert, K. Innanen i S. Mikkola
stwierdzili, ze niewielka planetoida 3753
Cruithne odbywa ruch po podkowie

w uktadzie Ziemia—Stonce.

Wokét zadnego ze wspélliniowych punktéw

L

Rys. 6

>

Rozwiazanie zadania M 962.
Kazdy = powstalych czaworokatdw
podzieliny przekatna na dwa tréjkaty:

zakreskowany i niezakreskowany.

C

A

Jasne jest, ze pola tréjkatdw

zakreskowanych, podobnie jak pola

trojkatow niezakreskowanych, tworza

cia

arytmetyczny. Dodajac dwa
clagl arytmetyczne, otraymujemy ciag
arytmetyczny.

=8 J

Lagrange’a nie mozna, oczywiscie,
spodziewaé sie trwalego ruchu o naturalnym
pochodzeniu. Warto jednak wspomnie¢

o sondzie SOHO (Solar and Heliospheric
Observatory), ktéra od 1996 r. okraza

punkt L; ukladu Ziemia-Slonce, potozony

w odlegloéci okolo 1,5 mln km od Ziemi,

w miejscu, gdzie znika suma przyspieszen
grawitacyjnych obu tych cial i przyspieszenia
odérodkowego. Ta szczegdlna lokalizacja
sondy zapewnia mozliwos¢ ciaglej obserwacji
Storica, nieprzerywanej ,za¢mieniami”, ktore
zdarzalyby sie, gdyby sonda krazyla wokél
Ziemi. Stabilnos¢ orbity jest zapewniona
»sztucznie” przez uruchamianie 2-4 razy na rok silnikéw korekcyjnych, co
kompensuje powoli narastajace odchylenia od nominalnej orbity.

Opisane w tym artykule ruchy ciala znikomego, odbywajace si¢ wokél niczego

w ukladzie obracajacym sie, maja w ukladzie nieruchomym mniej spektakularny
charakter: polegaja w gruncie rzeczy na krazeniu wokét Stonca. Orbity nie sa
jednak krzywymi zamknietymi i wygladaja na dosé¢ nieregularne. Ich wyjatkowy
charakter, tj. zwiazek z punktami Lagrange’a, jest widoczny dopiero z ukladu
obracajacego sie.

Na zakonczenie zwréémy uwage na jeszcze jeden przyklad ruchu wokét niczego,
nie zwiazany z zagadnieniem trzech cial. Rozwazmy ruch np. Jowisza po elipsie
okolostonecznej, ale wzgledem ukladu odniesienia obracajacego sie jednostajnie

z okresem réwnym dokladnie jowiszowemu rokowi. W ukladzie tym Jowisz
zmienia odlegtoéé od Slonica w granicach od peryhelium do aphelium. Ponadto
okresowo oddala sie od osi x, poniewaz wskutek réznicy miedzy swoja predkoscia
katowa a predkoécia katowa obracajacego sie ukladu wyprzedza ja lub zostaje

za nia w tyle. W efekcie krazy z okresem T wokél niczego — po eliptycznym
epicyklu (podobnym do elips rodziny e) o stosunku osi réwnym 0,5 i ustawionym
mala osia w kierunku Slonica. To samo dotyczy oczywiscie kazdego innego ciala
krazacego wokél Storica po eliptycznej orbicie keplerowskiej, jesli spojrze¢ na nie
z uktadu obracajacego sie jednostajnie.

&

Rozwigzanie zadania M 961.

W punktach A, B, C, D umieéémy masy 1, v, o3, 3 odpowiednio. Znajdziemy érodek masy tego

ukladu na dwa résne sposoby. Srodek ciezkoéei mas A(1) i B(a) znajduje sie w punkeie K, a mas

D(3) i Clex3) — w punkcie L. Oznacza to, se frodek ciezgkodci wseystkich caterech mas znajduje sie
3 i ; oo precs KP'| (4 af

w punkcie P', lezacym na odeinku KL i dzielacym go w stosunku |}”L| e

analogicznie stwierdzamy, ze érodek ciezkoéci wszystkich czterech mas P’ lesy na odeinku MN

MP'
| P ,\.l‘l = . Wynika z tego réwnoié¢ P = P’ oraz prawdziwosé tezy zadania.

= 3. Rozumujac

i dzieli go w stosunku
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszezamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwoch
et lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,

umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnodcia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnoéei danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktdw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

419. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe « oraz najmniejszg liczbe 3 420. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b = ¢+ d.
takie, ze nierédwnosci Dowiesé, ze jezell nieréwnosé a™ + b" > " 4 d" zachodzi dla
PA|+ |PB|+ |PC|+ |PD| pewnej liczby naturalnej n > 1, to zachodzi ona dla kazdej liczby
R e vy Lol el o L el ’ i T
[AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |BD| + |CD| = naturalnej n > 1.
zachodza dla kazdego czworodcianu ABC D i dla kazdego punktu P

lezacego wewnatrz tego czworoscianu.

419. Wezmy dowolny czworoécian ABCD oraz dowolny jego punkt wewnetrzny P.
Dodajac stronami nieréwnoéé |[AB| < |PA| + |PB| oraz pie¢ analogicznych nieréwnosci
napisanych dla pozostalych pieciu krawedzi czworoscianu stwierdzamy, ze

|AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |BD| + |CD| < 3(|PA| + |PB| + |PC| + |PDI).

Mozemy przyjaé, ze najdluzsza krawedzia czworoscianu jest

jeden z bokéw éciany ABC. Oznaczmy jego dlugosé przez d;
liczba d jest wiec jednoczednie érednicg czworoscianu oraz rednica
sciany ABC. Przez punkt P prowadzimy prosta prostopadla

do plaszczyzny ABC i znajdujemy na niej punkt @ nalezacy

do czworoécianu, najbardziej oddalony od plaszczyzny ABC.
Ustalmy oznaczenia wierzcholtkéw tréjkata ABC tak, by @ byl
punktem $ciany ABD. Wéwczas

|PA| + |PB| < |QA| + |@B| < |DA| + | DB,
|PC| + |PD| < 2d < |AB| + |AC| + |BC|;

ostatnia nieréwnoéé zachodzi dlatego, ze d jest dlugoscia jednego
z bokéw tréjkata ABC. Po dodaniu stronami:

Caoléwa ligi zadaniowej |PA| + |PB| + |PC| + |PD| < |AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |BD| <
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzai < |ABl T IACI + |AD| 3 |BC| + |BD| & |CD|
adan 411 (WT=1,02) i 412 (WT=2, . o fd %

= (z numeru 1]21/2000( 2 7 uzyskanych zaleznoéei wynika, ze dla o = 1/3 oraz 3 = 1 postulowana nier6wnosc
Piotr Kumor - Olsatyn 43,32 podwdjna jest zawsze spelniona. Wezmy teraz czworoscian, ktérego trzy wierzcholki
< it :i‘l‘::mdmski Mpam o lezg bardzo blisko siebie. Umieszczajac punkt P w poblizu tych wierzcholkéw badZ tez
Janusz Olszewski - Suwalki 39,40 w poblizu czwartego wierzcholka ofrzymujemy dla rozwazanego utamka wartodé bliska
Witoeld Bednorz ~ Tychy 37,77

1/3 bad# 1. Zatem liczby o = 1/3 oraz 3 = 1 daja najlepsze oszacowania zachodzace
dla kazdego czworoscianu i dla kazdego punktu wewnatrz niego.

420. Jeéli a + b = ¢+ d = 2m, to zapisujemy liczby a, b jako m+z, m—a, oraz liczby
e, d jako m+y, m—y, gdzie 0 < z,y < m. Wowczas

[n/2]
Ap=a"+bt"=(m+a)"+(m—z)" = 22; (;)m”_zszj,
=

[n/2]
Cn=c"+d"=(m+y)" +(m—y)" =2 (;j)mn_zjyzj
J=0

i jest jasne, ze réznice A,, — C, maja (dlan = 2,3,4,5,...) wszystkie taki sam znak,
jak x — y. Stad teza.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

316. Wahadlo Foucault zawieszone na linie o dlugosci 10 m zostalo odchylone od pionu o 1,5 m
i puszczone. Jesli zdarzylo sie to w Warszawie, to w jakiej odleglosci od swojego polozenia
rownowagl przeleci érodek masy wahadla?

317. W Kosmosie jest wigce] neonu niz argonu, a jednak atmosfera Ziemi zawiera prawie 1% argonu

i tylko 0,0018% neonu. Podaé mozliwe przyezyny tej rozbieznodei.

316. Rozwiazujac w ukladzie inercjalnym stwierdzamy,
ze wzgledem punktu zawieszenia obrét Ziemi (trwajacy
23"56™) nadal wahadlu poczatkowa predkoéé

v = woRsinf
prostopadla do zasadniczego kierunku ruchu (gdzie wo —
predkoéé katowa obrotu Ziemi, # — szerokoéé geograficzna
Warszawy, R — dane odchylenie poczatkowe). Maksymalna
predkodé wahadla vy jest w bardzo dobrym przyblizeniu
dana wzorem, wynikajacym z zasady zachowania energii
vy = R\/%, gdzie | — dlugoé¢ liny. Aby znalezé¢ szukana
odlegloéé r, wystarczy teraz odwolaé sie do zasady
zachowania momentu pedu

Paradoksy

'UlR = vaT,
27

- : - . . s _
zatem r = woR\/; sind. Po podstawieniu wy = T

~7,3-107°% 571, 8 = 52°, otrzymujemy r = 0,11 mm.

317. Jedna z przyczyn jest fakt, ze neon - jako

gaz lzejszy — uciekl z atmosfery Ziemi w przestrzen
kosmiczna (zwlaszcza w poczatkach istnienia Ziemi, gdy
temperatura atmosfery byta wyzsza od obecnej). Drugim

— prawdopodobnie wazniejszym — powodem jest stale
zachodzacy rozpad 37 izotopu potasu *°K, w wyniku czego
powstaje izotop “’Ar. (To zadanie pochodzi z zawodéw

im. Leo Szilarda — Wegry).

Paradoks to rozumowanie prowadzace do sprzecznosci (czasem pozornej)
z tym, co powszechnie uznawane jest za prawde. Klasyczny paradoks

Epimenidesa, Kretericzycy zawsze klamcy, polega na tym, ze Epimenides tez byl

Krzysztof

Kreteniczykiem; gdyby wiec mowil prawde, klamalby. Jak zauwazyl Eubulides

z Miletu, Kiedy ktameca moéwi, zZe ktamie, to zarazem klamie 1 méwi prawde.

OLESZKIEWICZ

W jezyku uzywanym na wspoélczesnych lekcjach logiki matematyczne] mozna ten

paradoks wyrazi¢ nieco inaczej: Niniejsze zdanie jest falszywe. Jesli zdanie owo
jest prawdziwe, to jest falszywe — 1 odwrotnie. Nie moze wiec by¢ ani prawdziwe,
ani falszywe, albo tez powszechnie przyjete rozumienie prawdy i falszu nie
przystaje do tej sytuacji. Ten typ paradoksu wiaze sie, oczywiscie, z faktem,

iz zdanie odnosi sie do siebie samego. Mozliwe sa tez nieco inne warianty:
Nastepne zdanie jest prawdziwe. Poprzednie zdanie jest falszywe.

Ponizsze rozumowanie nosi nazwe antynomii Russella i obrazuje klopoty
zwiazane z pojeciem zbioru. Rozwazmy zbiér T" wszystkich tych zbioréw,

ktére nie sa swoimi elementami. Czy T € T7 Jezeli T € T, to T nie jest swoim
elementem, czyli =(T € T). Jedli zas§ —~(T € T), to T jest swoim elementem,

a wiec T' € T. Ta sprzecznosé sprawia, ze wspolczesna matematyka narzuca
ostre ograniczenia na sposéb okreslania zbioréw. Definicja T' nie spelnia tych
wymogdw, w zwiazku z czym zagrozenie zwiazane z antynomia Russella zostalo
oddalone. Nie ma jednak pewnosci, czy w przyszlodci nie zostana odkryte jakies
inne paradoksy godzace w podstawy matematyki; co wiecej, z twierdzenia Kurta
Godla wynika, ze jesli nawet w matematyce nie ma sprzecznosci, to udowodnic
tego nie mozna. Dowéd Gaodla w wyrafinowany sposéb korzysta z paradoksu

ktamecy, ale jest zbyt skomplikowany, by go tu streszczac.

Na koniec zajmijmy si¢ nieco mniej destrukcyjnym zastosowaniem paradoksu
ktamcy. Udowodnimy, za Georgiem Cantorem, ze kazdy niepusty zbiér A ma
wiecej podzbioréw niz elementéw. Istotnie, zaldézmy, ze kazdemu z € A mozna

Zbidr ¥ ,ma wiecej elementdw” niz
zbidr X, gdy Y nie jest zbiorem wartosci
zadne] funkcji okreslonej na X. Taki
spostb poréwnywania zbioréw ma

te przewage nad zwyklym liczeniem
elementdw, ze stosuje sie takze do
zbhiordw nieskonczonych. Na prayklad
zbidr wszystkich liczb naturalnych 1

nie ma wiecej elementéw niz zbidr liceb
naturalnych parzystych, poniewaz M jest
zbiorem wartodci funkeji: 2n — n.
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przypisa¢ pewien podzbidér P, C A, w taki sposéb, iz kazdy podzbiér zbioru A
zostanie przypisany przynajmniej jednemu elementowi A. Niech

B={zeA:~(z e P,)}.

B jest podzbiorem zbioru A, wiec B = P, dla pewnego y € A. Jezeli y € P, to
y € B, wiec ~(y € P,). I vice versa: jezeli ~(y € P,), to —(y € B), czyli y € P,.
Otrzymana sprzeczno$¢ nie godzi w podstawy matematyki — dowodzi jedynie,

ze falszywe bylo zalozenie, iz zbiér A ma nie wiecej podzbioréw niz elementéw.



Patrz w niebo

Galaktyki prébowano klasyfikowac na kilka sposobdw, a najpopularniejszy do
dzié system pochodzi od Edwina Hubble’a, badacza, ktéry wykazal, ze tzw.
mglawice pozagalaktyczne sa rzeczywiscie galaktykami, czyli zbiorowiskami
ogromnej liczby gwiazd. Jego klasyfikacja galaktyk jest bardzo naturalna.
Mamy trzy typy galaktyk: eliptyczne (E), spiralne (S) i nieregularne (I). Dla
galaktyk eliptycznych podaje sie jeszcze liczbe, bedaca zaokraglona do calosci
wartoécia widocznego splaszczenia pomnozona przez 10. Jezeli osie obrazu
galaktyki wynosza a i b, to owa liczba wynosi 10(a — b)/a i w praktyce zawiera
sie w przedziale od 0 do 7 — nie ma galaktyk eliptycznych bardziej splaszczonych
niz E7. Symbol galaktyki spiralnej sklada sie jeszcze z litery oznaczajacej
wielkoéé centralnego zgeszczenia lub tym samym stopien wyrazistosci ramion
spiralnych. Symbol Sa oznacza galaktyke o wielkim centralnym zgeszczeniu

i drobnych ramionach, Sc za$ galaktyke zbudowana niemal tylko z poteznych
ramion. Nasza Galaktyka jest typu posredniego — Sb. Miedzy tymi dwiema
literami umieszcza sie jeszcze B, jezeli galaktyka ma poprzeczke.

Osobna klase stanowia galaktyki S0, tzw. soczewkowate. Sa one tak plaskie
jak E7, maja jednak wyrazny dysk w plaszczyznie réwnikowej, ale bez sladéw
struktury spiralnej. Od czaséw Hubble’a odkryto tez inne rzadkie rodzaje
galaktyk, np. olbrzymie eliptyczne o symbolu ¢D, z wyjatkowo jasnym jadrem,
albo — odwrotnie — w wielkich iloéciach wystepujace kartowate. Mozna by
oczekiwaé, ze im mniejsze i stabsze sa galaktyki, tym trudniej je zarejestrowac
na zdjeciach (lub obrazach z kamery CCD) i tym mniej o nich wiadomo.

Jakby na przekér tej oczywistodci istnieje typ galaktyk bardzo jasnych, ktdre
mimo to zaobserwowadé jest nielatwo. Sa to tzw. galaktyki zwarte, ktérych
obecnoéé sygnalizowal juz Fritz Zwicky w latach 60 minionego wieku. Nie ma
ich w bezpoérednim sasiedztwie naszej Galaktyki, a z wielkiej odleglosci,

choé doskonale je widaé, na ogdél nie daja sie odrézni¢ od gwiazd. Typowe
bowiem ich rozmiary nie przekraczaja 2" — stad trudnoéci obserwacyjne.

Na podstawie znanych odlegloéci niektdrych z nich wiadomo, ze sa to galaktyki
znacznie mniejsze od naszej, a mimo to o zblizone] jasnosci. Swa wielka moc
promieniowania zawdzieczaja, jak sie wydaje, ogromnemu tempu formowania
sie nowych gwiazd. Do dzi$ nie wiadomo, dlaczego tak jest, dlaczego ich nie ma
w sasiedztwie, ile wlasciwie ich jest itd.

Sierpien

Wieczorem z pélnocy na poludnie przecina niebo
Droga Mleczna. W poblizu zenitu znajduje sie Labedz,
nisko na poludniu Strzelec, a ponadto do$¢ nisko

na zachodzie (oczywiscie poza Droga Mleczna)

widaé jeszcze Warkocz Bereniki. Kazda pare z tych
trzech gwiazdozbiordw dzieli katowa odlegloé¢ réwna
katowi prostemu, nawet wiecej: wyznaczaja one na
niebie przyktadowy tréjkat (oczywiscie sferyczny)

o wszystkich bokach i wszystkich katach réwnych 90°.
Nie byloby w tym nic nadzwyczajnego, gdyby

nie fakt, ze w Strzelcu (a dokladniej na granicy
Strzelca, Skorpiona i Wezownika) znajduje sie centrum
Galaktyki, wokél ktérego Storice i niemal wszystkie
widoczne golym okiem gwiazdy dokonuja jednego
obiegu w ciagu mniej wiecej ¢wierci miliarda lat.

W Warkoczu Bereniki lezy biegun Galaktyki. Wreszcie
w swoim ruchu obiegowym Slonce wraz z okolicznymi
gwiazdami pedzi wlaénie w strone Labedzia ze

gérednia predkoécia 220 km/s (mierzona oczywiscie
wzgledem centrum Galaktyki). Widzimy wiec naraz
trzy najwazniejsze punkty okreslajace geometrie naszej
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Tomasz KWAST

Galaktyki 1 jej obrot. A nawet czwarty. Mianowicie

w tym wspdlnym strumieniu kazda gwiazda ma
predko$é nieco rézna od $redniej. Storice np.

ma wzgledem calego zbioru gwiazd okolicznych
predkoéé zaledwie 20 km/s (tzw. predko$é¢ swoista),

a skierowana jest ona ku Herkulesowi, ktorego

w sierpniowe wieczory tez wida¢ wysoko na niebie.
Moéwi sie, ze w Herkulesie lezy apeks predkodci swoistej
Stonica.

Wenus jest w Bliznietach i widoczna jest jako
Gwiazda Poranna. Réwniez w Bliznietach jest Jowisz,
a niedaleko w Byku — Saturn, w rezultacie wszystkie te
planety widaé przed $witem. Mars jest w Wezowniku,
przez co po pdlnocy juz zachodzi. Pelnia Ksiezyca
wypada 4 VIII, a néw 19 VIII. Ksiezyc zakryje
Saturna 14 VIII i Jowisza 15 VIII, ale z Polski zjawisk
tych nie bedzie widaé; zobaczymy tylko zblizenia
Ksiezyca do tych planet. Ponadto 6 VIII Wenus
i Jowisz znajda sie we wzajemnej odleglosci nieco
ponad 1°, a 16 VIII Ksiezyc w odleglosci 2° od Wenus.
T.K.
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DLACZEGO? (II/3)

Czy zauwazyles, Drogi Czytelniku, jak poprzednio
moéwitem o cyfrze jednosci, a unikatem okreglenia
sostatnia cyfra”? To dlatego, ze liczba aggqp ma cyfre
jednosci réwna 9, ale nie ma ostatniej cyfry. Mamy
bowiem

azoq0 = 89364 ...83119,97204 .. .,

gdzie przed przecinkiem jest 32721 ...40831 cyfr. Ta

ostatnia liczba jest 4049-cyfrowa, tzn.
10°

Tak, liczba asgqp nie jest caltkowital DLATEGO

jej cyfra jednosci jest, méwiac szczerze, calkiem
losowa. Siddemki na miejscu jednosci utrzymuja

sie do 2039-tego wyrazu ciagu, gdyz wtedy wyrazy
ciagu sa calkowite. Wyraz 2040-ty jest pierwszym
wyrazem niecalkowitym. Odpowiedzialem na pytanie,
DLACZEGO na miejscu jednosci liczby asg40 nie ma
siédemki, ale powstalo nowe pytanie: DLACZEGO
liczba aspap nie jest calkowita, DLACZEGO?

04048 04049

< @2040 < 101

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (26')
Wyjasnienie oszustwa (26):

Nie jest prawda, ze zawsze BC" > BC' (rys. 1).
Jednak podany dowéd mozna latwo poprawié.
Jeden sposéb to zalozenie, ze kat przy wierzcholku
C jest nieostry (zalozenie takie mozna poczynié

bez szkody dla ogdlnosci rozumowania). Wéwczas
nieréwnos¢ BC' > BC jest prawdziwa. Drugi sposéb
to wykorzystanie nieréwnosci tréjkata

BC'+C'C > BC,

ktéra daje: AB+CD =AB+C'D+C'C =
=AD+ BC'+C'C > AD + BC.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (25')

Wyjasnienie oszustwa (25):

Nieréwnosc¢, chociaz ,udowodniona’, nie jest
prawdziwa. Najprostszy kontrprzyklad otrzymujemy
dlan =2, z; = —1, 2, = 1, kiedy to dana nier6wnoé¢
sprowadza sie do 1 < % Funkcja f nie jest wypuklal
Widaé to wyraznie na wykresie (tys. 2). Funkcja f
nie ma drugiej pochodnej w zerze, gdyz nie ma tam
nawet pierwszej pochodnej. Ma natomiast pochodne
jednostronne f'(0_) =11 f'(0,) = —1.

W poprzednim I'-limatiasie stwierdzilismy, ze f

ma w zerze obie pochodne jednostronne drugiego
rzedu i ze sa one réwne. Aby wywnioskowaé na tej
podstawie istnienie pochodnej drugiego rzedu, musimy
wiedziec, ze istnieje pochodna rzedu pierwszego,

ta jednak w zerze nie istnieje. Poniewaz funkcja f

nie jest dwukrotnie rézniczkowalna, nie mozna
wnioskowaé o jej wypuklosci na podstawie dodatniosci
drugiej pochodnej. Druga pochodna funkcji f w zerze
nie istnieje, pomimo ze mozna sensownie mowic

o f"(04) = f"(0-) = 2, o ile przyjmiemy definicje

" T g’(x—i_h) _g;("t-i-)
(5eb) g'(zy) = hlgg+ o

zamiast
g'(z+h)
h

=

1" T
9 (z4) = hlgg+
i podobnie dla pochodnych lewostronnych.

Definicja (5é) jest uzyteczna, gdy chcemy badaé
funkcje g na przedziale domknietym [a, b] i rozwazaé
jej pochodne jednostronne na koncach tego przedziahu.
Pamietac trzeba jednak, ze przy tak przyjetej definicji
istnienie pochodnej rzedu k& w punkcie wewnetrznym =
tego przedzialu nie wynika tylko z istnienia i réwnosci
pochodnych jednostronnych g\*)(z_) i g'*)(z ),

ale wymaga takze istnienia wszystkich pochodnych
funkcji ¢ w punkcie z az do rzedu k — 1.

Doda¢ nalezy, ze nieistnienie pochodnej drugiego rzedu
nie przesadza o braku wypuklosci, o czym Swiadczy
przyklad funkcji F(z) = 2% + |z| (rys. 3). Funkcja F
nie ma drugiej pochodnej w zerze, ale jest wypukla.
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Rys. 1

Rys. 2
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Rys. 3

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jaroslaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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