SPIS TRESCI
NUMERU 6 (325)

O kolorowaniu plaszczyzny

Renata Olma, Jacek Dymel str. 1
Zadania str. 4
Chemia w 17 sekund

Stanistaw Mrowczynski str. 5
Po co obserwowaé¢ meteory?
Arkadiusz Olech str. 6
List do Redakcji str. 8
Aktualnosei

(nie tylko) fizyczne str. 9
Matla Delta str.10
Twierdzenie Kroneckera

Konrad Pioro str.12
Klub 44 str.14
Patrz w niebo str.16
Czerwiec str.16
Gammalimatias str.17

W nastepnym numerze:

W uscisku Erosa

Oktadki i ilustracje: Anna Ludwicka
Rysunki techniczne: Marcin Adamski
Wybér artykuléw w jezyku angielskim
http://www.mimuw.edu.pl/delta/

Internetowa wersje Matej Delty
mozna znalezé w portalu Eduseek

http://eduseek.ids.pl/delta/
Wydawca: Uniwersytet Warszawski

Cena 1 egzemplarza 3 zl

»Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny

Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego

i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.
Komitet Redakcyjny:

Andrzej Bialynicki-Birula

Bogdan Cichocki

Redaguje kolegium w skladzie:
Wiktor Bartol
Krzysztof Biesaga

- wiceprzewodniczacy Ewa Czuchry
Krzysztof Ciesielski Krystyna Kordos — sekr. red.
Jan A. Gaj Marek Kordos — red. nacz.

Piotr Goldstein
Andrzej Hrynkiewicz
Wiestaw A. Kaminski
Marta Kicinska-Habior
Krzysztof Maslanka
Janusz Matkowski
Andrzej Makowski
Zdzistaw Pogoda
Michal Rézyczka
Konrad Rudnicki
Grzegorz Sitarski
Andrzej Woszczyk
Eligiusz Zlotkiewicz
Wieslaw Zelazko — przewodniczacy

Tomasz Kwast

Anna Ludwicka

Anna Rudnik

Witold Sadowski

Joanna Udalska

Anna Wojtyra

Piotr Zalewski — z-ca red. nacz.

Adres Redakcji:

ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa

tel. 853-59-61

BARTOL@MIMUW.EDU.PL

Sktad systemem TEX wykonala Redakcja.
Wydrukowano

w Drukarni Naukowo-Technicznej S.A.

w Warszawie, ul. Minska 65.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whlaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
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O kolorowaniu plaszczyzny

Rys. 1

Renata OLMA, Jacek DYMEL

‘W 1950 roku 18-letni student Uniwersytetu w Chicago, Edward Nelson, postawit
problem: jaka jest minimalna liczba koloréw potrzebnych do pokolorowania
plaszczyzny w ten sposdb, by zadne dwa punkty ptaszczyzny oddalone o 1 nie
byly tego samego koloru? Liczbe te nazywamy liczba chromatyczna plaszczyzny.
Mimo ze od postawienia problemu minelo pieédziesiat lat, wiadomo jedynie,

ze liczba chromatyczna plaszczyzny jest wieksza od 3 i mniejsza od 8. Teraz
wlagnie to wykazemy.

1. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest nie mniejsza niz 4.

Dowdd. Przypusémy, ze liczba chromatyczna plaszczyzny moze byé réwna 3.
Poniewaz zadne dwa punkty oddalone o 1 nie sa tego samego koloru, kazdy
tréjkat rownoboczny o boku 1 ma wierzcholki réznych koloréw. Kazdy punkt
plaszczyzny pokolorujmy jednym z trzech koloréw: czerwonym, niebieskim lub
zoltym. Zaznaczmy na plaszczyznie cztery punkty A, B, C, D polozone tak, jak
na rysunku 1.

Tréjkaty ABC i BCD sa tréjkatami rownobocznymi o boku 1. Zalézmy,

ze punkt A jest pomalowany na czerwono. By kazde dwa punkty odlegle o 1
byly réznych koloréw, punkty B i C' musza by¢ innych koloréw niz punkt A.
Mozemy przyjaé, ze punkt B jest niebieski, a punkt C z6tty. Punkt D zatem
zostal na pewno pomalowany na czerwono. Obréémy teraz romb ABCD
dookotla punktu A o taki kat, aby obrazem punktu D byt punkt D', ktéry jest
oddalony od punktu D o 1. Punkt D' musi by¢ pomalowany na czerwono (co
wynika z rozumowania analogicznego jak dla punktu D), wiec znalezliémy dwa
punkty odlegle o 1, ktére sa tego samego koloru. Nie mozna zatem pomalowaé
plaszczyzny trzema kolorami tak, aby zadne dwa punkty oddalone o 1 nie byly
tego samego koloru. m

2. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest réwna co najwyzej 7.

Dowdd. Cala plaszczyzne podzielmy na kwadraty wedlug schematu
przedstawionego na rysunku 2. Kazdy kwadrat ma przekatna dlugosci 1.

b3 ]

Kazdy kwadrat zostal pomalowany jednym z siedmiu
koloréw oznaczonych cyframi od 1 do 7. Gérna
i prawa krawedz kwadratu jest pomalowana w kolorze

6 7 1

6

kwadratu z wyjatkiem gérnego lewego i dolnego
prawego rogu. Bez wiekszego trudu mozna zauwazy¢,

=1

b

ze nie ma na tej plaszczyznie dwéch punktow
4 5 6 7 oddalonych o 1 i pomalowanych tym samym
kolorem. m

Rys. 2

Rys. 3

Te dwa rezultaty przedstawione powyzej wyznaczaja cala dotychczasowa wiedze
na temat liczby chromatycznej plaszczyzny. Mimo badan prowadzonych od
piecdziesieciu lat wiadomo jedynie, ze liczba chromatyczna plaszczyzny nie jest
wicksza niz 7 i nie jest mniejsza niz 4. Problemem otwartym nadal pozostaje
wyznaczenie liczby chromatycznej plaszczyzny. A moze wlasnie Ty, Czytelniku,
po zastanowieniu znajdziesz rozwiazanie tego problemu?

Mimo iz nie udalo si¢ uzyskac rozwiazania w przypadku ogdlnym, istnieja liczne
wyniki przy dodatkowych zalozeniach. Teraz przedstawimy przyktad jednego
z nich.

3. Twierdzenie. Plaszczyzna pokolorowana czterema kolorami zawiera dwa

V5 +1
2

punkty o tym samym kolorze w odleglosci 1 lub

(stosunek zlotego

podziatu).

Dowdéd. Narysujmy na czterokolorowej plaszczyznie pieciokat foremny o boku
dhugosci 1 (rys. 3).

5+1
Oznaczmy przez x dlugosé przekatnej. Wykazemy, ze x = V5 + . Odcinek BF
ma dlugoséé 1 (bo czworokat ABFE jest rombem), a tréjkaty BEF i1 DFC sa
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Kolo Matematykéw Studentéw UJ
im. Prof. Stanistawa Zaremby

organizuje
Czwarte Ogdlnopolskie
Warsztaty
dla Mtodych Matematykéw
w dniach 20-27 wrzesdnia 2001 roku.

Tym razem sa one
poswiecone

ANALIZIE ZESPOLONEJ

Warsztaty odbywaja sie pod opieka
Katedry Analizy Matematycznej
Uniwersytetu Jagiellonskiego,
reprezentowanej przez

prof. dr. hab. Jézefa Siciaka,

prof. dr. hab. Marka Jarnickiego

i dr. hab. Wlodzimierza Zwonka.

Tematyka warsztatéw bedzie

obejmowaé m.in.:

— przedluzanie funkcji analitycanych,

— zagadnienia ekstremalne w analizie
wielu zmiennych,

— teorie pluripotencjatu,

— metryki holomorficzne
niezmiennicze.

Wszelkie dodatkowe informacje mozna
uzyskac na stronie Kota pod adresem
http://omega.im.uj.edu.pl

Zgloszenia uczestnictwa prosimy
nadsylaé do konca czerwea 2001 roku.

Rys. 4

jednokladne, wiec
BF BE A 1
7D~ CD’ czyli RCS Rl
v5+1

Pozostaje zauwazy¢, ze dwa sposrdd pieciu wierzchotkéw pieciokata sa tego
samego koloru. Te dwa wierzcholki albo leza na jednym boku i ich odlegloé¢ jest

V5 +1

réwna 1, albo na jednej przekatnej i ich odleglosé jest réwna = = 7 "

Jedynym dodatnim rozwiazaniem réwnania z(z — 1) = 1 jest z =

Tréjkaty monochromatyczne

Pod pojeciem tréjkata monochromatycznego rozumieé¢ bedziemy tréjkat, ktérego
wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru. Przedstawimy kilka probleméw
zwiazanych z trdjkatami monochromatycznymi.

4. Lemat. Wykazac, ze jezeli plaszczyzne pokolorujemy dwoma kolorami (przy
wykorzystaniu obu koloréw), to dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej d
mozna znalezé odcinek o dlugosci d i konicach réznych koloréw.

Dowdd. Przypusémy, ze na plaszczyznie dwukolorowej nie istnieje odcinek

o réznokolorowych koncach, ktérego dlugosé jest réwna d. Niech punkt A bedzie
pomalowany na niebiesko. Zgodnie z przyjetym zalozeniem, okrag o srodku A

i promieniu d jest niebieski. Zatem kolo o érodku A i promieniu d réwniez jest
cale niebieskie. Stad latwo wywnioskowaé, iz kolo o érodku A i promieniu 2d jest
pokolorowane na niebiesko. Postepujac analogicznie, dochodzimy do wniosku,

ze cala plaszczyzna zostala pokolorowana tylko na niebiesko, co jest sprzeczne

z zalozeniami. m

W 1998 roku na egzaminie wstepnym na informatyke na UJ pojawito si¢
nastepujace

5. Zadanie. Plaszczyzne kolorujemy dwoma kolorami. Czy kazda liczba
rzeczywista dodatnia jest odlegloscia miedzy dwoma punktami o tym samym
kolorze?

Rozwigzanie. Rozwazmy tréjkat réwnoboczny o boku diugoéci d. Pewne
dwa wierzcholki musza by¢ tego samego koloru. Tak wiec dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej d znajdziemy dwa punkty tego samego koloru odlegle
od.m

6. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych w roku 1989).
Punkty plaszczyzny pokolorowane sa dwoma kolorami. Udowodnié, ze istnieje
tréjkat réwnoboczny, ktérego wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru.

Rozwigzanie. Jezeli wszystkie punkty plaszczyzny pomalujemy na jeden

kolor, to poszukiwany tréjkat istnieje. Przyjmijmy, ze punkty plaszczyzny
pokolorowane zostaly na niebiesko i czerwono. Na plaszczyZnie wybieramy
czerwony punkt A i niebieski punkt B w ten sposéb, aby odcinek AB mial
dhugoéé 2 (na podstawie lematu wiemy, ze odcinek taki istnieje). Mozemy
zalozy¢, ze punkt C, ktéry jest srodkiem odcinka AB, ma kolor np. czerwony.
Wrybieramy punkty D i E' tak, aby czworokat DAEC byl rombem o boku
dlugosci 1. Jezeli przynajmniej jeden z punktéw D, E bedzie czerwony, to
otrzymamy czerwony tréjkat ACD lub ACE. W przeciwnym przypadku tréjkat
DE B bedzie niebieskim tréjkatem réwnobocznym o boku /3. m

7. Wniosek. Kazda dwukolorowa plaszczyzna zawiera monochromatyczny
tréjkat réwnoboczny o boku 1 lub /3. m

W zwiazku z wnioskiem rodzi sie pytanie: czy na kazdej dwukolorowej
plaszczyznie istnieje monochromatyczny tréjkat réwnoboczny o boku 17 Otéz
odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Wystarczy podzieli¢ plaszczyzne

na réwnolegle, pionowe pasy (kazdy o szerokosci 32—5) Potem malujemy te
pasy dwoma kolorami na zmiane, przy czym lewy brzeg nalezy do pasa,

a prawy — nie. Latwo zauwazy¢, ze tak pokolorowana plaszczyzna nie zawiera
réownobocznego tréjkata monochromatycznego o boku 1.
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8. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych w roku 1992).
Rozwazamy wszystkie tréjkaty prostokatne, ktérych trzy wierzcholki leza na
brzegu kwadratu. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe koloréw, dla ktorej istnieje
takie pokolorowanie kwadratu, ze zaden z rozwazanych tréjkatéw nie ma
wszystkich wierzcholkéw w jednym kolorze.

Rozwigzanie. Najpierw wykazemy, ze dwa kolory: niebieski i czerwony nie
wystarcza do pokolorowania kwadratu. Oznaczmy wierzchotki kwadratu ABCD.
Punkty E, F, G, H sa, odpowiednio, srodkami bokéw AB, BC, CD, DA.
Sposréd punktéw A, B, E przynajmniej dwa sa tego samego koloru, powiedzmy
— niebieskiego.

Przypusémy, ze A i B sa niebieskie. Wéowczas punkty: H, D, C, F' nie moga by¢
niebieskie. Ale wtedy powstaje tréjkat prostokatny H DC', ktérego wierzcholki
sa czerwone. Tak wigc pojawil sie niedozwolony tréjkat. Przypusémy teraz, ze
na niebiesko sa pomalowane punkty A i E. Punkty D, G, H sa wiec czerwone,
czyli tworza monochromatyczny tréjkat prostokatny GDH. Zatem dwa kolory
nie wystarcza, ale trzy — tak. Pomalujmy odcinek AB bez koncéw kolorem
czerwonym. Bok AD bez konca D oraz bok DC bez koncéw malujemy na
czarno; bok BC bez konica C' malujemy na biato. Wierzcholki D i C' kolorujemy
na czerwono (rys. 6).

Tréjkat prostokatny o czerwonych wierzcholtkach nie istnieje, gdyz punkty A i B
nie sa czerwone. Tréjkat prostokatny o czarnych wierzchotkach takze nie istnieje,
poniewaz wszystkie czarne punkty leza na bokach AD i DC, ale punkt D nie
jest czarny. Tréjkata prostokatnego o bialych wierzchotkach réwniez nie ma,
gdyz wszystkie biale punkty leza na boku BC. m

W 1999 roku, w zawodach stopnia pierwszego Olimpiady Mateniatycznej,
pojawilo sie nastepujace

9. Zadanie. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech kolordw.
Dowie$¢, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzcholkami tréjkata
réwnoramiennego.

Rozwigzanie. Na okregu wybieramy trzynascie punktéw, ktére tworza
trzynastokat foremny. Wéwczas nasze zadanie jest réwnowazne zadaniu:
udowodnié, ze jezeli kazdy wierzcholek trzynastokata foremnego pomalujemy
jednym z trzech koloréw, to pewne trzy punkty utworza réwnoramienny
trojkat monochromatyczny. Jezeli kazdy z trzynastu punktéw pomalujemy
jednym z trzech koloréw, to na pewno znajdziemy co najmniej pie¢ punktéw,
ktére zostaly pomalowane tym samym kolorem. Do rozwiazania naszego
zadania wystarczy zatem sprawdzi¢, ze wsrod dowolnych pieciu wierzcholkow
trzynastokata foremnego znajdziemy takie trzy, ktore beda wierzchotkami
tréjkata réwnoramiennego. Ten krok pozostawiamy Czytelnikowi. m

Polityka na kolorowo

Na Olimpiadzie Matematycznej w Colorado w 1998 roku pojawilo sie zadanie
nawiazujace do systemu politycznego Stanéw Zjednoczonych Ameryki.

10. Zadanie. Demokraci i Republikanie wypelnili Plac Lafayette’a o wymiarach
2 na 2. Wykazac, ze pewnych dwdch czlonkdw tej samej partii znajduje sie na
Placu w odlegloéci co najmniej v/5.

Rozwiazanie. Pokolorujmy kazdy punkt kwadratu o wymiarach 2 na 2

jednym z koloréw: czerwonym lub niebieskim. Postawmy hipoteze: dowolne

dwa punkty tego samego koloru sa w odlegtoici mniejszej niz /5. Kazdy

z odcinkéw DC, CA, AE, EB ma dlugosé¢ /5. Przyjmijmy, ze punkt D jest
pomalowany na czerwono. Odlegtos¢ DC' jest réwna /5, wiec punkt C' musi by¢
pomalowany na niebiesko. Rozumujac analogicznie, wykazujemy, ze punkt A jest
czerwony, punkt E — niebieski, a punkt B — czerwony. Znalezliémy zatem dwa
punkty czerwone: D i B, ktérych odleglosé jest wicksza od /5 i otrzymali$my
sprzeczno$é. m

A teraz rozszerzmy ten problem.
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Zadania

11. Zadanie. Prostokatny sztandar o wymiarach 2 na 3 jest pomalowany
trzema kolorami. Udowodni¢, ze znajdziemy na tym sztandarze dwa punkty tego
samego koloru na tym sztandarze, ktérych odlegloéé jest nie mniejsza niz /5.

Rozwigzanie. Podobnie jak w zadaniu 9, postawmy hipoteze, ze kazde dwa
punkty tego samego koloru leza w odleglosci mniejszej niz /5. Kazdy punkt
plaszczyzny zostal pomalowany jednym z trzech koloréw, wiec spoéréd punktéw:
A,B,F iG (rys. 8) pewne dwa musza by¢ tego samego koloru. Odleglo$é dwéch
punktéw tego samego koloru jest mniejsza od /5, wiec punkty A i B sa tego
samego koloru lub punkty F' i G sa tego samego koloru. Bez straty ogélnosci
mozemy przyjac, iz punkty A i B zostaly pomalowane na czerwono.

Jezeli zatem punkty A i B sa czerwone, to kazdy z punktéw C, D, E, F, H
musi by¢ pomalowany na niebiesko lub zielono (bo odlegloéé kazdego z tych
punktéw od punktu A lub punktu B jest nie mniejsza niz \/5} Wykorzystujac
rozwigzanie zadania 10, mozemy stwierdzi¢, ze punkty D i F' sa tego samego
koloru. Tak wiec otrzymaliSmy sprzecznos¢ z hipoteza. m

A teraz Czytelnik moze sprawdzi¢ swoje sily i samodzielne rozwiazaé
nastepujace

12. Zadanie. Kazdy punkt prostokata o wymiarach 2 na 4 zostal pomalowany
jednym z czterech koloréw. Wykazac, ze istnieja dwa punkty tego samego koloru,
ktérych odlegloé jest nie mniejsza niz /5.

zampa.n jest dwukrotme poddawany procesowi fEI'Ine!:i
raz juz w butelee, skutkiem czego pojawia sie mepoz@da.ny Ds
Zanim jednalk szlachetny trunek pé 5jdzie na sprzeda.z, )8

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 955. Udowodnié¢, ze maksymalna liczba wiez, ktére mozna rozstawié na
szachownicy n x n tak, aby kazda z nich byla bita przez co najwyzej jedna
z pozostalych, wynosi [35;5]

Rozwiazanie na str. 11

M 956. Znalez¢é maksymalng liczbe hetmandw, ktére mozna rozstawié¢ na
szachownicy 8 x 8 tak, aby kazdy z nich by! bity przez co najwyzej jednego
z pozostalych.

Rozwiazanie na str. 7

M 957. Na szachownicy 100 x 100 stoi 20 figur (moga by¢ rézne, nawet
niekoniecznie ,szachowe”). Wiadomo, ze kazda z figur, stojac na dowolnym
polu szachownicy, bije nie wiecej niz 20 pél. Udowodnié, ze figury te mozna
przestawié tak, aby wzajemnie sie nie bily.

Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 549. Pod jakim katem powinien padaé¢ na boczna $cianke akwarium promien
$wiatla, aby nastapilo calkowite wewnetrzne odbicie na granicy szkla i wody?
Wspélczynnik zalamania szkla ny; = 1,5, wody no = 1,33.

Rozwiazanie na str. 6

F 550. Zauwazono, ze na fotografiach widma Storica linia zétta (A = 5890 A)
jest przesunieta o 0,08 A dla lewej oraz prawej krawedzi tarczy slonecznej.
Zmalez¢ predkosc liniowa obrotu powierzchni Stofica na réwniku.

Rozwiazanie na str. 13
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Chemia w 17 sekund

Niels Bohr — jeden z najwiekszych fizykéw —

mial opinie nudziarza. Chemicy jadrowi wykonali
wlasnie arcytrudny eksperyment, aby przekonaé

sie, ze sztucznie otrzymywany 107. pierwiastek,
nazwany imieniem wielkiego uczonego, jest podobnie
nieciekawym przedstawicielem manganowcéw. Przy
okazji wykazali jednak, ze i najciezsze pierwiastki
podlegaja prawu okresowosci.

Odkrycie tego prawa w 1869 roku stanowito punkt
zwrotny w historii chemii. Dymitr Mendelejew
zbudowal stosunkowo prosty uklad, szeregujac
pierwiastki wedle ich wzrastajacej liczby masowej.
Pézniej okazalo sie, ze to liczba atomowa, réwna
liczbie elektronéw w atomie, nie za§ masowa, decyduje
o wlasnosciach pierwiastka. Elektrony zapelniaja
kolejne powloki. Na pierwszej moga znajdowaé

sie dwa elektrony, na drugiej osiem, na trzeciej
osiemnascie, itd. Nie wchodzac w szczegdly, mozna
powiedzieé, ze pierwiastki, ktérych atomy maja
podobnie zapelnione zewnetrzne powtloki, tworza
grupy o zblizonych wtasnosciach. Tak np. do pierwszej
grupy naleza: wodor, lit, s6d, potas, rubid, cez i frans
— wszystkie one maja tylko jeden elektron na ostatniej
powtloce. Siédma grupe tworza: mangan, technet, ren
i nilshbohr — wspomniany na wstepie 107. pierwiastek,
poswiecony wielkiemu Dunczykowi. Pierwiastek
obecny w zwiazku chemicznym mozna zwykle zastapié
innym nalezacym do tej samej grupy. Zamieniajac np.
w slarczku potasu siarke na tlen, otrzymamy tlenek
potasu.

Tablica Mendelejewa nie tylko porzadkowala znane
pierwiastki, lecz przewidywala istnienie tych jeszcze
niewyodrebnionych i okreslata ich wlasciwosci. Kolejno
odkrywane nowe pierwiastki w pelni potwierdzaly
prawo okresowosci; te najciezsze, ktére w przyrodzie
nie wystepuja, lecz sa wytwarzane sztucznie,

nie stanowily wyjatku. Pierwszych jedenascie
otrzymanych laboratoryjnie pierwiastkéw od neptunu,
bedacego 93. elementem tablicy Mendelejewa, po
lorens, stanowiacy jej 103. element, wydluzylo liste
aktynowcéw. Owe sztucznie wytworzone pierwiastki,
cho¢ nietrwale, zyja stosunkowo dlugo. Okres
polowicznego zaniku, czyli czas, w ktérym rozpadowi
ulega polowa jader z danej prébki, wynosi np. dla
najtrwalszego izotopu 100. pierwiastka, tj. fermu, ok.
100 dni. Jest on na tyle dlugi, ze mozna zgromadzi¢
dostatecznie wiele atomdw, a nastepnie przebadaé

ich wlasnosci chemiczne. Zreszta, to one stanowily
podstawe identyfikacji wyodrebnionych substancji
Jjako nowych elementéw tablicy Mendelejewa.
Pierwiastki transfermowe — o numerach wyzszych

niz 100 — okazaly sie duzo bardziej nietrwate. Okres
polowicznego zaniku najdiuzej zyjacego izotopu 103.
pierwiastka wynosi tylko 3 minuty, a 104. zaledwie
dziesiate czesci sekundy. Jeszcze krécej — 9 tysiecznych
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sekundy — Zyly pierwsze zaobserwowane w 1984 roku
w Darmstadt w Niemczech jadra nilsbohru wlasnie.

Warto tutaj wspomnie¢, ze lista znanych pierwiastkow
istotnie sie wydluzyta w ostatnich latach.

W listopadzie 1994 roku doniesiono z Darmstadt

o obserwacji 110., zaraz potem 111., a w lutym 1996
roku 112. elementu ukladu okresowego. W styczniu
1999 roku fizykom z Dubnej pod Moskwa udalo sie
zaobserwowaé pierwiastek o numerze 114, w czerwcu
za$ tego samego roku w Berkeley w Kalifornii
ogloszono, ze w eksperymencie przeprowadzonym
zgodnie z sugestiami polskiego fizyka, Roberta
Smolanczuka, powstaly jadra atomowe pierwiastkéw
116. i 118. W przypadku wszystkich tych odkry¢
rejestrowano podczas wielotygodniowych pomiardéw
zaledwie kilka czy kilkanascie atoméw nowych
pierwiastkéw.

Liczba elektronéw w atomie, decydujaca o jego
pozycji w ukladzie okresowym, jest $cile réwna
liczbie protonéw w jadrze. Natomiast liczba
neutronéw — drugiego obok protonéw skladnika

jader atomowych — nie jest $cisle okreslona. Dany
pierwiastek moze wiec wystepowaé w postaci kilku czy
nawet kilkudziesieciu izotopéw rézniacych sie wlasnie
zawartoscia neutronéw, a wiec i masa. Z tego powodu
liczba masowa, whrew temu, co poczatkowo sadzil
Mendelejew, nie decyduje o wlasnoéciach chemicznych.
Jedne izotopy danego pierwiastka bywaja trwale,

inne za$ nietrwate, tzn. po uplywie pewnego czasu
samorzutnie zamieniaja si¢ w inne jadra. Chociaz
wspomniany pierwszy odkryty izotop nilsbohru byt
bardzo nietrwaly, okazalo sie, ze mozna wytworzy¢
izotop zawierajacy 160 neutronéw, ktéry zyje 17
sekund. Czas ten byl dostatecznie diugi, aby prawo
okresowosci poddaé jeszcze jednej prébie.

W Instytucie Paula Scherrera w Villigen w Szwajcarii
zbudowano uklad, w ktérym rozpedzone jadra neonu
zderzaly sie z atomami berkelu. W jednym zderzeniu
na wiele milionéw powstawalo jadro nilsbohru,

ktore trafialo do przeplywowej komory z goracym
tlenem i oparami kwasu solnego. Gazowa mieszaning
nastepnie gwaltownie ochladzano. Jesli nilsbohr nie
zwiazalby sie z innymi atomami, szybko opadiby

na dno komory. Jesli natomiast utworzylby, tak

jak mangan, technet czy ren, molekule z tlenem

i chlorem, bylby w gazie unoszony. Wtasnie t¢ druga
sytuacje zaobserwowano. Prowadzac eksperyment
nieprzerwanie przez miesiac, udalo sie wytworzy¢
zaledwie szesé atomdéw nilsbohru. Wszystkie one
jednak przeplynety przez chemiczny separator,
utworzywszy czasteczke z tlenem i chlorem. Pézniej
rozpadly sie, zostawiwszy widomy znak swego
istnienia. Potwierdzajac przynaleznosé nilsbohru do
siédmej grupy, pokazano, ze i najciezsze pierwiastki
pasuja jak ulal do konstrukeji Mendelejewa.



Po co obserwowaé¢ meteory?

Réwnolezniki na tej mapie sg hiperbolami
kreslonymi np. przez koniec cienia
pionowego slupka (gnomonu), rzaucanego
na pozioma plaszczyzne. Tylko na takiej
mapie tory meteordw (na niebie: tuki kal
wielkich) sa odcinkami prostych.

. ]

Rozwiazanie zadania F 549.

Z prawa zalamania mamy, ze
sin o

=iy,

o
sin G

gdzie o jest katem padania, a 3

zalamania. Aby nastapilo catkowite
wewnetrzne odbicie na granicy szkla
i wody, musi by¢ spelniony warunek
3 a2
sinf3 = —
i
Stad mamy, ze kat padania powinien
spelniaé warunek
" . T2 .
sine = ny sinf =n1— = 1,33,
T
czyli sine > 1, a wiec taki kat nie istnieje.

Nazwa wspolczynnika bierze sie stad,
ze w przypadku meteordw z jednego
strumienia, poruszajacych sie z taka
sama predkoscia, parametr r okresla tez
rozklad masy czastek.

Arkadiusz OLECH

OdpowiedZ na pytanie postawione w tytule mogtaby by¢ bardzo krétka.
Obserwacje meteoréw sa proste, relaksuja, zblizaja do natury, pozwalaja
bezpodrednio obcowaé z pieknem nocnego nieba i nie wymagaja zadnego
specjalistycznego sprzetu. To juz wystarczajaco obfity zestaw zalet, aby
pomyéleé o nich powaznie. Okazuje sie jednak, ze obserwacje meteoréw maja
jeszcze jedna, najwazniejsza chyba, zalete — wykonane nawet amatorskimi
metodami sa naukowo pozyteczne.

Co wiec wynika ze zwyklej obserwacji meteoréw? Zanim odpowiemy na to
pytanie, musimy powiedzie¢ kilka sléw o tym, co rozumiemy pod pojeciem
zwyklej obserwacji. Caly ponizszy tekst bedzie dotyczyl wiec wizualnych
obserwacji, czyli takich, ktérych dokonujemy przy uzyciu ,golego” oka.

Podczas obserwacji, oprécz opisu warunkéw atmosferycznych (dobrze
scharakteryzowanych przez tzw. widocznos¢ graniczna LM, czyli jasnosé
najstabszych gwiazd dostrzegalnych golym okiem), musimy dla kazdego
obserwowanego zjawiska okregli¢ jasnos$¢ i predkosé, a takze naszkicowaé trase na
specjalnej mapie nieba o odwzorowaniu gnomonicznym. Predko$é meteoru i jego
trasa pozwola na okreslenie przynaleznosci do aktywnych danej nocy radiantéw.
Liczba odnotowanych meteoréw i ich jasnos¢ okaza sie niezbedne do powiedzenia
czego$ o rozkladzie masy w strumieniu meteoroidéw i gestodci przestrzennej
czastek w przestrzeni kosmicznej.

Bardzo latwa do oceny wielkoécia jest takze kolor obserwowanego zjawiska.
Okredlajac go, jeste$my w stanie powiedzie¢ cos o skladzie chemicznym
meteoroidéw wchodzacych w ziemska atmosfere. Najczesciej bedziemy
obserwowali meteory biale lub zélte, ale zdarzaja sie tez zielone, czerwone,
niebieskie, pomaranczowe, jak i mieszane, np. bialo-niebieskie czy
bialo-czerwone. Kolor zielony sugeruje duza zawartos¢ magnezu, pomaranczowy
i z6lty sodu, a mniej intensywne kolory, na przyklad zelazo i wapn.

Zacznijmy jednak od rozkladu jasnosci obserwowanych zjawisk. Sam w sobie
jest on jeszcze malo przydatny. Wiadomo bowiem, ze w kiepskich warunkach
trudno bedzie zobaczy¢ meteory o malych jasnosciach. Z drugiej strony bolidy
o jasno$ci Wenus zaobserwujemy bez wzgledu na to, czy prowadzimy obserwacje
w centrum obficie odwietlonego miasta, czy tez na wsi z dala od latarni
miejskich. Musimy wiec w obserwowanym rozkladzie jasnosci wzia¢ pod uwage
warunki panujace podczas obserwacji. Robimy to, uzywajac wyznaczonych
empirycznie prawdopodobienistw odnotowania meteoru w danych warunkach
atmosferycznych. Jako wynik uzyskamy prawdziwy rozklad jasnosci N(m).
Kolejna potrzebna nam wielkosé¢ ®(m) definiujemy jako liczbe meteordw

o0 jasnogci m magnitudo i jagniejszych. Za pomoca wzoru mozemy to zapisaé
nastepujaco

> N(k).
k=—oo
Teraz juz zdefiniujemy wspolczynnik masowy r:

_ ®(m+1)
)

Wielkoé¢ ta jest stala w przedziale jasnosci meteoréw obserwowanych wizualnie,
tzn. dla m z przedzialu od —5 do 5 mag. Méwiac inaczej, liczba meteordw

o jasnogci m + 1 jest zwykle r razy wieksza od liczby meteoréw o jasnoéci m.
Dla rojéw meteoréw r zawiera sie zwykle pomiedzy 2 a 3, a dla meteoréw
sporadycznych wynosi okolo 3. Ciekawa wlasnoscia wspdlczynnika r jest

to, ze przewaznie w maksimum aktywnosci roju osiaga on swoje minimum,

co $wiadczy o tym, ze mozemy wtedy obserwowaé duzo jasnych meteoréw
(spowodowanych przez masywne czastki).

O(m)

Znajac juz r, a takze okreslajac podczas obserwacji liczbe n meteorow
obserwowanych w ciggu godziny, widocznos$é graniczna LM, a takze znajac
wysokosé h radiantu roju nad horyzontem, mozemy zdefiniowa¢ Zenitalna
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Rozwigzanie zadania M 956.
Oczywiscie, szukana maksymalna liczba
dla hetmandw jest nie wigksza niz owa

liczba dla wiez. Z zadania M 955 wynika

wiec, ze liczba ta jest nie wieksza niz

4.8]

—— | = 10. Na rysunku pokazano, jak

3 -

mozna rozmieécié 10 hetmandéw w zadany

sposdh,

HiH |
H H

H

Liczbe Godzinna (Zenital Hour Rate, ZHR)
n - p&5—LM
ZHR = ;
sinh
Méwiac obrazowo, ZHR okresla nam liczbe meteoréw, jaka odnotowalby jeden
obserwator w ciagu godzinnej obserwacji, podczas ktérej widocznoéé graniczna

wynosila 6,50 mag, a radiant roju byt w zenicie.

Jaki uzytek mozemy zrobi¢ z wartosci r i ZHR? Oto przyklad z zycia wziety.
Leonidy znane sa z deszczéw meteordw, ktére pojawiaja sie z 33-letnia
okresowoscia w latach, kiedy przez pervhelium przechodzi kometa macierzysta
tego roju — 55P /Tempel-Tuttle. 4 marca 1997 roku zaobserwowano kolejny
powrdt tej komety, ktéra przeszla przez peryhelium w koncu lutego 1998 roku.

W tym momencie wszyscy zastanawiali sie, co bedzie dzialo sie w nocy z 17 na
18 listopada 1998 roku, kiedy Ziemia wpadnie w bardzo swiezy pyl wyrzucony
z komety kilka miesiecy wczesniej. Maksymalnej aktywnosci oczekiwano, jak
zwykle, w momencie maksymalnego zblizenia Ziemi i orbity komety, co mialo
nastapi¢ 17 listopada miedzy godzina 19 a 21 UT. Moment ten byl bardzo
korzystny dla obserwatoréw we wschodniej Azji, nic wiec dziwnego, ze wielu
europejskich milosnikéw astronomii wybralo sie na wycieczki do Chin czy
Mongolii.

Leonidy, jak kazdy réj meteoréw, uwielbiaja jednak plata¢ niespodzianki.
Nie inaczej bylo w roku 1998. Popatrzmy na rysunek, na ktérym mamy
przedstawiona aktywnos¢ roju w listopadzie 1998 roku. Wida¢ z niego bardzo

300

200

ZHR

100

| PO R i, i A R B B RN T PR SN S o e |

—r——————r—— wyraznie, ze maksimum odnotowano w momencie
o dlugosci ekliptycznej Stonica Ag = 2349517

(co odpowiada godzinie 1:30 UT w nocy z 16

na 17 listopada) z ZHR = 337 + 8. Maksimum

to wystapilo wiec okolo 18 godzin wczesniej

niz oczekiwano! Cierpliwi obserwatorzy, ktérzy
spogladali w niebo w okolicach 19-21 UT takze
nie mogli narzeka¢. Dokladnie o godzinie 20:30 UT
(Ae = 235%31) ZHR wyniosta 184 £ 11.

Jak interpretowac te obserwacje? Pomocna okazala sie
w tym wzgledzie analiza wspdleczynnika masowego r.
Okazalo sie, ze w pierwszym, bardzo wysokim

i i niespodziewanym maksimum, obserwowano

- --li 5\-
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Rozwigzanie zadania M 957,

Rozwazmy wszystkie mozliwe
rozstawienia figur na naszej szachownicy.
Oszacujemy czesé p tych rozstawien, dla
ktoérych pewna figura bije druga (tak wiec

0 < p < 1). Nietrudno oszacowaé czesé
rozstawien, dla ktérych dana figura A
bije dana figure B: dla dowolnego

polozenia figury A, dla figury B istnieje

1002 — 1 = 9999 wolnych pél, z ktérych

co najwyzej 20 znajduje sie pod biciem ze

strony A; tak wiec czesc ta jest nie

20
wigksza niz ——. Poniewaz za$ liczba par

9999

(uporzadkowanych) figur (A, B) wynosi

20
20 - 19 = 380, wiec p < 380 —— < 1

9999

czyli rozstawienia, dla ktérych zadna

figura nie bije innej, istnieja.

L 1 L
235

L 1 L
236 w zasadzie tylko zjawiska jasne i bolidy, a prawie wcale
nie odnotowano meteoréw bardzo stabych.
Wspélczynnik r wyniost wtedy bowiem tylko 1,19 4+ 0,02. W drugim maksimum
r podskoczyl do poziomu 2,0. Tak rekordowo niska wartoéé¢ r w pierwszym
maksimum $wiadczy o tym, ze zwiazane jest ono z materialem bardzo starym.
Doktadne rachunki teoretyczne wykazaly, ze najprawdopodobniej material,
ktory byl odpowiedzialny za te mila niespodzianke, zostal wyrzucony z komety
w XIV wieku. Od tego czasu wiatr sloneczny i ciénienie promieniowania
wymiotly z niego najlzejsze czastki i w 1998 roku, w trakcie spotkania z Ziemia,
w nasza atmosfere wpadly tylko meteoroidy najciezsze, dajace w efekcie zjawiska
bardzo jasne i bolidy. Wszystkie rachunki teoretyczne modelujace aktywnosé
Leonid uwzglednialy, jak dotychczas, czastki wyrzucone z komety w ciagu
ostatnich 200 lat. Nikt wiec nie przewidzial maksimum zwiazanego z tak starym
materialem i dlatego bylo ono tak duza niespodzianka.

W drugim maksimum, ktére wystapilo mniej wiecej w momencie najwickszego
zblizenia orbity komety i Ziemi, slabych meteoréw bylo juz bardzo duzo, co
$wiadczy o mlodym wieku materialu, w ktéry Ziemia wtedy wpadta.

Korzystajac z ZHR i r, jesteSmy w stanie powiedzie¢ co$ o gestosci przestrzennej
meteoroidéw z roju Leonid w 1998 roku. Zajmijmy sie najpierw czastkami
ciezszymi od 2,2 - 107° g (czyli tymi, ktére moga spowodowaé zjawiska jaéniejsze
od 6,5 mag). W pierwszym i wysokim maksimum bylo ich okolo 60 na szescian

o krawedzi 1000 km. O dziwo, w drugim, nizszym, jesli chodzi o ZHR,

T
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maksimum, gestos¢ przestrzenna wynioslta az 116 czastek na taki sam szedcian!
Wynika wiec, Ze z fizycznego punktu widzenia wyzsze (obfitsze w czastki) byto
drugie maksimum, czyli spowodowane przez mlody material i ktére wystapito
tuz po najwickszym zblizeniu orbit Ziemi i komety.

Gdy spojrzymy jednak na czastki ciezsze od 1 mg (powodujace zjawiska
jasniejsze od 2,7 mag), okaze sie, ze pierwsze maksimum charakteryzuje sie
gestoscig przestrzenna 13 czastek na szeScian o boku 1000 km, a drugie jest
ponad dwukrotnie nizsze. Potwierdza to catkowicie fakty, ktére znamy juz dzieki
analizie wspélczynnika r, tzn. ze w pierwszym maksimum obserwowali$my
gléwnie czastki masywne, a w drugim gléwnie lekkie.

Pomimo tak ciekawych wynikéw obserwatorzy meteoréw byli troche zawiedzeni.
Trzysta meteoréw na godzine to nie kilka czy kilkanascie tysiecy, do ktérych
Leonidy w XIX i XX wieku zdazyly juz nas przyzwyczaié. Na szczescie,

w roku 1999 Leonidy pokazaly, na co je sta¢, i w maksimum sypnety liczbami
godzinnymi przekraczajacymi 3000. Wydaje si¢ ponadto, Ze nie powiedzialy one
ostatniego stowa i w latach 2001-2002 mozemy oczekiwaé aktywnosci nawet
rzedu 10 tysiecy meteoréw na godzine! Czego i Wam, i sobie z calego serca

zycze!

Szanowna Redakcjo,

przedstawiam rozwigzanie problemu, dotyczacego érodka
krzywizny krzywej drugiego stopnia, postawionego w artykule
+Tylko Pitagoras” w Delcie 1/2001.

Niech f bedzie parabola, elipsa albo hiperbola.
Wprowadzamy oznaczenia: k — kierownica krzywej f,

F — jej ognisko, A - jej wierzcholek, B — punkt przeciecia
osi krzywej f z kierownica, O — érodek okregu stycznego
do f w punkcie A, r — promien tego okregu, M — dowolny
punkt lezacy na lewym pélokregu, I — prosta prostopadia
do prostej k przechodzaca przez punkt M, P — punkt
przecigcia prostej [ z krzywa f, @ — punkt przeciecia
prostych [ i k, G — rzut prostokatny punktu P na os
krzywej f, N — rzut prostokatny punktu M na oé
krzywej f, AB =a, PF/PQ =3, AF/AB=35, QP ==z
(a, s iz to dane liczby dodatnie).

k if
i Q z P
B M
i 1] Al [ of f
B GNFO

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PGF mamy
PG? + GF? = PF?, czyli PG? + (BF — QP)* = PF?,
PG? + (BA+ AF — QP)* = PF?,

(1) PG? + (a+ sa —z)? = (sz)”.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata M NO mamy
MN? £ NO? = MO?, czyli

(2) MN? + (BO - QM)? = MO?.
Warunkiem na to, aby okrag o(O, r) nie przecinat
krzywej f, jest nieréwnosé QM > QP (punkt P lezy

8

miedzy punktami @ i M). Stad i z (2) otrzymujemy
MN? + (BO — QP)? > MO?, czyli
PG’ + (a+r—2)* =17,
bo MN = PG. Stad i z (1) otrzymujemy
(sz2)’ = (1+8)a—2)+(@a+r—z)2>r?
i po przeksztalceniach
(3) sz + 2(sa — r)x + 2ar — (s + 2s)a® > 0.
Powyzsza nieréwnos¢ musi by¢ spelniona dla kazdego
x € (a,a+ r). Nietrudno zauwazy¢, ze nieréwnosé (3)
przechodzi w réwnos¢ dla #; = a. Po podzieleniu lewej
strony (3) przez x — a otrzymujemy rozklad
(z — a)(s*x + 2sa — 2r + s%a).
Stad latwo obliczyé¢ drugie miejsce zerowe tréjmianu,
a mianowicie
r2 = (2r — 2sa — s%a) /s>
Wobec tego, ze lewa strona (3) ma by¢ nieujemna, musi
by¢ z2 < a, co wynika z wykreséw

DOBRZE DOBRZE ZLE

WAVAVY!

a\/m
Tym samym (2r — 2sa — s°a)/s* < a, skad r < (s* + s)a.
Z okreédlenia promienia krzywizny (maksymalizujemy r)
wynika, ze AO =7 = (5> + s)a = (s + 1)sa. Poniewaz
AF = sa, wiec AO = (s+ 1)AF.

T1=T2=0a

Uwagi

1. Dla paraboli (s = 1) otrzymujemy wyprowadzong
w artykule réwnosé¢ AO = 2AF.

2. Poniewaz s > 0, wiec AO > AF dla dowolnej krzywej
drugiego stopnia, czyli srodek krzywizny wierzcholka A
lezy poza odeinkiem laczacym wierzcholek A
z ogniskiem F.

Witold BEDNAREK



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Stygniecie Wszechswiata

Astronomia, no moze raczej pra-astronomia,

byla prawdopodobnie pierwsza dziedzing Scistego
poznawania $wiata przez czlowieka. W réznych
stanowiskach archeologicznych do najstarszych
znalezisk naleza przedmioty z siedmioma nacigciami.
Jedna z interpretacji ich pochodzenia jest powigzanie
liczby nacie¢ z obserwacja faz Ksiezyca, ktére trwaja
(w zaokragleniu) wlasnie siedem dni.

Trudno powiedzieé, czy interpretacja ta jest prawdziwa.
Nie ulega natomiast watpliwosci pézniejsza fascynacja
badaniem ruchéw ,gwiazd” (planet) uwienczona

w koricu powstaniem mechaniki newtonowskiej.

Najstarsza z nauk $cistych nie utracila nic ze

swojej atrakcyjnosci, cho¢ uprawianie jej wymaga
obecnie uzywania wyrafinowanej aparatury, na
zbudowanie ktérej zazwyczaj pozwoli¢ sobie moga tylko
wielonarodowe spolecznosci astronoméw. Wydawad

by sie moglo, Ze nie ma tu juz miejsca na jedno- czy
kilkuosobowe zespoly skupione po prostu wokét dobrego
pomystu. A jednak czas obserwacyjny najpotezniejszych
teleskopéw dzielony jest miedzy grupy zlozone czasem

z zaledwie kilku os6b. O przydziale czasu decyduje
przede wszystkim (choé, oczywiscie, nie wylacznie)
dobry i dobrze udokumentowany projekt.

Na poczatku grudnia ubieglego roku ukazala sie
wlaénie praca [1] trzech panéw z Indii, Francji

i Niemiec, w ktérej zrelacjonowano pierwszy pomiar
temperatury kosmicznego promieniowania tla wczesnego
Wszechéwiata dokonany za pomoca spektografu UVES
(UV-Visual Echelle Spectrograph) zamontowanego

na teleskopie Kueyen (Ksiezyc w jezyku Mapuczéw).
Kueyen to jeden z czterech gtéwnych, odmiometrowych
teleskopéw uktadu VLT (Very Large Telescope), ktéry
kompletowany jest przez ESO (European Southern
Observatory) na (gérze) Cerro Paranal na pustyni
Atacama w Chile, o czym pisaliémy w numerze

9/2000. Natomiast w Delcie 11/2000 przeczyta¢ mozna
o najdokladniejszych pomiarach fluktuacji kosmicznego
promieniowania tla i ich kosmologicznej interpretacji.

Skoro promieniowanie to jest pozostaloscia po Wielkim
Wrybuchu, to jego temperatura we wczesniejszych
epokach powinna byé¢ wyzsza niz obecnie. Jak sie
jednak o tym przekonac¢? Jak wiadomo, astronomia
nie tylko jest najstarsza z nauk, ale réwniez zajmuje
sie badaniem coraz starszych obiektéw. Im dalej
astronomowie siegaja w przestrzen, tym bardziej
zaglebiaja sie wstecz w czasie. Zeby zmierzyé
temperature promieniowania tla w odleglej przesztosci,
,wystarczy” zaobserwowaé efekty jego oddzialywania
z odpowiednio odleglym obiektem. Problemem

jest jednak upewnienie sie, ze obserwacja dotyczy
podgrzewania kosmiczna mikrofaléwka, a nie jakims
innym #rédlem ciepla. Niezbedne jest w tym celu
uzyskanie bardzo dokladnego i bogatego widma
odleglego obiektu pozwalajacego na ilosciowa oceng
wkladu réznych zrodel.

Do tej pory, ze wzgledu na trudnoéci z oszacowaniem
znaczenia innych mozliwoéci podgrzewania, udawalo sig
jedynie okresla¢ gérna granice mierzonej temperatury.

Teraz natomiast odpowiednio precyzyjnie zmierzone
widmo kwazara PKS 123240815 udalo si¢ uzyska¢ za
pomoca instrumentu UVES. Swiatto od tego odleglego
obiektu (przesuniecie ku czerwieni z = 2,57) po drodze
przeszlo przez gazowy oblok znajdujacy sie w galaktyce
0 z = 2,34 obserwowanej w czasie, gdy Wszech$wiat
byl pieé¢ razy mlodszy niz obecnie. Wlasnie linie
absorpcyjne zwiazane z przej$ciami nadsubtelnymi dla
atoméw neutralnego wegla znajdujacych si¢ w tym
obloku poshuzyly jako termometr. Dodatkowo linie
widmowe odpowiadajace (miedzy innymi) przejsciom
miedzy stanami czasteczkowego wodoru pozwolily na
stwierdzenie dominujacego wplywu promieniowania
tla na ksztalt i intensywno$¢ linii weglowych. Bylo

to mozliwe dzieki dokladnemu okresleniu warunkdéw
fizycznych panujacych w przeswietlanym kwazarem
obloku.

W ten sposéb nie tylko po raz pierwszy bezapelacyjnie
stwierdzono obecnoéé kosmicznego promieniowania

tla w odleglej przeszlosci, lecz réwniez okredlono,

ze temperatura odpowiadajacego mu ciala doskonale
czarnego byla nie mniejsza niz 6 K oraz nie wigksza niz
14 K. Zgadza sie to bardzo dobrze z przewidywaniem
teoretycznym 9,1 K, dostarczajac kolejnego argumentu
przemawiajacego za Wielkim Wybuchem.

Jak widaé, ksiezycowe (kueyenowe) linie nadal stanowia
o naszej znajomosci Wszechswiata.

Najdalsza supernowa

Dokladna analiza [2] obiektu oznaczanego SN 1997ff
pokazala, ze jest on najdalsza zaobserwowana
supernows typu la. Jego przesuniecie ku czerwieni

z wynosi az 1,7. Supernowe tego typu uzywane

sa jako standardowe Swiece, gdyz ich jasnosé
absolutna jest juz do$¢ dobrze znana. Pozwolilo to
na stwierdzenie (zobacz Delta 5/1998), ze tempo
rozszerzania Wszech§wiata rosnie, gdyz ich jasnos¢
obserwowana odpowiada wiekszym odleglosciom

niz wynikaloby to z rozszerzania bez dodatkowe]
akceleracji. Gléwnym zarzutem przeciwko takiej,
brzemiennej w kosmologiczne skutki interpretacji
pozostawala mozliwo$¢ rozpraszania $wiatla dalekich
supernowych przez kosmiczny pyl. Analiza danych
dotyczacych SN 1997ff oraz kilku innych bardzo (cho¢
nie az tak) odleglych supernowych przeczy jednak
tym zarzutom. Obiekty te znajduja sie tak daleko,

ze pozwalaja na zauwazenie poczatkowego zwalniania
tempa ekspansji Wszechéwiata. Jest to réwnowazne
rejestrowaniu wiekszej obserwowanej jasnosci, czyli
efektu niemozliwego do wytlumaczenia rozpraszaniem.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Srianand, P. Petitjean, C. Ledoux; astro-ph/0012222
oraz Nature z 21 grudnia 2000 roku.
[2] http://www.nersc.gov/news/supernova04-02-01.html



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Mata delld

Budujemy teorie

Jak rodzi sie teoria? Z obserwacji, z pytan, niekiedy z olsnienia;
zauwazamy pewne fakty, pytamy o przyczyny, konsekwencje, uogélnienia,
szukamy zwiazkéw, wyciggamy wnioski. Nie jest jasne, czy miala te
$wiadomos¢ tréjka mlodych ludzi (nazwijmy ich A, B i C), bawiaca sie,
przyznajmy, dosé nietypowo. ..

A: — Rozwiazujac dzisiaj zadanie, narysowalem trdjkat z wysokoscia
spuszczona na jeden z jego bokéw i wiecie, co zauwazylem?

B i C spojrzeli zachecajaco.

A: — Wysoko$¢ podzielita tréjkat (rys. 1) na dwa tréjkaty prostokatne!
To znaczy, ze kazdy tréjkat mozna tak podzieli¢: na dwa tréjkaty
prostokatne!

B: — Ale to dlatego, ze narysowale$ tréjkat ostrokatny, a gdyby$
narysowal rozwartokatny, to wysoko$é wcale nie przecinalaby boku
tréjkata, tylko jego przedhuzenie — i co wtedy?

Zasepili sie nieco i zaczeli mysleé. Pierwsza ocknela sie C.

C: — Stuchajcie, przeciez w tréjkacie rozwartokatnym zawsze jest
wysoko$é, ktéra trafia w bok trdjkata, a nie w jego przedtuzenie. Chyba
nawet moglabym sprébowaé to wykazac.

Cala tréjka zasiadla nad kartka papieru; rysowali, kreslili, az wymyslili
(domyslasz sie, Czytelniku, do czego doszli?).
B: — Wyglada na to, ze mamy co$ w rodzaju twierdzenia: Kazdy trdjkat
mozna podzieli¢ na dwa tréjkgty prostokgtne.

C uémiechnela sie filuternie.

C: — A przeciez tréjkat prostokatny mozna podzielié nawet na ... jeden
tréjkat prostokatny!

A i B nie stracili rezonu. Uzgodnili, ze to tylko szczegdlny przypadek,

a zeby bylo dobrze dla dowolnego tréjkata, to trzeba wzia¢ dwa tréjkaty
prostokatne. Juz mieli sie zabra¢ za co$ innego, gdy A postanowil
wykazac sie dociekliwoscia.

A: — To znaczy, ze n-kat mozna podzieli¢ na n — 1 tréjkatéw
prostokatnych? No bo dla tréjkata tak jest: ma trzy boki, a da sie go

" podzieli¢ na dwa tréjkaty prostokatne.

Znowu wyciagneli kartki i zaczeli sprawdzaé. Tym razem pierwszy
odezwal sie B.

B: — Popatrzcie, mam czworokat, w ktérym zaden kat nie jest prosty,
i nie umiem go podzieli¢ na trzy trdojkaty prostokatne. Ale na cztery
(rys. 2) juz umiem!

Co prawda, kwadrat albo nawet prostokat potrafie podzieli¢ na zaledwie
dwa takie tréjkaty, ale to pewnie tez szczegélne przypadki (rys. 3)7
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Rys. 4

>

Rozwigzanie zadania M 955.
Zaldzmy, ze na szachownicy n x n
rozstawiono k wiez tak, ze kazda 2 nich
jest bita co najwyzej jeden raz. Na
kazdym polu, na ktérym stoi wieza,
piszemy liczbe 0. W kazdym wiersz

wykonamy nastepujaca operacje: jedli
w danym wierszu stoja dwie liczby, to
do kazdej z nich dodamy 1, jesli zas
jedna liczba, to dodamy 2 (z wierszem
bez wpisanych liczb nie robimy nic).
Analogiczna operacje wykonujemy
nastepnie na wszystkich kolumnach.
Jasne jest, e w rezultacie na kazdym
polu, gdzie stol wiegza, napisana jest
albo liczba 3, albo 4. Dlatego suma S
wszystkich napisanych liczb jest nie
mniejsza niz 3k. Z drugiej strony do
kazdej kolumny i kazdego wiersza
dodaligmy w sumie licebe 2, a wiec
suma S jest nie wieksza niz 4n. Stad

e
3k < S <dn, czyli k < % Poniewaz k

[ 4n ]
jest liczba naturalna, wiec k < \‘—J s

3
Optymalny sposdb rozmieszezenia wiez
ilustruje rysunek.

W W
W
W W
W
W
WW

Okazalo sie, ze A i C tez doszli do podobnych wnioskéw. C zaczela mie¢
pewne podejrzenia, ale wolala ich jeszcze nie zdradzac.

C: — A jak bedzie dla pieciokatéw? Bo na razie jest dziwnie: dowolny
tréjkat mozna podzieli¢ na dwa tréjkaty prostokatne (o jeden mniej niz
liczba bokéw), a, jak sie wydaje, czworokaty potrzebuja co najmniej
czterech takich tréjkatéw (tyle samo, ile liczba bokéw).

Po chwili wszyscy mieli juz rysunek z pieciokatem podzielonym na ...
szed¢ trojkatéw prostokatnych (rys. 4); oczywiscie domyslili sie, ze nie
warto rysowaé figury, ktéra miataby kat prosty przy wierzchotku, bo to
bytby z pewnoécia ,szczegdlny przypadek”.

A: — 1 co teraz? Ani mniej, ani tyle samo, tylko wiecej tréjkatow niz
bokéw!

C uznala, ze czas wyjawic¢ swoje przypuszczenia.

C: — Popatrzcie na méj rysunek pieciokata. Narysowalam przekatne,
wychodzace z jednego wierzcholka, a kazdy z otrzymanych tréjkatow
podzielitam na dwa prostokatne. I wyszto mi szesc¢.

B: - Juz wiem! W takim razie mozna tak samo zrobi¢ w dowolnym
n—kacie! Narysowa¢ wszystkie przekatne, wychodzace z jednego,
dowolnego wierzchotka, policzy¢ trdjkaty, a potem kazdy z nich podzieli¢
na dwa trdjkaty prostokatne. Zaraz, to ile bedzie tych tréjkatow
wyznaczonych przez przekatne, ktére potem bedziemy dzieli¢ na dwa
prostokatne? Na pewno o jeden wiecej niz przekatnych.. .

Pochylili sie nad kartkami i po krétkim czasie wiedzieli juz, ile
przekatnych wychodzi z jednego wierzchotka n—kata (ile, drogi
Czytelniku?). Teraz poszlo juz tatwo. C podsumowala:

C: — Mamy nastepne twierdzenie: Kazdy n-kat mozna podzieli¢ na 2(n —2)
trajkaty prostokgtne. Moze to gdzie$ opublikujemy?

B ucieszyl sie z pomystu, ale A znowu nie dal si¢ ponies¢ ogélnej radosci.

A: — Najpierw musimy zapisa¢ dowdd naszego twierdzenia, to po
pierwsze. Po drugie, wszystkie nasze wielokaty byly wypukle, a przeciez
istnieja tez inne. A po trzecie, mam jeszcze tyle pytan, ze wcale mi

sie nie wydaje, bySmy stworzyli juz jakas teori¢. Na przyktad: co

bedzie z wielokatami niewypuklymi? Czy liczba 2(n — 2) jest naprawde
najmniejsza? Moze mozna w inny sposéb podzieli¢ kazdy wielokat na
mniej tréjkatéw prostokatnych? A jak opisaé te ,szczegdlne przypadki”?
Czy mozna stworzy¢ podobne twierdzenia dla bryl tréjwymiarowych?

A gdyby rozwazaé tréjkaty o innej wlasnosci niz posiadanie kata
prostego? I co bedzie, gdy. ..

Niestety, B i C znikneli z pola widzenia. Moze poszli szuka¢ odpowiedzi
na te pytania?

Matq Delte przygotowat Wiktor BARTOL

skt ek d e Yo ok

Kwadrat mozna podzieli¢ na skoniczona liczbe mniejszych kwadratéw tak, by
kazdy z nich byt innej wielkoéci. Pierwszy taki podzial — na 55 kwadratow

— uzyskano w 1938 roku (Sprague). Obecnie znany jest podzial na 21 réznych
kwadratéw i wiadomo, ze na mniej sie nie da (Duivjestijn, 1978). Natomiast
podzial szescianu na skonczona liczbe mniejszych szescianéw, z ktérych kazdy
byltby inny, jest niemozliwy.
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Twierdzenie Kroneckera Konrad PIORO

Wiecej informacji o liczbach

rzeczywistych mozna znalezé w artykule
R. Sikorskiego ,Czy liczby rzeczywiste
sg rzeczywiste?”, Delta 1/1974, przedruk

w Deleie 6,/1998.

Fa
Sl

Rys. 2

Zbidr liceb wymiernych jest gesty
w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rys. 3

Liczbe rzeczywista x mozemy przedstawi¢ w postaci sumy liczby calkowitej

i liczby rzeczywistej lezacej pomiedzy 0 i 1. Dokladniej, niech [z] bedzie
najwieksza liczba calkowita nie wieksza od z i niech u(z) = = — [z]. Wtedy
0<u(z)<liz=][z]+u(z).

Zauwazmy, ze x wyznacza nastepujacy zbidr liczb lezacych w przedziale (0,1)
(*) u(z), wu(2z), wu(3z), wu(dz),...

O zbiorze tym mozemy mysle¢ nastepujaco. Najpierw zaznaczamy na prostej

- punkty z,2z,3z, ..., a potem nawijamy wszystko na okrag o dlugosci 1. W ten

sposéb punkty nz i ma, dla ktérych u(nz) = u(maz), pokryja sie. Nastepnie
mozemy okrag rozerwa¢ w zerze, czyli w miejscu w ktérym naltozyly sie liczby
naturalne, i wyprostowa¢ w odcinek jednostkowy. Teraz zbiér (x) juz widaé
(rys. 1).

Jesli = a/b jest liczba wymierna, to u(na/b) = na/b — [na/b] musi byé¢ jedna
z liczb 0,1/b,2/b,...,(b—1)/b i zbiér (x) zawiera tylko skoniczona liczbe réznych
elementéw (rys. 2, dla z = 1/8).

Niech teraz x bedzie liczba niewymierna. Wtedy w ciagu (*) nie wystepuja
dwie takie same liczby. Gdyby bowiem u(kz) = u(lz) dla pewnych réznych
liczb naturalnych k i [, to kx — [kz] = lz — [lz], wiec (k — )z = [lz] — [kz],
i w konsekwencji z = ([lz] — [kz])/(k — ) jest liczba wymierna.
Oczywiscie réwniez u(nz) # 0 dla dowolnej liczby naturalnej n.

Twierdzenie Kroneckera pokazuje, jak zbidr (*) jest ,polozony” w otwartym
odcinku (0, 1). '

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby niewymiernej x zbior () jest gesty w (0,1),
tzn. dla kazdych liczb o < 3 z przedziatu (0, 1) istnieje taka liczba naturalna k,
ze a < u(kz) < .

Dla liczb wymiernych to nie jest prawda, poniewaz wtedy zbidr (*) jest
skonczony. Stad wynika, ze gestos¢ zbioru (*) w odcinku (0, 1) charakteryzuje
liczby niewymierne. Dokladniej, nastepujacy odwrotny rezultat jest takze
prawdziwy: jesli zbior () jest gesty w (0,1), to z jest liczbg niewymierng.

W dowodzie bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu:

Lemat. Niech x bedzie liczbg rzeczywistq, a € dowolng liczbg rzeczywistq
dodatnig. Wtedy istnieje taka liczba wymierna a/b, ze |z — a/b| < €/b, lub
rownowaznie, istniejg takie liczby calkowite a oraz b > 1, zZe |bx — a| < ¢.

Lemat méwi zatem, ze dla dowolnego ¢ istnieje takie catkowite b, ze po
nawinieciu na okrag punkt bz wyladuje w odleglosci od zera nie wiekszej niz €.

Udowodnimy najpierw Twierdzenie Kroneckera. Niech x bedzie liczba
niewymierna. Wezmy dowolne liczby 0 < @ < # < 1. Niech e = 3 — a. Wtedy
na mocy lematu istnieja takie liczby catkowite n > 11 k, ze |nz — k| < &.
Rozpatrzmy nastepujace dwa przypadki:

(P.1): nz — k=¢; > 0. Wtedy u(nz) =¢;. Innymi slowy, po nawinieciu na okrag
pierwszych n punktéw ciagu z, 2z, 3z, . .. liczba nx wyladowala w odleglosci

g1 < ¢ za zerem. Gdy nawiniemy dalsze n punktéw, to liczba 2nz wyladuje

w odleglo$ci 2¢; za zerem itd. W ten sposéb na okregu pojawi sie seria punktéw,
z ktérych kazdy odlegly jest od poprzedniego o mniej niz £ (rys. 3). Jasne jest
wiec, ze ktorys z tych punktéw wpadnie w przedzial a < 3, ktéry jest dlugosci .
A tego, ze wpadnie, wlasnie mieliémy dowies¢.

(P.2): —e < nz — k < 0. Ten przypadek pozostawimy inwencji Czytelnika, ktéry
oprocz ruchu zgodnego z ruchem wskazéwek zegara zna tez ruch w przeciwna
strong.

Dowdéd lematu. Zauwazmy, ze wystarczy udowodnié ten lemat dla liczb
rzeczywistych x z przedziatu (0,1).
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Oczywiscie @ = [1/e] + 1.

Zasada szufladkowa Dirichleta: Jesli z n
zbioréw wybieramy n + 1 elementéw, to
co najmniej dwa naleza do tego samego
zbioru.

Latwo wykaza¢, ze dla dowolnych liczb
aif, ula —B) = ule) — u(F) wtedy

i tylko wtedy, gdy u(a) — u(3) > 0, oraz
ula — 8) =1 — (u(a) — u(F)) wtedy

i tylko wtedy, gdy u(a) — u(8) < 0.

To jest dokladnie to, co zrobil Kronecker
w swojej pracy z 1884 roku.

Ten rezultat jest znacznie silniejszy od
lematu — znajdujemy jedna licebe b
wspdlng dla wszystkich x4, ..
Korzystajac z lematu, mozemy tylko dla
z; dobraé b;, oczywiscie by,..., b, sa
na ogdl réznymi liczbami.

Fe o

L. .1

Rozwigzanie zadania F 550.

Gdy fotografowany jest skrawek
tarczy Slonca zblizajacy sie do Ziemi,
obserwowana czestotliwosé ' rézni sie
od emitowanej v zgodnie ze wzorem

f ve
=

c—uv
gdzie v jest predkoscia liniowa Zrédla
wzgledem obserwatora. Natomiast gdy
zrodlo oddala sie, obserwujemy Swiatlo
o czestotliwoéei v'';

" ve
v =

cC+ v

Z powyzszych dwdch réwnan oraz z tego,
%

Ze v = X otrzymujemy, ze
2uX | cAX 3 m
A= — 1 stad v= —— =2-10" —
a 2X

Niech @) bedzie najmniejszg liczba naturalna wieksza od 1/e. Wtedy ¢ > 1/Q.
Podzielmy odcinek (0, 1) na @) (parami rozlacznych) przedzialéw:

(0,1/Q), (1/@,2/Q),-..,{((Q-2)/@,(Q-1)/Q), ((@-1)/Q,1).
Nastepnie wezmy @ + 1 liczb

0, ‘ulz), w(2e), ..., w((@ = 1)z} B(Qz),
lezacych w przedziale (0,1). Wtedy z zasady szufladkowej Dirichleta co
najmniej dwie liczby w(bia) i u(bez), gdzie 0 < by < by < @, naleza do jednego
z przedzialéw (moze sie zdarzyé — jedli x jest liczba wymierng — ze te liczby
sa réwne, tzn. u(b;x) = u(byz) — ale to oczywiscie w niczym nie przeszkadza).
Poniewaz dlugosé kazdego z tych przedzialéw wynosi 1/Q, wiec

|?..‘.(f)232‘) = u(blx)l < 1/Q
Niech b = by — by, oczywiscie 0 < b < Q. Jesli u(boz) — u(byz) > 0, to
u(bx) = u(baz) — u(byx); oraz jesli ta réznica jest mniejsza od zera,
to u(bz) = 1 — (u(boz) — u(byz)). Zatem z powyzszej réwnoéci wynika, ze

0<u(bz) <1/Q lub 1-1/Q <u(bz)<1 (tzn. 1/Q > 1— u(bzx) > 0).

W pierwszym przypadku bierzemy a = [bz], poniewaz wtedy bz — a| =
= bz — [bz] = u(bz) < 1/Q < e. W drugim, |bx — ([bz] + 1)| = [bx — [ba] — 1| =
=1-— (bz — [bz]) < 1/Q < e. Zatem wystarczy wziaé a = [bz] + 1. m

Mozna sie zastanawia¢ nad wielowymiarowa wersja twierdzenia 1. Na

przyklad, dla jakich liczb 1, za, punkty (u(z1),u(ws)), (u(2z1), u(2z2)),
(u(3z1),u(3z2)),. .. sa geste w kwadracie jednostkowym. Oczywiscie, z1, 2
musza by¢ niewymierne, ale to nie wystarczy, np. dla z; = 25, punkty
(u(nz1),u(nx2)) leza tylko na przekatnej (i sa tam geste). Potrzebny jest
dodatkowy warunek: tzw. liniowa niezalezno$é¢ x,, x» nad zbiorem liczb
wymiernych, tzn. nieistnienie takich niezerowych liczb wymiernych ¢; i ¢,

ze @171 + g2x2 = 0. Dowdd wielowymiarowej wersji jest bardziej skomplikowany.
Mozemy natomiast latwo uogdlni¢ lemat i jego dowdd na przypadek wielu liczb.

Niech z1,...,z, bedq liczbami rzeczywistymi, ¢ dowolng liczbg rzeczywistq
dodatniq. Wtedy istnieje liczba naturalna b i liczby catkowite aq,. . ., a,, takie,
ze

|bz; —a;| <e dla i=1,2,...,n.
Dowéd przeprowadzimy dla n = 2, poniewaz ten przypadek mozna latwo
narysowaé na plaszczyznie. Po pierwsze, podobnie jak w dowodzie lematu,
mozemy zalozy¢, ze 0 < x1, 22 < 1. Po drugie, niech liczba naturalna () bedzie
zdefiniowana jak poprzednio. Poniewaz n = 2, wigec wezmy kwadrat jednostkowy
K =(0,1) x (0,1) i podzielmy go na @Q* malych kwadracikéw o boku @, tzn. na
kwadraty postaci (i/Q, (i +1/Q)) x (j/Q, (j +1)/Q), gdzie 4,5 =0,1,...,Q — 1.
Nastepnie weZzmy punkty (0,0), (u(z1),u(z2)), ..., (u(Q%*z1), u(Q%z2)) nalezace
do K. Poniewaz tych punktéw jest Q% + 1, wiec dwa z nich musza naleze¢ do
tego samego ,matego kwadracika”. Dlugoé¢ boku kazdego takiego kwadracika
jest réwna 1/Q, zatem istnieja takie liczby calkowite 0 < by < by < Q2, ze
lu(brz1) — u(bezr)| < 1/Q i |u(b1x2) - u(b2x2)| < 1/Q. Teraz, tak samo jak
w dowodzie lematu, wykazujemy, ze dla b = by — by, 0 < u(bz;) < 1/Q lub
1/@Q > 1 — u(bz;) > 0, gdzie i = 1 lub 2. A nastepnie dobieramy a; dla z; i as
dla xo.

Dla n = 3 bierzemy szescian jednostkowy (0,1)3 i dzielimy na Q3
wmatlych szeScianéw” o boku 1/@Q rozpietych na siatce punktéw postaci
(El/Q,iz/Q,ig/Q), gdzie il, ?:2, i3 = 0, Wiy Q —1.Dlan = 4 postf;pujemy
analogicznie. Chociaz n-wymiarowej kostki nie mozna sobie ,wyobrazié¢”
(w kazdym razie trudno), to mozna ja interpretowaé jako zbiér takich
n-elementowych ciagéw (z,...,2,), 26 0 <z < 1dlak=1,2,...,n.
Analogicznie ,matle kostki” to zbiory takich ciagéw (x1,...,x,), ze

Cik/Q < zx < (ix + 1)/Q; dla réznych ciagéw liczb 4y, ..., i, mamy réine ,male

kostki”.
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Klub 44

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszezamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadaii z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajae na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnodei danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a NV — liczbe osdb,
ktore nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001,

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIIT 2001

Zadania z fizyki nr 320, 321
Redaguje Jerzy B. BROJAN

320. Na rysunku 1 dane sq cztery punkty A, B, A’ i B'. Opisaé konstrukeje
Ly geometryczng pozwalajaca wyznaczy¢ ogniska cienkiej soczewki, dla ktérej obrazem
rzeczywistym punktu A jest A’ a obrazem rzeczywistym B jest B'.

321. ,Czarna skrzynka” z czterema wyjéciami zawiera wylacznie oporniki. Wtiaczono
ja do obwodu przedstawionego na rysunku 2 i okazalo sie, ze przy otwartym kluczu

* A" natezenie pradu czerpanego z baterii wynosilo 3 A, a pradu plynacego przez opornik
R3 wynosito 1,8 A. Jedli przy zamknietym kluczu obwéd czerpie z baterii prad
o natezeniu 4 A, to ile wynosi wtedy natezenie pradu plynacego przez opornik Rs?
Opdr jednego z opornikéw i SEM baterii sa podane na rysunku 2.

B

Rys. 1

R Ry — " 5
Lo o Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2001

Przypominamy tresé¢ zadan:

12V 60 R 312. Rownia pochyla o kacie nachylenia o spoczywala na poziomej powierzchni, a na niej polozono
klocek o masie znacznie wiekszej niz masa réwni. Wspdlczynnik tarcia miedzy rdwnia a klockiem
wynosi fi, a migdzy réwnia a podlozem — fs. Jaki warunek musza spelniaé¢ wymienione parametry,

aby rownia ruszyla z miejsca? Jedli ten warunek Jjest spelniony, to ile wynosi przyspieszenie rdwni?

313. Fala dzwiekowa biegnie w atmosferze Ziemi (lub innej planety) w gore, przechodzac kolejno
Rys. 2 przez warstwy coraz bardziej rozrzedzone. Co sie stanie z energia tej fali, gdy gestosc bedzie znikomo
’ mala (praktycznie rzecz biorac, bedzie to juz préznia)?

312. Aby réwnia ruszyla z miejsca, przede wszystkim czyli
musi ruszy¢ z miejsca klocek, zatem sita nacisku klocka na (2)

o ) A i . sina — ficosa > fa(cosa + fisina).
réwnig N (skierowana prostopadle do réwni) i sita tarcia T f fa( ! )

(skierowana réwnolegle do niej) sa zwiazane réwnaniem

T = fiN.
Pionowa sktadowa wypadkowej sit N i T jest réwna
Ncosa + Tsina = N(cosa + fisina), a pozioma sktadowa
jest réwna Nsina — T'cosa = N(sina — f; cosa); widzimy,
ze rownia ruszy, jesli

(1) N(sina — ficosar) > faN(cosa + fisina),

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

Poniewaz mase réwni mozna pominaé, wiec po jej

ruszeniu z miejsca wypadkowa sila dzialajaca na nig

musi by¢ réwna zeru. Nieréwnogé (1) musi wtedy przejéé

w réwno$é, co na pierwszy rzut oka wydaje sie sprzeczne

z warunkiem (2). Jedynym mozliwym rozwiazaniem tej
pozornej sprzecznodci jest N = T = 0, co oznacza, ze klocek
spada swobodnie. Przyspieszenie réwni wynosi wtedy
a=gctga.

313. Podczas rozchodzenia sie fali dzwiekowej gaz ulega sprezaniu i rozprezaniu,
zatem rosnie i maleje jego temperatura. Zwykle pomija si¢ przepltyw ciepta od miejsc
ogrzanych do miejsc ochlodzonych (zaklada sie, ze przemiana jest adiabatyczna) — jesli

zadai 310 (WT=1,53) i 311 (WT=3,73) jednak nastepuje szybki przeplyw ciepla, to wynikajace stad rozproszenie energii bedzie

z numeru 1,/2001

Andrzej Idsik — Boleslawiec 44 67

prowadzi¢ do tlumienia fali i ogrzewania gazu. Tak sie dzieje w gazie rozrzedzonym,

Andrzej Nowogrodzki — Chociandw sss2  gdyz duza jest wiedy érednia dhugosé swobodnej drogi czasteczek miedzy zderzeniami

Aleksander Surma
Tomasz Rudny
Jacek Piotrowski
Tomasz Wietecha — Tarndw 20,37
Marian Lupietowiec — Zebreydowice 15,76

— Myszkdw 37,38
~ Warszawa 28,28

Po raz pierwszy w historii Klubu 44 F
zaliczona zostala czwarta tura naszego
konkursu. Gratulacje dla Nadklubowicza
IV Rangi — Andrzeja Idzika, wraz

z serdecznymi zyczeniami jeszcze wielu
rozwigzanych zadan!

14

i przelatuja one od miejsca cieplejszego do chlodniejszego bez zwloki wynikajacej ze

~ Raeszow 2048 zderzen. Omawiany mechanizm tlumienia bedzie szczegélnie silny wtedy, gdy érednia
droga swobodna zblizy sie do dlugoéci fali (dla fali o czestotliwoéci 1 kHz w powietrzu
o normalnej temperaturze nastapi to przy ciénieniu rzedu 0,1 Pa).

Inne zjawisko wynika stad, 7e jedli energia fali mialaby by¢ zachowana, to w miare
spadku cisnienia (i gestosci) musialaby rosna¢ amplituda drgan, co powodowaloby
coraz bardziej stromy przebieg narastania ciénienia, a w koricu — fale uderzeniows.
Powstajace przy tym turbulencje (wiry) takze prowadzilyby do rozproszenia energii.



Zadania z matematyki nr 423, 424
Redaguje Marcin E. KUCZMA

' - 423. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi przecinajace sie w punktach A i B. Dowieéé,
ze istnieja cztery punkty 7, Za, Zs, Z4 o nastepujacej wlasnodci: jezeli w jest
® dowolnym okregiem stycznym do obu danych okregéw (punkty stycznosci: P i Q) oraz

przecinajacym prostag AB (punkty przeciecia: X i Y), to kazda z prostych PX, PY,
QX, QY przechodzi przez jeden z punktéw Z;.

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2001

424. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace warunki: f(2) = 2 oraz
flzy) = 2 f(y) + v (@) + &*y + 2y” — 2y

dla z,y € R

Zadanie 424 zaproponowal pan Jézef Bana$ z Rzeszowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2001

Przypominamy tres¢ zadan:

415. Wyznaczyd wszystkie trdjki dodatnich licgb rzeczywistych
a, b, e, dla ktérych uklad réwnan
1y z a z T b i
— e == — - =-, AR
z Y i L) z y y

B

c
z
ma rozwigzanie w licebach rzeczywistych =, y, =z.

416. W kartezjarnskim ukladzie wspdlrzednych przestrzeni
trajwymiarowe] rogwazamy zbidr X wszystkich punktdw
o wspdlrzednych calkowitych nieujemnych. Dwa punkty zbioru X

415. Niech a, b, ¢ bedzie trdjka liczb dodatnich, dla ktdrej
podany uktad réwnari ma rozwigzanie x, ¥y, z. Liczby

x, y, z sa rozne od zera. Mnozymy kolejne réwnania
ukladu odpowiednio przez x, y oraz z, otrzymujac
zaleznodci

(1) a=v4+w, b=wt+u c=u+tw,
gdzie
(2) w=yzfx, v=2zx/y, w=ay/z

Zauwazmy, ze liczby u, v, w maja jednakowy znak. Ze
zwiazkéw (1) wynika, ze sa to liczby dodatnie.

bedziemy nazywad stowarzyszonymi, gdy sumy ich wspdélrzednych
sa réwne, a ich odlegloéé wynosi /2. Wyznaczyé wszystkie funkcje
f: X — R spelniajace warunki:
jeéli punkt P € X ma co najmniej jedna wspdlrzedna réwna zeru,
to f(R) =0;
— jesli punkt P € X ma wszystkie wspdlrzedne dodatnie, to

f(Py=1+ :—3(;'(1", )+ F(P2) + f(Ps) + f(Ps) + f(Ps) + f(Ps)),

gdzie Py, ..., Ps sa szedcioma punktami stowarzyszonymi z P.

Zatem b+ ¢ —a = 2u > 0, czyli

(3) b+c>a c+a>b a+b>c
Na odwrdét, jesli liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja
nieréwnosci (3), to uklad réwnan (1) ma rozwiagzanie

w liczbach dodatnich u, v, w. Liczby = = /vw, v = \/wu,
z = y/uv spelniaja wéwczas zwiazki (2), a wiec takze

i rozwazany w zadaniu uklad réwnan.

podobnie

Tak wiec warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
rozwiazania owego ukladu réwnan jest, by liczby a, b, ¢
byly diugosciami bokéw pewnego tréjkata.

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 407 (WT=1,33) i 408 (WT=2,30)
# numeru 10,/2000

— Wroctaw 44,13

- Warszawa 43,08

- Krakdw 41,03

— Olsztyn 38,31

Sroda 51, 34,87

Barttomiej Dyda
Bartlomiej Marczak
Pawel Kubit

Piotr Kumor
FPrzemyslaw Gadzinski

Pan Bartlomiej Dyda koriczy druga
czterdziestoczteropunktowa runde.

416. Wykazemy, ze istnieje co najwyzej jedna funkcja spelniajaca podane warunki.
Przypusémy, ze fi, fo sa dwiema takimi funkcjami. Ich réznica h = f; — f2 spelnia
rownanie jednorodne

(4) h(P) = %(h(m ...+ h(Ps))

z warunkiem brzegowym h(z,y, z) = 0 gdy zyz = 0. Ustalmy liczbe naturalna

n > 1 i wezmy pod uwage zbiér X, zlozony z tych punktéw (z,y,2) € X, ktérych
suma wspolrzednych jest réwna n. Jest to zbiér skoriczony, wiec wsréd wartosci
przyjmowanych na nim przez funkcje h istnieje liczba najwieksza i liczba najmniejsza.
Jesli ktérakolwiek z tych wartosei ekstremalnych jest przyjmowana w punkcie P

o wspélrzednych dodatnich, to wobec warunku (4) ta sama wartosé jest tez
przyjmowana we wszystkich szesciu punktach stowarzyszonych z P. Powtarzajac
rozumowanie, jesteSmy w stanie dotrzeé do punktéw ,brzegowych” zbioru X, tzn.
punktéw z co najmniej jedna wspdlrzedna zerows. Wartosé funkeji h w takim punkcie
jest réwna zeru. Stad wniosek, ze h jest funkcja tozsamosciowo réwna zeru, czyli

fi = f2; mamy jednoznacznosé.

dla P=(z,y,2), =zyz >0,

Z drugiej strony, nietrudno si¢ przekonaé, ze funkcja
() f@un = da @) £(0,0,0),
spelnia zadane réwnanie; jesli bowiem P = (z,y,2) € X, zyz > 0, to szeicioma
punktami P; stowarzyszonymi z P sa: (z+1,y—1,2), (z—1,y+1, z), itd.; sprawdzenie,
ze wartos$¢ f(P) wyraza sie przez f(P1), ..., f(Ps) tak, jak wymaga warunek zadania,
to kwestia prostego rachunku. Zatem funkcja f dana wzorem (5) jest jedyna funkcja
spelniajaca postulowane warunki.

f(0,0,0) =0,

(To juz cale rozwigzanie; ale jak wpasé na wzér (5)7 Na przyklad obliczajac wartodci f
w punktach zbioréw X, kolejno dla n = 3, 4, 5, 6, 7 — dla ustalonego n problem
sprowadza sie¢ do ukladu réwnar liniowych; sporzadzenie tabelki wartodci w punktach
o sumie wspotrzednych nie wiekszej niz 7 pozwala odgadnaé wzor (5).)
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Patrz w niebo

Wigkszos¢ badaczy zajmujacych sie geologia planetarna jest zgodna, ze Ksiezyc
najprawdopodobniej powstal w wyniku zlepienia sie odlaméw wybitych
z Ziemi w poteznym zderzeniu jej z planetoida o rozmiarach zblizonych do

rozmiaréw Marsa. Jesli tak, to w nastepnej kolejnoéci nalezaloby wytlumaczy¢,
jak Ksiezyc osiagnal obecna orbite — bo odlamki Ziemi i planetoidy

zapewne polaczyly si¢ w jeden glob raczej znacznie blizej Ziemi. Wydaje sie,
ze niedawno w tych zagadnieniach uczyniono istotny postep dzieki rozwazeniu
pewnych skomplikowanych zjawisk mechanicznych towarzyszacych takiemu
katastroficznemu narodzeniu sie naszego naturalnego satelity.

Zgodnie z nimi Ksiezyc, jako zlepek wielkich bryl, znalazl sie na dogé
przypadkowej orbicie usytuowanej w domniemaniu mniej wiecej w plaszczyznie
ziemskiego réwnika. Ksiezycowe sily plywowe deformowaly Ziemie, a ziemskie
deformowaly Ksiezyc. Wskutek tej deformacji Ziemia nieustannie przekazywala
Ksigzycowi swdj wlasny moment pedu (co zreszta trwa do dzié), powodujac
Jjego nieustanne oddalanie sie. W pewnej chwili Ksiezyc znalazl sie na orbicie,
ktorej okres obrotu perigeum osiagnal wartosé jednego roku. Ten rezonans

(ze Storicem) spowodowal gwaltowny wzrost mimosrodu orbity Ksiezyca.

Silnie zmienne w tej sytuacji sity ptywowe ze strony Ziemi powodowaly bardzo
intensywne grzanie si¢ mlodego Ksiezyca, co doprowadzito do stopienia sie

i rozwarstwienia jego globu. Po wyjsciu z tego rezonansu Ksiezyc rychlo
wpadl w nastepny, mianowicie ruchu perigeum z ruchem wezla orbity. To

z kolei spowodowalo wzrost nachylenia orbity Ksiezyca wzgledem plaszczyzny
ziemskiego réwnika. Dalej ewolucja orbity Ksiezyca przebiegala juz dogé
spokojnie: odleglodé Ksiezyca caly czas rosta (i tak jest tez obecnie — w kazdym
razie §rednio), jego ruch obrotowy — obojetne, jaki byt poczatkowo — stal sie
synchroniczny z ruchem obiegowym (dlatego widzimy Ksiezyc stale z jednej
strony), a jego glob zastygl. Wspdlczesne badania geologiczne w zasadzie
potwierdzaja przewidywania opisanego modelu.

Dwaj amerykanscy badacze, Jihad Touma i Jack Wisdom, przeprowadzili trzy
lata temu symulacje numeryczne, z ktérych wynika przedstawiony tu scenariusz
zdarzen. Nie zmienia to faktu, ze jest to nadal jeden z mozliwych scenariuszy,
aczkolwiek majacy na swoje poparcie juz bardzo powazne argumenty.

Czerwiec

Nazwa roju meteorowego zawsze pochodzi od
laciniskiej nazwy gwiazdozbioru, w ktérym znajduje sie
radiant roju, czyli punkt, z ktérego meteory pozornie
wybiegaja. Jezeli np. radiant lezy w Labedziu, to

r6j nazywa sie Cygnidy itd. W czerwcowe wieczory
(pdézne, bo noc pézno zapada) prawie w zenicie
znajduje si¢ Wolarz (Bootes), a mimo to wybiegajacy
z niego rdj nazywa sie Kwadrantydy. Takiego
gwiazdozbioru nie ma, ale kiedys$ byl i nazwa roju
pozostala nawet po oficjalnym zlikwidowaniu
gwiazdozbioru obejmujacego kiedy$ pélnocna

czes¢ Wolarza i fragment Wielkiej Niedzwiedzicy.
Kwadrantydy stanowia jedyny wyjatek z reguly
przedstawionej w pierwszym zdaniu. Zeby wszystko
bylo jeszcze bardziej skomplikowane, Kwadrantydy
maja maksimum na poczatku stycznia, a w styczniowe
wieczory Kwadrant (i caly Wolarz) jest pod
horyzontem, jezeli wiec nawet meteory wtedy

widaé, to niepodobna zorientowaé sie, ze wybiegaja

z Wolarza.
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Tomasz KWAST

Wenus jest w Baranie i doskonale widaé ja na
wschodzie przed wschodem Slonca — 8 VI osiaga
najwicksza katowa odlegtoéé od Slorica. Mars jest na
granicy Wezownika i Strzelca — 13 VI ma opozycje,
czyli znajduje sie dokladnie w przeciwnym kierunku
niz Slorice, a wiec widaé¢ go przez cala noc i géruje
o péinocy. Jowisz i Saturn sa w Byku, ale jest
tam tez Slorice, przez co planet tych nie widaé
— Jowisz ma nawet 14 VI zlaczenie ze Sloricem.
Pelnia Ksiezyca wypada 6 VI, a néw 21 VI i nastapi
wtedy catkowite za¢mienie Slorica. Niestety, bedzie
widoczne z poludniowego Atlantyku, centralnej Afryki
i z Oceanu Indyjskiego. Ksiezyc zakryje tez Saturna
19 VI. Ale tez nic sobie nie obiecujmy — gdyby nawet
zapomnie¢ o bliskosci Slorica, to zakrycie i tak byloby
widoczne tylko z Nowej Zelandii i poludniowego
Pacyfiku. Za to na pewno nie minie nas poczatek lata:
przesilenie letnie nastapi 21 VI (na kilka godzin przed
za¢mieniem Slorica), a potem wakacje!

TR,
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DLACZEGO? (II/1)

Przyjrzyjmy si¢ ciagowi (an) okreslonemu nastepujaco:
as =a1 =1,

ad’ + a Cradr e al
gl = — i J: % dla n=1,2,3,...

Wtedy az = 2, az = 2°° + 1. Wybrane wyrazy ciagu
przedstawione sa w tabeli, przy czym C(k) oznacza liczbe
cyfr liczby k. Co ciekawego mozemy zaobserwowaé?

Po pierwsze, ciag (an) bardzo szybko roénie. Wyraz as ma
prawie ¢wierc biliona cyfr, jesli wiec, Drogi Czytelniku,
Twdj komputer nie ma dysku o pojemnogei co najmniej

250 GB, to na pewno nie masz na nim zapisanego
rozwiniecia dziesietnego liczby as. Z kolei liczba cyfr
wyrazu aso jest wigksza od 10%* i moze byé¢ poréwnywana
tylko z liczbg czastek we Wszechswiecie. A ile cyfr ma
az000? Mogtbym na to pytanie precyzyjnie odpowiedzieé,
ale odpowiedZ wypelnitaby cala strone I'-limatiasu.

Po drugie, zauwazamy, ze poczawszy od az wszystkie
wyrazy w tabeli (a takie poérednie, pominiete) maja

cyfre jednosci 7. Poczawszy od as koncéwki dwucyfrowe
powtarzaja sie cyklicznie: 57, 97, 37, 77, 17. Natomiast

od azp konicowki trzycyfrowe powtarzaja sie z okresem 25:
857, 297, 337, 977, 217, 57, 97, 737, 977, 817, 257, 897, 137,
977, 417, 457, 697, 537, 977, 17, 657, 497, 937, 977, 617,

a czterocyfrowe z okresem 125.

DLACZEGO zajmuje sie tym ciagiem, DLACZEGO?
DLACZEGO tabela urywa sie akurat na aspss?

DLACZEGO tak bardzo zwracam uwage na regularnosé
koncéwek wyrazéw ciagu (a,)?

JWR
n an Clan) | C(Cl(an)) n an Cla,) | C(C(an))
3 T9228...50337 29 2 40 | 27271...98657 | 93618...21601 75
4 51784...37697 2803 4 50 58494. .. 89057 69036. .. 83076 95
5 47334...12257 271863 6 60 13454. .. 83457 50909...76736 115
G 62181...32097 26370679 8 70 | 40304...41857 | 37541...07191 135
T 16094. .. 81537 2557955843 10 80 | 20000...24257 | 27684...03469 155
8 15907...60577 248121716694 12 90 10426...90657 | 20414...63151 175
9 44852...93217 24067...19240 14 100 | 25775...01057 | 15054...23330 195
| 10 | 18571...19457 23345...66246 | 16 200 16751...25057 TL587...89940 393
11 11945...34497 22645...25791 | 18 300 | 51463...49057 | 34041...68489 592
12 | 28024...11137 21966. ..01637 20 400 | 294R9...73057 | 16187...37645 791
i i3 21490...61377 21307...58735 22 500 17477...97057 | T6976...67765 989
| 14 13021...93217 20667...97230 24 600 | 50314...21057 | 36604...94424 1188
15 94397. .. 38657 20047...31223 26 700 | 98344...45057 | 17406...93896 1387
16 | 24824...24897 19446. .. 28628 28 800 16442, .. 69057 82771...43862 1585
17 12549. ..44737 18862. ..76857 30 900 | 22220...93057 | 39359...68016 1784
18 21684...22177 18297...55041 32 1000 | 22536...17057 | 18716...74695 1983
19 22467...09217 17748...38912 34 1100 | 51033...41057 | 89001...10685 2181
20 66322, .. 89857 17215...74400 36 1200 | 18647...65057 | 42322...28594 2380
21 25130...07297 16699. .. 16782 38 1300 33818...89057 20125. .. 37697 25679
22 31387...10337 16198...27795 40 1400 | 40688...13057 | 95701...45638 2777
23 69710...74977 15712...96065 42 1500 | 33759...37057 | 45508...87761 2976
24 27410...37217 15240. .. 18289 44 1600 15820...61057 21640...78573 3175
25 12504. ..33057 14783...73978 46 1700 | 47212...85057 | 10290...52241 3374
26 10415. ..80097 14340... 75778 48 1800 | 11146...09057 | 48934...19435 3572
27 19860. . . 88737 13910...50370 50 1900 | 69833...33057 | 23269...40076 3771
28 29836...90977 13492. .. 85821 52 2000 | T6780...57057 | 11065...53175 3970
29 40063. .. 54817 13087...24585 54 2030 | 18110...32257 | 44372...85045 4029
30 10102...52257 12695. .. 84706 56 2031 51540...56897 | 43041...49290 4031
31 89526. .. 36897 12314...16384 58 2032 | 58989...79137 | 41749...81099 4033
32 70432...19137 11945. . .89242 60 2033 | 28635...06977 | 40497...66578 4035
33 | 53561...06977 11586...56458 62 2034 10257...60417 | 39282...58011 4037
34 15147. .. 20417 11239...76399 64 2035 | 58141...47457 | 38103...26968 4039
35 91265...67457 10901...10622 66 2036 | T0211...77697 | 36960...15870 4041
36 40337...57697 10574...30329 68 2037 | 62064...01537 | 35852...39372 4043
37 15747...41537 10257...41874 70 2038 | 39518...22977 | 34776...19061 4045
38 36345. .. 22077 99498. .. 61699 71 2039 | 38019...34017 | 33733...48875 4047
39 60782...94017 96513...84759 73
Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jaroslaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW: e-mail: jwr@math.uni.wroec.pl
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