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o kolorowaniu plaszczyzny Renata OLMA, Jacek DYMEL

W 1950 roku 18-letni student Uniwersytetu w Chicago, Edward Nelson, postawil
problem: jaka jest minimalna liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania
plaszczyzny w ten sposób, by zadne dwa punkty plaszczyzny oddalone o l nie
byly tego samego koloru? Liczbe te nazywamy liczba chromatyczna plaszczyzny.
Mimo ze od postawienia problemu minelo piecdziesiat lat, wiadomo jedynie,
ze liczba chromatyczna plaszczyzny jest wieksza od 3 i mniejsza od 8. Teraz
wlasnie to wykazemy.

1. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest nie mniejsza niz 4.

Dowód. Przypuscmy, ze liczba chromatyczna plaszczyzny moze byc równa 3.
Poniewaz zadne dwa punkty oddalone o l nie sa tego samego koloru, kazdy
trójkat równoboczny o boku l ma wierzcholki róznych kolorów. Kazdy punkt
plaszczyzny pokolorujmy jednym z trzech kolorów: czerwonym, niebieskim lub
zóltym. Zaznaczmy na plaszczyznie cztery punkty A, B, G, D polozone tak, jak
na rysunku 1.

Trójkaty ABG i BGD sa trójkatami równobocznymi o boku 1. Zalózmy,
ze punkt A jest pomalowany na czerwono. By kazde dwa punkty odlegle o l
byly róznych kolorów, punkty B i G musza byc innych kolorów niz punkt A.
Mozemy przyjac, ze punkt B jest niebieski, a punkt G zólty. Punkt D zatem
zostal na pewno pomalowany na czerwono. Obrócmy teraz romb ABGD
dookola punktu A o taki kat, aby obrazem punktu D byl punkt D', który jest
oddalony od punktu D o l. Punkt D' musi byc pomalowany na czerwono (co
wynika z rozumowania analogicznego jak dla punktu D), wiec znalezlismy dwa
punkty odlegle o l, które sa tego samego koloru. Nie mozna zat'em pomalowac
plaszczyzny trzema kolorami tak, aby zadne dwa punkty oddalone o l nie byly
tego samego koloru. _

2. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest równa co najwyzej 7.

Dowód. Cala plaszczyzne podzielmy na kwadraty wedlug schematu
przedstawionego na rysunku 2. Kazdy kwadrat ma przekatna dlugosci 1.

Kazdy kwadrat zostal pomalowany jednym z siedmiu
kolorów oznaczonych cyframi od l do 7. Górna
i prawa krawedz kwadratu jest pomalowana w kolorze
kwadratu z wyjatkiem górnego lewego i dolnego
prawego rogu. Bez wiekszego trudu mozna zauwazyc,
ze nie ma na tej plaszczyznie dwóch punktów

7 oddalonych o l i pomalowanych tym samym
kolorem. _

Te dwa rezultaty przedstawione powyzej wyznaczaja cala dotychczasowa wiedze
na temat liczby chromatycznej plaszczyzny. Mimo badan prowadzonych od
piecdziesieciu lat wiadomo jedynie, ze liczba chromatyczna plaszczyzny nie jest
wieksza niz 7 i nie jest mniejsza niz 4. Problemem otwartym nadal pozostaje
wyznaczenie liczby chromatycznej plaszczyzny. A moze wlasnie Ty, Czytelniku,
po zastanowieniu znajdziesz rozwiazanie tego problemu?

Mimo iz nie udalo sie uzyskac rozwiazania w przypadku ogólnym, istnieja liczne
wyniki przy dodatkowych zalozeniach. Teraz przedstawimy przyklad jednego
z nich.

E 3. Twierdzenie. Plaszczyzna pokolorowana czterema kolorami zawiera dwa
, . V5+ l

punkty o tym samym kolorze w odleglosCl l lub --- (stosunek zlotego
2

podzialu).

Dowód. Narysujmy na czterokolorowej plaszczyznie pieciokat foremny o boku
dlugosci l (rys. 3).

Oznaczmy przez x dlugosc przekatnej. Wykazemy, ze x = V5 + l. Odcinek BF2
ma dlugosc l (bo czworokat ABFE jest rombem), a trójkaty BEF i DFG sa

D'

D

A

A

D
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B

l
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Rys. 3

Rys. 2

Rys. l
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Kolo Matematyków Studentów UJ
im. Prof. Stanislawa Zaremby

organizuje

Czwarte Ogólnopolskie

Warsztaty

dla Mlodych Matematyków
w dniach 20-27 wrzesnia 2001 roku.

Tym razem sa one

poswiecone

AN ALIZIE ZESPOLONEJ

Warsztaty odbywaja sie pod opieka
Katedry Analizy Matematycznej
Uniwersytetu Jagiellonskiego,
reprezentowanej przez
prof. dr. hab. Józefa Siciaka,
prof. dr. hab. Marka Jarnickiego
i dr. hab. Wlodzimierza Zwonka.

Tematyka warsztatów bedzie
obejmowac m.in.:

przedluzanie funkcji analitycznych,
zagadnienia ekstremalne w analizie
wielu zmiennych,
teorie pluripotencjalu,
metryki holomorficzne
niezmiennicze.

Wszelkie dodatkowe informacje mozna
uzyskac na stronie Kola pod adresem

http://omega.im.uj.edu.pl

Zgloszenia uczestnictwa prosimy
nadsylac do konca czerwca 2001 roku.

jednokladne, wiec
BF BE 1 x

FD GD' czyli x-l - 1
J d d d· .. , . ( 1) l' V5 + 1e ynym o at mm rozwlazamem rownama x x - = Jest x = ---.

2
Pozostaje zauwazyc, ze dwa sposród pieciu wierzcholków pieciokata sa tego
samego koloru. Te dwa wierzcholki albo leza na jednym boku i ich odleglosc jest

, 1lb 'd' k "'hdl lU" V5+1
rowna , a o na Je neJ prze atneJ lIC o eg osc Jest rowna x = --2--' _
Trójkaty monochromatyczne
Pod pojeciem trójkata monochromatycznego rozumiec bedziemy trójkat, którego
wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru. Przedstawimy kilka problemów
zwiazanych z trójkatami monochromatycznymi.

4. Lemat. Wykazac, ze jezeli plaszczyzne pokolorujemy dwoma kolorami (przy
wykorzystaniu obu kolorów), to dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej d

mozna znalezc odcinek o dlugosci d i koncach róznych kolorów.

Dowód. Przypuscmy, ze na plaszczyznie dwukolorowej nie istnieje odcinek
o róznokolorowych koncach, którego dlugosc jest równa d. Niech punkt A bedzie
pomalowany na niebiesko. Zgodnie z przyjetym zalozeniem, okrag o srodku A
i promieniu d jest niebieski. Zatem kolo o srodku A i promieniu d równiez jest
cale niebieskie. Stad latwo wywnioskowac, iz kolo o srodku A i promieniu 2d jest
pokolorowane na niebiesko. Postepujac analogicznie, dochodzimy do wniosku,
ze cala plaszczyzna zostala pokolorowana tylko na niebiesko, co jest sprzeczne
z zalozeniami. _

W 1998 roku na egzaminie wstepnym na informatyke na UJ pojawilo sie
nastepujace

5. Zadanie. Plaszczyzne kolorujemy dwoma kolorami. Czy kazda liczba
rzeczywista dodatnia jest odlegloscia miedzy dwoma punktami o tym samym
kolorze?

Rozwiazanie. Rozwazmy trójkat równoboczny o boku dlugosci d. Pewne
dwa wierzcholki musza byc tego samego koloru. Tak wiec dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej d znajdziemy dwa punkty tego samego koloru odlegle
od. _

A

Rys. 4

D

E

6. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych w roku 1989).
Punkty plaszczyzny pokolorowane sa dwoma kolorami. Udowodnic, ze istnieje
trójkat równoboczny, którego wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru.

Rozwiazanie. Jezeli wszystkie punkty plaszczyzny pomalujemy na jeden
kolor, to poszukiwany trójkat istnieje. Przyjmijmy, ze punkty plaszczyzny
pokolorowane zostaly na niebiesko i czerwono. Na plaszczyznie wybieramy
czerwony punkt A i niebieski punkt B w ten sposób, aby odcinek AB mial

B dlugosc 2 (na podstawie lematu wiemy, ze odcinek taki istnieje). Mozemy
zalozyc, ze punkt G, który jest srodkiem odcinka AB, ma kolor np. czerwony.
Wybieramy punkty D i E tak, aby czworokat DAEG byl rombem o boku
dlugosci 1. Jezeli przynajmniej jeden z punktów D, E bedzie czerwony, to
otrzymamy czerwony trójkat AGD lub AGE. W przeciwnym przypadku trójkat
DEB bedzie niebieskim trójkatem równobocznym o boku V3. _

7. Wniosek. Kazda dwukolorowa plaszczyzna zawiera monochromatyczny
trójkat równoboczny o boku 1 lub V3. _

W zwiazku z wnioskiem rodzi sie pytanie: czy na kazdej dwukolorowej
plaszczyznie istnieje monochromatyczny trójkat równoboczny o boku l? Otóz
odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Wystarczy podzielic plaszczyzne
na równolegle, pionowe pasy (kazdy o szerokosci V;). Potem malujemy te
pasy dwoma kolorami na zmiane, przy czym lewy brzeg nalezy do pasa,
a prawy - nie. Latwo zauwazyc, ze tak pokolorowana plaszczyzna nie zawiera
równobocznego trójkata monochromatycznego o boku 1.
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G C 8. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych w roku 1992).
Rozwazamy wszystkie trójkaty prostokatne, których trzy wierzcholki leza na
brzegu kwadratu. Wyznaczyc najmniejsza liczbe kolorów, dla której istnieje
takie pokolorowanie kwadratu, ze zaden z rozwazanych trójkatów nie ma
wszystkich wierzcholków w jednym kolorze.

F Rozwiazanie. Najpierw wykazemy, ze dwa kolory: niebieski i czerwony nie

~ wystarcza do pokolorowania kwadratu. Oznaczmy wierzcholki kwadratu ABCD.

Punkty E,F,G,H sa, odpowiednio, srodkami boków AB, BC, CD, DA.
Sposród punktów A, B, E przynajmniej dwa sa tego samego koloru, powiedzmy
- niebieskiego.

E B Przypuscmy, ze A i B sa niebieskie. Wówczas punkty: H, D, C, F nie moga byc
niebieskie. Ale wtedy powstaje trójkat prostokatny H DC, którego wierzcholki
sa czerwone. Tak wiec pojawil sie niedozwolony trójkat. Przypuscmy teraz, ze
na niebiesko sa pomalowane punkty A i E. Punkty D, G, H sa wiec czerwone,
czyli tworza monochromatyczny trójkat prostokatny GDH. Zatem dwa kolory
nie wystarcza, ale trzy - tak. Pomalujmy odcinek AB bez konców kolorem
czerwonym. Bok AD bez konca D oraz bok DC bez konców malujemy na
czarno; bok BC bez konca C malujemy na bialo. Wierzcholki D i C kolorujemy
na czerwono (rys. 6).

Trójkat prostokatny o czerwonych wierzcholkach nie istnieje, gdyz punkty A i B
nie sa czerwone. Trójkat prostokatny o czarnych wierzcholkach takze nie istnieje,
poniewaz wszystkie czarne punkty leza na bokach AD i DC, ale punkt D nie
jest czarny. Trójkata prostokatnego o bialych wierzcholkach równiez nie ma,
gdyz wszystkie biale punkty leza na boku BC. _

W 1999 roku, w zawodach stopnia pierwszego Olimpiady Matematycznej,
pojawilo sie nastepujace

9. Zadanie. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech kolorów.
Dowiesc, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzcholkami trójkata
równoramiennego.

A

D

A

H

Rys.6

Rys.5

Rozwiazanie. Na okregu wybieramy trzynascie punktów, które tworza
trzynastokat foremny. Wówczas nasze zadanie jest równowazne zadaniu:
udowodnic, ze jezeli kazdy wierzcholek trzynastokata foremnego pomalujemy
jednym z trzech kolorów, to pewne trzy punkty utworza równoramienny
trójkat monochromatyczny. Jezeli kazdy z trzynastu punktów pomalujemy
jednym z trzech kolorów, to na pewno znajdziemy co najmniej piec punktów,
które zostaly pomalowane tym samym kolorem. Do rozwiazania naszego
zadania wystarczy zatem sprawdzic, ze wsród dowolnych pieciu wierzcholków
trzynastokata foremnego znajdziemy takie trzy, które beda wierzcholkami
trójkata równoramiennego. Ten krok pozostawiamy Czytelnikowi. _

D E

Polityka na kolorowo
Na Olimpiadzie Matematycznej w Colorado w 1998 roku pojawilo sie zadanie
nawiazujace do systemu politycznego Stanów Zjednoczonych Ameryki.

10. Zadanie. Demokraci i Republikanie wypelnili Plac Lafayette'a o wymiarach
2 na 2. Wykazac, ze pewnych dwóch czlonków tej samej partii znajduje sie na
Placu w odleglosci co najmniej V5.

Rozwiazanie. Pokolorujmy kazdy punkt kwadratu o wymiarach 2 na 2
jednym z kolorów: czerwonym lub niebieskim. Postawmy hipoteze: dowolne
dwa punkty tego samego koloru sa w odleglosci mniejszej niz V5. Kazdy
z odcinków DC, CA, AE, EB ma dlugosc V5. Przyjmijmy, ze punkt D jest
pomalowany na czerwono. Odleglosc DC jest równa V5, wiec punkt C musi byc
pomalowany na niebiesko. Rozumujac analogicznie, wykazujemy, ze punkt A jest
czerwony, punkt E - niebieski, a punkt B - czerwony. Znalezlismy zatem dwa
punkty czerwone: D i B, których odleglosc jest wieksza od V5 i otrzymalismy
sprzecznosc. _

Rys. 7 A teraz rozszerzmy ten problem.
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A

B

Rys.8

c

D E

F

G

11. Zadanie. Prostokatny sztandar o wymiarach 2 na 3 jest pomalowany
trzema kolorami. Udowodnic, ze znajdziemy na tym sztandarze dwa punkty tego
samego koloru na tym sztandarze, których odleglosc jest nie mniejsza niz v'5.

Rozwiazanie. Podobnie jak w zadaniu 9, postawmy hipoteze, ze kazde dwa
punkty tego samego koloru leza w odleglosci mniejszej niz v'5. Kazdy punkt
plaszczyzny zostal pomalowany jednym z trzech kolorów, wiec sposród punktów:
A, B, F i G (rys. 8) pewne dwa musza byc tego samego koloru. Odleglosc dwóch
punktów tego samego koloru jest mniejsza od v'5, wiec punkty A i B sa tego
samego koloru lub punkty F i G sa tego samego koloru. Bez straty ogólnosci
mozemy przyjac, iz punkty A i B zostaly pomalowane na czerwono.

Jezeli zatem punkty A i B sa czerwone, to kazdy z punktów G, D, E, F, H
musi byc pomalowany na niebiesko lub zielono (bo odleglosc kazdego z tych
punktów od punktu A lub punktu B jest nie mniejsza niz v'5). Wykorzystujac
rozwiazanie zadania 10, mozemy stwierdzic, ze punkty D i F sa tego samego
koloru. Tak wiec otrzymalismy sprzecznosc z hipoteza. _

A teraz Czytelnik moze sprawdzic swoje sily i samodzielne rozwiazac
nastepujace

12. Zadanie. Kazdy punkt prostokata o wymiarach 2 na 4 zostal pomalowany
jednym z czterech kolorów. Wykazac, ze istnieja dwa punkty tego samego koloru,
których odleglosc jest nie mniejsza niz v'5.
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_ Zadania
Redaguje Lukasz WIEGHEGKI

M 955. Udowodnic, ze maksymalna liczba wiez, które mozna rozstawic na
szachownicy n x n tak, aby kazda z nich byla bita przez co najwyzej jedna
z pozostalych, wynosi [~n].
Rozwiazanie na str. 11

M 956. Znalezc maksymalna liczbe hetmanów, które mozna rozstawic na
szachownicy 8 x 8 tak, aby kazdy z nich byl bity przez co najwyzej jednego
z pozostalych.
Rozwiazanie na str. 7

M 957. Na szachownicy 100 x 100 stoi 20 figur (moga byc rózne, nawet
niekoniecznie "szachowe"). Wiadomo, ze kazda z figur, stojac na dowolnym
polu szachownicy, bije nie wiecej niz 20 pól. Udowodnic, ze figury te mozna
przestawic tak, aby wzajemnie sie nie bily.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 549. Pod jakim katem powinien padac na boczna scianke akwarium promien
swiatla, aby nastapilo calkowite wewnetrzne odbicie na granicy szkla i wody?
Wspólczynnik zalamania szkla nI = 1,5, wody n2 = 1,33.
Rozwiazanie na str. 6

F 550. Zauwazono, ze na fotografiach widma Slonca linia zólta (A = 5890 A)
jest przesunieta o 0,08 A dla lewej oraz prawej krawedzi tarczy slonecznej.
Znalezc predkosc liniowa obrotu powierzchni Slonca na równiku.
Rozwiazanie na str. 13
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Chemia w 17 sekund
Niels Bohr - jeden z najwiekszych fizyków -
mial opinie nudziarza. Chemicy jadrowi wykonali
wlasnie arcytrudny eksperyment, aby przekonac
sie, ze sztucznie otrzymywany 107. pierwiastek,
nazwany imieniem wielkiego uczonego, jest podobnie
nieciekawym przedstawicielem manganowców. Przy
okazji wykazali jednak, ze i najciezsze pierwiastki
podlegaja prawu okresowosci.

Odkrycie tego prawa w 1869 roku stanowilo punkt
zwrotny w historii chemii. Dymitr Mendelejew
zbudowal stosunkowo prosty uklad, szeregujac
pierwiastki wedle ich wzrastajacej liczby masowej.
Pózniej okazalo sie, ze to liczba atomowa, równa
liczbie elektronów w atomie, nie zas masowa, decyduje
o wlasnosciach pierwiastka. Elektrony zapelniaja
kolejne powloki. Na pierwszej moga znajdowac
sie dwa elektrony, na drugiej osiem, na trzeciej
osiemnascie, itd. Nie wchodzac w szczególy, mozna
powiedziec, ze pierwiastki, których atomy maja
podobnie zapelnione zewnetrzne powloki, tworza
grupy o zblizonych wlasnosciach. Tak np. do pierwszej
grupy naleza: wodór, lit, sód, potas, rubid, cez i frans
- wszystkie one maja tylko jeden elektron na ostatniej
powloce. Siódma grupe tworza: mangan, technet, ren
i nilsbohr - wspomniany na wstepie 107. pierwiastek,
poswiecony wielkiemu Dunczykowi. Pierwiastek
obecny w zwiazku chemicznym mozna zwykle zastapic
innym nalezacym do tej samej grupy. Zamieniajac np.
w siarczku potasu siarke na tlen, otrzymamy tlenek
potasu.

Tablica Mendelejewa nie tylko porzadkowala znane
pierwiastki, lecz przewidywala istnienie tych jeszcze
niewyodrebnionych i okreslala ich wlasciwosci. Kolejno
odkrywane nowe pierwiastki w pelni potwierdzaly
prawo okresowosci; te najciezsze, które w przyrodzie
nie wystepuja, lecz sa wytwarzane sztucznie,
nie stanowily wyjatku. Pierwszych jedenascie
otrzymanych laboratoryjnie pierwiastków od neptunu,
bedacego 93. elementem tablicy Mendelejewa, po
lorens, stanowiacy jej 103. element, wydluzylo liste
aktynowców. Owe sztucznie wytworzone pierwiastki,
choc nietrwale, zyja stosunkowo dlugo. Okres
polowicznego zaniku, czyli czas, w którym rozpadowi
ulega polowa jader z danej próbki, wynosi np. dla
najtrwalszego izotopu 100. pierwiastka, tj. fermu, ok.
100 dni. Jest on na tyle dlugi, ze mozna zgromadzic
dostatecznie wiele atomów, a nastepnie przebadac
ich wlasnosci chemiczne. Zreszta, to one stanowily
podstawe identyfikacji wyodrebnionych substancji
jako nowych elementów tablicy Mendelejewa.
Pierwiastki transfermowe - o numerach wyzszych
niz 100 - okazaly sie duzo bardziej nietrwale. Okres
polowicznego zaniku najdluzej zyjacego izotopu 103.
pierwiastka wynosi tylko 3 minuty, a 104. zaledwie
dziesiate czesci sekundy. Jeszcze krócej - 9 tysiecznych
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sekundy ~ zyly pierwsze zaobserwowane w 1984 roku
w Darmstadt w Niemczech jadra nilsbohru wlasnie.

Warto tutaj wspomniec, ze lista znanych pierwiastków
istotnie sie wydluzyla w ostatnich latach.
W listopadzie 1994 roku doniesiono z Darmstadt
o obserwacji 110., zaraz potem 111., a w lutym 1996
roku 112. elementu ukladu okresowego. W styczniu
1999 roku fizykom z Dubnej pod Moskwa udalo sie
zaobserwowac pierwiastek o numerze 114, w czerwcu
zas tego samego roku w Berkeley w Kalifornii
ogloszono, ze w eksperymencie przeprowadzonym
zgodnie z sugestiami polskiego fizyka, Roberta
Smolanczuka, powstaly jadra atomowe pierwiastków
116. i 118. W przypadku wszystkich tych odkryc
rejestrowano podczas wielotygodniowych pomiarów
zaledwie kilka czy kilkanascie atomów nowych
pierwiastków.

Liczba elektronów w atomie, decydujaca o jego
pozycji w ukladzie okresowym, jest scisle równa
liczbie protonów w jadrze. Natomiast liczba
neutronów - drugiego obok protonów skladnika
jader atomowych - nie jest scisle okreslona. Dany
pierwiastek moze wiec wystepowac w postaci kilku czy
nawet kilkudziesieciu izotopów rózniacych sie wlasnie
zawartoscia neutronów, a wiec i masa. Z tego powodu
liczba masowa, wbrew temu, co poczatkowo sadzil
Mendelejew, nie decyduje o wlasnosciach chemicznych.
Jedne izotopy danego pierwiastka bywaja trwale,
inne zas nietrwale, tzn. po uplywie pewnego czasu
samorzutnie zamieniaja sie w inne jadra. Chociaz
wspomniany pierwszy odkryty izotop nilsbohru byl
bardzo nietrwaly, okazalo sie, ze mozna wytworzyc
izotop zawierajacy 160 neutronów, który zyje 17
sekund. Czas ten byl dostatecznie dlugi, aby prawo
okresowosci poddac jeszcze jednej próbie.

W Instytucie Paula Scherrera w Villigen w Szwajcarii
zbudowano uklad, w którym rozpedzone jadra neonu
zderzaly sie z atomami berkelu. W jednym zderzeniu
na wiele milionów powstawalo jadro nilsbohru,
które trafialo do przeplywowej komory z goracym
tlenem i oparami kwasu solnego. Gazowa mieszanine
nastepnie gwaltownie ochladzano. Jesli nilsbohr nie
zwiazalby sie z innymi atomami, szybko opadlby
na dno komory. Jesli natomiast utworzylby, tak
jak mangan, technet czy ren, molekule z tlenem
i chlorem, bylby w gazie unoszony. Wlasnie te druga
sytuacje zaobserwowano. Prowadzac eksperyment
nieprzerwanie przez miesiac, udalo sie wytworzyc
zaledwie szesc atomów nilsbohru. Wszystkie one
jednak przeplynely przez chemiczny separator,
utworzywszy czasteczke z tlenem i chlorem. Pózniej
rozpadly sie, zostawiwszy widomy znak swego
istnienia. Potwierdzajac przynaleznosc nilsbohru do
siódmej grupy, pokazano, ze i naj ciezsze pierwiastki
pasuja jak ulal do konstrukcji Mendelejewa.



Po co obserwowac meteory? Arkadiusz OLECH

Równolezniki na tej mapie sa hiperbolami
kreslonymi np. przez koniec cienia
pionowego slupka (gnomonu), rzucanego
na pozioma plaszczyzne. Tylko na takiej
mapie tory meteorów (na niebie: luki kól
wielkich) sa odcinkami prostych.

Rozwiazanie zadania F 549.
Z prawa zalan1ania mamy, ze

sina
-.-- = nI,
sm,6

gdzie a jest katem padania, a ,6
zalamania. Aby nastapilo calkowite
wewnetrzne odbicie na granicy szkla
i wody, musi byc spelniony warunek

. 'n2
sm,6 = -.

n,

Stad mamy, ze kat padania powinien
spelniac warunek

sina: = nI sin{3 = nI n2 = 1,33,
n,

czyli sin a> l, a wiec taki kat nie istnieje.

Nazwa wspólczynnika bierze sie stad,
ze w przypadku meteorów z jednego
strumienia, poruszajacych sie z taka
sama predkoscia, parametr r okresla tez
rozklad masy czastek.

Odpowiedz na pytanie postawione w tytule moglaby byc bardzo krótka.
Obserwacje meteorów sa proste, relaksuja, zblizaja do natury, pozwalaja
bezposrednio obcowac z pieknem nocnego nieba i nie wymagaja zadnego
specjalistycznego sprzetu. To juz wystarczajaco obfity zestaw zalet, aby
pomyslec o nich powaznie. Okazuje sie jednak, ze obserwacje meteorów maja
jeszcze jedna, najwazniejsza chyba, zalete - wykonane nawet amatorskimi
metodami sa naukowo pozyteczne.

Co wiec wynika ze zwyklej obserwacji meteorów? Zanim odpowiemy na to
pytanie, musimy powiedziec kilka slów o tym, co rozumiemy pod pojeciem
zwyklej obserwacji. Caly ponizszy tekst bedzie dotyczyl wiec wizualnych
obserwacji, czyli takich, których dokonujemy przy uzyciu "golego" oka.
Podczas obserwacji, oprócz opisu warunków atmosferycznych (dobrze
scharakteryzowanych przez tzw. widocznosc graniczna LM, czyli jasnosc
naj slabszych gwiazd dostrzegalnych golym okiem), musimy dla kazdego
obserwowanego zjawiska okreslic jasnosc i predkosc, a takze naszkicowac trase na
specjalnej mapie nieba o odwzorowaniu gnomonicznym. Predkosc meteoru i jego
trasa pozwola na okreslenie przynaleznosci do aktywnych danej nocy radiantów.
Liczba odnotowanych meteorów i ich jasnosc okaza sie niezbedne do powiedzenia
czegos o rozkladzie masy w strumieniu meteoroidów i gestosci przestrzennej
czastek w przestrzeni kosmicznej.

Bardzo latwa do oceny wielkoscia jest takze kolor obserwowanego zjawiska.
Okreslajac go, jestesmy w stanie powiedziec cos o skladzie chemicznym
meteoroidów wchodzacych w ziemska atmosfere. Najczesciej bedziemy
obserwowali meteory biale lub zólte, ale zdarzaja sie tez zielone, czerwone,
niebieskie, pomaranczowe, jak i mieszane, np. bialo-niebieskie czy
bialo-czerwone. Kolor zielony sugeruje duza zawartosc magnezu, pomaranczowy
i zólty sodu, a mniej intensywne kolory, na przyklad zelazo i wapn.

Zacznijmy jednak od rozkladu jasnosci obserwowanych zjawisk. Sam w sobie
jest on jeszcze malo przydatny. Wiadomo bowiem, ze w kiepskich warunkach
trudno bedzie zobaczyc meteory o malych jasnosciach. Z drugiej strony bolidy
o jasnosci Wenus zaobserwujemy bez wzgledu na to, czy prowadzimy obserwacje
w centrum obficie oswietlonego miasta, czy tez na wsi z dala od latarni
miejskich. Musimy wiec w obserwowanym rozkladzie jasnosci wziac pod uwage
warunki panujace podczas obserwacji. Robimy to, uzywajac wyznaczonych
empirycznie prawdopodobienstw odnotowania meteoru w danych warunkach
atmosferycznych. Jako wynik uzyskamy prawdziwy rozklad jasnosci N(m).
Kolejna potrzebna nam wielkosc <I>(m)definiujemy jako liczbe meteorów
o jasnosci m magnitudo i jasniejszych. Za pomoca wzoru mozemy to zapisac
nastepujaco

fi

<I>(m)= L N(k).
k=-oo

Teraz juz zdefiniujemy wspólczynnik masowy r:

<I>(m + l)
r = <I>(m) .

Wielkosc ta jest stala w przedziale jasnosci meteorów obserwowanych wizualnie,
tzn. dla m z przedzialu od -5 do 5 mag. Mówiac inaczej, liczba meteorów
o jasnosci m + l jest zwykle r razy wieksza od liczby meteorów o jasnosci m.
Dla rojów meteorów r zawiera sie zwykle pomiedzy 2 a 3, a dla meteorów
sporadycznych wynosi okolo 3. Ciekawa wlasnoscia wspólczynnika r jest
to, ze przewaznie w maksimum aktywnosci roju osiaga on swoje minimum,
co swiadczy o tym, ze mozemy wtedy obserwowac duzo jasnych meteorów
(spowodowanych przez masywne czastki).

Znajac juz r, a takze okreslajac podczas obserwacji liczbe n meteorów
obserwowanych w ciagu godziny, widocznosc graniczna LM, a takze znajac
wysokosc h radiantu roju nad horyzontem, mozemy zdefiniowac Zenitalna
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Rozwiazanie zadania M 956.
Oczywiscie, szukana maksymalna liczba
dla hetmanów jest nie wieksza niz owa
liczba dla wiez. Z zadania M 955 wynika

w[~ec'8z]'e liczba ta jest nie wieksza niz-3- = 10. Na rysunku pokazano, jak
mozna rozmiescic 10 hetmanów w zadany
sposób.

Liczbe Godzinna (Zenital Hour Rate, ZHR)
n. r6,S-LM

ZHR=----
sinh

Mówiac obrazowo, ZHR okresla nam liczbe meteorów, jaka odnotowalby jeden
obserwator w ciagu godzinnej obserwacji, podczas której widocznosc graniczna
wynosila 6,50 mag, a radiant roju byl w zenicie.

Jaki uzytek mozemy zrobic z wartosci r i ZHR? Oto przyklad z zycia wziety.
Leonidy znane sa z deszczów meteorów, które pojawiaja sie z 33-letnia
okresowoscia w latach, kiedy przez peryhelium przechodzi kometa macierzysta
tego roju - 55P /Tempel- Tuttle. 4 marca 1997 roku zaobserwowano kolejny
powrót tej komety, która przeszla przez peryhelium w koncu lutego 1998 roku.

W tym momencie wszyscy zastanawiali sie, co bedzie dzialo sie w nocy z 17 na
18 listopada 1998 roku, kiedy Ziemia wpadnie w bardzo swiezy pyl wyrzucony
z komety kilka miesiecy wczesniej. Maksymalnej aktywnosci oczekiwano, jak
zwykle, w momencie maksymalnego zblizenia Ziemi i orbity komety, co mialo
nastapic 17 listopada miedzy godzina 19 a 21 UT. Moment ten byl bardzo
korzystny dla obserwatorów we wschodniej Azji, nic wiec dziwnego, ze wielu
europejskich milosników astronomii wybralo sie na wycieczki do Chin czy
Mongolii.

Rozwiazanie zadania M 957.
Rozwazmy wszystkie mozliwe
rozstawienia figur na naszej szachownicy.
Oszacujemy czesc p tych rozstawien, dla
których pewna figura bije druga (tak wiec
o::; P ::; 1). Nietrudno oszacowac czesc
rozstawien, dla których dana figura A
bije dana figure B: dla dowolnego
polozenia figury A, dla figury B istnieje
1002 - 1 = 9999 wolnych pól, z których
co najwyzej 20 znajduje sie pod biciem ze
strony A; tak wiec czesc ta jest nie

20

wieksza niz 9999' Poniewaz zas liczba par
(uporzadkowanych) figur (A, B) wynosi

20

20· 19 = 380, wiec p ::; 380· 9999 < 1,
czyli rozstawienia, dla których zadna
figura nie bije innej, istnieja.

W drugim maksimum, które wystapilo mniej wiecej w momencie najwiekszego
zblizenia orbity komety i Ziemi, slabych meteorów bylo juz bardzo duzo, co
swiadczy o mlodym wieku materialu, w który Ziemia wtedy wpadla.

Korzystajac z ZHR i r, jestesmy w stanie powiedziec cos o gestosci przestrzennej
meteoroidów z roju Leonid w 1998 roku. Zajmijmy sie najpierw czastkami
ciezszymi od 2,2 . lO-s g (czyli tymi, które moga spowodowac zjawiska jasniejsze
od 6,5 mag). W pierwszym i wysokim maksimum bylo ich okolo 60 na szescian
o krawedzi 1000 km. O dziwo, w drugim, nizszym, jesli chodzi o ZHR,

236

.... •••i
Jak interpretowac te obserwacje? Pomocna okazala sie
w tym wzgledzie analiza wspólczynnika masowego r .
Okazalo sie, ze w pierwszym, bardzo wysokim
i niespodziewanym maksimum, obserwowano
w zasadzie tylko zjawiska jasne i bolidy, a prawie wcale
nie odnotowano meteorów bardzo slabych.

Wspólczynnik r wyniósl wtedy bowiem tylko 1,19 ± 0,02. W drugim maksimum
r podskoczyl do poziomu 2,0. Tak rekordowo niska wartosc r w pierwszym
maksimum swiadczy o tym, ze zwiazane jest ono z materialem bardzo starym.
Dokladne rachunki teoretyczne wykazaly, ze naj prawdopodobniej material,
który byl odpowiedzialny za te mila niespodzianke, zostal wyrzucony z komety
w XIV wieku. Od tego czasu wiatr sloneczny i cisnienie promieniowania
wymiotly z niego najlzejsze czastki i w 1998 roku, w trakcie spotkania z Ziemia,
w nasza atmosfere wpadly tylko meteoroidy naj ciezsze, dajace w efekcie zjawiska
bardzo jasne i bolidy. Wszystkie rachunki teoretyczne modelujace aktywnosc
Leonid uwzglednialy, jak dotychczas, czastki wyrzucone z komety w ciagu
ostatnich 200 lat. Nikt wiec nie przewidzial maksimum zwiazanego z tak starym
materialem i dlatego bylo ono tak duza niespodzianka.

Leonidy, jak kazdy rój meteorów, uwielbiaja jednak platac niespodzianki.
Nie inaczej bylo w roku 1998. Popatrzmy na rysunek, na którym mamy
przedstawiona aktywnosc roju w listopadzie 1998 roku. Widac z niego bardzo

wyraznie, ze maksimum odnotowano w momencie
o dlugosci ekliptycznej Slonca 'AcO) = 234~517
(co odpowiada godzinie 1:30 UT w nocy z 16
na 17 listopada) z ZHR = 337 ± 8. Maksimum
to wystapilo wiec okolo 18 godzin wczesniej
niz oczekiwano! Cierpliwi obserwatorzy, którzy
spogladali w niebo w okolicach 19-21 UT takze
nie mogli narzekac. Dokladnie o godzinie 20:30 UT
CAcO) = 235~31) ZHR wyniosla 184 ± 11.

I
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maksimum, gestosc przestrzenna wyniosla az 116 czastek na taki sam szescian!
Wynika wiec, ze z fizycznego punktu widzenia wyzsze (obfitsze w czastki) bylo
drugie maksimum, czyli spowodowane przez mlody material i które wystapilo
tuz po najwiekszym zblizeniu orbit Ziemi i komety.

Gdy spojrzymy jednak na czastki ciezsze od 1 mg (powodujace zjawiska
jasniejsze od 2,7 mag), okaze sie, ze pierwsze maksimum charakteryzuje sie
gestoscia przestrzenna 13 czastek na szescian o boku 1000 km, a drugie jest
ponad dwukrotnie nizsze. Potwierdza to calkowicie fakty, które znamy juz dzieki
analizie wspólczynnika r, tzn. ze w pierwszym maksimum obserwowalismy
glównie czastki masywne, a w drugim glównie lekkie.

Pomimo tak ciekawych wyników obserwatorzy meteorów byli troche zawiedzeni.
Trzysta meteorów na godzine to nie kilka czy kilkanascie tysiecy, do których
Leonidy w XIX i XX wieku zdazyly juz nas przyzwyczaic. Na szczescie,
w roku 1999 Leonidy pokazaly, na co je stac, i w maksimum sypnely liczbami
godzinnymi przekraczajacymi 3000. Wydaje sie ponadto, ze nie powiedzialy one
ostatniego slowa i w latach 2001-2002 mozemy oczekiwac aktywnosci nawet
rzedu 10 tysiecy meteorów na godzine! Czego i Wam, i sobie z calego serca
zycze!

Szanowna Redakcjo,

ZLEDOBRZE

Xl= X2 =a

DOBRZE

miedzy punktami Q i M). Stad i z (2) otrzymujemy
MN2 + (BO - QP)2 ~ M02, czyli

PG2 + (a + r - x) 2 ~ r2,

bo MN = PG. Stad i z (1) otrzymujemy

(SX)2 - ((1+ s)a - X)2 + (a + r _ X)2 ~ r2
i po przeksztalceniach

(3) S2X2 + 2(sa - r)x + 2ar - (S2 + 2s)a2 ~ O.

Powyzsza nierównosc musi byc spelniona dla kazdego
x E (a, a + r). Nietrudno zauwazyc, ze nierównosc (3)
przechodzi w równosc dla Xl = a. Po podzieleniu lewej
strony (3) przez x - a otrzymujemy rozklad

(x - a)(s2x + 2sa - 2r + s2a).

Stad latwo obliczyc drugie miejsce zerowe trójmianu,
a mianowicie

X2 = (2r - 2sa - s2a)/s2.

Wobec tego, ze lewa strona (3) ma byc nieujemna, musi
byc X2 ::; a, co wynika z wykresów

Uwagi
1. Dla paraboli (s = 1) otrzymujemy wyprowadzona

w artykule równosc AO = 2AF.

2. Poniewaz s > 0, wiec AO > AF dla dowolnej krzywej
drugiego stopnia, czyli srodek krzywizny wierzcholka A
lezy poza odcinkiem laczacym wierzcholek A
z ogniskiem F.

Witold BEDNAREK

Tym samym (2r - 2sa - s2a)/s2 ::; a, skad r ::; (S2 + s)a.

Z okreslenia promienia krzywizny (maksymalizujemy r)
wynika, ze AO = r = (S2 + s)a = (s + l)sa. Poniewaz
AF = sa, wiec AO = (s + l)AF.

os jA

x

a

k

Q

B

przedstawiam rozwiazanie problemu, dotyczacego srodka
krzywizny krzywej drugiego stopnia, postawionego w artykule
"Tylko Pitagoras" w Delcie 1/2001.

Niech j bedzie parabola, elipsa albo hiperbola.
Wprowadzamy oznaczenia: k - kierownica krzywej j,
F - jej ognisko, A - jej wierzcholek, B - punkt przeciecia
osi krzywej j z kierownica, O - srodek okregu stycznego
do j w punkcie A, r - promien tego okregu, M - dowolny
punkt lezacy na lewym pólokregu, l - prosta prostopadla
do prostej k przechodzaca przez punkt M, P - punkt
przeciecia prostej l z krzywa j, Q - punkt przeciecia
prostych l i k, G - rzut prostokatny punktu P na os
krzywej j, N - rzut prostokatny punktu M na os
krzywej j, AB = a, PF/PQ = s, AF/AB = s, QP = x

(a, s i x to dane liczby dodatnie).

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkata PGF mamy
PG2 + GF2 = PF2, czyli PG2 + (BF _ QP)2 = PF2,
PG2 + (BA + AF _ QP)2 = PF2,

(1) PG2+(a+sa-x)2=(sx)2.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkata M NO mamy
MN2 + N02 = M02, czyli

(2) MN2 + (BO - QM)2 = M02.

Warunkiem na to, aby okrag 0(0, r) nie przecinal
krzywej j, jest nierównosc QM ~ QP (punkt P lezy
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Stygniecie Wszechswiata
Astronomia, no moze raczej pra-astronomia,
byla prawdopodobnie pierwsza dziedzina scislego
poznawania swiata przez czlowieka. W róznych
stanowiskach archeologicznych do naj starszych
znalezisk naleza przedmioty z siedmioma nacieciami.
Jedna z interpretacji ich pochodzenia jest powiazanie
liczby naciec z obserwacja faz Ksiezyca, które trwaja
(w zaokragleniu) wlasnie siedem dni.

Trudno powiedziec, czy interpretacja ta jest prawdziwa.
Nie ulega natomiast watpliwosci pózniejsza fascynacja
badaniem ruchów "gwiazd" (planet) uwienczona
w koncu powstaniem mechaniki newtonowskiej.

Najstarsza z nauk scislych nie utracila nic ze
swojej atrakcyjnosci, choc uprawianie jej wymaga
obecnie uzywania wyrafinowanej aparatury, na
zbudowanie której zazwyczaj pozwolic sobie moga tylko
wielonarodowe spolecznosci astronomów. Wydawac
by sie moglo, ze nie ma tu juz miejsca na jedno- czy
kilkuosobowe zespoly skupione po prostu wokól dobrego
pomyslu. A jednak czas obserwacyjny najpotezniejszych
teleskopów dzielony jest miedzy grupy zlozone czasem
z zaledwie kilku osób. O przydziale czasu decyduje
przede wszystkim (choc, oczywiscie, nie wylacznie )
dobry i dobrze udokumentowany projekt.

Na poczatku grudnia ubieglego roku ukazala sie
wlasnie praca [1] trzech panów z Indii, Francji
i Niemiec, w której zrelacjonowano pierwszy pomiar
temperatury kosmicznego promieniowania tla wczesnego
Wszechswiata dokonany za pomoca spektografu UVES
(UV- Visu al Echelle Spectrograph) zamontowanego
na teleskopie Kueyen (Ksiezyc w jezyku Mapuczów).
Kueyen to jeden z czterech glównych, osmiometrowych
teleskopów ukladu VLT (Very Large Telescope), który
kompletowany jest przez ESO (European Southern
Observatory) na (górze) Cerro Paranal na pustyni
Atacama w Chile, o czym pisalismy w numerze
9/2000. Natomiast w Delcie 11/2000 przeczytac mozna
o najdokladniejszych pomiarach fluktuacji kosmicznego
promieniowania tla i ich kosmologicznej interpretacji.

Skoro promieniowanie to jest pozostaloscia po Wielkim
Wybuchu, to jego temperatura we wczesniejszych
epokach powinna byc wyzsza niz obecnie. Jak sie
jednak o tym przekonac? Jak wiadomo, astronomia
nie tylko jest najstarsza z nauk, ale równiez zajmuje
sie badaniem coraz starszych obiektów. Im dalej
astronomowie siegaja w przestrzen, tym bardziej
zaglebiaja sie wstecz w czasie. Zeby zmierzyc
temperature promieniowania tla w odleglej przeszlosci,
"wystarczy" zaobserwowac efekty jego oddzialywania
z odpowiednio odleglym obiektem. Problemem
jest jednak upewnienie sie, ze obserwacja dotyczy
podgrzewania kosmiczna mikrofalówka, a nie jakims
innym zródlem ciepla. Niezbedne jest w tym celu
uzyskanie bardzo dokladnego i bogatego widma
odleglego obiektu pozwalajacego na ilosciowa ocene
wkladu róznych zródel.
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Do tej pory, ze wzgledu na trudnosci z oszacowaniem
znaczenia innych mozliwosci podgrzewania, udawalo sie
jedynie okreslac górna granice mierzonej temperatury.

Teraz natomiast odpowiednio precyzyjnie zmierzone
widmo kwazara PKS 1232+0815 udalo sie uzyskac za
pomoca instrumentu UVES. Swiatlo od tego odleglego
obiektu (przesuniecie ku czerwieni z = 2,57) po drodze
przeszlo przez gazowy oblok znajdujacy sie w galaktyce
o z = 2,34 obserwowanej w czasie, gdy Wszechswiat
byl piec razy mlodszy niz obecnie. Wlasnie linie
absorpcyjne zwiazane z przejsciami nadsubtelnymi dla
atomów neutralnego wegla znajdujacych sie w tym
obloku posluzyly jako termometr. Dodatkowo linie
widmowe odpowiadajace (miedzy innymi) przejsciom
miedzy stanami czasteczkowego wodoru pozwolily na
stwierdzenie dominujacego wplywu promieniowania
tla na ksztalt i intensywnosc linii weglowych. Bylo
to mozliwe dzieki dokladnemu okresleniu warunków
fizycznych panujacych w przeswietlanym kwazarem
obloku.

W ten sposób nie tylko po raz pierwszy bezapelacyjnie
stwierdzono obecnosc kosmicznego promieniowania
tla w odleglej przeszlosci, lecz równiez okreslono,
ze temperatura odpowiadajacego mu ciala doskonale
czarnego byla nie mniejsza niz 6 K oraz nie wieksza niz
14 K. Zgadza sie to bardzo dobrze z przewidywaniem
teoretycznym 9,1 K, dostarczajac kolejnego argumentu
przemawiajacego za Wielkim Wybuchem.

Jak widac, ksiezycowe (kueyenowe) linie nadal stanowia
o naszej znajomosci Wszechswiata.

Najdalsza supernowa
Dokladna analiza [2] obiektu oznaczanego SN 1997ff
pokazala, ze jest on najdalsza zaobserwowana
supernowa typu la. Jego przesuniecie ku czerwieni
z wynosi az 1,7. Supernowe tego typu uzywane
sa jako standardowe swiece, gdyz ich jasnosc
absolutna jest juz dosc dobrze znana. Pozwolilo to
na stwierdzenie (zobacz Delta 5/1998), ze tempo
rozszerzania Wszechswiata rosnie, gdyz ich jasnosc
obserwowana odpowiada wiekszym odleglosciom
niz wynikaloby to z rozszerzania bez dodatkowej
akceleracji. Glównym zarzutem przeciwko takiej,
brzemiennej w kosmologiczne skutki interpretacji
pozostawala mozliwosc rozpraszania swiatla dalekich
supernowych przez kosmiczny pyl. Analiza danych
dotyczacych SN 1997ff oraz kilku innych bardzo (choc
nie az tak) odleglych supernowych przeczy jednak
tym zarzutom. Obiekty te znajduja sie tak daleko,
ze pozwalaja na zauwazenie poczatkowego zwalniania
tempa ekspansji Wszechswiata. Jest to równowazne
rejestrowaniu wiekszej obserwowanej jasnosci, czyli
efektu niemozliwego do wytlumaczenia rozpraszaniem.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Srianand, P. Petit jean, C. Ledoux; astro-ph/0012222
oraz Nature z 21 grudnia 2000 roku.

[2J http://www.nersc.gov/news/supernova04-02-01.html



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

mala delIO

Budujemy teorie
Jak rodzi sie teoria? Z obserwacji, z pytan, niekiedy z olsnienia;
zauwazamy pewne fakty, pytamy o przyczyny, konsekwencje, uogólnienia,
szukamy zwiazków, wyciagamy wnioski. Nie jest jasne, czy miala te
swiadomosc trójka mlodych ludzi (nazwijmy ich A, B i C), bawiaca sie,
przyznajmy, dosc nietypowo ...

A: - Rozwiazujac dzisiaj zadanie, narysowalem trójkat z wysokoscia
spuszczona na jeden z jego boków i wiecie, co zauwazylem?

B i C spojrzeli zachecajaco.

A: - Wysokosc podzielila trójkat (rys. 1) na dwa trójkaty prostokatne!
To znaczy, ze kazdy trójkat mozna tak podzielic: na dwa trójkaty
prostokatne!

B: - Ale to dlatego, ze narysowales trójkat ostrokatny, a gdybys
narysowal rozwartokatny, to wysokosc wcale nie przecinafaby boku
trójkata, tylko jego przedluzenie - i co wtedy?

Zasepili sie nieco i zaczeli myslec. Pierwsza ocknela sie C.

C: - Sluchajcie, przeciez w trójkacie rozwartokatnym zawsze jest
wysokosc, która trafia w bok trójkata, a nie w jego przedluzenie. Chyba
nawet moglabym spróbowac to wykazac.

Cala trójka zasiadla nad kartka papieru; rysowali, kreslili, az wymyslili
(domyslasz sie, Czytelniku, do czego doszli?).

B: - Wyglada na to, ze mamy cos w rodzaju twierdzenia: Kazdy trójkat
mozna podzielic na dwa trójkaty prostokatne.

C usmiechnela sie filuternie.

C: - A przeciez trójkat prostokatny mozna podzielic nawet na ... jeden
trójkat prostokatny!

A i B nie stracili rezonu. Uzgodnili, ze to tylko szczególny przypadek,
a zeby bylo dobrze dla dowolnego trójkata, to trzeba wziac dwa trójkaty
prostokatne. Juz mieli sie zabrac za cos innego, gdy A postanowil
wykazac sie dociekliwoscia·

A: - To znaczy, ze n-kat mozna podzielic na n - 1 trójkatów
prostokatnych? No bo dla trójkata tak jest: ma trzy boki, a da sie go
podzielic na dwa trójkaty prostokatne.

Znowu wyciagneli kartki i zaczeli sprawdzac. Tym razem pierwszy
odezwal sie B.

B: - Popatrzcie, mam czworokat, w którym zaden kat nie jest prosty,
i nie umiem go podzielic na trzy trójkaty prostokatne. Ale na cztery
(rys. 2) juz umiem!

Co prawda, kwadrat albo nawet prostokat potrafie podzielic na zaledwie
dwa takie trójkaty, ale to pewnie tez szczególne przypadki (rys. 3)?
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Rys.4

Rozwiazanie zadania M 955.
Zalózmy, ze na szachownicy n x n
rozstawiono k wiez tak, ze kazda z nich
jest bita co najwyzej jeden raz. Na
kazdym polu, na którym stoi wieza,
piszemy liczbe O. W kazdym wierszu
wykonamy nastepujaca operacje: jesli
w danym wierszu stoja dwie liczby, to
do kazdej z nich dodamy l, jesli zas
jedna liczba, to dodamy 2 (z wierszem
bez wpisanych liczb nie robimy nic).
Analogiczna operacje wykonujemy
nastepnie na wszystkicb kolumnach.
Jasne jest, ze w rezultacie na kazdym
polu, gdzie stoi wieza, napisana jest
albo liczba 3, albo 4. Dlatego suma S
wszystkich napisanych liczb jest nie
mniejsza niz 3k. Z drugiej strony do
kazdej kolumny i kazdego wiersza
dodalismy w sumie liczbe 2, a wiec
suma S jest nie wieksza niz 4n. Stad

4n

3k ::; S ::; 4n, czyli k ::; 3"' Poniewaz k

jest liczba naturalna, wiec k::; [4;].
Optymalny sposób rozmieszczenia wiez
ilustruje rysunek.

Okazalo sie, ze A i C tez doszli do podobnych wniosków. C zaczela miec
pewne podejrzenia, ale wolala ich jeszcze nie zdradzac.

C: - A jak bedzie dla pieciokatów? Bo na razie jest dziwnie: dowolny
trójkat mozna podzielic na dwa trójkaty prostokatne (O jeden mniej niz
liczba boków), a, jak sie wydaje, czworokaty potrzebuja co najmniej
czterech takich trójkatów (tyle samo, ile liczba boków).

Po chwili wszyscy mieli juz rysunek z pieciokatem podzielonym na ...
szesc trójkatów prostokatnych (rys. 4); oczywiscie domyslili sie, ze nie
warto rysowac figury, która mialaby kat prosty przy wierzcholku, bo to
bylby z pewnoscia "szczególny przypadek".

A: - I co teraz? Ani mniej, ani tyle samo, tylko wiecej trójkatów niz
boków!

C uznala, ze czas wyjawic swoje przypuszczenia.

C: - Popatrzcie na mój rysunek pieciokata. Narysowalam przekatne,
wychodzace z jednego wierzcholka, a kazdy z otrzymanych trójkatów
podzielilam na dwa prostokatne. I wyszlo mi szesc.

B: - Juz wiem! W takim razie mozna tak samo zrobic w dowolnym
n-kacie! Narysowac wszystkie przekatne, wychodzace z jednego,
dowolnego wierzcholka, policzyc trójkaty, a potem kazdy z nich podzielic
na dwa trójkaty prostokatne. Zaraz, to ile bedzie tych trójkatów
wyznaczonych przez przekatne, które potem bedziemy dzielic na dwa
prostokatne? Na pewno o jeden wiecej niz przekatnych ...

Pochylili sie nad kartkami i po krótkim czasie wiedzieli juz, ile
przekatnych wychodzi z jednego wierzcholka n-kata (ile, drogi
Czytelniku?). Teraz poszlo juz latwo. C podsumowala:

C: - Mamy nastepne twierdzenie: Kazdy n-kat mozna podzielic na 2(n - 2)
trójkaty prostokatne. Moze to gdzies opublikujemy?

B ucieszyl sie z pomyslu, ale A znowu nie dal sie poniesc ogólnej radosci.

A: - Najpierw musimy zapisac dowód naszego twierdzenia, to po
pierwsze. Po drugie, wszystkie nasze wielokaty byly wypukle, a przeciez
istnieja tez inne. A po trzecie, mam jeszcze tyle pytan, ze wcale mi
sie nie wydaje, bysmy stworzyli juz jakas teorie. Na przyklad: co
bedzie z wielokatami niewypuklymi? Czy liczba 2(n - 2) jest naprawde
najmniejsza? Moze mozna w inny sposób podzielic kazdy wielokat na
mniej trójkatów prostokatnych? A jak opisac te "szczególne przypadki"?
Czy mozna stworzyc podobne twierdzenia dla bryl trójwymiarowych?
A gdyby rozwazac trójkaty o innej wlasnosci niz posiadanie kata
prostego? I co bedzie, gdy ...

Niestety, B i C znikneli z pola widzenia. Moze poszli szukac odpowiedzi
na te pytania?

w Mala Delte przygotowal Wiktor BARTOL

* * * * *

Kwadrat mozna podzielic na skonczona liczbe mniejszych kwadratów tak, by
kazdy z nich byl innej wielkosci. Pierwszy taki podzial - na 55 kwadratów
- uzyskano w 1938 roku (Sprague). Obecnie znany jest podzial na 21 róznych
kwadratów i wiadomo, ze na mniej sie nie da (Duivjestijn, 1978). Natomiast
podzial szescianu na skonczona liczbe mniejszych szescianów, z których kazdy
bylby inny, jest niemozliwy.
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Twierdzenie Kroneckera Konrad PIÓRO

Rys. 1

Rys. 3

Liczbe rzeczywista x mozemy przedstawic w postaci sumy liczby calkowitej
i liczby rzeczywistej lezacej pomiedzy O i 1. Dokladniej, niech [x] bedzie
najwieksza liczba calkowita nie wieksza od x i niech u(x) = x - [x]. Wtedy
O:::;u(x) < 1i x = [x] + u(x).

Zauwazmy, ze x wyznacza nastepujacy zbiór liczb lezacych w przedziale (0,1)

(*) u(x), u(2x), u(3x), u(4x), ...

O zbiorze tym mozemy myslec nastepujaco. Najpierw zaznaczamy na prostej
punkty x, 2x, 3x, ... , a potem nawijamy wszystko na okrag o dlugosci 1. W ten
sposób punkty nx i mx, dla których u(nx) = u(mx), pokryja sie. Nastepnie
mozemy okrag rozerwac w zerze, czyli w miejscu w którym nalozyly sie liczby
naturalne, i wyprostowac w odcinek jednostkowy. Teraz zbiór (*) juz widac
(rys. 1).

Jesli x = a/b jest liczba wymierna, to u(na/b) = na/b - [na/b] musi byc jedna
z liczb O, l/b, 2/b, ... , (b - 1)/b i zbiór (*) zawiera tylko skonczona liczbe róznych
elementów (rys. 2, dla x = 1/8).

Niech teraz x bedzie liczba niewymierna. Wtedy w ciagu (*) nie wystepuja
dwie takie same liczby. Gdyby bowiem u(kx) = u(lx) dla pewnych róznych
liczb naturalnych k i l, to kx - [kx] = lx - [lx], wiec (k - l)x = [lx] - [kx],

i w konsekwencji x = ([lx] - [kx])/(k -l) jest liczba wymierna.
Oczywiscie równiez u( nx) # O dla dowolnej liczby naturalnej n.

Twierdzenie Kroneckera pokazuje, jak zbiór (*) jest "polozony" w otwartym
odcinku (0,1).

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby niewymiernej x zbiór (*) jest gesty w (0,1),
tzn. dla kazdych liczb a < /3 z przedzialu (0,1) istnieje taka liczba naturalna k,
ze a < u(kx) < /3.

Dla liczb wymiernych to nie jest prawda, poniewaz wtedy zbiór (*) jest
skonczony. Stad wynika, ze gestosc zbioru (*) w odcinku (O, 1) charakteryzuje
liczby niewymierne. Dokladniej, nastepujacy odwrotny rezultat jest takze
prawdziwy: jesli zbiór (*) jest gesty w (0,1), to x jest liczba niewymierna.

W dowodzie bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu:

Lemat. Niech x bedzie liczba rzeczywista, a c dowolna liczba rzeczywista

dodatnia. Wtedy istnieje taka liczba wymierna a/b, ze Ix - a/bl < c/b, lub
równowaznie, istnieja takie liczby calkowite a oraz b 2: 1, ze Ibx - al < c.

Lemat mówi zatem, ze dla dowolnego c istnieje takie calkowite b, ze po
nawinieciu na okrag punkt bx wyladuje w odleglosci od zera nie wiekszej niz c.

Udowodnimy najpierw Twierdzenie Kroneckera. Niech x bedzie liczba
niewymierna· Wezmy dowolne liczby O :::; a < /3 :::; 1. Niech c = /3 - a. Wtedy
na mocy lematu istnieja takie liczby calkowite n 2: 1 i k, ze Inx - ki < c.
Rozpatrzmy nastepujace dwa przypadki:

(P.I): nx - k = cI> O. Wtedy u(nx) = CI. Innymi slowy, po nawinieciu na okrag
pierwszych n punktów ciagu x, 2x, 3x, ... liczba nx wyladowala w odleglosci
CI :::; c za zerem. Gdy nawiniemy dalsze n punktów, to liczba 2nx wyladuje
w odleglosci 2cl za zerem itd. W ten sposób na okregu pojawi sie seria punktów,
z których kazdy odlegly jest od poprzedniego o mniej niz c (rys. 3). Jasne jest
wiec, ze którys z tych punktów wpadnie w przedzial a < /3, który jest dlugosci c.
A tego, ze wpadnie, wlasnie mielismy dowiesc.

(P.2): -c < nx - k < O. Ten przypadek pozostawimy inwencji Czytelnika, który
oprócz ruchu zgodnego z ruchem wskazówek zegara zna tez ruch w przeciwna
strone·

Dowód lematu. Zauwazmy, ze wystarczy udowodnic ten lemat dla liczb
rzeczywistych x z przedzialu (0,1).

r-r-r-r-r-r-r-r-I

rr--r-r--r--r-rr--I

Rys. 2

Zbiór liczb wymiernych jest gesty
w zbiorze liczb rzeczywistych.

r---r---r---r---r- ...
O X 2x 3x 4x

Wiecej informacji o liczbach
rzeczywistych mozna znalezc w artykule
R. Sikorskiego "Czy liczby rzeczywiste
sa rzeczywiste?", Delta 1/1974, przedruk
w Delcie 6/1998.
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Oczywiscie Q = [l/c] + 1.

Zasada szufladkowa Dirichleta: Jesli z n
zbiorów wybieramy n + l elementów, to
co najmniej dwa naleza do tego samego
zbioru.

Latwo wykazac, ze dla dowolnych liczb
a i {3, ula - {3) = ula) - u({3) wtedy
i tylko wtedy, gdy ula) - u({3) ::: 0, oraz
ula - {3) = l - (u(a) - u({3)) wtedy
i tylko wtedy, gdy ula) - u({3) < O.

To jest dokladnie to, co zrobil Kronecker
w swojej pracy z 1884 roku.

Ten rezultat jest znacznie silniejszy od
lematu - znajdujemy jedna liczbe b

wspólna dla wszystkich Xl, ... , Xn.

Korzystajac z lematu, mozemy tylko dla
Xi dobrac bi l oczywiscie b1, ... , bn sa
na ogól róznymi liczbami.

Rozwiazanie zadania F 550.
Gdy fotografowany jest skrawek
tarczy Slonca zblizajacy sie do Ziemi,
obserwowana czestotliwosc VI rózni sie
od emitowanej 1./ zgodnie ze wzorem

I vc
v =--,

c-v

gdzie v jest predkoscia liniowa zródla
wzgledem obserwatora. Natomiast gdy
zródlo oddala sie, obserwujemy swiatlo
o czestotliwosci v":

1/ uev --o
c+v

Z powyzszych dwóch równan oraz z tego,c

ze v = >: l otrzymujemy, ze

2VA C~A 3 m
~A = i stad v = -- = 2 . 10 -.c 2A s

Niech Q bedzie najmniejsza liczba naturalna wieksza od l/E. Wtedy E :::: l/Q.
Podzielmy odcinek (O, 1) na Q (parami rozlacznych) przedzialów:

(o, l/Q), (l/Q, 2/Q), ... , ((Q - 2)/Q, (Q - l)/Q), ((Q - l)/Q, 1).

Nastepnie wezmy Q + 1 liczb

O, u(x), u(2x), ... , u((Q - l)x), u(Qx),

lezacych w przedziale (0,1). Wtedy z zasady szufladkowej Dirichleta co
najmniej dwie liczby u(blx) i u(b2x), gdzie O :::; bl < b2 :::; Q, naleza do jednego
z przedzialów (moze sie zdarzyc - jesli x jest liczba wymierna - ze te liczby
sa równe, tzn. u(blx) = u(b2x) - ale to oczywiscie w niczym nie przeszkadza).
Poniewaz dlugosc kazdego z tych przedzialów wynosi l/Q, wiec

lu(b2x) - u(blx) I < l/Q.
Niech b = b2 - bl, oczywiscie O < b:::; Q. Jesli u(b2x) - u(blx) :::: O, to
u(bx) = u(b2x) - u(blx); oraz jesli ta róznica jest mniejsza od zera,
to u(bx) = 1 - (u(b2x) - u(blx)). Zatem z powyzszej równosci wynika, ze

O:::; u(bx) < l/Q lub 1 - l/Q < u(bx) :::; 1 (tzn. l/Q> 1 - u(bx) :::: O).

W pierwszym przypadku bierzemy a = [bx], poniewaz wtedy Ibx - al =
= bx - [bx] = u(bx) < l/Q < E. W drugim, Ibx - ([bx] + 1)1= Ibx - [bx] -11 =
= 1 - (bx - [bx]) < l/Q < E. Zatem wystarczy wziac a = [bx] + 1. •

Mozna sie zastanawiac nad wielowymiarowa wersja twierdzenia 1. Na

przyklad, dla jakich liczb Xl, X2, punkty (u(Xd,U(X2))' (u(2xd,u(2x2))'

(u(3xd, U(3X2))' ... sa geste w kwadracie jednostkowym. Oc.zywiscie, Xl, x2

musza byc niewymierne, ale to nie wystarczy, np. dla Xl = X2, punkty

(u(nxd,u(nx2)) leza tylko na przekatnej (i sa tam geste). Potrzebny jest
dodatkowy warunek: tzw. liniowa niezaleznosc Xl, x2 nad zbiorem liczb
wymiernych, tzn. nieistnienie takich nie zerowych licz b wymiernych al i a2,

ze alXl + a2X2 = O. Dowód wielowymiarowej wersji jest bardziej skomplikowany.
Mozemy natomiast latwo uogólnic lemat i jego dowód na przypadek wielu liczb.

Niech Xl, ... , Xn beda liczbami rzeczywistymi, E dowolna liczba rzeczywista

dodatnia· Wtedy istnieje liczba naturalna b i liczby calkowite al, ... ,an, takie,
ze

Ibxi-ail<E dla i=1,2, ... ,n.

Dowód przeprowadzimy dla n = 2, poniewaz ten przypadek mozna latwo
narysowac na plaszczyznie. Po pierwsze, podobnie jak w dowodzie lematu,
mozemy zalozyc, ze O :::; Xl, X2 < 1. Po drugie, niech liczba naturalna Q bedzie
zdefiniowana jak poprzednio. Poniewaz n = 2, wiec wezmy kwadrat jednostkowy
K = (0,1) x (0,1) i podzielmy go na Q2 malych kwadracików o boku Q, tzn. na

kwadraty postaci (i/Q, (i + l/Q)) x U/Q, (j + l)/Q), gdzie i,j = O,1, ... , Q-L

Nastepnie wezmy punkty (O, O), (u(xd, U(X2)), ... , (u(Q2xd, U(Q2X2)) nalezace
do K. Poniewaz tych punktów jest Q2 + 1, wiec dwa z nich musza nalezec do
tego samego "malego kwadracika". Dlugosc boku kazdego takiego kwadracika
jest równa l/Q, zatem istnieja takie liczby calkowite O :::; bl < b2 :::; Q2, ze

lu(blXd - u(b2xdl < l/Q i lu(blX2) - u(b2X2)1 < l/Q. Teraz, tak samo jak
w dowodzie lematu, wykazujemy, ze dla b = b2 - bl, O:::; U(bXi) < l/Q lub
l/Q> 1 - U(bXi) :::: O, gdzie i = 1 lub 2. A nastepnie dobieramy al dla Xl i a2

dla X2.

Dla n = 3 bierzemy szescian jednostkowy (0,1)3 i dzielimy na Q3
"malych szescianów" o boku l/Q rozpietych na siatce punktów postaci
(iI/Q, i2/Q, i3/Q), gdzie il, i2, i3 = O, ... , Q-L Dla n :::: 4 postepujemy
analogicznie. Chociaz n-wymiarowej kostki nie mozna sobie "wyobrazic"
(w kazdym razie trudno), to mozna ja interpretowac jako zbiór takich
n-elementowych ciagów (Xl, ... ,xn), ze O :::; Xk < 1 dla k = 1,2, ... , n.
Analogicznie "male kostki" to zbiory takich ciagów (Xl,' .. , xn), ze
ik/Q :::; Xk < (ik + l)/Q; dla róznych ciagów liczb il"'" in mamy rózne "male
kostki" .
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2001
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R2

12 V

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 320, 321
Redaguje Jerzy B. BROJAN

320. Na rysunku 1 dane sa cztery punkty A, E, A' i E'. Opisac konstrukcje
geometryczna pozwalajaca wyznaczyc ogniska cienkiej soczewki, dla której obrazem
rzeczywistym punktu A jest A', a obrazem rzeczywistym E jest E'.

321. "Czarna skrzynka" z czterema wyjsciami zawiera wylacznie oporniki. Wlaczono
ja do obwodu przedstawionego na rysunku 2 i okazalo sie, ze przy otwartym kluczu
natezenie pradu czerpanego z baterii wynosilo 3 A, a pradu plynacego przez opornik
R3 wynosilo 1,8 A. Jesli przy zamknietym kluczu obwód czerpie z baterii prad
o natezeniu 4 A, to ile wynosi wtedy natezenie pradu plynacego przez opornik R3?

Opór jednego z oporników i SEM baterii sa podane na rysunku 2.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2001

Przypominamy tresc zadan:

312. Równia pochyla o kacie nachylenia a spoczywala na poziomej powierzchni, a na niej polozono
klocek o masie znacznie wiekszej niz masa równi. Wspólczynnik tarcia miedzy równia a klockie111
wynosi j" a miedzy równia a podlozem - h. Jaki warunek musza spelniac wymienione parametry,
aby równia ruszyla z miejsca? Jesli ten warunek jest spelniony, to ile wynosi przyspieszenie równi?

313. Fala dzwiekowa biegnie w atmosferze Ziemi (lub innej planety) w góre, przechodzac kolejno
przez warstwy coraz bardziej rozrzedzone. Co sie stanie z energia tej fali, gdy gestosc bedzie znikomo
mala (praktycznie rzecz biorac, bedzie to juz próznia)?

Poniewaz mase równi mozna pominac, wiec po jej
ruszeniu z miejsca wypadkowa sila dzialajaca na nia
musi byc równa zeru. Nierównosc (1) musi wtedy przejsc
w równosc, co na pierwszy rzut oka wydaje sie sprzeczne
z warunkiem (2). Jedynym mozliwym rozwiazaniem tej
pozornej sprzecznosci jest N = T = O, co oznacza, ze klocek
spada swobodnie. Przyspieszenie równi wynosi wtedy
a = gctga.

312. Aby równia ruszyla z miejsca, przede wszystkim
musi ruszyc z miejsca klocek, zatem sila nacisku klocka na
równie N (skierowana prostopadle do równi) i sila tarcia T
(skierowana równolegle do niej) sa zwiazane równaniem

T=hN.
Pionowa skladowa wypadkowej sil N i T jest równa
N cos a + T sin a = N (cos a + h sin a), a pozioma skladowa
jest równa N sin a - T cos a = N (sin a - h cos a); widzimy,
ze równia ruszy, jesli

(1) N (sin a - h cos a) > hN (cos a + h sin a),

czyli

(2) sina - h cosa > h(cosa + fI sina).

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 310 (WT=1,53) i 311 (WT=3,73)

z numeru 1/2001

Po raz pierwszy w historii Klubu 44 F
zaliczona zostala czwarta tura naszego
konkursu. Gratulacje dla Nadklubowicza
IV Rangi - Andrzeja 1dzika, wraz
z serdecznymi zyczeniami jeszcze wielu
rozwiazanych zadan!

Andrzej Idzik
Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma
Tomasz Rudny
Jacek Piotrowski
Tomasz Wietecha
Marian Lupiezowiec

- Boleslawiec
- Chocian6w
- Myszk6w
- Warszawa
- Rzesz6w
- Tarn6w
- Zebrzydowice

44,67
38,32
37,39
28,28
20,48
20,37
15,76

313. Podczas rozchodzenia sie fali dzwiekowej gaz ulega sprezaniu i rozprezaniu,
zatem rosnie i maleje jego temperatura. Zwykle pomija sie przeplyw ciepla od miejsc
ogrzanych do miejsc ochlodzonych (zaklada sie, ze przemiana jest adiabatyczna) - jesli
jednak nastepuje szybki przeplyw ciepla, to wynikajace stad rozproszenie energii bedzie
prowadzic do tlumienia fali i ogrzewania gazu. Tak sie dzieje w gazie rozrzedzonym,
gdyz duza jest wtedy srednia dlugosc swobodnej drogi czasteczek miedzy zderzeniami
i przelatuja one od miejsca cieplejszego do chlodniejszego bez zwloki wynikajacej ze
zderzen. Omawiany mechanizm tlumienia bedzie szczególnie silny wtedy, gdy srednia
droga swobodna zblizy sie do dlugosci fali (dla fali o czestotliwosci 1 kHz w powietrzu
o normalnej temperaturze nastapi to przy cisnieniu rzedu 0,1 Pa).

Inne zjawisko wynika stad, ze jesli energia fali mialaby byc zachowana, to w miare
spadku cisnienia (i gestosci) musialaby rosnac amplituda drgan, co powodowaloby
coraz bardziej stromy przebieg narastania cisnienia, a w koncu - fale uderzeniowa.
Powstajace przy tym turbulencje (wiry) takze prowadzilyby do rozproszenia energii.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2001

,• 44
Zadania z matematyki nr 423, 424
Redaguje Marcin E. KUCZMA

423. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi przecinajace sie w punktach A i B. Dowiesc,
ze istnieja cztery punkty Zl, Z2, Z3, Z4 o nastepujacej wlasnosci: jezeli w jest
dowolnym okregiem stycznym do obu danych okregów (punkty stycznosci: P i Q) oraz
przecinajacym prosta AB (punkty przeciecia: X i Y), to kazda z prostych PX, PY,
QX, QY przechodzi przez jeden z punktów Zi.

424. Wyznaczyc wszystkie funkcje f: JR -> JR spelniajace warunki: f(2) = 2 oraz

f(xy) = x3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 - xy dla x, y E JR.

Zadanie 424 zaproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/2001
Przypominamy tresc zadan:

ma rozwiazanie w liczbach rzeczywistych x, y, z.

415. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, c, dla których uklad równan

416. W kartezjanskim ukladzie wspólrzednych przestrzeni
trójwymiarowej rozwazamy zbiór X wszystkich punktów
o wspólrzednych calkowitych nieujemnych. Dwa punkty zbioru X

y z a-+-=
z y x

z x b-+--
x z y

x y c-+-
y x z

bedziemy nazywac stowarzyszonymi, gdy sumy ich wspólrzednych
sa równe, a ich odleglosc wynosi V2. Wyznaczyc wszystkie funkcje
f: X -; IR spelniajace warunki:
- jesli punkt P E X ma co najmniej jedna wspólrzedna równa zeru,

to f(P) = O:

- jesli punkt P E X ma wszystkie wspólrzedne dodatnie, to

f(P) = 1 + ~ (f(P,) + f(P2) + f(P3) + f(P4) + f(P5) + f(P6))'
gdzie Pl, ... l P6 sa szescioma punktami stowarzyszonymi z P.

415. Niech a, b, c bedzie trójka liczb dodatnich, dla której
podany uklad równan ma rozwiazanie x, y, z. Liczby
x, y, z sa rózne od zera. Mnozymy kolejne równania
ukladu odpowiednio przez x, y oraz z, otrzymujac
zaleznosci

Zatem b + c - a = 2u > O, czyli

(3) b + c > a; podobnie c + a > b, a + b > c.

Na odwrót, jesli liczby dodatnie a, b, c spelniaja
nierównosci (3), to uklad równan (1)'ma rozwiazanie
w liczbach dodatnich U, v, w. Liczby x = y'vW, y = ..;wu,
z = vuv spelniaja wówczas zwiazki (2), a wiec takze
i rozwazany w zadaniu uklad równan.

Tak wiec warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
rozwiazania owego ukladu równan jest, by liczby a, b, c
byly dlugosciami boków pewnego trójkata.

c = U + v,b = w +u,a = v + w,(1)

gdzie

(2) u = yz/x, v = zx/y, w = xy/z.

Zauwazmy, ze liczby u, v, w maja jednakowy znak. Ze
zwiazków (1) wynika, ze sa to liczby dodatnie.

Pan Bartlomiej Dyda konczy druga
czterdziestoczteropunktowa runde.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 407 (WT=1,33) i 408 (WT=2,30)

z numeru 10/2000
Bartlomiej Dyda
Bartlomiej Marczak
Pawel Kubit
Piotr Kumor
Przemyslaw Gadzinski

- Wroclaw
- Warszawa
- Kraków
- Olsztyn
- Sroda S1.

44,13
43,08
41,03
38,31
34,87

416. Wykazemy, ze istnieje co najwyzej jedna funkcja spelniajaca podane warunki.
Przypuscmy, ze fr, h sa dwiema takimi funkcjami. Ich róznica h = fr - h spelnia
równanie jednorodne

1
(4) h(P) = 6" (h(Pr) + ... + h(P6)) dla P = (x, y, z), xyz> O,

z warunkiem brzegowym h(x, y, z) = O gdy xyz = O. Ustalmy liczbe naturalna
n> 1 i wezmy pod uwage zbiór Xn zlozony z tych punktów (x,y,z) E X, których
suma wspólrzednych jest równa n. Jest to zbiór skonczony, wiec wsród wartosci
przyjmowanych na nim przez funkcje h istnieje liczba najwieksza i liczba najmniej sza.
Jesli którakolwiek z tych wartosci ekstremalnych jest przyjmowana w punkcie P
o wspólrzednych dodatnich, to wobec warunku (4) ta sama wartosc jest tez
przyjmowana we wszystkich szesciu punktach stowarzyszonych z P. Powtarzajac
rozumowanie, jestesmy w stanie dotrzec do punktów "brzegowych" zbioru Xn, tzn.
punktów z co najmniej jedna wspólrzedna zerowa. Wartosc funkcji h w takim punkcie
jest równa zeru. Stad wniosek, ze h jest funkcja tozsamosciowo równa zeru, czyli
fr = h; mamy jednoznacznosc.

Z drugiej strony, nietrudno sie przekonac, ze funkcja
3xyz

(5) j(x,y,z) == ---- dla (x,y,z) -I- (0,0,0), j(O,O,O) == O,
x+y+z

spelnia zadane równanie; jesli bowiem P = (x,y,z) E X, xyz> O, to szescioma
punktami Pi stowarzyszonymi z P sa: (x+l,y-l,z), (x-l,y+l,z), itd.; sprawdzenie,
ze wartosc f(P) wyraza sie przez f(Pr), ... , f(h) tak, jak wymaga warunek zadania,
to kwestia prostego rachunku. Zatem funkcja f dana wzorem (5) jest jedyna funkcja
spelniajaca postulowane warunki.

(To juz cale rozwiazanie; ale jak wpasc na wzór (5)? Na przyklad obliczajac wartosci f
w punktach zbiorów Xn, kolejno dla n = 3,4, 5, 6, 7 - dla ustalonego n problem
sprowadza sie do ukladu równan liniowych; sporzadzenie tabelki wartosci w punktach
o sumie wspólrzednych nie wiekszej niz 7 pozwala odgadnac wzór (5).)
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Patrz w niebo

Wiekszosc badaczy zajmujacych sie geologia planetarna jest zgodna, ze Ksiezyc
naj prawdopodobniej powstal w wyniku zlepienia sie odlamów wybitych
z Ziemi w poteznym zderzeniu jej z planetoida o rozmiarach zblizonych do
rozmiarów Marsa. Jesli tak, to w nastepnej kolejnosci nalezaloby wytlumaczyc,
jak Ksiezyc osiagnal obecna orbite - bo odlamki Ziemi i planetoidy
zapewne polaczyly sie w jeden glob raczej znacznie blizej Ziemi. Wydaje sie,
ze niedawno w tych zagadnieniach uczyniono istotny postep dzieki rozwazeniu
pewnych skomplikowanych zjawisk mechanicznych towarzysZ1acych takiemu
katastroficznemu narodzeniu sie naszego naturalnego satelity.

Zgodnie z nimi Ksiezyc, jako zlepek wielkich bryl, znalazl sie na dosc
przypadkowej orbicie usytuowanej w domniemaniu mniej wiecej w plaszczyznie
ziemskiego równika. Ksiezycowe sily plywowe deformowaly Ziemie, a ziemskie
deformowaly Ksiezyc. Wskutek tej deformacji Ziemia nieustannie przekazywala
Ksiezycowi swój wlasny moment pedu (co zreszta trwa do dzis), powodujac
jego nieustanne oddalanie sie. W pewnej chwili Ksiezyc znalazl sie na orbicie,
której okres obrotu perigeum osiagnal wartosc jednego roku. Ten rezonans
(ze Sloncem) spowodowal gwaltowny wzrost mimosrodu orbity Ksiezyca.
Silnie zmienne w tej sytuacji sily plywowe ze strony Ziemi powodowaly bardzo
intensywne grzanie sie mlodego Ksiezyca, co doprowadzilo do stopienia sie
i rozwarstwienia jego globu. Po wyjsciu z tego rezonansu Ksiezyc rychlo
wpadl w nastepny, mianowicie ruchu perigeum z ruchem wezla orbity. To
z kolei spowodowalo wzrost nachylenia orbity Ksiezyca wzgledem plaszczyzny
ziemskiego równika. Dalej ewolucja orbity Ksiezyca przebiegala juz dosc
spokojnie: odleglosc Ksiezyca caly czas rosla (i tak jest tez obecnie - w kazdym
razie srednio), jego ruch obrotowy - obojetne, jaki byl poczatkowo - stal sie
synchroniczny z ruchem obiegowym (dlatego widzimy Ksiezyc stale z jednej
strony), a jego glob zastygl. Wspólczesne badania geologiczne w zasadzie
potwierdzaja przewidywania opisanego modelu.

Dwaj amerykanscy badacze, Jihad Touma i Jack Wisdom, przeprowadzili trzy
lata temu symulacje numeryczne, z których wynika przedstawiony tu scenariusz
zdarzen. Nie zmienia to faktu, ze jest to nadal jeden z mozliwych scenariuszy,
aczkolwiek majacy na swoje poparcie juz bardzo powazne argumenty.

Tomasz KWAST

Czerwiec

Nazwa roju meteorowego zawsze pochodzi od
lacinskiej nazwy gwiazdozbioru, w którym znajduje sie
radiant roju, czyli punkt, z którego meteory pozornie
wybiegaja. Jezeli np. radiant lezy w Labedziu, to
rój nazywa sie Cygnidy itd. W czerwcowe wieczory
(pózne, bo noc pózno zapada) prawie w zenicie
znajduje sie Wolarz (Bootes), a mimo to wybiegajacy
z niego rój nazywa sie K wadrantydy. Takiego
gwiazdozbioru nie ma, ale kiedys byl i nazwa roju
pozostala nawet po oficjalnym zlikwidowaniu
gwiazdozbioru obejmujacego kiedys pólnocna
czesc Wolarza i fragment Wielkiej Niedzwiedzicy.

K wadrantydy stanowia jedyny wyjate~ z reguly
przedstawionej w pierwszym zdaniu. Zeby wszystko
bylo jeszcze bardziej skomplikowane, K wadrantydy
maja maksimum na poczatku stycznia, a w styczniowe
wieczory Kwadrant (i caly Wolarz) jest pod
horyzontem, jezeli wiec nawet meteory wtedy
widac, to niepodobna zorientowac sie, ze wybiegaja
z Wolarza.

16

Wenus jest w Baranie i doskonale widac ja na
wschodzie przed wschodem Slonca - 8 VI osiaga
najwieksza katowa odleglosc od Slonca. Mars jest na
granicy Wezownika i Strzelca - 13 VI ma opozycje,
czyli znajduje sie dokladnie w przeciwnym kierunku
niz Slonce, a wiec widac go przez cala noc i góruje
o pólnocy. Jowisz i Saturn sa w Byku, ale jest
tam tez Slonce, przez co planet tych nie widac
- Jowisz ma nawet 14 VI zlaczenie ze Sloncem.
Pelnia Ksiezyca wypada 6 VI, a nów 21 VI i nastapi
wtedy calkowite zacmienie Slonca. Niestety, bedzie
widoczne z poludniowego Atlantyku, centralnej Afryki
i z Oceanu Indyjskiego. Ksiezyc zakryje tez Saturna
19 VI. Ale tez nic sobie nie obiecujmy - gdyby nawet
zapomniec o bliskosci Slonca, to zakrycie i tak byloby
widoczne tylko z Nowej Zelandii i poludniowego
Pacyfiku. Za to na pewno nie minie nas poczatek lata:
przesilenie letnie nastapi 21 VI (na kilka godzin przed
zacmieniem Slonca), a potem wakacje!

T.K.
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DLACZEGO? (II/l)
Przyjrzyjmy sie ciagowi (an) okreslonemu nastepujaco:

ao = al = 1,
97 97 97 97

- ao + al + a2 + ... + an dl - 1 2 3an+l - -----------~ a n - , , , ...n

Wtedy a2 = 2, a3 = 296 + 1. Wybrane wyrazy ciagu
przedstawione sa w tabeli, przy czym C(k) oznacza liczbe
cyfr liczby k. Co ciekawego mozemy zaobserwowac?

Po pierwsze, ciag (an) bardzo szybko rosnie. Wyraz as ma
prawie cwierc biliona cyfr, jesli wiec, Drogi Czytelniku,
Twój komputer nie ma dysku o pojemnosci co najmniej

n anC(an)C(C(an))

3

79228 ... 50337 292
4

51784 ... 37697 28034
5

47334 ... 12257 2718636
6

62181. .. 32097 263706798
7

16094 ... 81537 255795584310
8

15907 ... 6057724812171669412
9

44852 ... 9321724067 ... 1924014
10

18571. .. 1945723345 ... 6624616
11

11945 ... 3449722645 ... 2579118
12

28024 ... 1113721966 ... 0163720
13

21490 ... 6137721307 ... 5873522
14

13021. .. 9321720667 ... 9723024
15

94397 ... 3865720047 ... 3122326
16

24824 ... 2489719446 ... 2862828
17

12549... 4473718862 ... 7685730
18

21684 ... 2217718297 ... 5504132
19

22467 ... 0921717748 ... 3891234
20

66322 ... 8985717215 ... 7440036
21

25130 ... 0729716699 ... 1678238
22

31387 ... 1033716198... 2779540
23

69710 ... 7497715712... 9606542
24

27410 ... 3721715240 ... 1828944
25

12504 ... 3305714783 ... 7397846
26

10415 ... 8009714340 ... 7577848
27

19860 ... 8873713910 ... 5037050
28

29836 ... 9097713492 ... 8582152
29

40063 ... 5481713087 ... 2458554
30

10102 ... 5225712695 ... 8470656
31

89526 ... 3689712314 ... 1638458
32

70432 ... 1913711945 ... 8924260
33

53561. .. 0697711586 ... 5645862
34

15147... 2041711239 ... 7639964
35

91265 ... 6745710901. .. 1062266
36

40337 ... 5769710574 ... 3032968
37

15747 ... 4153710257 ... 4187470
38

36345 ... 2297799498 ... 6169971
39

60782 ... 9401796513 ... 8475973

250 GB, to na pewno nie masz na nim zapisanego
rozwiniecia dziesietnego liczby as. Z kolei liczba cyfr
wyrazu a50 jest wieksza od 1094 i moze byc porównywana
tylko z liczba czastek we Wszechswiecie. A ile cyfr ma
a2000? Móglbym na to pytanie precyzyjnie odpowiedziec,
ale odpowiedz wypelnilaby cala strone r-limatiasu.

Po drugie, zauwazamy, ze poczawszy od a3 wszystkie
wyrazy w tabeli (a takze posrednie, pominiete) maja
cyfre jednosci 7. Poczawszy od a5 koncówki dwucyfrowe
powtarzaja sie cyklicznie: 57, 97, 37, 77, 17. Natomiast
od a20 koncówki trzycyfrowe powtarzaja sie z okresem 25:
857,297,337,977,217,57,97,737,977,817,257,897,137,
977,417,457,697,537,977,17,657,497,937,977,617,
a czterocyfrowe z okresem 125.

DLACZEGO zajmuje sie tym ciagiem, DLACZEGO?

DLACZEGO tabela urywa sie akurat na a2039?

DLACZEGO tak bardzo zwracam uwage na regularnosc
koncówek wyrazów ciagu (an)?

JWR

n anC(an)C(C(an))

40

27271. .. 9865793618 ... 2160175
50

58494 ... 8905769036 ... 8307695
60

13454 ... 8345750909 ... 76736115
70

40304 ... 4185737541 ... 07191135
80

20000 ... 2425727684 ... 03469155
90

10426 ... 9065720414 ... 63151175
100

25775 ... 0105715054 ... 23330195
200

16751. .. 2505771587 ... 89940393
300

51463 ... 4905734041. .. 68489592
400

29489 ... 7305716187 ... 37645791
500

17477. .. 9705776976 ... 67765989
600

50314 ... 2105736604 ... 944241188
700

98344 ... 4505717406 ... 938961387
800

16442 ... 6905782771. .. 438621585
900

22220 ... 9305739359 ... 680161784
1000

22536 ... 1705718716 ... 746951983
1100

51033 ... 4105789001 ... 106852181
1200

18647 ... 6505742322 ... 285942380
1300

33818 ... 8905720125 ... 376972579
1400

40688 ... 1305795701 ... 456382777
1500

33759 ... 3705745508 ... 877612976
1600

15820 ... 6105721640 ... 785733175
1700

47212 ... 8505710290 ... 522413374
1800

11146 ... 0905748934 ... 194353572
1900

69833 ... 3305723269 ... 400763771
2000

76780 ... 5705711065 ... 531753970
2030

18110 ... 3225744372 ... 850454029
2031

51540 ... 5689743041. .. 492904031
2032

58989 ... 7913741749 ... 810994033
2033

28635 ... 0697740497 ... 665784035
2034

10257 ... 6041739282 ... 580114037
2035

58141. .. 4745738103 ... 269684039
2036

70211. .. 7769736960 ... 158704041
2037

62064 ... 0153735852 ... 393724043
2038

39518 ... 2297734776 ... 190614045
2039

38019 ... 3401733733 ... 488754047

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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