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WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 2001 r. wynosi 9 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora.
4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +

rzeczywiste koszty wysylki. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane
od osób zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.

Wplaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy "RUCH" SA na konto:
Pekao SA IV O/W-wa 12401053-40060347-2700-401112-001 lub kasa Oddzialu.

5. Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela
"RUCH" SA OKDP, 00-958 Warszawa, skrytka pocztowa 12, ul. Jana
Kazimierza 31/33, lub telefonicznie: (22) 5328-731, 5328-820, 5328-816, fax:
5328-732, internet: www.ruch.pol.pl. e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl

6. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajowa i zagraniczna
do 5 XII - na I kwartal roku nastepnego,
do 5 III - na II kwartal roku biezacego,
do 5 VI - na III kwartal roku biezacego,
do 5 IX - na IV kwartal roku biezacego,

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace.
Cena jednego numeru w 2001 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2001 r. wynosi 6 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111
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Rys. l

W pogoni za zdrowym rozsadkiem
Mechanika kwantowa jest teoria, która doskonale zgadza sie z wynikami
doswiadczen, ale zrozumienie jej samej w sobie stawia pewne trudnosci
natury koncepcyjnej. Podstawowe jej zalozenia wydaja sie przeczyc zdrowemu
rozsadkowi. Wyglada jednak na to, ze nalezy raczej zrewidowac nasze pojecie
zdrowego rozsadku, a teorie zostawic na razie w spokoju. Ten numer Delty jest
wlasnie zaproszeniem do wspólnej zabawy w zrozumienie niezrozumialego.

Pozornym paradoksom teorii - wynikajacym z pewnych schematów myslowych
opartych na codziennym doswiadczeniu - poswiecone sa pierwsze trzy artykuly.
Konkretnym przykladem, gdzie nie stosuje sie nasza zdroworozsadkowa
zerojedynkowa logika (zakladajaca, ze prawdziwe jest albo TAK, albo NIE),
moze byc komputer kwantowy. Z zalozenia jest on oparty na logice kwantowej
(chociaz wyniki daje klasyczne), gdzie istnieje cos posredniego miedzy TAK
a NIE. Omówione wczesniej paradoksy przekladaja sie na jezyk schematów
logicznych, co moze w inny sposób przyblizyc logike wielowartosciowa.

Co kazdy elektron wiedziec powinien?
Przemyslaw PANEK
Mechanika kwantowa nigdy nie podobala sie Albertowi Einsteinowi. W okresie
gdy powstawala, wielokrotnie staral sie wykazac wewnetrzna sprzecznosc tej
teorii. Wazna próba byl eksperyment myslowy, nazwany potem od nazwisk
jego twórców paradoksem Einsteina-Podolskiego-Rosena. Na podstawie jego
prostszej wersji D. Greenberger, M. Horn i A. Zellinger przedstawili w 1989 r.
paradoks, zwany w skrócie paradoksem GHZ. Zanim go jednak poznamy,
przyjrzyjmy sie najpierw niektórym kwantowym wlasnosciom elektronów.

W szkole uczymy sie, ze elektron to mala lekka czastka, na rysunkach
przedstawiana jako kulka. Ma on mase me = 9,1 . 10-31 kg i ujemny ladunek
elektryczny qe = e = 1,6.10-19 C. Jednak masa i ladunek to nie wszystko,
co "posiada" elektron. Ma on takze wlasnosc zwana kwantowym momentem
magnetycznym lub spinem. Jezeli elektron znajduje sie w niejednorodnym
polu magnetycznym, to dziala na niego sila, jak na maly magnes (oprócz sily
Lorentza zwiazanej z ruchem elektronu jako ladunku elektrycznego). Magnesy
moga sie przyciagac lub odpychac. Jezeli przypadkowy elektron znajdzie sie
w poblizu jednego z biegunów magnesu, to mamy 50% szansy, ze bedzie on
przyciagany i tyle samo, ze odpychany. Przeprowadzmy eksperyment (niestety,
nie wykonamy tego w domu). Do spoczywajacego elektronu zblizamy z góry
magnes (rys. 1).

Opis elektronu jako malej kulki (czy tez punktu materialnego)
nie jest calkiem poprawny. O elektronie mozna takze myslec
jako o biegnacej fali, która np. ulega dyfrakcji i interferencji,
przechodzac wokól przeszkód. Opis korpuskularny i falowy
uzupelniaja sie, tzn. w niektórych sytuacjach ujawnia sie
falowa natura elektronów, a w innych - to, ze sa czastkami.
W opisywanym eksperymencie dobrym przyblizeniem bedzie opis
korpuskularny. Rozmiary ukladu eksperymentalnego beda duze
w stosunku do dlugosci odpowiedniej fali elektronowej, a liczba
elektronów - ustalona. Niekiedy moze sie nasuwac myslenie
o obiektach kwantowych jako o jakiegos rodzaju "falo-czastkach",
które zachowuja sie w sposób bedacy polaczeniem wlasnosci
falowych i czastkowych. Obraz taki moze byc jedynie przyblizeniem,
prawdziwym w przypadku jednego samotnego elektronu lub
elektronów niezaleznych i wzajemnie nie oddzialujacych. Ogólna
sytuacja jest bardziej zlozona, czego dostrzezenie, miejmy nadzieje,
ulatwia opisywany eksperyment. Zatem zalózmy na razie, ze mamy
do czynienia z malymi kulkami.

Elektrony maja ladunek elektryczny. Zatem, jesli lecace elektrony
umiescimy w polu elektrycznym lub magnetycznym, to bedzie na nie
dzialac sila Lorentza, odchylajaca ich bieg. Elektrony w prózni mamy
dostepne w kineskopie kazdego telewizora lub monitora komputerowego.
Odpowiednimi przyrzadami mozna zobaczyc, ze swiecenie ekranu
sklada sie z wielu malych rozblysków pochodzacych od pojedynczych
elektronów. W jasnych obszarach jest ich wiecej, w ciemnych - mniej.
Sila kazdego rozblysku zalezy jedynie od energii elektronów (np. od
napiecia je przyspieszajacego). Zblizmy do ekranu magnes. Zauwazymy
lekkie przekrzywianie sie obrazu, spowodowane dzialaniem sily Lorentza.
W kolorowym kineskopie bardziej beda sie rzucac w oczy zmiany
kolorów, które takze powoduje sila Lorentza i które mozna zrozumiec,
znajac zasade dzialania takiego kineskopu. Nie nalezy przesadzic ze zbyt
duzym magnesem, gdyz ekran sie magnetyzuje i barwne plamy jakis czas
pozostaja. Eksperyment ten ma jedynie przekonac Czytelnika o realnosci
opisywanych zjawisk, gdyz dalej nie bedziemy omawiac wplywu sily
Lorentza. Ponadto przyjmiemy, ze elektrony poruszaja sie w prózni,
w nieobecnosci pól grawitacyjnych i elektrycznych.

Powiedzmy, ze zdarzylo sie, iz elektron jest odpychany i zaczyna poruszac sie
do dolu. Odsuwamy teraz magnes i przysuwamy go z innego kierunku (nr 2),
bedacego pod katem cp do poprzedniego. Prawdopodobienstwo, ze elektron
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Moglibysmy spróbowac zalozyc,
ze w mikroswiecie takze obowiazuje
zasada zachowania momentu pedu.
I faktycznie. Okazuje sie, ze duzo
elektronów zmieniajacych jednoczesnie
i w taki sam sposób kierunek spinu
moze spowodowac makroskopowe
efekty. Wlasnie tak, jakby elektron byl
malym wirujacym obiektem o osi obrotu
skierowanej zawsze zgodnie z kierunkiem
jego "wewnetrznego magnesu" i nagle
zmienial os lub kierunek obrotu. Nie
przywiazujmy sie jednak zbyt mocno
do tego modelu. Jesli chodzi o nazwe
"spin" , to oznacza ona moment pedu
elekronu. Powszechnie okreslenia "spin"
uzywa sie takze w odniesieniu do
momentu magnetycznego (czyli opisanego
obok zachowania sie elektronu w polu
magnetycznym), tak jak to uczynilismy.

bedzie ponownie odpychany, wynosi P_ (c/J) = cos2(~). Prawdopodobienstwo,
ze bedzie przyciagany, wynosi P+(c/J) = sin2(~). Indeksy ,,+" i ,,-" oznaczaja
odpowiednio przyciaganie lub odpychanie. W szczególnosci, jezeli ponownie
zblizamy magnes z tej samej strony, czyli z góry, to bedzie na pewno
odpychany, jesli z dolu, to przyciagany. Jezeli elektron byl za pierwszym razem
przyciagany (do góry), to wzory nalezy naturalnie zamienic: P+(c/J) = COS2(~),
P_(c/J) = sin2(~). Nie jest istotne, jaki biegun magnesu zblizamy do elektronu,
gdyz przebieg zjawiska bedzie taki sam dla pólnocnego i poludniowego, a nazwa
to rzecz umowna. Istotne, abysmy raz wybrawszy, zawsze uzywali tego samego
bieguna. Odsuwamy magnes i zblizamy go po raz trzeci, z kierunku nr 3, pod
katem c/J' do ostatniego (drugiego) kierunku. Teraz elektron zupelnie zapomnial,
co robil za pierwszym razem. Jezeli za drugim razem byl przyciagany, to
prawdopodobienstwa przyciagania i odpychania za trzecim razem zaleza jedynie

od c/J' i wynosza P+(c/J') = cos2(~\ P_(c/J') = sin2(~\ Jezeli byl odpychany, to
wzory zamieniamy miejscami. Mozemy taka zabawe prowadzic w nieskonczonosc,
wybierajac dowolnie kierunki we wszystkich trzech wymiarach. Za kazdym razem
liczy sie kierunek i wynik ostatniego "badania". W szczególnosci, jezeli bedziemy
zblizac magnes na przemian z dwóch prostopadlych kierunków, to dostaniemy
doskonaly generator zdarzen losowych. Za kazdym razem mamy po 50% szansy
na przyciaganie i odpychanie.

Co ciekawe, jesli spowodujemy, ze poruszony elektron wróci na swoje miejsce
i nie zostanie w zaden sposób "podgladniety" - czy byl przyciagany czy
odpychany - to pamietany przez niego kierunek spinu nie zostanie zmieniony.
Zupelnie jak gdyby nie byl wykonany zaden pomiar. Przysuwanie magnesu
i badanie, czy elektron jest przyciagany czy odpychany, nazywa sie pomiarem
skladowej spinu wzdluz wybranej osi. Jako wynik pomiaru mamy zawsze dwie
mozliwosci: zwrot spinu jest zgodny ze zwrotem osi, wzdluz której przysuwamy
magnes, lub do niego przeciwny, zaleznie od tego, czy elektron jest przyciagany
czy odpychany.

Czasem elektron jest przedstawiany jako mala, naladowana kulka, ale wirujaca.
Istotnie, taka kulka bylaby zródlem pola magnetycznego, jak magnes. Jak
widzielismy, elektron najwyrazniej niesie ze soba informacje o kierunku i wyniku
ostatniego pomiaru. Byc moze jest on takim malym magnesem, wirujaca
kulka lub czyms jeszcze innym, co w czasie zblizania duzego magnesu podlega
pewnym przypadkowym oscylacjom i zmienia swoje ustawienie? Maly, ale
"zwykly" magnesik ustawialby sie zawsze zgodnie z liniami zewnetrznego
pola magnetycznego i bylby zawsze przyciagany. Wirujaca kulka podlegalaby
precesji. Natomiast elektron ustawia sie czasem zgodnie, a czasem przeciwnie,
co nalezaloby blizej zbadac i zaproponowac jakies wyjasnienie. Rzeczywistosc,
niestety, nie jest taka prosta i wlasnie to jest przedmiotem tego artykulu.

Kolejnym pojeciem, z którym musimy sie zapoznac, jest korelacja wyników
pomiarów. Wyobrazmy sobie czlowieka, który siedzi w pokoju w Warszawie
i ma do dyspozycji dwa stosy kartek czarnych i bialych. Bierze jedna kartke
biala, jedna czarna i wklada je losowo do dwóch róznych kopert. Nastepnie
koperty wysyla poczta do dwóch przyjaciól mieszkajacych w róznych miastach,
np. w Gdansku i w Krakowie. Jezeli jeden z nich znajdzie w kopercie biala
kartke, to drugi na pewno ma czarna. Kazdy z nich wie, o co chodzi, wiec
zagladajac do swojej koperty, dowiaduje sie zarazem, co jest w kopercie drugiej
osoby. Oczywiscie, nie ma miedzy nimi zadnej wymiany informacji. Informacja
w postaci kartek w kopertach jest wymieniana jedynie miedzy kazdym z nich
a ich wspólnym znajomym z Warszawy. Ponadto wczesniej wszyscy musieli
ustalic reguly zabawy. Jezeli wynik jednego pomiaru, jakim jest tu obejrzenie
zawartosci koperty, mówi nam cos o wyniku innego pomiaru, to mówimy, ze
wyniki te sa skorelowane. Tutaj powiemy, ze skorelowane sa wyniki badania
kopert przez znajomych z Krakowa i Gdanska. To, co znajduje jeden z nich,
nie jest przypadkowe w stosunku do tego, co znajduje drugi. Zamiast kartek
czarnych i bialych mozna wysylac elektrony o okreslonych kierunkach spinu
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Rys.2

(purysci powiedza: kierunkach i zwrotach). Mozna przygotowac dwa zestawy
elektronów o spinach do góry i do dolu, np. przez wczesniejsze zblizenie
badajacego magnesu z góry. Elektrony podzielimy na te przyciagane i te
odpychane. Jezeli bedziemy je trzymac z dala od magnesów, to beda "pamietac"
kierunek swojego spinu. Potem mozna losowo rozsylac do Gdanska i Krakowa
pary elektronów o przeciwnych kierunkach spinu (jak na razie Poczta Polska
nie oferuje takiej uslugi, ale to drobiazg techniczny). Znajomi, którzy tam
mieszkaja, powinni wczesniej wiedziec, ze maja badac swoje elektrony
w kierunku góra-dól, inaczej dostana naprawde przypadkowe wyniki.

Mozemy teraz przejsc do wlasciwego eksperymentu GHZ.
Wyobrazmy sobie sytuacje jak na rysunku 2. Trzy
elektrony rozsylane sa do trzech obserwatorów.
Obserwatorzy moga byc bardzo daleko, np. w róznych
krancach Galaktyki. Urzadzenie (posrodku) nie ma
gotowych do wyslania elektronów o okreslonych spinach.
Sytuacje elektronów mozna porównac do trzech wiezniów,
którzy ustalaja wspólne zeznania, a potem sa rozlaczeni
i poddani osobnym przesluchaniom. Urzadzenie bierze
trzy elektrony i robi im specjalne, kwantowe "pranie
mózgu" tak, ze ich zeznania po rozlaczeniu sa skorelowane
w zdumiewajacy sposób. Urzadzenie i obserwatorzy leza
w jednej plaszczyznie. Niech kazdy z obserwatorów ma
uklad wspólrzednych, jak na rysunku. Kazda z osi OZ
lezy w kierunku ruchu elektronu, osie OY sa skierowane
"do góry", osie OX - stosownie dla zachowania

prawoskretnosci ukladu. Obserwatorzy beda mierzyli spiny jedynie wzdluz
osi OY lub OX. Przyjmijmy, ze badajacy magnes bedzie przysuwany od strony
dodatnich pólosi. Kazdemu wynikowi pomiaru przypiszemy liczbe +1, jesli
elektron byl przyciagany, i -l, jesli byl odpychany. To glównie dla uproszczenia
opisu. Zaleznosci miedzy "zeznaniami" elektronów (korelacje) sa nastepujace.
Niech jeden z obserwatorów (dowolny) zmierzy skladowa spinu swojego
elektronu wzdluz osi OX, a dwaj pozostali obserwatorzy wzdluz osi OY. Wtedy,
jesli przemnozymy liczby odpowiadajace wynikom tych trzech pomiarów, to
zawsze dostaniemy +l, nigdy -1. Inaczej mówiac, albo wszystkie trzy elektrony
byly przyciagane, albo jeden przyciagany, a dwa odpychane. Wszystkie cztery
sytuacje, w których iloczyn wyników jest +1, sa równie prawdopodobne. Dzisiaj
nie umiemy zrobic przyrzadu, który by rozsylal tak przygotowane elektrony, ale
jest to jedynie problem techniczny. Zadne prawo natury tego nie zabrania.

Jakie sa konsekwencje takiej korelacji? Jezeli obserwatorzy B i C zmierza spiny
swoich elektronów wzdluz osi OY, to bedziemy wiedzieli, co by bylo, gdyby
obserwator A zmierzyl spin swojego elektronu wzdluz osi OX. Jesli chcielibysmy
wiedziec, co dostalby A, robiac pomiar wzdluz OY, to B i C powinni zmierzyc
spiny swoich elektronów - jeden wzdluz OY, drugi w kierunku OX. Zatem A
moze w ogóle nie wyciagac swojego magnesu z szuflady, a mimo to mozemy
powiedziec, co zrobilby jego elektron. Nasuwa sie mysl, ze to podobnie, jak
z kopertami. W jakis sposób informacja o obu wynikach przyszlych pomiarów
(wzdluz osi OX lub OY) jest zapisana w elektronie na samym poczatku.
Oczywiscie, zaden elektron nie jest wyrózniony, tak samo musi byc z dwoma
pozostalymi. Urzadzenie posrodku zadbalo, aby stany trzech rozbiegajacych
sie elektronów (informacje o wynikach przyszlych mozliwych pomiarów)
byly uzgodnione. Hipoteza taka bylaby w pelnej zgodzie z wczesniejszymi
podejrzeniami, ze elektron jest swego rodzaju dziwnym magnesikiem. Moze
on "pamietac" kierunek ostatniego pomiaru, ale repertuar jego zachowan, jak
widac, moze byc czasem bogatszy. Przeanalizujmy dokladniej to przypuszczenie.

Twierdzimy zatem, ze kazdy elektron w tym eksperymencie niesie ze soba
informacje, jak ma sie zachowac, gdy bedziemy do niego przysuwac magnes
z kierunku OX lub OY. Gdybysmy znali wyniki przyszlych mozliwych
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pomiarów w kierunkach osi DY, to automatycznie znalibysmy tez mozliwe
wyniki w kierunkach DX. Musi byc bowiem zachowana opisana na poczatku
korelacja, która nasi obserwatorzy moga w kazdej chwili i w dowolnej
kombinacji zapragnac sprawdzic. Sa trzy elektrony, mierzac spin kazdego
z nich w kierunku DY mamy dwie mozliwosci, razem 23 = 8 mozliwosci
spelniajacych nasza korelacje. Wszystkich mozliwosci, razem z tymi, które nie
gwarantowalyby poprawnych korelacji, byloby 26 = 64. Nie bedziemy badac
kazdego elektronu w kierunkach i DX, i DY. Widzielismy, ze jeden pomiar
zmienia cos w elektronie i wplywa na wyniki nastepnego pomiaru. Ale kazda
z czastek ma gotowa odpowiedz, jak ma sie zachowac w takiej lub innej sytuacji,
zaleznie od tego, z której strony ja podejdziemy - DX czy DY. W ponizszej
tabelce mamy mozliwe zestawy takich odpowiedzi trzymanych przez elektrony
w tajemnicy przed nami.

,
Obserwator

Spin mierzony
8 mozliwych zestawów odpowiedzi

wzdluz osi

l2345678

A

DY
l-l l-l 1-1 1-1

DX
ll-l-1-1-l11

B

DY
1l-l-ll1-l-1

DX
1-1 1-1-11-1 1

C

DY
111l-l-l-1-1

DX
1-1-111-1-11

Spiny 3 elektronów 4 warianty
mierzone jednoczesnie

mozliwych wyników
wzdluz osi DX

w prawdziwym pomiarze
1

234

A

-1l1-l

B

1-l 1-l

C

11-l-l

Jaka jest alternatywa dla obalonej
hipotezy? Jak dotychczas, nie ma dobrej.
Najpowszechniej przyjeta jest taka,
ze w abstrakcyjnej, wielowymiarowej
przestrzeni mozna okreslic pewna funkcje,
wspólna dla wszystkich elektronów,
opisujaca, co maja one robic i z jakim
prawdopodobienstwem. W trakcie
pomiaru spinu jednego z elektronów
funkcja nagle i skokowo przechodzi
w inna. Odlegly elektron "widzi" juz
inna funkcje i stosownie do tego wybiera
kierunek spinu w polu magnetycznym.
Jest to pomyslane tak sprytnie, ze nie
zachodzi przy tym przekaz informacji.
Mechanika kwantowa mówi nam, jak
zachowuje sie ta abstrakcyjna funkcja
i ostateczne przewidywania sa calkowicie
zgodne z doswiadczeniem.

No dobrze, dotychczas mówilismy o sytuacji, gdy jeden obserwator mierzy
w kierunku DX, a dwóch - DY. Wtedy sprawdzamy popraw'rrosc korelacji. A co
bedzie, jesli obserwatorzy wybiora kierunki do pomiarów w inny sposób?

Dostana wyniki takie, jak w którejs z osmiu kolumn tabeli (choc nie wiemy,
z której). Pojedynczy elektron nie wie przeciez, o co pytamy jego kamratów i czy
sprawdzamy korelacje (na co musi byc zawsze przygotowany), czy robimy cos
innego. Nie dajemy mu szansy na blef.

Ciekawa wlasnoscia jest, ze gdyby wszyscy
obserwatorzy zmierzyli skladowe spinów swoich
elektronów wzdluz osi DX, to iloczyn przypisanych
tym pomiarom liczb wynióslby +1. Niezaleznie, który
z osmiu wariantów akurat wybrala srodkowa maszyna.
A jesli zmierza? Tak sie sklada, ze w rzeczywistym
eksperymencie dostana -1. Dla wiekszej jasnosci
mozliwe wyniki jednoczesnych pomiarów wzdluz osi
DX sa zebrane w tabelce obok. Beda one zachodzic

z równymi prawdopodobienstwami. Skad to wiemy? Jest to jeszcze jedna
wlasnosc opisanej kwantowej korelacji elektronów. Nie wspominalismy
o niej, aby nie wprowadzac zamieszania. Gdyby elektrony niosly "ze soba"
informacje o wynikach pomiarów, to (jak wykazalismy) iloczyn musialby
byc +1. Sa one jednak czastkami kwantowymi i korzystajac z mechaniki
kwantowej, mozna wykazac, ze przy opisanej na wstepie korelacji iloczyn
musi byc -1. Sa to oczywiscie rozwazania teoretyczne, ale taki tez bedzie
wynik eksperymentu, o czym wszyscy sa przekonani. Trzeba tutaj dodac,
ze w opisanym doswiadczeniu nie zachodzi przekaz informacji. W zaden sposób
nie mozemy z daleka wplynac na zachowanie elektronu. Jest to tylko korelacja.

Na zakonczenie pewne uscislenie. Dokonujemy antropomorfizacji elektronu
mówiac, ze "wie" on lub "dowiaduje" sie, co ma zrobic. Jest to jednak tylko
pewien skrót ulatwiajacy opis i myslenie. Jedyne, co jest pewne, to to, ze my
cos wiemy lub nie wiemy. My, którzy o tym mówimy, znamy dzialanie srodkowej
maszyny, wiemy, jakich pomiarów dokonuja obserwatorzy, jakie maja wyniki,
itp. Niemniej jednak rzeczywistosc kwantowa wyglada ciekawie i wszyscy
Czytelnicy sa zaproszeni do jej dalszego poznawania.
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A moze jednak ukryty determinizm?

Andrzej DRAGAN

Mozna to latwo sprawdzic. Wystarczy
kupic dwa tanie zegarki elektroniczne
i wymontowac z nich ekraniki. Sa to ni
mniej ni wiecej, tylko dwa polaryzatorki.
To nie przypadek. Polaryzator jest
niezbednym elementem wyswietlacza
cieklokrystalicznego znajdujacego sie
w zegarku.

........• '.

~~.J.t,jd:~:.~".~..
(/- '.-'y .. :•.....

Istnieje w mechanice kwantowej przedziwna zasada mówiaca, ze w ogólnosci
wynik pojedynczego pomiaru nie jest przez nic okreslony. Na przyklad, zgodnie
z ta zasada chwila, w której wyemitowany zostanie foton ze wzbudzonego atomu,
nie moze zostac przewidziana przez zadne prawo. Wprowadza to do mechaniki
kwantowej element indeterminizmu (czyli nieprzewidywalnosci zjawisk). Nic
dziwnego, ze tak niecodzienna zasada budzi wiele sprzeciwów. Slyszy sie na
przyklad: "Ja w to nigdy nie uwierze! Na pewno istnieje cos, co wywoluje
emisje tego fotonu. Przeciez indeterminizm to absurd!". Powstalo nawet wiele
konkurencyjnych teorii uzywajacych zamiast slowa "cos" terminu parametr

ukryty. Teorie te mówia: istnieja pewne, na razie nieznane (ukryte), parametry,
które determinuja wyniki pojedynczych pomiarów.

Sytuacja radykalnie sie zmienila, gdy w 1964 roku ukazala sie praca Bella
zawierajaca slynne nierównosci (nazwane jego imieniem). Dzieki nim pojawila
sie mozliwosc eksperymentalnego sprawdzenia, czy ukryte parametry istnieja,
czy tez nie. Co prawda, uzyskane rozstrzygniecia nie sa jeszcze ostateczne,
jednak moga byc traktowane jako bardzo powazny argument. Zanim jednak
poznamy sens nierównosci Bella, dowiedzmy sie, jak w ogóle doszlo do
tego, ze twórcy mechaniki kwantowej tak gleboko w nia uwierzyli i bronili
jej przed atakami zwolenników sprawdzonych od wieków teorii w pelni
deterministycznych?

1. Dirac mówi: tylko prawdopodobienstwa!
Przedstawmy na poczatek rozumowanie pochodzace od jednego z twórców
mechaniki kwantowej, Paula A.M. Diraca. Wyobrazmy sobie strumien
swiatla przechodzacy przez dwa liniowe polaryzatory ustawione w rózny
sposób. Po przejsciu przez pierwszy swiatlo zostaje liniowo spolaryzowane.
Nastepnie, podczas przechodzenia przez drugi, natezenie swiatla zmniejsza sie,
a plaszczyzna polaryzacji zostaje obrócona. Okazuje sie, ze stosunek natezenia
fali przechodzacej przez drugi polaryzator do natezenia fali na niego padajacej
równa sie zawsze cos2 cjJ, gdzie cjJ oznacza kat miedzy kierunkami ustawienia
polaryzatorów. Prawo to jest wysmienicie wyjasnione przez klasyczna teorie
elektromagnetyzmu. Nie ma wiec na razie powodu do niepokoju.

Jednakze ubiegly wiek obfitowal w doswiadczenia dowodzace kwantowej natury
swiatla. Po ludzku mówiac: strumien swiatla sklada sie z "kawalków" zwanych
fotonami. Doswiadczenia te zmuszaja nas do zrewidowania sposobu rozumienia
eksperymentu z dwoma polaryzatorami. Teraz bowiem zmuszeni jestesmy
przyjac, ze polaryzator pochlania pewna czesc fotonów sposród wszystkich
nan padajacych. Trudnosci pojawia sie, gdy zadamy pytanie, które z fotonów
przechodzacych przez pierwszy polaryzator przejda równiez przez drugi, a które
zostana pochloniete? Skoro wiadomo, ze strumien swiatla moze miec wlasnosc
polaryzacji, a sklada sie on z fotonów, to musimy przyznac, ze kazdy foton niesie
informacje o polaryzacji (mówiac w skrócie: poszczególne fotony "maja" jakas
polaryzacje)· Jezeli wiec uzylismy swiatla monochromatycznego, to wszystkie

fotony po przejsciu przez pierwszy polaryzator musza stac sie jednakowe. Nic nie
ma prawa wyrózniac niektórych fotonów sposród innych. Zatem wydawac by sie
moglo, ze jedynym sensownym wynikiem eksperymentu moze byc tylko przejscie
przez drugi polaryzator wszystkich fotonów albo ich pochloniecie. Taka piekna
teoria i taki paskudny fakt. Bowiem cos2 cjJ jak byl, tak jest. Jednak prawo to
oznacza teraz cos innego: sposród N fotonów padajacych na drugi polaryzator
przejdzie przez niego zaledwie N cos2 cjJ. Wyglada wiec na to, ze niektóre fotony
przejda, a niektóre nie. Naturalnie, natychmiast padnie odpowiedz: "No dobrze,
najwyrazniej fotony sa scharakteryzowane jeszcze jakimis ukrytymi parametrami,
które odrózniaja jedne od drugich". Jezeli jednak istnialyby jakies parametry,
to dlaczego nie potrafimy ich kontrolowac? Czemu polaryzatory "nie potrafia"
odsiac fotonów okreslonych tymi samymi parametrami? Przeciez jezeli wstawimy
w strumien swiatla kolejne polaryzatory, to prawo "cos2 cjJ" bedzie dzialalo nadal
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Rozwiazanie zadania F 547.
Moc zarowki jest równa sumie energii
wszystkich n fotonów wysylanych
w jednostce czasu

hc

P=n),v=n);,
skad otrzymujemy

n = p), "" 1,2· 1021 fotonów.
hc

Rozwazmy proces kreacji pary
elektron-pozyton. W przypadku gdy
w rozwazanym procesie calkowity
moment pedu ukladu znika, skladowe
spinu powstalych w procesie czastek
wzdluz dowolnego kierunku musza byc
przeciwnie skierowane. Oznacza to,
ze gdy zmierzymy kierunek spinu jednej
z czastek, wiemy natychmiast, jaki
bedzie wynik analogicznego pomiaru
dokonanego na drugiej. Spin musi byc
skierowany w przeciwna strone. Prawo
niby proste. Ale jezeli prawdziwe sa
kwantowomechaniczne reguly, to przed
wpadnieciem do detektorów czastki "nie
wiedzialy" jeszcze, jaki bedzie wynik.
Decyzje musialy "podjac" (nie bierzmy
jednak tej antropomorfizacji doslownie ;-)
dopiero w chwili pomiaru. Jednak
wówczas czastki nie zdazylyby "uzgodnic"
pomiedzy soba wyników, szczególnie
gdy wpadly do detektorów jednoczesnie
(oczywiscie, jezeli nie dopuszczamy
ponadswietlnych sygnalów). Z drugiej
strony nie moze dojsc do "wpadki"
polegajacej na tym, ze zmierzone spiny
nie sa przeciwnie skierowane. Co z tym
poczac? Einstein wyciagnal wniosek,
ze kwantowomechaniczne reguly nie moga
byc prawdziwe.

(a gdybysmy mieli "odsiane" fotony o identycznych parametrach, to znowu
powinny wszystkie przejsc albo wszystkie nie przejsc).

Jakie rozwiazanie problemu proponuje mechanika kwantowa? Cóz, jest ono
bardzo dziwaczne. Teoria ta mówi bowiem: "Prosze panstwa! Nic nie wyróznia
zadnego fotonu. Dlatego to, czy okreslony foton bedzie laskaw przejsc, czy
nie, nie jest niczym zdeterminowane. Nie istnieje zaden parametr decydujacy
o losie pojedynczych fotonów! Nie ma zadnego parametru! Po prostu na
elementarnym poziomie nie istnieje zadne prawo fizyczne, które przewidywaloby
wynik pojedynczego eksperymentu. Znamy wylacznie prawdopodobienstwo tego,
ze foton przejdzie przez polaryzator oraz prawdopodobienstwo jego pochloniecia.
Nic wiecej."

2. Einstein protestuje: prosze panstwa, tak byc nie
moze!

Na temat hipotezy ukrytych parametrów powstalo wiele prac, ale wciaz
brakowalo ostatecznego rozstrzygniecia, az do momentu pojawienia sie pewnego
pomyslu dajacego nareszcie szanse sprawdzenia, kto ma racje w sporze. Ale po
kolei. Najpierw bowiem pojawil sie inny eksperyment myslowy, który troche
nasza (i tak niewesola) sytuacje pogmatwal. A zostal on podany w legendarnej
pracy Einsteina, Podolskiego i Rosena, zyskawszy przydomek "paradoksu
EPR" (patrz margines). Einstein byl kontent, gdyz udalo mu sie "podstawic
noge" mechanice kwantowej (od poczatku za nia nie przepadal). Zgodnie z jego
rozumowaniem, "eksperyment EPR" powinien byc w gruncie rzeczy podobny do
sytuacji, gdy sciagamy z nóg buty i rzucamy je w przeciwnych kierunkach. Nie
zdazylismy jednak spojrzec, który but polecial w która strone. Musimy wiec to
sprawdzic. Podchodzimy do jednego z nich, bierzemy go do reki i zauwazamy:
"O! Tu jest lewy! W takim razie prawy musi byc tam!". Oczywiscie sam fakt
obserwacji buta nie moze spowodowac, ze nagle "zdecydowal sie" on byc lewy
lub prawy! "Skretnosc" butów rzuconych w obu kierunkach jest okreslona juz
w momencie rzutu. Einstein uwazal, ze emitowane w przeciwnych kierunkach
czastki (na przyklad elektrony) przypominaja wlasnie pare takich butów. Co
wiecej, wysnul on wniosek, ze aby uchronic zasade przyczynowosci, zmuszeni
jestesmy porzucic absurdalne reguly mechaniki kwantowej i pozostac przy
poczciwych i sprawdzonych prawach deterministycznych, przyjmujac hipoteze
ukrytych parametrów.

3. Bell robi porzadek: sprawdzmy, jak jest naprawde.
Argumentacja Einsteina wydawala sie bardzo przekonujaca, az tu nagle na
scenie pojawil sie John Bell i raz jeszcze wywrócil wszystko do góry nogami!
W jaki sposób? Spróbujmy przesledzic jego rozumowanie na przykladzie
elektronów bioracych udzial w paradoksie EPR. Zalózmy sobie, ze istnieja jakies
nieznane nam parametry, które okreslaja wyniki wszystkich eksperymentów.
Na przyklad: elektron "mial" spin "w góre", bo mial wczesniej ustalony
parametr okreslajacy taki spin. Podobnie pozyton. Przyjmijmy wiec, ze czastki
w chwili emisji ustalaja miedzy soba parametry: "ty bierzesz parametr na
spin "w góre", ja na "spin w dól" i lecimy!". Bez utraty ogólnosci mozemy
zalozyc, ze obie czastki maja ten sam parametr (nazwijmy go tradycyjnie A)

okreslajacy jednoczesnie stan obu z nich. A jaka jest natura tych parametrów?
"Nie mam pojecia i nic mnie to nie obchodzi!" - mówi Bell. "Jezeli te parametry
rzeczywiscie istnieja, to predzej czy pózniej zostana odkryte, a na razie
po prostu zakladam, ze jakies dziwne parametry nieznanej natury istnieja
i decyduja o wynikach wszystkich pomiarów". W eksperymencie myslowym EPR
uzylismy dwóch urzadzen mierzacych spin wzdluz tych samych kierunków. Nic
jednak nie zabrania nam zmienic wzglednej orientacji tych kierunków! Mozemy
przeciez ustawic je w rózny sposób i zobaczyc, jak wplynie to na wyniki. Jesli
chcemy ukrytych parametrów, to musimy zalozyc, ze determinuja one wynik
kazdego eksperymentu, jaki przyjdzie nam do glowy wykonac (czyli jakkolwiek
bysmy ustawili detektory, wynik musi byc zdeterminowany parametrem A).

Wynik kazdego eksperymentu moze byc tylko: "w góre" albo "w dól". Trzeciego
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Wzór obok kamufluje pewne wazne
zalozenie. Mianowicie takie, ze wyniki
obu pomiarów sa niezalezne. Innymi
slowy, pomiary dokonane na odleglych
czastkach nie maja na siebie wplywu
(zalozenie to nazywa sie tez postulatem
lokalnosci). Formalne zastosowanie
tego zalozenia polega na stwierdzeniu,
ze wynik pomiaru spinów moze byc
zapisany w postaci iloczynu wyników
dla elektronu i pozytonu osobno (to
wcale nie jest takie oczywiste i po prostu
zakladamy, ze tak musi byc!).

Rozwiazanie zadania F 548.
Zalózmy, ze foton o czestotliwosci v
zostal pochloniety. Wtedy cala energie
fotonu oraz jego ped przejmie elektron,
nabywajac predkosc v w ukladzie,
w którym spoczywal przed pochlonieciem
fotonu. Musi byc wiec zachowana energia

l 2hv = -mv
2

i ped
hv = mv.
c

Rozwiazaniem powyzszych równan jest
v = 2c. Jest to sprzeczne z tym, ze
predkosc dowolnej czastki materialnej nie
moze przekraczac predkosci swiatla.

wyjscia byc nie moze. Mozemy sobie powiedziec: jesli wyszlo "w góre", to za
wynik eksperymentu przyjmiemy +1, a jesli nie, to -1. Potem mozemy wykonac
sto lub wiecej eksperymentów i obliczyc, jaki jest sredni wynik. Jesli wyjdzie
zero, to znaczy, ze tak samo czesto spin trafia sie "w góre" jak i "w dól".
Srednia moze byc tez dodatnia lub ujemna. Kazdy domysla sie, co to bedzie
oznaczac. Raz spin bedzie czesciej ustawiony w te, a raz w druga strone. Wezmy
wiec dwa detektory i jeden ustawmy w polozeniu a, a drugi w polozeniu b.
Nastepnie sprawdzmy, jakie sa wyniki dla obu czastek. Oznaczmy przez Aa(A)
wynik eksperymentu na elektronie, a przez Bb(A) na pozytonie. Jak widac,
wyniki (mogace jedynie przyjac wartosci ±1) zaleza tylko od ustawienia
detektorów i ukrytego parametru. No dobrze, i co dalej? Powiedzmy sobie:
te ukryte parametry, których nie znamy, nie moga byc równiez przez nas
nijak kontrolowane. Wiec tak naprawde przypisywane sa one czastkom losowo
(w zasadzie, w naszej teorii musi istniec jakis czynnik, który decyduje o tym,
jaki parametr zostaje przypisany, ale my go nie potrafimy na razie kontrolowac,
wiec wychodzi na jedno). Oznaczmy zbiór wszystkich mozliwych parametrów
przez A. Mozemy jeszcze przyjac dla ogólnosci mozliwosc, ze niektóre parametry
trafiaja sie czesciej, a inne rzadziej, wiec okreslamy jakis nieznany rozklad
prawdopodobienstwa na zbiorze wszystkich parametrów p(A). Zatem im wieksza
wartosc p(A), tym czesciej bedzie "trafial sie" parametr A. Suma wszystkich
prawdopodobienstw musi byc równa jeden, tzn. L p(A) = 1. Skoro juz to

).EA

wszystko wiemy, to mozemy przystapic do rachunków. Obliczmy najpierw
srednia wartosc iloczynu wyników otrzymanych dla obu czastek. Musimy w tym
celu znalezc sume, do której rózne parametry A wchodza z róznymi wagami p(A)

E(a, b) = LAa(A)Bb(A) p(A).
).EA

Na przyklad, jezeli przyjmiemy rozklad prawdopodobienstwa staly
(niezalezny od A), to kazdy parametr bedzie "równoprawdopodobny"
i szukana wartosc srednia bedzie po prostu zwykla srednia arytmetyczna
mozliwych wyników. Skorzystamy teraz z twierdzenia dotyczacego sumy

szeregu: I;;: f (x) I :S ;;: If (x) I· Mozemy dokonac serii pomiarów przy pewnych
ustawieniach detektorów i obliczyc wartosc srednia, nastepnie powtórzyc
procedure, zmieniajac jeden z kierunków, odjac otrzymane wyniki i wziac
wartosc bezwzgledna. Otrzymamy wówczas

I E(a/, b) - E(a/, b/) I:s L IAa/(A)Bb(A) - Aa/(A)Bb/(A)lp(A),
).EA

a gdy sie uwazniej przyjrzec, to sie okaze, ze prawa strona moze byc równiez
zapisana w sprytny sposób:

L IAa/IIBb(l ± AaBb/) - Bb/(l ± AaBb)lp(A).
).EA

Znak + lub - mozemy sobie wybrac na koncu, jaki nam sie spodoba. Dla
prostoty pominelismy w zapisie zaleznosc wyników od parametru A. Wiemy,
ze dla kazdego A mamy IAa/(A)1 = 1. Zatem to ostatnie równa sie po prostu

L IBb(1 ± AaBb/) - Bb/(l ± AaBb)IP(A) :S
).EA

:S L JIBb I (1 ± AaBb/) + IBb/1 (1 ± AaBb) I p(A) =
).EA

= L 12 ± (AaBbl + AaBb)IP(A) =
).EA

= 2 ± (E (a, b/) + E(a, b)),

Wszystkim zapalencom polecam sprawdzenie nierównosci pojawiajacej sie
powyzej (nie nalezy calej roboty zwalac na autora artykulu ;-). Wystarczy
zauwazyc, ze suma dwóch liczb dodatnich jest wieksza niz ich róznica.
W wyniku tych wszystkich zawilych (choc, trzeba przyznac, niezbyt
wyrafinowanych) rachunków, dostajemy nierównosc
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dla n > 2000,
dla n :S 2000.

I jeszcze jedna uwaga. Przedziwnego,
nielokalnego "efektu EPR" nie da sie uzyc
do przesylania ponad swietlnych sygnalów.
Dlaczego? A niby w jaki sposób? Co
prawda, kazdy obserwator, dokonujac
swojego pomiaru, wie z cala pewnoscia,
jaki wynik otrzyma jego kolega. Cóz
jednak z tego, skoro zaden z nich nie
jest w stanie sterowac otrzymywanymi
wynikami, a jedynie je odczytywac?
Próba przesylania informacji za pomoca
zjawiska EPR troche przypominalaby
pisanie listu urzadzeniem losujacym
kolejno rózne litery alfabetu. Znamy tresc
wyslanego listu, jednak nie potrafimy jej
tworzyc.

*'Zadania

I E(a', b) - E(a', b') I:S 2 ± (E (a, b') + E(a, b)),
a z tego juz latwo (cwiczenie numer dwa) otrzymujemy to, co nazywa sie
szumnie "nierównoscia Bella" (wystarczy sprytnie dobrac znaki: raz plus, a raz
minus w powyzszym wyrazeniu)

-2:S S(a, b,a', b'):S 2,

gdzie

S(a, b, a', b') = E(a, b) + E(a, b') + E(a', b) - E(a', b').
Chyba nikt nie spodziewa sie, ze ten prosty wzorek moze tak wiele znaczyc!
A tutaj czeka spora niespodzianka. Okazuje sie (te rachunki sobie juz darujemy),
ze jesli "zapytac" mechanike kwantowa, jaka jest wartosc funkcji S dla pewnych
szczególnych ustawien detektorów, to okaze sie, ze mozemy dostac wynik nawet
S = 2;2. Kazdy widzi, ze lamie to powyzsza nierównosc (taki wynik jest
przeciez wiekszy niz dwa!). Mamy nareszcie to, na co czekalismy: znalezlismy
mozliwosc eksperymentalnej weryfikacji przyjetych zalozen (determinizmu
i lokalnosci) w naszym prostym modelu. Wystarczy w odpowiedni sposób
ustawic polaryzatory, przepuscic przez nie wiele par elektron-pozyton, obliczyc
wartosci srednie i utworzyc z nich kombinacje S. Jezeli otrzymany wynik
przekroczy wartosc 2 (zgodnie z przewidywaniami mechaniki kwantowej), to
otrzymamy bezposredni dowód nieadekwatnosci przyjetych zalozen do badanej
sytuacji fizycznej!

4. Jaki jest werdykt?
Eksperymenty badajace nierównosci Bella (w nieco zmienionej formie,
przystosowanej do mozliwosci praktycznych) zostaly juz wykonane. Jak dotad,
oglaszano jednoglosne werdykty na korzysc mechaniki kwantowej: nierównosci
Bella sa lamane! Cóz to moze oznaczac? Na pewno tyle, ze przyjety przez nas
dosc ogólny model lokalnych teorii parametrów ukrytych nie jest poprawnym
opisem praw przyrody. Wydaje sie, ze nic sobie ona nie robi z naszych
zdroworozsadkowych oczekiwan.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 952. Dana jest funkcja f : No ~ No, gdzie No jest zbiorem wszystkich
nieujemnych liczb calkowitych. Udowodnic, ze równosc f(f(n)) = n + 2001 nie
moze byc spelniona dla wszystkich n E No.

Rozwiazanie na str. 15

M 953. Udowodnic, ze istnieje funkcja f : N ~ N spelniajaca dla wszystkich
n E N warunek f (f (n)) = n2.

Rozwiazanie na str. 16

M 954. Funkcja f : Z ~ JR spelnia warunek

{n - 100f(n) = f(f(n + 101))

Udowodnic, ze funkcja przyjmuje dla wszystkich n :S 2000 te sama wartosc
i znalezc ja.
Rozwiazanie na str. g

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 547. Srednia dlugosc fali promieniowania zarówki o spiralnym wlóknie,
wykonanym z metalu, wynosi 12.10-5 cm. Znalezc liczbe fotonów, wysylanych
w jednostce czasu przez zarówke o mocy 200 W.
Rozwiazanie na str. 6

F 548. Korzystajac z prawa zachowania energii i pedu, wykazac, ze swobodny
elektron nie moze pochlonac fotonu.
Rozwiazanie na str. 7
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mala delia

Wiecej Malej Delty

W tym numerze Malej Delty jest wiecej niz
zwykle! Stalo sie to mozliwe dzieki wspólpracy
z Internet Data Systems SA, wlascicielem portalu
edukacyjnego Eduseek. Od poczatku tego roku
pod adresem eduseek. ids .pll deI ta ukazuje
sie internetowe wydanie Malej Delty. Co miesiac
w sieci pojawiaja sie cztery artykuly. W czesci
sa to materialy archiwalne. Niektóre wzbogacane
sa przez Eduseek interaktywnymi animacjami.
Oprócz tego odpowiadamy na zadawane przez
internautów pytania z matematyki (Konrad
Pióro) oraz z fizyki i astronomii (Piotr Zalewski).

Tak naprawde to wlasnie od pomyslu
odpowiadania na pytania wszystko sie zaczelo.
Podsunal go nam nieodzalowany Tomasz
Hofmokl, któremu zarówno Delta, jak i polski
Internet zawdzieczaja naprawde niemalo ...

Przy okazji warto przypomniec, do kogo
adresowana jest Mala Delta. Chcielibysmy,
aby zaciekawila zdolnych uczniów starszych
klas szkoly podstawowej, byla zrozumiala dla
kazdego, interesujacego sie przedmiotami scislymi
gimnazjalisty, a pozostalym Czytelnikom Delty
dawala wytchnienie po wymagajacych wiecej
skupienia artykulach. Wydawanie Malej Delty
w Internecie powinno ulatwic do niej dostep
naj mlodszym. Niech nabiora apetytu.

Jednoczesnie otwieramy sie na wszystkich
cybernautów. Gwarantuje to zupelnie nowe
doznania, zwiazane chocby z pytaniami
typu: "J ak rozwiazac zadanie 4 ze strony 5?"
(oczywiscie bez podania, o jaka ksiazke chodzi),
ogólniejszymi wersjami ogólnej teorii wzglednosci
(bez zbednych matematycznych komplikacji)
albo z pytaniem nastepujacym: "Jak to mozliwe,
ze na promie kosmicznym, który lata w odleglosci
zaledwie okolo 200 km nad Ziemia, jest stan
niewazkosci? Przeciez ziemska grawitacja powinna
na tej wysokosci byc jeszcze bardzo silna ... "

Przypomina mi to historyjke, która kiedys
znalazlem wlasnie w Internecie. Dwóch "scislych"

studentów pewnego amerykanskiego uniwersytetu
uczeszczalo na dodatkowe zajecia, bodaj
z socjologii. W trakcie wykladu, dotyczacego
zachowania ludzi w warunkach ekstremalnych,
z blogiego zadumania wyrwal ich przyklad
o przebywaniu kosmonautów na Ksiezycu
w stanie, a jakze, niewazkosci. Na pytanie,
dlaczego na Ksiezycu mialby byc stan
niewazkosci, otrzymali odpowiedz:
- Przeciez to jest w Kosmosie!
- Dlaczego wiec kosmonauci nie unosza sie nad
powierzchnia Ksiezyca?!
- No bo maja ciezkie buty!

Okazalo sie, ze nie tylko zdecydowana wiekszosc
obecnych na sali byla tego wlasnie zdania,
ale równiez 2/3 sposród losowo wybranych
mieszkanców kampusu (dwaj bohaterowie
przeprowadzili amatorskie badanie statystyczne,
bo mieli nadzieje, ze grupa, z która chodzili na
zajecia, nie byla reprezentatywna). W dodatku
tylko polowa z "wyznawców" ciezkiego obuwia
dawala sie nawrócic.

No ale co to ma wspólnego z Czytelnikami
Delty? Pozornie nic. Ile jednak razy jestesmy
tak zaskoczeni absurdalnoscia czyjegos pogladu,
ze... nie potrafimy na poczekaniu przedstawic
trafiajacych do adwersarza argumentów? Jak
mawial Feynman, "jezeli nie potrafimy czegos
wytlumaczyc wlasnej babci, to widocznie sami
tego tak do konca nie rozumiemy." A jezeli
czegos sie nie rozumie, to najlepiej pójsc za rada
madrych wykladowców i "dobrac sobie jeszcze
takich dwóch albo trzech, co nie rozumieja, i im
wytlumaczyc" .

Rozszerzona Mala Delte postaramy sie wkladac
do Delty kilka razy do roku. Nastepnym takim
numerem bedzie juz numer sierpniowy. Oprócz
zamieszczania "normalnych" artykulów, bedziemy
tez dzielic sie tym, co sie nam dzieki pytaniom
internautów uda na nowo zrozumiec. Jak to jest
z ta niewazkoscia - juz w tym numerze.

P.Z.



Tak nie jest dobrze, skoro mozna lepiej

299 - 247 = 52.

- Ta metoda poszukiwania najwiekszego wspólnego
dzielnika jest zupelnie do kitu - ocenil poprzednia
lekcje matematyki Opak, nazwany tak z tej racji,
ze zawsze chcial wszystko robic inaczej niz inni.
- Czepiasz sie - zniecierpliwil sie Gladki (kazdy
bez trudu zgadnie, jak zasluzyl sobie na te
ksywe). - Chce na przyklad znalezc NWD dla 360
i 378; rozkladam

- Tak trzymac - tym razem Opak powstrzymal
sie od dokuczania koledze. Tamten wobec tego
obliczal:

- To dopiero - Gladki az otworzyl usta ze
zdumienia. - Ale skad wiedziales, ze trzeba wziac
piatke i szóstke?
- Tajemnica warsztatu artysty - rzucil artysta
i wybiegl.

5·299 - 6·247 = 1495 - 1482 = 13.

52 - 39 = 13

i dalej sie nie da, wiec
39 - 13 = 26,

26 - 13 = 13,
13 - 13 = O.

- I co mam teraz zrobic? - zapytal Opaka. ­
Przeciez odejmowanie zera nie ma sensu!
- Nic nie masz robic! - triumfalnie wykrzyknal
Opak. - Ostatnia liczba, jaka odejmowales, to
wlasnie NWD. Zreszta sam sprawdz.
Gladki wykonal dzielenia

247: 13 = 19 i 299: 13 = 23

i juz wiedzial, ze rzeczywiscie wynik jest dobry.
Dla wszystkiego wyrazil jeszcze niesmiala
watpliwosc: - I to jest zawsze dobrze?
- Jasne - odparl Opak. - A ponadto mozesz
przeciez sprawdzic to na innym przykladzie,
chocby na twoim 360 i 378.
Ale Gladki i tak uwierzyl koledze. - A dlaczego to
jest dobrze? - zapytal.
Opak jednak, tak jak sie spodziewal, byl nieuzyty.
- Ho, ho, wiele chcialbys wiedziec. Gdybym
ja mial, tak jak ty, szóstke z matematyki,
potrafilbym to uzasadnic. Ale musze cie
zmartwic, ta metoda to jeszcze male piwo. Co
bys powiedzial na takie obliczenie:

378=2·3·3·3·7,360 = 2 . 2 . 2 . 3 . 3 . 5

kazdej liczby pierwszej biore mniejsza ilosc i mam
2·3·3= 18.

Czy moze byc cos prostszego?
- Ciekawe, czemus nie obliczal NWD dla 4 i 6?
Jeszcze latwiej by ci poszlo - odpowiedzial
Opak. - Jak jestes taki madry, to znajdz NWD
dla 247 i 299.
Chwile to potrwalo, w koncu Gladki sie poddal.
- A moze one nie maja NWD, to znaczy, moze ich
NWD jest 1? - zasugerowal.
- No widzisz: nie masz pojecia, jak sie do tego
zabrac - pokiwal glowa Opak. - Wszystko dlatego,
ze zabierasz sie do roboty, stosujac dzielenie. A tu
trzeba, kolego, odejmowac!
- Jakies kpiny - oburzyl sie Gladki.
- I jeszcze nie wierzysz, gdy ci sie mówi, jak to jest
- szydzil Opak. - Moze jednak spróbowalbys?
- Ale jak? - Gladki poddal sie juz calkowicie.
- Oczywiscie pod moim swiatlym kierownictwem. -
Opak byl bezlitosny. - Po prostu od wiekszej liczby
odejmij mniejsza

- No i co?
- Jeszcze raz odejmij!
- Przeciez sie nie da - jeknal Gladki.
- O, to jednak cos chwytasz - zakpil Opak. -
Wobec tego teraz od 247 odejmij to, co ci wyszlo.

247 - 52 = 195,

195 - 52 = 143,

143 - 52 = 91,
91- 52 = 39.

Gladki dla swietego spokoju odejmowal 52 tyle
razy, ile sie dalo, a na koniec zapytal (bo nie byl to
w koncu glupi chlopak): - Pewnie teraz mam od 52
odejmowac 39?

* * *
Czesc warsztatu artysty jestesmy w stanie ujawnic. Otóz dziadek
Opaka kupil ojcu Opaka, gdy ten ojciec byl w takim wieku, jak
Opak dzisiaj, ksiazke z obrazkami pod tytulem Czy umiecie sie
dziwie'? W tej ksiazce (która, byc moze, znajdziecie w jakiejs
bibliotece) zawarte zostaly Male Delty z dawnych czasów.
Z rozdzialu Sposób na olbrzymy w tej ksiazce mozna sie nauczyc
tego sposobu z odejmowaniem. Sa tam zaproponowane takze
przyklady dla nabycia wprawy w poszukiwaniu NWD: 1073
i 1517, 1139 i 6499, 7387 i 7921, 2501 i 2911, 403 i 713. Byloby
chyba nieglupie nauczyc sie tego, czego mogli sie nauczyc nasi
rodzice.

Natomiast ostatni sposób Opaka to juz chyba jakas inna sprawa.
Nie ma rady - trzeba bedzie poczekac do nastepnego z nim
spotkania.

M.K.
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Kiedy cialo jest w stanie niewazkosci?

Wbrew dosc powszechnemu blednemu mniemaniu
stan niewazkosci nie ma nic wspólnego z brakiem
grawitacji. Doswiadczamy go, ilekroc w zaden
sposób nie przeciwdzialamy sile grawitacji (ani
silom bezwladnosci).

Sytuacja taka ma miejsce np. w spadku
swobodnym, o ile mozna zaniedbac inne sily, jak
np. opór powietrza, lub zrównowazyc ich dzialanie.

Zazwyczaj sila grawitacji jest równowazona
reakcja podloza. Wystarczy jednak tylko
podskoczyc (!), zeby na moment znalezc
sie w stanie niewazkosci (przy predkosciach
uzyskiwanych przy podskakiwaniu opór powietrza
jest zaniedbywalny). Warto tu uzmyslowic sobie
rzecz oczywista, ze w stanie niewazkosci jestesmy
juz, kiedy lecimy w góre.

Znanym (prawda?) przykladem spadku
swobodnego jest ruch po orbicie,

np. okoloziemskiej. Co to jednak za spadek,
w którym spada sie, spada i spasc nie mozna?

Dobry, jak kazdy inny (a nawet lepszy).
W zasadzie niczym nie rózni sie od rzutu
kamieniem. Jedyne róznice to brak oporu
powietrza (jezeli orbita jest powyzej atmosfery)
i to ze "orbita" kamienia przecina powierzchnie
Ziemi (gdzie ruch sie konczy), a orbita satelity tej
powierzchni nie przecina (bo predkosc satelity jest
wystarczajaco duza).

Inny przyklad uzyskania stanu niewazkosci na
dluzszy czas (kilka minut) to tzw. loty balistyczne
samolotem. Samolot najpierw rozpedza sie,
a nastepnie pozwala sie mu "swobodnie spadac" ,
uzywajac silników do jak najdokladniejszego
równowazenia oporu powietrza (uzywa sie do
tego odpowiednio zaprogramowanego autopilota).
Dzieki temu samolot wykonuje rzut ukosny,
jakby powietrza nie bylo. Oczywiscie, nalezy
te zabawe przerwac, zanim tor lotu przetnie
powierzchnie Ziemi i to na tyle wczesnie, zeby
wyprowadzenie z lotu nurkowego nie wymagalo
uzycia przyspieszen zagrazajacych zyciu zalogi.

P.Z.

Warto to sobie wyobrazic

Przyzwoity wieloscian to taki, który (gdyby byl
z gumy) dalby sie nadmuchac w taki sposób,
ze stalby sie kula.

Nieprzyzwoite wielosciany (a jeden to zupelnie niemozliwy).

Czy wiecie, ze kazdy przyzwoity wieloscian ma
taka wlasnosc, iz liczby W jego wierzcholków
i 8 jego scian spelniaja blizniacze, symetryczne
warunki:

Jesli nie wiedzieliscie, to juz wiecie. Na przyklad
dla szescianu jest tak: wierzcholków ma 8,
a scian 6 - i rzeczywiscie jest 8 ::;2·6 - 4, bo to
przeciez tez 8; jest równiez 6 ::; 2·8 - 4, bo to
przeciez 12.

A czy moze byc tak, ze oba razy jest równosc?
Znajdzcie przyklad. Jest taki jeden bardzo latwy
do znalezienia. A czy sa inne?

Najbardziej ciekawe jest jednak to, ze dla
kazdych dwóch liczb W i 8, wiekszych od 3
i spelniajacych te warunki, mozna znalezc
przyzwoity wieloscian, który ma W wierzcholków
i 8 scian. Czy potraficie wyobrazic sobie
wieloscian majacy np. 6 wierzcholków i 8
scian? Albo 9 wierzcholków i 9 scian? A moze

4 wierzcholki i 5 scian? Nie, to ostatnie to byl
zart: przeciez 5 > 2 . 4 - 4 = 4.

Z tego widac, ze suma W i 8 nie moze byc
równa 9. Ciekawe, ze kazdej innej sumie (nie
mniejszej niz 8) juz jakis wieloscian odpowiada.

W::; 28 - 4 8::; 2W - 4 ?

III

M.K.



Rys. l
Tak?

Wszystkie drogi prowadza do Rzymu

Wszystkie drogi prowadza do Rzymu. Ale jak? Jak moga wygladac
drogi prowadzace do jednego punktu? Czy z kazdego punktu do kazdego
punktu prowadzi jakas droga?

Punkty, z których donikad sie nie
idzie (w których pozostaje sie na
zawsze), nazywamy stacjonarnymi.

Jesli do punktu stacjonarnego idzie
sie tak jak na rysunku l, to punkt
taki nazywa sie wezlem stabilnym.

Punkt, który obiega droga na
rysunku 2, nazywa sie ogniskiem
stabilnym.

Rys. 2

A moze tak?

I skad te drogi wychodza? Moze z punktu, gdzie nikt nie chce byc?

Rys.3

Punkt z rysunku 3 to wezel niestabilny.

Ten z rysunku 4 to ognisko niestabilne.

Wedrowcy znajdujacy sie w tych punktach
pozostaja w nich (sa to wiec punkty
stacjonarne), natomiast wszyscy okoliczni
wedrowcy uciekaja od tych punktów.

A moze jest zupelnie inaczej?

Wyróznione punkty stacjonarne na równiku to
tzw. siodla.

Zwrotniki i równik to cykle graniczne: drogi, po których chodzi sie bez
konca.

Do jednego z nich zbiegaja wedrowcy z równika,
a uciekaja wedrowcy
z poludnika.

Dla drugiego siodla
jest na odwrót.
Wszystkie inne drogi
biegnace w poblizu
siodel najpierw sie
do nich zblizaja,
a potem oddalaja.

Rys. 5

Wedrujacy po Zwrotniku Raka nigdy go nie opuszczaja, a sasiedni
wedrowcy nieograniczenie sie do niego
przyblizaja·

To wlasnosci zbiorów zwanych
atraktorami: Zwrotnik Raka jest
atraktorem, podobnie jak wezel
i ognisko z rysunków l i 2.

Zupelnie inaczej "zachowuje sie"
Zwrotnik Koziorozca: odpycha bliskich
mu wedrowców. Równik "poszedl na
kompromis": jednych przyciaga, innych
odpycha.

Rys. 6

Torus mozna uczesac bez lysinek.

Na torusie moze wiec nie byc zadnych punktów stacjonarnych.

Na rysunku wszystkie drogi maja ksztalt obraczki.Rys.7

No, dobrze, ale sama droga to za malo: nie wiemy jeszcze, z jaka predkoscia sie poruszac. Niech wiec
w kazdym punkcie bedzie wlosek, który pokaze nam, w która strone isc, a jego dlugosc niech nam mówi,

z jaka mamy isc predkoscia. Oczywiscie chcemy, zeby dlugosc
i kierunek wloska zmienialy sie regularnie wraz ze zmiana
punktu (gladka fryzurka). Wówczas zawsze na tak owlosionej
Ziemi pojawi sie lysinka. Ale gdyby Ziemia byla torusem ...
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Wedrowiec idacy taka droga w kazdym, chocby
najmniejszym, kóleczku na torusie goscic bedzie
nieskonczenie wiele razy.

Wlosy-drogowskazy zmienily kierunek - obrócily sie
nieco w prawo. Droga, która wczesniej byla "obraczka",
teraz obiega torus. Moze sie zdarzyc, ze nigdy sie nie
zamknie - i te wlasnie sytuacje przedstawia rysunek.

A co sie stanie, gdy zawieje leciutki wiatr i wlosy sie troche poskrecaja? Wedrowcy skreca odrobine
w lewo lub w prawo i moze ich drogi stana sie
zupelnie inne niz dotad?

Rys.8

Na sferze nawet najdrobniejszy powiew wiatru tez moze wszystko odmienic:

Rys.9

Droga poczatkowo okrazala biegun pólnocny, po tym
jak wiatr zawial na poludnie i poskrecal drogowskazy,
droga ucieka od bieguna pólnocnego i ma ksztalt
spirali. To zupelnie inna droga niz wczesniej.

Droga spiralnie uciekala od bieguna pólnocnego,
a wiatr zawial na pólnoc (ale lekko). Teraz droga znów
spiralnie ucieka od bieguna pólnocnego, tylko troche
wolniej.

Rys. 10

Ale nie zawsze mamy takie katastrofy. Moga byc takie uklady drogowskazów (fryzury), ze drogi pozostana
w zasadzie te same, o ile tylko wiatr nie bedzie
zbyt silny.

w.s.

tylprzódtylprzód

Sa wiec uklady dróg (i odpowiadajace im fryzury) odporne na drobne zaburzenia (stabilne) i uklady
nieodporne (niestabilne). Jak myslisz, Czytelniku, które z ponizszych sa stabilne?

Rozpoznac pewne uklady stabilne pozwala np. twierdzenie
Peixoto. Podamy je w nieco uproszczonej wersji. Jesli na sferze,
torusie czy ogólniej - sferze z n uchami - siec dróg ma punkty
stacjonarne tylko takie jak ogniska i wezly z rysunków 1-4 lub
siodla z rysunku 5, jesli nie ma ani bezposrednich polaczen
miedzy siodlami, ani dróg tego typu, jak ta z prawej strony
rysunku 8, jesli cykle sa tylko takie, jak zwrotniki z rysunku
6, i wreszcie cykli oraz punktów stacjonarnych jest skonczenie
wiele, to uklad dróg jest stabilny.

Rys. 11 Rys. 12

v



Co bTANIl;. bili,

Z PUbZKA?

ol

Kacik eksperymentatora

Fizyka opiera sie na doswiadczeniu. To znaczy na przeprowadzaniu
doswiadczen. Weryfikacja naj nowszych teorii moze wymagac zarówno
olbrzymich nakladów finansowych, jak i mnóstwa czasu i poswiecenia
ze strony wielu ludzi. Najwazniejszy jest jednak pomysl. Czasami (coraz
rzadziej) sam dobry pomysl moze wystarczyc. Z drugiej strony niektórych
przewidywan, niestety, nigdy nie da sie zweryfikowac doswiadczalnie.
Przynajmniej nikt na razie nie ma dobrego pomyslu (ale: nigdy nie mów
nigdy!).

Na szczescie jest mnóstwo rzeczy, które mozna, a nawet nalezaloby
wlasnorecznie sprawdzic. To moze byc nie tylko ksztalcace, ale i calkiem
zabawne. Kompletowanie wlasnego "laboratorium" najlepiej rozpoczac
od ... tego, co jest w zasiegu reki.

Jest cos, czego wszedzie (na Ziemi) jest pod dostatkiem. Nie zawsze
odpowiada nam tego jakosc, zdecydowanie lepsza nad morzem, w lesie
czy na szczytach gór, ale nawet w zatloczonych miastach bedzie ona
wystarczajaca do przeprowadzenia dzisiejszych doswiadczen.

Chyba juz domysliliscie sie, ze chodzi po prostu o powietrze. Czesto
zapominamy o jego obecnosci. Nie doceniamy niezwyklego skladu,
który pozwala nam oddychac. Dzisiaj jednak nie bedziemy sie zajmowac
skladem powietrza, tylko ... no wlasnie - przystapmy wreszcie do dziela!

Najpierw przeprowadzimy calkiem efektowny, ale troche niebezpieczny
eksperyment - mozna sie poparzyc, wiec zróbcie go pod opieka kogos
doroslego. Oprócz powietrza potrzebna bedzie puszka po "innym
napoju", obcegi (lub jakis chwytak) najlepiej o dlugiej raczce, miska
z woda i palnik gazowy (moze byc kuchenka gazowa). Do puszki
nalewamy troche wody (1/10 objetosci), chwytamy ja obcegami
i zaczynamy podgrzewac. Po chwili woda zagotuje sie. Czekamy, az
z otworka bedzie leciala "para" jak z czajnika i wtedy ... szybkim ruchem
zanurzamy puszke - otworkiem do dolu - w wodzie. Czy wiecie, co sie
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stanie? Jezeli nie wiecie, to zróbcie to doswiadczenie. Jezeli wiecie, to tym
bardziej zróbcie, (zeby sprawdzic, czy macie racje).

Puszka ulegla zgnieceniu! Dlaczego tak sie stalo? W trakcie podgrzewania
woda w puszce zagotowala sie i para wodna wypelnila puszke calkowicie,
wypierajac z niej powietrze. Po zanurzeniu w wodzie nastapilo gwaltowne
ochlodzenie. Para wodna skroplila sie, drastycznie zmniejszajac cisnienie
wewnatrz puszki. Zanim woda zdolala sie wedrzec, puszke zgniotlo
powietrze bedace pod cisnieniem atmosferycznym.

Inna wersja tego pokazu, moze nawet lepiej nadajaca sie do
zaprezentowania znajomym, jest wsadzanie jajka do butelki o troche
za malym otworze. Kiedys najlepiej bylo uzyc butelki po mleku. Teraz
latwiej o butelki po sokach. Najpierw nalezy ugotowac sobie kilka jajek
na twardo. Bierzemy ladnie obrane jajko i pytamy audytorium, czy uda
sie je w calosci wcisnac do butelki. Szybko okaze sie, ze jajko nie chce
do niej wejsc. Wtedy bierzemy kawalek gazety o dlugosci okolo 10 cm
i szerokosci 5 cm, skladamy go na pól i podpalamy. (Wczesniej trzeba sie
upewnic, ze w miejscu pokazu nie ma zadnych latwopalnych przedmiotów
jak serweta, firanka, reszta gazety, dywan, dlugie, rozpuszczone wlosy
itp.). Palacy sie zwitek gazety wrzucamy do butelki. Gdy zacznie gasnac,
zatykamy otwór jajkiem, które prawie natychmiast zostanie do butelki
wciagniete z odglosem podobnym do wystrzalu szampana.

Wyjasnienie jest, oczywiscie, bardzo podobne do poprzedniego. Ogien
w butelce podgrzewa powietrze do wysokiej temperatury, w wyniku czego
czesc powietrza z butelki ucieka. Po zgasnieciu gazety powietrze szybko
stygnie, bo scianki butelki nie zdazyly sie rozgrzac. Cisnienie wewnatrz
butelki spada, a "za nim" wpada jajko.

Spróbujmy podsumowac nasze doswiadczenia. Po pierwsze, zyjemy
w powietrzu pod dosc znacznym cisnieniem. Po drugie, zeby cos
wlozyc, to najpierw trzeba cos wyjac. W opisanych doswiadczeniach do
wyjmowania uzywalismy rozszerzalnosci cieplnej.

Czy jest równiez na odwrót? Zeby wyjac, trzeba cos wlozyc?
W rozstrzygnieciu powinno Wam pomóc znalezienie (doswiadczalnej)
odpowiedzi na jedno z ponizszych pytan (które?).
1. W jaki sposób jak najszybciej wylac wode z butelki?
2. W jaki sposób "wdmuchnac" korek do butelki (patrz rysunek), czyli

uzywajac tylko powietrza, którym oddychamy, spowodowac, zeby
korek znalazl sie w srodku?

P.Z.
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Rys. 1. Kat a jest ostry, a kat (3
rozwarty.

Rys. 2

Rys. 3

Same ostre

Kazdy, kto spróbowal pociac kwadrat na trójkaty, wie, ze jest to
nieslychanie latwe. Wielu z tych, którzy próbowali pociac kwadrat na
trójkaty OSTROKATNE, sadzi, ze jest to niemozliwe. Byloby ciekawe,
gdybyscie sprawdzili, czy potraficie takiego pociecia dokonac. Wtedy
zupelnie inaczej bedzie sie czytalo dalsza czesc tego tekstu.

Kluczem do sprawy jest znalezienie jakiegos dobrego sposobu na
sprawdzanie, czy jakis kat jest ostry, czy tez nie. Wydaje sie to
absurdalne, a jednak. ...

Kat w trójkacie jest ostry, gdy kolo, dla którego srednica jest
przeciwlegly bok, nie siega do jego wierzcholka (rys. 1). Zanim
uzasadnimy ten poglad, zobaczmy, ze z jego znajomosci moze wyniknac
sposób pociecia kwadratu na trójkatyostrokatne.

Jest to tak. Z kazdego wierzcholka kwadratu musi wychodzic
przynajmniej jeden bok trójkata, nie liczac lezacych na bokach kwadratu.
Gdyby wiec dwa przeciwlegle boki kwadratu mialy byc bokami
trójkatów, to wówczas trzecie ich wierzcholki musialyby znajdowac sie
w zaznaczonym polu (rys. 2).

Kombinujemy z tymi czterema liniami wychodzacymi z wierzcholków
kwadratu i nie wychodzi nam nic z tego. Pewnie musi byc wiecej linii.

Jesli na bokach kwadratu sa dodatkowe wierzcholki trójkatów, to
z kazdego z nich musza wychodzic co najmniej dwa boki trójkatów (znów
nie liczac tych, które leza na bokach kwadratu). Gdyby np. byly to
srodki niezajetych dotad boków, to pole, w którym moglyby byc nowe
wierzcholki, ograniczyloby sie do pokazanego na rysunku 3.

Tylko, ze teraz kazdy potrafi juz wskazac zadany podzial kwadratu na 8
trójkatów ostrokatnych (rys. 4).

Nie kazdy natomiast potrafi udowodnic, ze podzialu kwadratu na
mniejsza liczbe trójkatów ostrokatnych nie ma. Gdyby sie to komus udalo
zrobic w zreczny sposób, chetnie wydrukujemy ten dowód.

A uzasadnienie podanego na poczatku sposobu badania ostrosci kata?
Wlasciwie nie ma w tym nic trudnego. Trzeba wiedziec, ze kat wpisany,
oparty ma srednicy, jest prosty, oraz ze kat zewnetrzny trójkata jest
wiekszy od kazdego z katów wewnetrznych, do niego nieprzyleglych.

Rys. 4 M.K.

P.Z.

Najwazniejsze jest to, ze te przypadkowe orbity nie
sa kolowe. Orbity satelitów tez nie musza byc kolowe
- jedynym wyjatkiem sa satelity geostacjonarne - ta
orbita (jest tylko jedna) jest kolowa. Orbity o róznych
parametrach moga sie przecinac i w miejscu przeciecia
moze dojsc do kolizji.

danego obiektu, to jezeli nie obserwuje sie go od
dluzszego czasu, to nie wiadomo, gdzie on sie
znajduje. Zeby satelita znajdowal sie na okreslonej
orbicie, trzeba co pewien czas korygowac jego
polozenie. Chociazby z powodu oddzialywania
z Ksiezycem i Sloncem.

Czy satelita bedacy na orbicie, po której
porusza sie zlom, moze sie z nim zderzyc? Jak
jest to mozliwe, skoro wszystko leci w tym
samym kierunku, a predkosci obiektów, choc
bardzo duze, nie róznia sie?

Gdyby zlom zostal umieszczony dokladnie na tej
samej orbicie, tylko w innym miejscu, to rzeczywiscie
satelita ze zlomem nie móglby sie zderzyc. Problem
polega jednak na tym, ze zlom znajduje sie na
przypadkowych orbitach. To przewaznie róznego
rodzaju pozostalosci po dawnych misjach. Nawet jezeli
kiedys bylo wiadomo, jakie sa parametry orbity

Czekamy na Wasze pytania. Mozecie je przysylac do redakcji Delty listownie lub elektronicznie:
fizycki@eduseek.pl - fizyka i astronomia, oraz mateks@eduseek.pl - matematyka.
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o parametrach ukrytych
Piotr ZMIJEWSKI

, .
cos Jeszcze

A

• zródlo

j

A

Rozwiazanie zadania M 954.
Rozwazmy najpierw dowolna liczbe
naturalna spelniajaca n :::;2000
i n + 101> 2000.Wtedy

fen) = f(f(n + 101))=
= fen + 101- 100)= fen + l),

czyli f(1900) = f(1901) =
= f(2000) = f(2001) = 1901.Niech teraz
n < 1900.Niech m E N bedzie taka, ze
1900:::;n + 101m:::;2000.Wtedy mamy

fen) = f2(n + 101)= ... _

= j'n+l(n + 101m) =
= fm(f(n + 101m)) =
= r'(190l) = 1901.

Stad dla wszystkich n :::;2000zachodzi
fen) = 1901(tez ladna data).

Oto przyklad prostego eksperymentu myslowego, który pokazuje, ze niemozliwe
jest, aby elektron mial parametry ukryte, determinujace wynik pomiaru jego
spinu.

Rozwazmy nastepujacy uklad doswiadczalny przedstawiony na rysunku.
W srodku znajduje sie zródlo, które moze wyemitowac dwie czastki: elektron
i pozyton, poruszajace sie w przeciwnych kierunkach, majace calkowity spin
równy zeru. Po obu stronach ukladu znajduja sie dwa detektory (oznaczone
przez Dl i D2). Kazdy z nich umozliwia pomiar spinu w jednym z trzech
(dowolnie wybranym dla kazdego pomiaru) kierunków, ustawionych wzgledem
siebie pod katem 1200• Kierunki te oznaczone sa przez A, B i C. Pomiar
spinu czastki w dowolnym kierunku daje zawsze jedna z dwóch mozliwych
wartosci. Dla pomiaru spinu w kierunku A przez detektor Dl wartosci te moga
wynosic AH (spin w góre) lub A1- (spin w dól), dla pozostalych kierunków
analogicznie.

Istnienie parametrów ukrytych dla pomiaru spinu oznacza, ze czastka lecaca np.
w kierunku detektora Dl ma z góry przygotowany zestaw odpowiedzi na pytanie
o wynik pomiaru spinu dla kazdego z trzech kierunków: A, B i C. Zauwazmy,
ze zestaw tych odpowiedzi okresla jednoznacznie wyniki pomiarów dla drugiej
z czastek, lecacej w kierunku detektora D2, co wynika stad, ze calkowity spin
ukladu czastek jest równy zeru. Przykladowo, gdy czastka lecaca w kierunku
detektora Dl ma przygotowane odpowiedzi: (AH, BH, C1-), to czastka
lecaca w kierunku D2 ma odpowiedzi (A2-' B2-, C2+). Mamy wiec 8 róznych
zestawów parametrów ukrytych, mianowicie: (A H, BH , CH), (AH, B H, C1- ),
(AH, B1-, CH), (AH, B1-, C1-), (A1-' BH, CH), (A1-' BH, C1-),
(A1-' B1-, CH), (A1-' B1-, C1-).

Eksperyment polega na tym, ze po kazdej emisji czastek ze zródla ustawiamy
detektor Dl na pomiar spinu w kierunku wybranym losowo, a detektor D2
na pomiar spinu w innym kierunku niz kierunek wybrany w Dl (równiez
wybieranym losowo sposród dwóch pozostalych). Przykladowo, gdy w Dl
wylosowalismy kierunek A, to w D2 mozemy wylosowac kierunek B lub C.
W eksperymencie interesuje nas, jakie jest prawdopodobienstwo P, ze pomiary
wykonane przez Dl i D2 dadza takie same wartosci spinów. Rozwazmy dwa
mozliwe przypadki (ze wzgledu na parametry ukryte):
1. Czastka docierajaca do Dl da taki sam wynik pomiaru spinu dla

wszystkich trzech kierunków pomiaru, zatem sa to dwie z osmiu
wymienionych wczesniej mozliwych wartosci parametrów ukrytych,
mianowicie: (AH,BH,CH) lub (A1-,B1-,C1-). Jak latwo zauwazyc,
w tym przypadku szukane prawdopodobienstwo P wynosi O, bo nigdy
pierwsza i druga czastka nie da takiej samej wartosci spinu.

2. Pozostale szesc z osmiu mozliwosci to: czastka docierajaca do Dl da
taki sam wynik pomiaru spinu dla dwóch kierunków pomiaru
i przeciwny wynik dla trzeciego kierunku pomiaru spinu. Rozwazmy
to dla stanu (AH, BH, C1-); w pozostalych pieciu mozliwych sytuacjach
rozumowanie przebiega analogicznie. Prawdopodobienstwo, ze po rozpadzie
detektor Dl wybierze kierunek A, wynosi l. Detektor D2 moze wtedy
wybrac tylko kierunki B lub C (kazdy z prawdopodobienstwem l) i tylko
wybór kierunku C daje zgodne wyniki dla kierunków spinów (tzn. AH
i C2+). Podobna sytuacja zachodzi, gdy dla detektora Dl zostal wybrany
kierunek B. W przypadku gdy detektor Dl wylosowal kierunek C (tez
z prawdopodobienstwem l), detektor D2 bez wzgledu na wybór kierunku
pomiaru zmierzy spin w kierunku zgodnym z wynikiem dla Dl, tzn. mozliwe
sa wyniki: {C1-,A2-} lub {C1-,B2-}.

Ogólnie, szukane prawdopodobienstwo, ze oba detektory zmierza spin w tym
k· k . P l l l l l 1 2samym 1erun u, wynosI: = '3 . '2 + '3 . '2 + '3. = '3.
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Powyzsze rozwazania prowadza do wniosku, ze jakikolwiek wybralibysmy
rozklad na prawdopodobienstwa wystapienia kazdego z osmiu zestawów
parametrów ukrytych, to nigdy P nie przekroczy wartosci ~, tzn. P ::; ~.
Tymczasem z praw mechaniki kwantowej (potwierdzonych doswiadczalnie)
wynika, ze P = sin2(cjJ/2), gdzie <P jest katem miedzy kierunkami pomiarów
spinów. W naszym przypadku P = sin2(120° /2) = ~.Otrzymany wynik jest
wiec sprzeczny z nierównoscia P ::; ~, co dowodzi, ze elektron nie moze miec
parametrów ukrytych, okreslajacych wynik pomiaru jego spinu.

Komputery kwantowe i
Arkadiusz

obliczenia
ORLOWSKI

kwantowe

W pewnym (trywialnym) sensie
kazdy komputer jest komputerem
kwantowym, poniewaz jest obiektem
materialnym, a materia podlega prawom
mechaniki kwantowej. Chodzi jednak
o to, ze komputery wspólczesne nie
wykorzystuja (jak dotad) tych wlasnosci
obiektów fizycznych, które przecza naszej
klasycznej intuicji. Do zrozumienia, jak
dziala komputer klasyczny, nie musimy
znac mechaniki kwantowej. Wiedza ta
nie jest równiez niezbedna projektantom
komputerów i programistom (choc
projektanci ukladów scalonych i chipów
musza sie liczyc z prawami fizyki,
takze kwantowej). Zachowanie sie
wspólczesnych komputerów, podobnie
jak funkcjonowanie samochodów,
mozna zrozumiec w ramach fizyki
klasycznej. Komputer, zwany tez
elektroniczna maszyna cyfrowa i (do
lat siedemdziesiatych) mózgiem
elektronowym, jest urzadzeniem
realizujacym pewna koncepcje
matematyczna. Ale dzialajacy komputer
jest, oczywiscie, obiektem fizycznym.
Podobnie jak samochód. Jednak
w odróznieniu od samochodu, który jest
urzadzeniem przetwarzajacym energie,
komputer zajmuje sie przetwarzaniem
informacji. Komputer tez pobiera energie
i wydziela cieplo, ale jego istotna funkcja
jest obróbka informacji. Teoria informacji
jest obecnie dobrze ugruntowana
dyscyplina matematyczna. Informacje
mozna traktowac takze jako obiekt
fizyczny, bowiem w swiecie rzeczywistym
musi byc zawsze zakodowana w stanach
obiektów fizycznych i jest przenoszona
przez obiekty fizyczne poprzez
fizyczne kanaly transmisji (zwykle
nieidealne - z szumem). Poniewaz
nasz Wszechswiat podlega prawom
mechaniki kwantowej (nie tylko w skali
mikroswiata - wspólczesna kosmologia
tez jest kosmologia kwantowa), równiez
informacja musi miec swoja "kwantowa
twarz". Komputer kwantowy mozemy
wiec zdefiniowac jako urzadzenie
przetwarzajace informacje kwantowa·

Recenzowanie nieistniejacych ksiazek moze byc zajeciem bardzo pouczajacym
i twórczym. Dobrym przykladem sa utwory Stanislawa Lema: "Doskonala
próznia", "Wielkosc urojona" i "Biblioteka XX wieku". Wnikliwa recenzja lub
poslowie do ksiazki, której (jeszcze) nikt nie napisal, pozwala lepiej zrozumiec,
dlaczego ksiazka taka powinna (lub nie powinna) powstac. W niniejszym
artykule idziemy w slady Lema, omawiajac urzadzenia, które nie istnieja ­
komputery kwantowe. Chodzi o komputery, których dzialanie w istotny sposób
wykorzystuje niezwykle wlasnosci obiektów kwantowych. Nie mamy watpliwosci,
ze komputery kwantowe powinny zostac zbudowane. Wiemy, ze moga istniec (nie
przeczy to zadnym znanym prawom przyrody) i ze jezeli powstana - moga sie
bardzo przydac. Wiemy równiez, jak powinny dzialac i w jakich zagadnieniach
bija na glowe wszelkie istniejace lub dajace sie pomyslec komputery klasyczne
(nie kwantowe).

Jednostka klasycznej informacji jest bit, który moze przyjmowac jedna z dwu
wartosci: O lub 1. Bit mozna zrealizowac fizycznie za pomoca dowolnego
ukladu, który moze znajdowac sie w dowolnym z dwu wyraznie rozróznialnych
stanów (kondensator jest naladowany lub nie, prad plynie lub nie plynie,
namagnesowanie domeny jest skierowane w dól lub w góre wzgledem
przylozonego pola magnetycznego). W mechanice kwantowej istnieje wiele
ukladów fizycznych o dwóch stanach bazowych, takich jak spin elektronu lub
protonu, polaryzacja fotonu itp. W odróznieniu od ukladów klasycznych w tym
przypadku uklad moze byc równiez w dowolnej superpozycji stanów bazowych.
Bit kwantowy (qubit) moze wiec byc jednoczesnie w dwóch stanach bazowych.
Przypomina to troche logike wielowartosciowa z nieprzeliczalna liczba mozliwosci
(wartosci logicznych).

Qubit jest pewna superpozycja 0:10)+ .811)stanów 10) iiI) - opisujacych jakis
obiekt fizyczny. Sa to ustalone wektory ortogonalne o jednostkowej dlugosci,
na przyklad (1, O) i (0,1). Ewolucja tych stanów w czasie jest zakodowana
w pewnej macierzy, nazywanej macierza ewolucji, dzialajacej na wektory stanu.
Na pierwszy rzut oka qubit zawiera wiec wiecej informacji niz bit. Nieskonczenie
wiele informacji mozna przeciez zakodowac w rozwinieciu dwójkowym
wspólczynników o: i .8 stojacych przy wektorach bazowych. Wspólczynniki
te, zwane amplitudami prawdopodobienstwa, sa liczbami zespolonymi - po
uwzglednieniu normalizacji 10:12+ 1.812= 1 pozostaja trzy wolne parametry
rzeczywiste. Ale w rzeczywistosci pojedynczy, izolowany qubit niesie dokladnie
tyle samo informacji co pojedynczy bit. Chcac odczytac wartosc qubitu,
musimy bowiem dokonac pomiaru, co powoduje, ze qubit moze sie znalezc
tylko w jednym ze stanów wlasnych operatora opisujacego uklad pomiarowy.
Co wiecej, teoria kwantowa twierdzi, ze wynik takiego pomiaru jest zupelnie
przypadkowy. Dla powyzszej superpozycji prawdopodobienstwa znalezienia
qubitu w stanach 10)i 11)wynosza 10:12i 1.BI2, odpowiednio. W mechanike
kwantowa wbudowany jest doskonaly generator liczb losowych.

Komputer klasyczny jaki jest - kazdy widzial. Na jednym z nich napisalem ten
tekst. Namietnie grajacy w multimedialne gry komputerowe lub zajmujacy
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W klasie komputerów osobistych
standardem jest juz procesor Pentium
III z zegarem co najmniej 800 MHz
- na powierzchni niewiele wiekszej
niz 100 mm2 miesci sie ponad 28
milionów tranzystorów. Odpowiednio
skonfigurowane klastry takich PC-tów
potrafia wykonywac kilkaset miliardów
operacji na sekunde! A jeszcze nie tak
dawno z podziwem i niedowierzaniem
patrzono na komputer ENIAC,
zbudowany z okolo 20 tysiecy lamp
elektronowych. Mógl on wykonywac
"az" 5 tysiecy operacji na sekunde przy
wadze rzedu 30 ton i rozmiarach sporego
pomieszczenia. Dokonal sie wiec ogromny
postep w technice komputerowej. Postep
ten wciaz trwa ~ tak zwane prawo
Moore'a stwierdza, ze gestosc upakowania
tranzystorów w ukladach scalonych
podwaja sie co 18 miesiecy.

Ewolucja wektora stanu jest odwracalna.
Obliczenia kwantowe mozna zawsze

wykonac "wspak" J otrzymujac stan
wejsciowy. Klasyczne mikroprocesory
projektowane sa w oparciu o logike
nieodwracalna· Okazuje sie jednak,
ze mozna zaprojektowac komputer
klasyczny, który wykonuje obliczenia
w sposób odwracalny. Moze to miec
pewne konsekwencje praktyczne ­
wymazanie jednego bitu informacji
powoduje wydzielanie sie ciepla.
W obliczeniach odwracalnych wydzielane
cieplo byloby wiec mniejsze. Jezeli do
obliczen uzywamy ukladów opartych
na ruchu elektronów, to nie da sie,
oczywiscie, calkowicie wyeliminowac
nagrzewania sie procesora. Wydaje
sie, ze wkraczamy w ere oplacalnosci
klasycznych obliczen odwracalnych.
Prawdopodobnie dalsza miniaturyzacja
mikroprocesorów wymusi wkrótce
stosowanie odwracalnej architektury. Jest
pocieszajace, ze chociaz odwracalnosc
powoduje koniecznosc uzycia wiekszej
liczby elementów (bramek) logicznych,
to liczba ta nie rosnie w zastraszajacym
tempie - procesor odwracalny jest tylko
troche "wiekszy" niz zwykly.

sie wirtualna rzeczywistoscia moga protestowac, ale tak naprawde komputer
wykonuje jedynie proste dodawanie zer i jedynek. Robi to jednak bardzo szybko.
Wspólczesne komputery (klasyczne) maja bez watpienia niezwykle mozliwosci.
Lecz skoro jest tak dobrze, to czemu jest tak zle? Mimo iz komputery klasyczne
sa bardzo szybkie, sa za wolne. Chocbysmy byli w stanie zaprzac do pracy
obliczeniowej caly Wszechswiat (swoja droga to ciekawe pytanie, jaka czesc
Wszechswiata da sie wykorzystac do prowadzenia obliczen?), to i tak pewne
problemy na zawsze pozostalyby poza zasiegiem naszych klasycznych mozliwosci.

Jesli wiec uda nam sie zbudowac komputery kwantowe, to czy beda one mogly
zrobic cos, czego zupelnie nie potrafia komputery klasyczne? Tak nie jest.
Chociaz te drugie dzialaja na zupelnie innych zasadach, to przeciez komputer
klasyczny moze symulowac dzialanie komputera kwantowego. Stan N qubitów
w komputerze kwantowym opisany jest przez wektor w 2N -wymiarowej
przestrzeni Hilberta (na potrzeby tego artykulu mozemy ja sobie wyobrazac jako
przestrzen wektorów N-wymiarowych z okreslonym dodawaniem, mnozeniem
przez liczby zespolone i iloczynem skalarnym). Z fizycznego punktu widzenia
obliczenia kwantowe to odpowiednio zaprojektowana ewolucja okreslonego stanu
poczatkowego. Ewolucja wektora stanu polega na jego obracaniu w okreslony
sposób (nie zmieniajac jego dlugosci), pomiar zas na zrzutowaniu tego wektora
na pewien uklad wzajemnie prostopadlych osi. Wektory, ich obroty i rzuty
nie sa rzecza obca dla klasycznych komputerów. W czym wiec problem?
W czasie potrzebnym na wykonanie takiej symulacji. Aby w pelni opisac stan
kwantowy 100 qubitów, musimy przechowac okolo 1030 liczb zespolonych!
A to juz naprawde sporo ... Klasyczne komputery nie sa dobrym narzedziem
do symulacji ukladów kwantowych. Natomiast komputer kwantowy wykonuje
wszystkie operacje na wszystkich qubitach naraz, co pozwala na rozwiazywanie
w czasie wielomianowym problemów, które wymagaja czasu wykladniczego na
komputerach klasycznych.

Okazuje sie, ze istnieja ciekawe i wazne problemy, których nie umiemy
rozwiazywac w czasie wielomianowym, a dla których istnieja algorytmy
kwantowe upraszczajace problem. Jednym z takich problemów jest rozklad
duzych liczb na czynniki pierwsze. Dla wszystkich znanych algorytmów
klasycznych czas potrzebny na wykonanie tej operacji rosnie wykladniczo
z liczba cyfr rozkladanej liczby. Na fakcie tym (jest to fakt empiryczny, nie
istnieje zaden dowód matematyczny, ze problemu tego nie da sie rozwiazac
w czasie wielomianowym, jest to jednak malo prawdopodobne) opiera sie
bezpieczenstwo naszych (i cudzych) transakcji elektronicznych i poufnosc
korespondencji. W 1994 roku Peter Shor opublikowal prace, w której podal
algorytm kwantowy faktoryzacji w czasie wielomianowym. Algorytm wymaga
jednak istnienia komputera kwantowego. Nie bedzie przesada stwierdzenie, ze od

momentu publikacji tej pracy rozpoczal sie prawdziwy boom

~ w tej dziedzinie. Znów potwierdzila sie stara prawda, ze o ilea ~ w podstawowe problemy fizyki interesuja nielicznych, o tyle
latwo o pieniadze, gdy chodzi o pieniadze ...
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Aby zbudowac komputer kwantowy, niezbedne sa
rózne elementy. Pierwszy to qubity - nosniki informacji
kwantowej. Drugi to odpowiedni zestaw kwantowych bramek
logicznych. Pozadany jest, oczywiscie, niewielki zbiór
bramek uniwersalnych - a wiec takich, z których

mozna zbudowac wszystkie operacje. W obliczeniach klasycznych takie
zestawy to, na przyklad, AND i NOT oraz OR i NOT. Obok sa pokazane
ich schematyczne oznaczenia i tak zwane "tabelki prawdy". Kazda operacje
logiczna da sie przedstawic za pomoca bramek AND (koniunkcja) i NOT
(zaprzeczenie). Z praw de Morgana wynika, ze równiez bramki OR (alternatywa)
i NOT wystarcza do zbudowania dowolnie skomplikowanej sieci logicznej.
Pary te tworza wiec uniwersalny zestaw bramek. Czy istnieje pojedyncza
uniwersalna bramka logiczna? Tak. Popatrzmy na tabelke prawdy operacji
NAND. Uniwersalnosc tej bramki najlatwiej udowodnic, pokazujac, ze mozna
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z niej zbudowac AND, OR i NOT, na przyklad:
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Nie mozemy jednak wykorzystac klasycznych sieci logicznych przez prosta
zamiane klasycznych bramek przez ich kwantowe odpowiedniki. Jeden
z powodów to fakt, ze bramki AND i OR sa nieodwracalne. W mechanice
kwantowej dopuszczalne sa operacje unitarne, a wiec odwracalne w czasie.
Istnieja bramki klasyczne, które sa jednoczesnie odwracalne i uniwersalne.
Ale musza miec one co najmniej 3 wejscia i 3 wyjscia (jest prawie oczywiste,
ze bramki odwracalne musza miec te sama liczbe wejsc i wyjsc). Na marginesie
mamy pokazany przyklad takiej bramki, zwanej bramka Toffoliego. Jest to
bramka uniwersalna, bowiem mozemy z niej zrobic NAND, a wiec zbudowac
z niej wszystkie mozliwe operacje logiczne:

Bramka Toffoliego
a b

~~wl

Bramka Hadamarda

Pólsumator klasyczny

Drugim powodem jest powszechne wystepowanie w klasycznych
sieciach logicznych operacji FANOUT, czyli tworzenia kopii pewnych
wartosci logicznych, kierowanych nastepnie na wejscia innych bramek,
na przyklad w klasycznym pólsumatorze (rysunek obok) albo
w przykladzie u góry strony. Okazuje sie, ze operacji FANOUT
nie da sie wykonac w komputerze kwantowym. Podstawowe prawa
mechaniki kwantowej zabraniaja bowiem klonowania nieznanych
stanów kwantowych. Nalezy to dobrze rozumiec - mozna skonstruowac

kwantowe ksero, które potrafi kopiowac pewne wybrane stany kwantowe.
Natomiast nie istnieje uniwersalny kserograf, który potrafilby dokladnie
skopiowac dowolny (nieznany) stan kwantowy. Jesli stan jest znany, to mozna

c i c wyprodukowac dowolna liczbe kopii. Slowo dokladnie tez jest wazne, gdyz
mozhwe Jest kopIOwame przybhzone. Dowód tWIerdzema o memozhwosCl

a 4 a klonowania jest bardzo prosty i wynika z liniowosci mechaniki kwantowejb ~ (z faktu, ze superpozycja dwóch stanów kwantowych tez jest stanem
---, --- ~-- w kwantowym). Odwracalna wersje pólsumatora, która mozna zbudowac bez

FANOUT! z kwantowych bramek logicznych, przedstawiono na marginesie.

Klasyczne bramki logiczne opisujemy tabelkami prawdy, a kwantowe ­
macierzami. Waznym przykladem kwantowej bramki l-bitowej jest bramka
Hadamarda. Jej dzialanie, opisane prosta macierza o wymiarach 2 x 2,

~ (~!l)
generuje superpozycje stanów bazowych 10) i 11). Widac, ze stan 10) przechodzi
w (10) + 11))/\1'2, a stan 11) w (10) -11))/\1'2.

Pólsumator kwantowy; znaczenie
symbolu Elljest opisane nizej.

a I'
E-<

P
O
Z
~
b"-...

:-l-~
C-NOT

Najwazniejsza kwantowa bramka logiczna jest tak zwane kontrolowane
zaprzeczenie (controlled NOT; C-NOT) opisane macierza:

O O

1 O

O O

O 1

Jest to bramka 2-bitowa, odwracalna i "prawie" uniwersalna, w tym sensie,
ze z niej i skonczonego repertuaru bramek l-bitowych mozna zbudowac sieci
realizujace dowolne obliczenia kwantowe.

Aby komputer kwantowy mógl poprawnie dzialac, konieczne jest spelnienie
takze innych warunków. Musi byc precyzyjnie okreslony wymiar przestrzeni
Hilberta ukladu kwantowego. Musimy wiec znac dokladnie liczbe atomów,
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elektronów, kropek kwantowych czy innych obiektów, których stany beda
qubitami. Sa to bowiem nasze stopnie swobody, które wykorzystujemy do
przechowywania danych i wykonywania obliczen. Wazne jest, ze rozmiar
przestrzeni Hilberta rosnie wykladniczo wraz ze wzrostem liczby czastek
(rozmiarem ukladu). TU bowiem kryje sie niezwykla moc komputerów
kwantowych. Wazna jest tez mozliwosc przygotowania wlasciwego stanu
poczatkowego do obliczen (RESET komputera kwantowego), na przyklad
przez osiagniecie stanu podstawowego. Moze to wymagac zaawansowanych
metod chlodzenia, jak w przypadku komputerów zbudowanych w oparciu
o jony w pulapkach magnetycznych. Kolejnym warunkiem jest równiez
mozliwosc wykonywania pomiarów kwantowych. Uklad fizyczny, który ma
odgrywac role komputera kwantowego, musi byc takze dobrze odizolowany
od otoczenia. Oddzialywanie powoduje splatanie, czyli nietrywialne korelacje
kwantowe miedzy oddzialujacymi obiektami. Z jednej strony splatanie miedzy
qubitami jest niezbednym elementem obliczen kwantowych. Z drugiej strony
splatanie qubitów z otoczeniem nieuchronnie prowadzi do tzw. dekoherencji.
Dekoherencja oznacza, ze qubitu nie da sie dluzej opisac za pomoca wektora
w przestrzeni Hilberta. W przypadku chocby "sladowego" oddzialywania
komputera kwantowego z otoczeniem jedynym wyjsciem jest korekcja bledów.
Wykazanie mozliwosci kwantowej korekcji bledów bylo istotnym etapem
w rozwoju tej dziedziny. Dlaczego stara (i nowa) plyta gramofonowa szumi,
a plyta kompaktowa nie? Bo jedna jest analogowa, a druga cyfrowa. Korekcja
bledów jest mozliwa jedynie w przypadku cyfrowym i to wlasnie jej stosowanie
decyduje o jakosci dzwieku muzyki odtwarzanej z plyt kompaktowych. Mimo
ze na pierwszy rzut oka komputer kwantowy wyglada na maszyne analogowa,
da sie przedstawic w postaci cyfrowej. Ciekawe, ze kwantowe kody poprawiajace
bledy same wykorzystuja splatanie stanów wielu qubitów. Dosc paradoksalnie
splatanie qubitów wewnatrz komputera kwantowego jest pozytywne, pozwala
bowiem "wyplatac sie" z nieuniknionego splatania qubitów z otoczeniem i ratuje
przed dekoherencja.

Majac do dyspozycji bramke C-NOT i bramke Hadamarda, mozemy ze stanów
bazowych otrzymac dowolny z czterech stanów Bella - maksymalnie splatanych
stanów dwu qubitów. Stany Bella odgrywaja wielka role w informatyce
kwantowej oraz w zrozumieniu podstaw mechaniki kwantowej. To wlasnie na
ich przykladzie ilustruje sie (i weryfikuje doswiadczalnie!) slynny "paradoks"
Einsteina-Podolskiego-Rosena (p. poprzednie artykuly). Uklad generujacy stany
Bella pokazany jest obok. Widzimy, ze z podstawowych stanów wejsciowych
produkowane sa na wyjsciu nastepujace:

Mimo iz prawie na pewno uda sie zbudowac urzadzenia kwantowe,
przeznaczone do rozwiazywania wybranych problemów (np. faktoryzacji),
to nikt tak naprawde nie wie, czy i kiedy powstanie uniwersalny komputer
kwantowy. Jednak informatyka kwantowa to nie tylko komputery kwantowe
i wykonywane na nich obliczenia. Burzliwie rozwija sie kryptografia kwantowa:
calkowicie bezpieczna metoda dystrybucji tajnego klucza kryptograficznego.
Przesylajac slabe impulsy swiatla za pomoca komercyjnie dostepnych wlókien
swiatlowodowych umiemy juz uzgodnic klucz pomiedzy partnerami oddalonymi
od siebie o dziesiatki kilometrów. Trwaja prace nad kwantowym uzgadnianiem
kluczy poprzez swobodna przestrzen - trudno przeciez doprowadzic swiatlowód
do sztucznych satelitów. Wiele prac w kryptografii kwantowej znajduje sie
juz na etapie wdrozen, a nie badan podstawowych. Zademonstrowano równiez
niezwykly efekt teleportacji stanów kwantowych. Mimo tych (i innych)
spektakularnych sukcesów jestesmy dopiero na poczatku drogi. Nowe tysiaclecie
zapowiada sie wiec bardzo ciekawie. A w minimach programowych studiów
informatycznych moze juz niedlugo pojawi sie nowy przedmiot - informatyka
kwantowa ...

H

---'ED-
Schemat generacji par EPR

Wiemy juz, jak zbudowac komputer
kwantowy ... na papierze. Ale czy istnieja
uklady fizyczne, za pomoca których
mozna faktycznie zrealizowac komputer
kwantowy (lub chocby jego elementy ­
kwantowe bramki logiczne)? Odpowiedz
brzmi TAK, ale szczególowe omówienie
kandydatów wymagaloby osobnego
artykulu.

100) ---7

101) ---7

110) ---7

111) ---7

100) + 111)

101) - 110)

110) - 111)

101) + 110)
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Rys. 1

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2001

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 308 (WT=2,15) i 309 (WT=2,94)

z numeru 12/2000

310. Z równi pochylej o kacie nachylenia a wyrzucono male cialo z ustalona wartoscia predkosci
poczatkowej. Jaki powinien byc kat nachylenia tej predkosci do poziomu, aby: a) rzut trwal
maksymalnie dlugo, b) zasieg rzutu byl maksymalny?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2001

Przypominamy tresc zadan:

Zadania z fizyki nr 318, 319
Redaguje Jerzy B. BROJAN

318. Dwa jednakowe walce polozono jeden na drugim przy pionowej scianie (rys. 1)
i bardzo lekko pchnieto dolny walec w prawo, tak ze zaczal sie wysuwac spod górnego,
który pozostawal w kontakcie ze sciana. Jaka predkosc osiagnie ostatecznie dolny
walec? Zakladamy, ze na zadnej ze stykajacych sie powierzchni nie wystepuje tarcie,

319. Cieplo parowania rteci wynosi r = 2,9.105 J/kg, napiecie powierzchniowe rteci
- CT = 0,49 J/m2, gestosc - P = 1,36.104 kg/m3, a masa atomowa - M = 201. Na
podstawie tych danych wyprowadzic przyblizona wartosc liczby Avogadra.

Wskazówka: napieciem powierzchniowym cieczy nazywamy energie, która trzeba
dostarczyc, aby zwiekszyc powierzchnie cieczy o jednostke. Dla scislosci nalezaloby
ustalic osrodek, z jakim styka sie rtec - przyjmijmy, ze jego czasteczki slabo oddzialuja
z czasteczkami rteci (np. jest to powietrze).

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

45,10
43,14
36.35
36,02
26,91
20,37
19,56

- Szczecin
- Boleslawiec
~ Chocian6w
- Myszków
- Warszawa
- Tarnów
- Rzeszów

Marek Wójcicki
Andrzej Idzik
Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma
Tomasz Rudny
Tomasz W ietecha
Jacek Piotrowski

Druga 44-punktowa runde konczy
p. Wójcicki.

Rys. 2

311. Promieniowanie jest pochlaniane w materii zgodnie ze wzorem

1= Ioe-J.LX,

gdzie ID jest natezeniem wiazki padajacej, a I - natezeniem wiazki przechodzacej przez warstwe
o grubosci x. Jesli parametr I-' opisujacy pochlanianie promieni podczerwonych ma dla pewnego
materialu wartosc 2 mm -1, a jego wspólczynnik przewodnictwa cieplnego wynosi 0,2 W /(m·K), to
czy sluszne jest przypuszczenie l ze w temperaturze pokojowej przewodnictwo cieplne tego materialu
wynika glównie z przeplywu energii w formie promieniowania podczerwonego? Wystarczy odpowiedz
oparta na ocenie orientacyjnej.
Wskazówka: Wspólczynnikiem przewodnictwa cieplnego .\ nazywamy wspólczynnik we wzorze
Fouriera

!::.Q !::.T-=.\5­
!::.t !::.x'

gdzie !::.Q jest iloscia ciepla przeplywajaca w ciagu czasu !::.t przez powierzchnie S pod wplywem
róznicy temperatur !::.T miedzy punktami odleglymi o !::.X wzdluz osi prostopadlej do tej
powierzchni.

310. Oznaczmy przesuniecie poziome ciala przez x, pionowe
przez y (ze zwrotem w dól, zob. rys. 2), czas lotu przez t,
a szukany kat nachylenia przez /3. Obowiazuja równania:

x = vat cos /3,

. /3 1 2
Y = -vat sm + "2gt ,

y = xtga.

Przeksztalcajac je, znajdujemy

2va sin (a + /3)t= ------,
g cos a

2V6 sin( a + /3)cos /3 V6 sin( a + 2/3) + sin ax = - ------- = ---------
g cosa g cosa

Zatem warunek a) bedzie spelniony, gdy a + /3 = 90°,
a warunek b) - gdy a + 2/3 = 90°.

311. Oprzemy sie na analizie wymiarowej, Jesli
przewodnictwo cieplne wynika z emisji i absorpcji
promieni podczerwonych, to wspólczynnik >.. zalezy
od stalej absorpcji J.t, temperatury T i stalej
Stefana-Boltzmanna er (zalózmy dla uproszczenia,
ze dany material ma wlasciwosci ciala doskonale
czarnego). Wymiarem wspólczynnika przewodnictwa
cieplnego >.. jest WI (m. K), stalej J.t - m-l, a stalej CT

- W/(m2'K4), a stad

>.. = const. '!...T3,
J.t

gdzie const jest stala liczbowa "rzedu 1". Obliczamy
erT3 IJ.t = 0,0008 W l(m'K), co jest wielkoscia o wiele
mniejsza od >... Wysuniete przypuszczenie nalezy wiec
odrzucic.
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Zadania z matematyki nr 421, 422
Redaguje Marcin E. KUCZMA

421. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym (n> 3). Ile jest funkcji f: A -+ A o tej
wlasnosci, ze (n-2)-krotna iterata fn-2 = f o f o ... o f jest odwzorowaniem stalym,'--.-'

n-2
podczas gdy fn-3 nie jest odwzorowaniem stalym?

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2001

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 405 (WT=3,26) i 406 (WT=1,43)

z numeru 9/2000
Bartlomiej Oyda - Wroclaw 42,80
Bartlomiej Marczak - Warszawa. 41,75
Pawel Kubit - Kraków 39,70
Piotr Kumor - Olsztyn 36,98
Przemyslaw Gadzinski - Sroda Slaska 34,87

Rozwiazanie zadania M 952.
Zalózmy, ze równosc f(f(n)) = n + 2001
jest spelniona dla wszystkich n E No .
Wtedy

f(n + 2001) = f(f(f(n))) = f(n) + 2001,

a wiec równiez

f(n + 2001k) = f(n) + 2001k,

dla wszystkich n, k E No. Rozwazmy
dowolne O :S: r :S: 2000 i podzielmy z reszta
liczbe f(r) przez 2001: f(r) = 2001p + q,

O :S: q :S: 2000. Z zalozenia

f(f(r)) = r + 2001
oraz

f(f(r)) = f(q + 2001p) = f(q) + 2001p.

Poniewaz r :S: 2000, wiec mozliwe sa dwa
przypadki:
1) p = O,

czyli f(r) = q oraz f(q) = r + 2001;
2) P = 1,

czyli f(r) = q + 2001 oraz
f(q) ~ f(f(r)) - 2001 = r.

W obu przypadkach mamy, oczywiscie,
f(r) i f(q), czyli r i q. Tak wiec zbiór
{O, 1, ... ,2000} mozna podzielic na pary
(a, b) tak, ze f(a) = b i f(b) = a + 200l.
Przeczy to jednak temu, ze w zbiorze tym
jest nieparzysta liczba elementów.

2n_l

422. Rozwazamy ciag liczb an = IIsin 2-n k7r (n = 1,2,3, ... ).
k=l

Wykazac istnienie i obliczyc wartosc granicy

Zadanie 422 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/2001
Przypominamy tresc zadan:

413. Liczby dodatnie a, b, c spelniaja warunki b > 2a, c> 2b. Dowiesc, ze dla pewnej liczby

dodatniej .\ czesc ulamkowa kazdego z iloczynów .\a, .\b, .\C jest liczba z przedzialu (!; ~).
(Czesc ulamkowa liczby x to róznica x - [x], gdzie [x] jest jej czescia calkowita.)

414. Wewnatrz wielokata wypuklego W znajduje sie taki punkt O, ze kazda prosta przechodzaca
przez O dzieli wielokat W na dwie czesci o równych polach. Czy stad wynika, ze punkt O jest
srodkiem symetrii wielokata W?

413. Okreslamy trzy ciagi przedzialów otwartych

(k+! k+~) (m+! m+~) (n+! n+~)
[- 3.3 J- 3.3 K- 3.3k- --, --, m- --b-' --b-' n- --,--a a c c

(k, m, n = 0,1,2,3, ... ). Nalezy dowiesc, ze dla pewnej trójki wskazników k, m, n czesc
wspólna hn Jm n Kn jest zbiorem niepustym (kazda liczba A nalez'aca do takiego
zbioru spelnia wymagany warunek).

Odleglosc miedzy dowolnymi dwoma sasiednimi przedzialami Kn' Kn+l' równa fe,
jest mniejsza niz dlugosc kazdego przedzialu Jm, równa li;. Zatem kazdy przedzial Jm
przecina pewien przedzial Kn. Teza bedzie wobec tego udowodniona, jesli wykazemy,
ze pewien przedzial h zawiera pewien przedzial Jm.

Zadanie zostalo sprowadzone do znalezienia pary liczb calkowitych k, m ~ O

spelniajacej warunki
kIl 2 k 2

() +3 m+3 m+3 +3* -- < --- oraz --- < --
a - b b a

Próbujemy przyjac k = O. Warunki (*) przybieraja postac ~m + 1 :S t :S 3m + 1, gdzie
t = b/a> 2j równowaznie: u :S m:S 2u, gdzie u = ~(t - 1). Gdy t ~ ~, wówczas u ~ ~,
przedzial (Uj2u) zawiera co najmniej jedna liczbe calkowita m, i mamy to, o co chodzi.

Pozostaje przypadek, gdy t < ~. Wtedy przyjmujemy m = 2k + 1. Takie podstawienie
sprowadza warunki (*) po prostym przeksztalceniu do nierównosci podwójnej

5 - 2t 4 - t
v < k < w, gdzie v = --~ , w = --- .- - 3t - 6 3t - 6

Gdy 2 < t < ~,wówczas w - v ~ 1, wiec znajdujemy w przedziale (v;w) liczbe
calkowita k; dla tej liczby (i dla m = 2k + 1) warunki (*) sa spelnione. To konczy
dowód.

414. Odpowiedz: tak. Przypuscmy bowiem, ze punkt O nie jest srodkiem symetrii
wielokata W. Istnieje wówczas prosta przechodzaca przez O i przecinajaca brzeg
wielokata w punktach A i A' tak, ze 10AI < 10A'I. Obracamy ja o niewielki kat a
wokól punktu O; otrzymana prosta przecina brzeg wielokata w punktach B i B'
(ILAOBI = ILA'OB'I = a).

Przy obracaniu prostej punkty jej przeciecia z brzegiem zmieniaja swe polozenie
w sposób ciagly. Jesli wiec kat a jest dostatecznie maly, to z nierównosci 10AI < 10A'I
wynika nierównosc 10BI < 10B'I, a w obszarach katów wypuklych AOB i A'OB' nie
znajduje sie zaden wierzcholek wielokata Wj zatem odcinki AB i A' B' sa fragmentami
brzegu wielokata.

Skoro kazda z prostych AA' i BB' dzieli wielokat na dwie czesci o równych polach,
to trójkaty AOB i A'OB' musza miec równe pola. Ale SAOB = ~ ·IOAI·IOBI . sina,
SA'OB' = ~·IOA'I·IOB'I· sina, wiec SAOB < SA'OB'. Uzyskana sprzecznosc
uzasadnia odpowiedz.
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Patrz w niebo Pisalismy juz kilkakrotnie w Delcie, ze coraz bardziej ugruntowuje sie poglad,
iz za wyginiecie dinozaurów na przelomie kredy i trzeciorzedu odpowiedzialny
jest wielki meteor. Spadl on na skraj Jukatanu, a spowodowane tym zapylenie
atmosfery spowolnilo fotosynteze, w wyniku czego nastapilo zubozenie szaty
roslinnej i w rezultacie wymarcie wielkich gadów. Nastapilo to 65 mln lat temu.

Okazuje sie jednak, ze mozna miec na ten temat szerszy poglad. Dwaj
astronomowie z Pasadeny w Kalifornii niedawno zajeli sie dyskutowana od
pewnego czasu hipoteza: oszacowane przez geologów tempo osiadania na
Ziemi materii kosmicznej nasilalo sie, gdy Uklad Sloneczny przechodzil przez
ramiona spiralne naszej Galaktyki. Wielkoskalowa strukture Galaktyki odtwarza
sie na podstawie rozmieszczenia w przestrzeni np. obloków zjonizowanego
wodoru. Obloki te sa stowarzyszone z mlodymi, goracymi gwiazdami i - zgodnie
z teoria ramion spiralnych - z podwyzszona gestoscia wszelkich innych, trudniej
obserwowalnych form materii obecnej w Galaktyce. Te spiralne fale gestosciowe
obracaja sie wokól centrum Galaktyki, gwiazdy równiez centrum obiegaja,
ale w innym tempie. Po uwzglednieniu tego wszystkiego mozna ocenic, kiedy
Slonce przechodzilo ostatnie kilka razy przez ramiona Galaktyki. Amerykanskim
astronomom wyszlo, ze bylo to w kambrze (poczatek ery paleozoicznej), na
przelomie permu i triasu (czyli ery paleozoicznej i mezozoicznej) i wreszcie
w kredzie (czyli pod koniec ery mezozoicznej). Rozumowanie przedstawione
przez Amerykanów ma w dodatku bardzo wazna ceche kazdej przyzwoitej
hipotezy naukowej, mianowicie weryfikowalnosc - co prawda na mozliwosc
przeprowadzenia tej weryfikacji trzeba bedzie sporo poczekac. Bowiem na
podstawie ruchu Slonca i rozmieszczenia ramion Galaktyki oszacowali oni, ze
nastepny raz Slonce przejdzie przez ramie za 140 mln lat.

Pominawszy jednak te humorystyczna raczej zalete hipotezy, trudno nie zgodzic
sie z tym, ze Slonce, przechodzac przez ramie spiralne Galaktyki, ma wieksza
szanse bliskiego spotkania z supernowa lub z wielkim oblokiem molekularnym.
A to niewatpliwie moze spowodowac wzrost albo tempa mutacji u ziemskich
organizmów, albo tempa spadku na Ziemie kosmicznych bryl, krazacych dotad
bezpiecznie w duzej odleglosci od Slonca. Moze wiec rzeczywiscie przelomy er
geologicznych byly efektem katastrof uwarunkowanych az przez wielkoskalowa
budowe Galaktyki, a spadek meteoru to tylko nieuchronny w tej sytuacji epizod.

Maj

Rozwiazanie zadania M 953.
Niech (ni) bedzie rosnacym ciagiem
wszystkich liczb naturalnych, które
nie sa kwadratami liczb naturalnych.
Przyjmijmy nk,m = (nk)2m,
gdzie k, m E N. Wtedy mamy
nk,m+1 = (nk,m)2 Poza tym dla kazdej
liczby naturalnej ° > l istnieje para liczb
k, m, dla których °= 0k,m' Szukana
funkcje mozna zdefiniowac za pomoca
nastepujacego wzoru:

f(1) = l

{ °k+1,m+1f(ok,m) = 0k-1,m

dla k nieparz . ,
dla k parzyst.

W majowe wieczory prawie przez zenit przechodzi gwiazdozbiór Psów Gonczych.
Jest to nieduzy i malo wyrazny gwiazdozbiór lezacy na poludnie od Wielkiej
Niedzwiedzicy, a "umiescil" go na niebie Heweliusz w 1690 roku. Znajduje sie
w nim wiele obiektów pozagalaktycznych, które - niestety - z reguly sa dosc
slabe. Majac jednak co najmniej dobra lornetke, mozna niektóre odszukac. Na
przyklad gromada kulista M 3 ma jasnosc 6,2 mag, a wiec w lornetce powinna
byc widoczna bez problemów. Znajduje sie w odleglosci 8800 pc, a jej srednica
katowa jest niemal taka jak Ksiezyca. Lepszego przyrzadu potrzeba, by zobaczyc
znajdujace sie w Psach Gonczych galaktyki. Najjasniejsza z nich, M 94, ma
jasnosc 7,9 mag. Thtaj tez znajduje sie bardzo czesto reprodukowana piekna
galaktyka spiralna Wir, czyli M 51, z galaktyka towarzyszaca - jej jasnosc
wynosi jednak 10 mag, przez co do jej odszukania potrzeba naprawde dobrych
warunków obserwacyjnych, czyli czarnego nieba, o co jest coraz trudniej.

4 V Wenus osiaga swoja najwieksza aktualnie jasnosc i widac ja doskonale
w Rybach przed wschodem Slonca. Mars jest w Strzelcu i wschodzi wprawdzie
przed pólnoca, ale jest stale nisko nad poludniowym horyzontem. Jowisz
i Saturn sa w Byku, czyli bardzo blisko Slonca, zatem ich nie widac (Saturn
ma nawet 25 V zlaczenie ze Sloncem). Mozna jeszcze po zachodzie Slonca
próbowac ujrzec Merkurego, gdyz 22 V znajdzie sie w najwiekszej od niego
katowej odleglosci - 220 na wschód. Pelnia Ksiezyca wypada 7 V, a nów 23 V.
W maju Ksiezyc nie zakrywa zadnych jasnych gwiazd.

T.K.
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DLACZEGO? (4)
W naszych rozwazaniach przyjelismy milczace (i, niestety,
nieprawdziwe) zalozenie, ze wszystkie dopuszczalne (czyli
wzglednie pierwsze z 210) reszty z dzielenia przez 210
wystepuja w rozwazanym przez nas ciagu z jednakowa
czestoscia. Przeanalizujmy na poczatek prostszy przyklad
zwiazany z iteracjami funkcji h, która argument mnozy
przez 5, dodaje 1, a nastepnie usuwa z wyniku wszystkie
czynniki 2 i 3.

Poniewaz wartosci tak okreslonej funkcji h sa liczbami
wzglednie pierwszymi z 6, zatem moga przy dzieleniu
przez 6 dawac reszte 1 lub 5.

Jezeli n == 1 (mod6), to 5n + 1 jest liczba podzielna przez 6
i po kompletnym wydzieleniu przez 2 i 3 da z równym
prawdopodobienstwem liczbe podzielna przez 6 z reszta
1 lub 5.

Jesli jednak n == 5 (mod6), to 5n + 1 jest liczba parzysta
niepodzielna przez 3 (daje reszte 2 przy dzieleniu przez 6).
Po kompletnym wydzieleniu tej liczby przez 2 otrzymamy:
- z prawdopodobienstwem 1/2, po dokladnie jednym

dzieleniu przez 2, liczbe postaci 6k + 1,
z prawdopodobienstwem 1/4, po dokladnie dwóch
dzieleniach przez 2, liczbe postaci 6k + 5,

- z prawdopodobienstwem 1/8 po dokladnie trzech
dzieleniach przez 2, liczbe postaci 6k + 1,

- z prawdopodobienstwem 1/16 po dokladnie czterech
dzieleniach przez 2, liczbe postaci 6k + 5 itd.

Zatem szansa na uzyskanie w tym przypadku liczby postaci
6k + 1 wynosi 2/3, a postaci 6k + 5 tylko 1/3.

Jesli wiec przez Gl i G5 oznaczymy oczekiwane czestosci
wystepowania w ciagu iteracji funkcji h liczb dajacych przy
dzieleniu przez 6 reszty odpowiednio 1 i 5, to otrzymujemy

uklad równan:

{Gl = Gl + 2G5

2 3

G5 = Gl + G5
2 3

Gl + G5 = 1

którego rozwiazaniem sa liczby Gl = 4/7 i G5 = 3/7.
To zas oznacza, ze przy kazdej iteracji funkcja h mnozy
liczbe przez 5, a nastepnie dzieli ja przez 2 srednio 2 razy

i przez 3 (UWAGA H!) nie ~, ale i .~= ~ raza.4 7 2 7

Podobne zjawisko wystepuje dla funkcji f. Oczekiwane
czestosci wystepowania reszt z dzielenia przez 210 w ciagu
jej iteracji podane sa w tabeli.

Oczywiscie, nie sa to wartosci dokladne, a jedynie
przyblizone. Nawet najbardziej wnikliwy Czytelnik
patrzacy na te tabele nie ma szansy zauwazenia, ze
dokladne wartosci sa liczbami wymiernymi o mianowniku

1324621797939996777697147975759531841253=

=32 ·37·523·4951·947747·1620916452482347478939311,

(niektóre ulamki sie troche upraszczaja, ale niewiele).

Widzimy, ze reszta 19 powinna pojawiac sie prawie
dwukrotnie czesciej niz 191.

Uwzglednienie powyzszych wyników prowadzi do korekty
rozwazan przedstawionych w poprzednim (kwietniowym,
a wiec Prima Aprilisowym) r-limatiasie.

I tak, nalezy oczekiwac w kazdej iteracji funkcji f
- 0,8128688 dzielen przez 3 (zamiast ~ = 0,75),

0,2857835 dzielen przez 5 (zamiast f6 = 0,3125),

0,2039183 dzielen przez 7 (zamiast -k ::;:j 0,1944444).

Ostatecznie oczekujemy, ze funkcja f srednio mnozy
liczbe przez 0,99941477, czyli zmniejsza liczbe cyfr o 1 co
3933,36726 iteracji.

Nalezy oczekiwac, ze efekt tendencji zmniejszajacej funkcji
f bedzie zauwazalny po liczbie iteracji rzedu kwadratu
tej ostatniej liczby. Jest on równy okolo 15471378, jednak
ekscytowanie sie jego zgodnoscia z liczba iteracji, po której
ciag zszedl do jedynki, byloby czystym mistycyzmem.

1 0,02614371
11

0,01840448
13

0,01426965
17

0,02112253
19

0,02805647
23

0,01709291
29

0,01974483
31

0,02466955
37

0,02662055
41

0,01965202
43

0,01662163
47

0,01944558 53 0,02195964
59

0,01810492
61

0,02739508
67

0,01831024
71

0,02025111
73

0,01979727
79

0,02649677
83

0,01952313
89

0,01645591
97

0,01981226
101

0,01617247
103

0,01694844 107 0,01939195
109

0,01946275
113

0,02300551
121

0,02509051
127

0,02595694
131

0,01738549
137

0,02167048
139

0,02346179
143

0,02284915
149

0,01847773
151

0,01612545
157

0,02582107 163 0,0180086
167

0,01910048
169

0,02572076
173

0,01953688
179

0,01772802
181

0,02507326
187

0,02678566
191

0,01426742
193

0,01901402
197

0,02210952
199

0,02625015
209

0,01463529 1 (mod 3) 0,5419126
2 (mod 3)

0,4580874
1 (mod 5)

0,2506306
2 (mod 5)

0,2661472
3 (mod 5)

0,2286268
4 (mod 5)

0,2545954
1 (mod 7)

0,179554
2 (mod 7)

0,1654464
3 (mod 7)

0,1747871
4 (mod 7)

0,1526751
5 (mod 7)

0,1720095
6 (mod 7)

0,1555279

JWR

Natomiast calkiem na miejscu jest przekonanie, ze po kilkudziesieciu milionach iteracji efekt zmniejszania musi wziac góre
nad kaprysnymi wahaniami ciagu.

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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