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Dlaczego na podium sa zawsze trzy miejsca?
Jerzy TYSZKIEWICZ
Calkiem czesto zdarza sie w sporcie nastepujaca sytuacja: kilka druzyn rozgrywa
turniej metoda "kazdy z kazdym". I wówczas pojawia sie klopot: oto z grupy
eliminacyjnej awansuje jedna druzyna, a tymczasem tabelka z wynikami meczów
wyglada nastepujaco:

Ax
Artykul ten dedykuje BLidii Korzeniewskiej i Robertowi

O
X

Hajlaszowi, moim szkolnym

C1OX

nauczycielom matematyki.
-

A
BC

Oczywiscie, jesli turniej ma wlasnosc Wk,
to dla dowolnego l < k ma wlasnosc Wl·

Kurt Schiitte (1909-1998), niemiecki logik
i matematyk, byl doktorantem Davida
Hilberta.

czyli B przegrala z A, a C wygrala z A i przegrala z B. W takiej sytuacji
trudno jest wskazac te druzyne, która powinna awansowac, bo jakkolwiek bysmy
ja wybrali, wsród tych nie awansujacych jest druzyna jednoznacznie od niej
lepsza. Rózne sa sposoby wybrniecia z takiego klopotu. Czasem rozpatruje sie
liczbe zdobytych bramek, czasem liczbe straconych, czasem róznice miedzy tymi
liczbami; w odwodzie jest jeszcze zawsze wyjscie ostateczne: losowanie.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy z kilku graczy, po rozegraniu turnieju, znowu
metoda "kazdy z kazdym" , wylonic dwóch najlepszych. Czy moze sie trafic
podobny problem jak poprzednio: niezaleznie od wyboru zwyciezców, jest wsród
pozostalych taki pechowiec, który z nimi oboma wygral? (Slowo pechowiec
jest w takiej sytuacji chyba calkowicie usprawiedliwione: wygral z dwoma
najlepszymi, a sam nagrody nie dostal.)

A gdybysmy mieli wybrac trzech zwyciezców? Albo, ogólnie, knajlepszych?

Zeby dokladnie zrozumiec, o co pytamy, umówmy sie, ze wyniki turnieju
rozegranego przez n > 1 graczy Al, A2"'" An zapisujemy w postaci tabelki
podobnej, jak poprzednio, gdzie kropki oznaczaja Olub 1.

X

X

X

To, co nam wyszlo, matematycy nazywaja turniejem: jest to zbiór (zawsze
skonczony) {Al, A2"'" An} elementów zwanych graczami, oraz relacja
zwyciezania miedzy graczami spelniajaca warunki: zaden gracz nie jest w relacji
z samym soba, a dla dowolnych dwóch róznych graczy A, B dokladnie jeden
z nich zwycieza drugiego. Wlasnie ta relacja jest opisana nasza tabelka·
1 w j-tym wierszu i i-tej kolumnie oznacza, ze gracz Aj zwycieza gracza Ai'
a O w tym samym miejscu oznacza, ze gracz Ai zwycieza gracza Aj.

Mówimy, ze turniej T ma wlasnosc Wk, gdy dla kazdego podzbioru k jego graczy
istnieje inny gracz, który zwycieza kazdego w tym k-elementowym podzbiorze.
Nasz turniej z druzynami A, B i C ma wlasnosc W1·

Chcemy wiedziec, czy dla kazdego naturalnego k istnieje turniej o wlasnosci Wk·

Jest to pytanie, które w 1962 roku zadal sobie Kurt Schiitte. Znalazl on, oprócz
przykladu turnieju o wlasnosci W1, takze turniej, majacy wlasnosc W2, na
pytanie w calej ogólnosci jednak nie umial odpowiedziec. Zapytal wiec o to
Paula Erdosa.

Jeszcze tego samego dnia Erdos znal juz rozwiazanie: tak, takie turnieje istnieja·
Jego dowód byl niezwykle pomyslowy i elegancki: jezeli wyjsciowa liczba graczy
jest dostatecznie duza (w zaleznosci od wybranego k), a wyniki gier ustalane
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losowo (np. przez rzut symetryczna moneta), to szansa, ze tak powstaly
turniej ma wlasnosc Wk, jest dodatnia. Wynika z tego, ze mozna tak dobrac
wyniki gier, aby turniej mial te wlasnosc, bo gdyby to bylo niemozliwe, to
prawdopodobienstwo wylosowania takiego turnieju byloby oczywiscie O. Dowód
jest króciutki, a rachunki nietrudne.

Niech n bedzie liczba graczy w turnieju. Jak powiedzielismy,
wyniki losujemy, rzucajac symetryczna moneta, a rzuty
sa dla róznych gier niezalezne. Bedziemy szacowac
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowany tym sposobem
turniej nie ma wlasnosci Wk. Po pierwsze, dla dowolnych,
ale ustalonych k graczy zdarzenie polegajace na tym,
ze pewien ustalony gracz sposród pozostalych nie wygra
ze wszystkimi k poprzednimi, ma prawdopodobienstwo
l - 2-k. Poniewaz wszystkie zdarzenia tej postaci, rózniace
sie wyborem tego dodatkowego gracza, sa niezalezne, wiec
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze tych ustalonych k graczy nie
zostanie pokonanych przez zadnego z graczy pozostalych, jest
iloczynem prawdpodobienstw i wynosi (1- 2-k)n-k. W koncu,

zdarzenie, ze wylosowany turniej nie ma wlasnosci Wk, jest
suma wszystkich zdarzen, ze jakichs k graczy nie zostalo
jednoczesnie pokonanych przez jednego gracza. Poniewaz zawsze
prawdopodobienstwo sumy zdarzen nie jest wieksze niz suma ich
prawdopodobienstw

to prawdopodobienstwo, ze wylosowany turniej nie ma
wlasnosci Wk, nie przekracza (~) (l - 2-k)n-k. Jak latwo
sprawdzic (np. uzywajac kryterium d' Alemberta), ten
ostatni ciag jest zbiezny do O przy n --> <Xl, a co za tym idzie,
dla duzych n prawdopodobienstwo wylosowania turnieju
o wlasnosci Wk jest dodatnie.

Ixl oznacza naj mniejsza liczbe calkowita
nie mniejsza od x.

LxJ oznacza najwieksza liczbe calkowita
nie wieksza od x.

\

l

Czy to juz pelnia szczescia? Nie calkiem. Ludzie maja to do siebie, ze zwykle
nie zadowalaja sie swiadomoscia, ze cos jest, tylko chca to zobaczyc. A tego
pragnienia dowód Erdosa nie realizuje. Oczywiscie, mozna wziac niezbedna
liczbe graczy i rzucac moneta w celu ustalenia wyników gier. Okazuje sie,
ze w dowodzie Erdosa wystarcza i2k k( kIn 2 + 2ln k) l graczy, co dla k = 3 wynosi
103, wiec trzeba wykonac e~3) = 5253 rzuty. Mamy wówczas spora szanse,
ze powstaly turniej bedzie mial wlasnosc W3. Jednak sprawdzenie, czy jest tak
na pewno, jest nieslychanie pracochlonne (a mozna przeciez tez miec pecha
w losowaniu ... ). Samych trójlementowych zbiorów graczy jest e~3) = 176851.
Losowanie i sprawdzanie mozna wprawdzie powierzyc komputerowi, ale dla k = 4
nawet on bedzie w opalach, a dla k = 5 nie da juz sobie rady.

Niewierni Tomasze matematyki szukali wiec metody, by takie turnieje
konstruowac raczej, niz tylko dowodzic ich istnienia. Taka wlasnie konstrukcja
zostala znaleziona przez Ronalda Grahama i Joela Spencera w 1971 roku.
Niestety, zatracila ona calkowicie elementarnosc dowodu Erdosa. Dosc
powiedziec, ze twierdzen niezbednych do udowodnienia, iz konstruowane turnieje
maja istotnie wlasnosc Wk, nie zna nawet wiekszosc zawodowych matematyków,
tak sa specjalistyczne.

Autor tego artykulu znalazl jednak niedawno calkiem prosta konstrukcje
turniejów o wlasnosci Wk, która zaraz tu opiszemy.

Zauwazmy, ze dla tego celu wystarczy podac operacje, która dany turniej T
o wlasnosci Wk przeksztalci w nowy turniej T' o wlasnosci Wkf, gdzie k' > k.
Wtedy, zaczynajac od jakiegos ustalonego turnieju T o wlasnosci, powiedzmy,
W2, turnieje T, T', Tli, TIII, ... beda mialy wlasnosc Wk z coraz to wiekszym k.
Kontynujac ten ciag dostatecznie daleko, mozna wtedy uzyskac turniej
z wlasnoscia Wk dla dowolnie duzego k.

Teraz opiszemy taka metode przeróbki turnieju T. Zawodnikami turnieju T'
beda uporzadkowane druzyny, kazda skladajaca sie z 3 graczy turnieju T.
Uporzadkowanie oznacza, ze kolejnosc graczy w druzynie jest istotna, np. na
nasze potrzeby druzyny (A, B, G) i (G, B, A) beda rózne. Mecz takich druzyn
odbywa sie nastepujaco:
• Pierwszy gracz pierwszej druzyny gra z pierwszym graczem drugiej druzyny.
• Drugi gracz pierwszej druzyny gra z drugim graczem drugiej druzyny.
• Trzeci gracz pierwszej druzyny gra z trzecim graczem drugiej druzyny.
• Wyniki gier brane sa z turnieju T, a ~ygrywa ta druzyna, która ma wiecej

zwyciestw indywidualnych.

Te zasady nie wystarczaja do rozstrzygniecia kazdego meczu. Na przyklad nie
wiadomo, jaki powinien byc wynik spotkania druzyn (A, B, G) i (B, A, G).
Okazuje sie jednak, ze niezaleznie od tego, jak potraktujemy takie watpliwe
przypadki, jesli tylko turniej T ma wlasnosc Wk z k > 1, to turniej T' ma
wlasnosc Wkf, gdzie k' = L3k/2J > k.
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Nalezy tu wspomniec o liczbie
graczy, która jest niezbedna dla
uzyskania wlasnosci Wk' Okazuje sie,
ze niekonstruktywny dowód Erdosa jest
najoszczedniejszy, dowód przedstawiony
w tym artykule jest najrozrzutniejszy, zas
konstrukcja Grahama i Spencera lokuje
sie posrodku.

Osobom zainteresowanym innymi
niekonstruktywnymi dowodami istnienia
skonczonych obiektów mozna polecic
ksiazke Zbigniewa Palki i Andrzeja
Rucinskiego Niekonstruktywne metody
matematyki dyskretnej, WNT 1996.

Przekonajmy sie o tym. Niech wiec (Al, Bl, Cd, ... , (AL3k/2j, BL3k/2j, CL3k/2j)

beda dowolnymi druzynami w turnieju TI• Zbiory

{Al, A2"'" Ak},

{BLk/2j+l, BLk/2j+2,"" BL3k/2j},

{CI, C2, ... , CLk/2j, CHI, Ck+2, ... , CL3k/2j}

skladaja sie z co najwyzej k graczy kazdy. Istnieja wiec gracze Al, BI, CI,
wygrywajacy ze wszystkimi graczami z odpowiednich zbiorów. Jak latwo
sprawdzic, zespól (Al, BI, CI) wygrywa mecz z kazda z wyjsciowych druzyn,
bo uzyskuje zawsze co najmniej dwa zwyciestwa indywidualne. I to juz koniec
dowodu poprawnosci naszej konstrukcji. Twierdzenie Erdosa zostalo wykazane.

Ale, ale: dlaczego podium ma zawsze trzy miejsca? To calkiem proste:
naj mniejszy turniej, który ma wlasnosc W2, liczy tylko 7 graczy (wiedzial to
juz Schiitt e), czyli przy dwumiejscowym podium w wielu ligach moglyby sie
zdarzac fatalne sytuacje, ze pogromca wszystkich medalistów sam medalu
nie ma. Tymczasem, jak wykazali Esther i George Szekeres, kazdy turniej
o wlasnosci W3 liczyc musi co najmniej 19 graczy (i tylu ich wystarcza). Teraz
wszystko jest jasne: oto dlaczego na podium sa zawsze trzy miejsca, a ligi
we wszelkich dyscyplinach licza na ogól nie wiecej niz 18 zespolów!

__ o*,

_ Zadania

a

A

B

Rysunek 1.
e Rozwiazanie zadania 1 ze str. 7)

Redaguje Lukasz WIECHECKI

Pamietacie zapewne zadanie pod tytulem "Jedzie Arab na wielbladzie przez
pustynie, chce dotrzec na impreze do najblizszej oazy, ale przedtem chce jeszcze
umyc zeby w rzece. Jaka droge ma obrac, zeby bylo najkrócej?" . Typowe
zadanko do zablysniecia na szkolnym party. W tym miesiacu wiecej materialu
do zaimponowania ladnym kolezankom z klasy!

M 946. Na plaszczyznie dane sa dwa miasta A i B, które leza po róznych
stronach rzeki o szerokosci a (linie brzegowe sa prostymi równoleglymi). Gdzie
trzeba wybudowac most (prostopadly do linii brzegowych), aby droga od A do
B przez ten most byla najkrótsza (rysunek obok)?
Rozwiazanie na str. 13

M 947. Wykazac, ze dowolny czworokat wpisany w kwadrat PQRS o boku 1
(po jednym wierzcholku na kazdym boku) ma obwód nie mniejszy niz 2V2.
Rozwiazanie na str. 7

M 948. Wewnatrz trójkata ABC dane sa dwa rózne punkty M i N. Znalezc
naj krótsza droge od M do N, która ma wspólne punkty kolejno z bokami AB,
BC i AC.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 543. Promien ro kola lokomotywy jest równy 1 m w temperaturze to = ooe.
Wyznaczyc róznice w liczbie obrotów kola latem w temperaturze h = 25°e
i zima w temperaturze t2 = -25°e na drodze l = 1000km (wspólczynnik
rozszerzalnosci cieplnej a = 1,2.10-5 /K).

Rozwiazanie na str. 13

F 544. O ile opózni sie na dobe zegar scienny, który zostal wyregulowany
w temperaturze h = 15° e, jesli umiescic go w pokoju o temperaturze t2 = 300e.
Wahadlo zegara ma dlugosc l = 0,5 m (w temperaturze to) i wykonane jest
z mosiadzu (a = 2 . 1O-5/K).
Rozwiazanie na str. 13

3



Zabawy z kalkulatorem (II)
Piotr HAJLASZ

W poprzednim artykule (Delta 1/2001) opisalismy bardzo prosta metode
pozwalajaca na znajdowanie przyblizonego rozwiazania równania f(x) = O.

Szczególnie duzo uwagi poswiecilismy znajdowaniu przyblizonej wartosci V2,
czyli rozwiazania równania x2 - 2 = O. Metoda byla jednak malo skuteczna
z racji tego, ze wymagala wykonania wielu obliczen (jej idee przypominamy na
marginesie) .

W niniejszym artykule opiszemy zupelnie inna metode zwana metoda stycznych
Newtona. Jak zobaczymy, w odróznieniu od metody poprzedniej pozwala ona na
nieomal blykawiczne uzyskanie oczekiwanego wyniku.

Rozwiazanie równania f(x) = O to punkt przeciecia wykresu funkcji y = f(x)

z osia x-ów. Zalózmy, ze wykres funkcji y = f(x) wyglada mniej wiecej tak jak
na rysunku 2.

Wezmy jakis punkt Xo lezacy na prawo od punktu przeciecia. Narysujmy styczna
do wykresu w punkcie (xo, f(xo)). Przecina ona os x-ów w jakims punkcie Xl.

Teraz rysujemy styczna do wykresu w punkcie (Xl, f(X1))' Przecina ona os
x-ów w punkcie X2 itd. W efekcie otrzymujemy ciag Xn zbiezny do rozwiazania
równania f(x) = O. Zobaczmy, czy ciag ten mozna opisac za pomoca jakiegos
konkretnego wzoru. Z rysunku 3. widac, ze f(xn) = tgan(xn - xn+d =
= I'(xn)(xn - Xn+1)' Stad otrzymujemy wzór rekurencyjny

f(xn)

(1) xn+1 = Xn - f'(xn) .

A wiec punkt Xo wybieramy w sposób dowolny (ma to byc jednak punkt
polozony niezbyt daleko od rozwiazania), kolejne zas punkty obliczamy za
pomoca wzoru (1).

Oczywiscie V2 jest rozwiazaniem równania f(x) = O dla f(x) = x2 - 2. Poniewaz
f'(x) = 2x, wiec wzór (1) przyjmuje postac

x; - 2 x; + 2
Xn+1 = Xn - -2-- = -2-- .Xn Xn

Otrzymalismy interesujacy wzór opisujacy ciag zbiezny do V2. Przyjmijmy
Xo = 2 i zobaczmy, jak szybko ten ciag przybliza sie do V2. Obliczenia
wykonalem na moim kalkulatorze: Xo = 2, Xl = 1,5, X2 = 1,4166666,
X3 = 1,4142156, X4 = 1,4142135. I to wszystko. To jest najlepsze przyblizenie,
jakie moge uzyskac na moim kalkulatorze.

Zobaczmy, jak niebywale lepsza jest to metoda od poprzednio opisanej! Dlugie
i mozolne rachunki zostaly zastapione przez wcisniecie kilku klawiszy nax
kalkulatorze. Nie byloby jednak tej metody, gdyby nie znajomosc pochodnych!

X2

y

Oto metoda z poprzedniego artykulu:
Niech funkcja y = f(x) ma wykres mniej
wiecej taki jak na rysunku 1. Zalózmy,
ze Xl lezy na lewo od rozwiazania, a X2

na prawo. Zakladamy, ze oba punkty
Xl i X2 leza dostatecznie blisko miejsca
zerowego funkcji f, tak ze pomiedzy Xl

i X2 równanie f(x) = O ma tylko jeden
pierwiastek. Kolejny punkt wybieramy
na srodku X3 = l (Xl + X2). Znak liczby
f (X3) pokazuje, czy punkt X3 lezy na
lewo czy na prawo od rozwiazania.
Zalózmy, ze na prawo. Wówczas,
jako kolejne przyblizenie bierzemy
X4 = l (Xl + X3). Analogicznie okreslamy
Xs, X6, X7,··. Za kazdym razem dzielimy
przedzial, do którego nalezy rozwiazanie,
na pól. Skracajaca sie dlugosc przedzialu
swiadczy o polepszajacej sie dokladnosci
przyblizenia. Poniewaz po trzech
podzialach dlugosc przedzialu skraca
sie 8 razy, a po czterech 16 razy, wiec
uzyskamy kolejna dokladna cyfre
rozwiniecia dziesietnego po wyliczeniu
3-4 nowych przyblizen Xn, a dokladniej
mniej wiecej co 3,3 nowych przyblizen, bo
10-1 "" 2-3,3. W efekcie, jak widzielismy
w poprzednim artykule, stosujac
te metode do równania x2 - 2 = O,

uzyskalismy przyblizona wartosc
v'2 = 1,4142135 dopiero po obliczeniu
X26. To naprawde mozolne rachunki.

Rys. 1

y

Rys. 2

Dla jakich równan daje sie zastosowac te metode? Pamietajmy, ze w sposób
istotny korzystalismy z tego, ze wykres wyglada tak jak na rysunku 2. Co to
znaczy? Jak to precyzyjnie opisac? Czy da sie wytlumaczyc, dlaczego metoda
Newtona jest wielekroc lepsza od poprzednio opisanej? Czy mozna oszacowac,
jak szybko ciag Xn dazy do rozwiazania równania?

Aby odpowiedziec na te pytania, musimy siegnac nieco glebiej do matematyki,
wyjasnienie bowiem niebywalej skutecznosci metody Newtona ukryte jest
w twierdzeniu Taylora.

Zalózmy, ze funkcja y = f(x) ma druga pochodna ciagla oraz ze f(a) = O.

Naszym zadaniem jest znalezienie przyblizonej wartosci a.

Zalózmy, ze f' (a) =J O, co oznacza, ze wykres funkcji y = f (x) przecina os x-ów
w punkcie a pod katem róznym od zera, czyli odrzucamy sytuacje, w której

x wykres jest styczny do osi x-ów w punkcie a.

Przy badaniu metody Newtona skorzystamy z Twierdzenia Taylora (zwanego tez
wzorem Taylora), które mówi, ze jezeli funkcja f jest dwukrotnie rózniczkowalna,
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_ f(xn) _ (_ ) _ ~ f"(~)(a - xn)2
f'(xn) a Xn - 2 f'(xn)

Zauwazmy, ze na mocy wzoru rekurencyjnego (1) lewa strona to nic innego, jak
tylko Xn+I - a = Cn+I. Stad zas otrzymujemy

1 f"(~) 2

(2) cn+I = 2 f'(xn) cn·

Wzór ten mówi, jak szybko zmienia sie blad przyblizenia. Wartosci Xn szybko
zblizaja sie do a, jezeli Cn szybko dazy do zera. No wlasnie, jak odczytac ze
wzoru (2) szybkosc, z jaka Cn dazy do zera?

Zalózmy, ze a lezy pomiedzy liczbami a i b, czyli a E (a, b). Zalózmy,
ze funkcja f ma te wlasnosc, iz iloraz

~1f"(Y)12 f'(x)

jest ograniczony z góry przez pewna stala m dla dowolnych liczb x i y lezacych
pomiedzy a i b (czyli x, Y E (a, b)).

Zalózmy, wreszcie, ze przedzial (a, b) jest na tyle szeroki, iz wszystkie
wyrazy ciagu Xn naleza do tego przedzialu. Wówczas ze wzoru (2) wynika, ze
Icn+II ~ mc;'. To zas oznacza, ze jezeli, na przyklad, CI i m sa male, to ciag
Cn bardzo szybko dazy do O. Istotnie, zalózmy dla przykladu, ze m ~ 1 oraz ze

2n-1
CI < 0,1. Wówczas C2 < 0,01, C3 < 0,0001, C4 < 0,00000001, ... , Cn < 10-
A wiec obliczenie kolejnego wyrazu podwaja liczbe dokladnych cyfr po
przecinku!

Przyjrzyjmy sie omawianemu juz przykladowi ciagu zbieznego do V2. Funkcja
f (x) = X2 - 2 spelnia warunek

1 I f" (y) I 12 f' (x) = 2x < 1= m ,
dla dowolnych x, y 2: 1. Biorac Xo = 2, otrzymujemy Xl = 1,5, skad CI < 0,1.
Mamy wiec sytuacje dokladnie taka sama, jak opisana przed chwila· A wiec C4 <
0,00000001, lepszej dokladnosci na moim kalkulatorze (na którym wyswietla sie
8 cyfr) juz nie osiagne. I rzeczywiscie, jak juz wczesniej zauwazylismy, lepszego
przyblizenia niz X4 na tym kalkulatorze nie uzyskam.

to dla dowolnych liczb c i x istnieje taka liczba ~, lezaca pomiedzy c i x,
ze spelniona jest 'T'ównosc

1
f(x) = f(c) + f'(c)(x - c) + - f"(~)(x - C)2.2

Spróbujmy wyjasnic znaczenie tego twierdzenia. Potraktujmy x jako zmienna,
c zas jako ustalony parametr. Zauwazmy, ze pierwsze dwa skladniki po prawej
stronie to funkcja liniowa zmiennej x. Jesli zas odleglosc x od c (czyli Ix - cI)

jest mala, to (x - C)2 ma bardzo mala wartosc i w efekcie trzeci skladnik sumy
po prawej stronie ma bardzo mala wartosc. Dlatego tez twierdzenie Taylora
nalezy rozumiec jako twierdzenie mówiace o tym, z jak duza dokladnoscia
mozemy przyblizyc funkcje f (x) funkcja liniowa. Mianowicie, funkcja f (x)

rózni sie od funkcji liniowej f (c) + f' (c) (x - c) o bardzo niewielka wartosc
~f"(~)(x - C)2.

Twierdzenie Taylora jest dosc abstrakcyjne, zobaczymy jednak, jak nieslychanie
skutecznym narzedziem jest ono przy badaniu metody Newtona.

x Niech Xn bedzie ciagiem uzyskanym metoda Newtona, dla równania f(x) = O,

przy zalozeniach powyzej opisanych. Oznaczmy Cn = Xn - a. Liczba Cn mówi,
z jaka dokladnoscia Xn przybliza rzeczywista wartosc a.

Poniewaz zalozylismy, ze funkcja f ma druga pochodna ciagla, wiec mozemy
zastosowac twierdzenie Taylora. Podstawiajac x = a i c = xn, otrzymujemy

0= f(a) = f(xn) + f'(xn)(a - xn) + ~f"(~)(a - Xn)2,

gdzie ~ jest pewna liczba lezaca pomiedzy a i Xn. Dzielac przez f'(xn),

dostajemy

y

Metoda Newtona to jedna z metod
numerycznego rozwiazywania
równan. Metody numeryczne
tworza bardzo rozbudowany dzial
matematyki stosowanej. Odgrywaja
one fundamentalna role w fizyce,
technice, informatyce. Duzo mówi sie
o zastosowaniach komputerów, miedzy
innymi, do prognozowania pogody,
projektowania samolotów i rozwiazywania
wielu innych praktycznych problemów.
Podstawowa metoda polega na tym, ze
najpierw matematycy razem z fizykami
i inzynierami przeformulowuja problem
na jezyk równan. Sa to na ogól bardzo
skomplikowane równania rózniczkowe,
tak skomplikowane, ze zazwyczaj ich
zrozumienie wymaga wieloletnich studiów
matematycznych. Nastepnie do ich
przyblizonego rozwiazania wykorzystuje
sie komputery. Na ogól wymaga to
wielu godzin pracy naj szybszych
komputerów. Dlatego tez istotne jest,
aby stosowana przez nas metoda
przyblizonego rozwiazywania równania
jak najszybciej prowadzila do celu.
Z tego tez wzgledu metoda Newtona
jest znacznie lepsza do zastosowan
w komputerach niz metoda omawiana
w poprzednim artykule. Trzeba równiez
umiec oszacowac blad przyblizenia,
które otrzymujemy. To wszystko sa
bardzo skomplikowane zagadnienia,
wymagajace doskonalej znajomosci
abstrakcyjnej matematyki. Drogi
Czytelniku, jezeli ta tematyka wzbudzila
Twoje zainteresowanie, polecam Ci
dwie ksiazki: G. Dahlquist, A. Bjork,
Metody numeryczne, PWN 1983, oraz
A. Palczewski, Równania rózniczkowe
zwyczajne (teoria i metody numeryczne
z wykorzystaniem komputerowego
systemu obliczen symbolicznych), WNT
1999. W ksiazce Palczewskiego znajdziesz
konkretne przyklady zastosowan
w fizyce, elektronice, mechanice,
ekonomii, biologii i medycynie. Niestety,
obie ksiazki wymagaja dosc dobrego
przygotowania matematycznego
w zakresie pierwszych trzech semestrów
studiów matematycznych. Obejrzyj
je, moze zacheca Cie do studiowania
matematyki?

Rys.3

Istnieje wersja wzoru Taylora, w której
wystepuja pochodne funkcji f rzedów
wyzszych niz 2. Wówczas twierdzenie
Taylora mówi o tym, z jak duza
dokladnoscia mozemy przyblizac
funkcje f wielomianami.
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W naszych rozwazaniach pominelismy
jeden istotny aspekt: poniewaz obliczenia
wykonywalem na kalkulatorze, wiec
równiez obliczane przeze mnie wartosci
wyrazów ciagu Xl, X2, X3" .. byly
obarczone pewnym bledem przyblizenia.
Kolejne wyrazy ciagu obliczalem,
korzystajac z przyblizonej wartosci
wyrazów poprzednich. Czy bledy te
przypadkiem nie kumulowaly sie?

W metodzie omawianej w Delcie 1/2001 musielismy obliczyc X26, zeby uzyskac
7 dokladnych cyfr po przecinku. Przy metodzie Newtona dla X26 otrzymalibysmy
co najmniej 225 = 33554432 dokladnych cyfr!.

Zadanie 1. Udowodnic nierównosc
1 2"

lEni::; -(mEa)m
i wyciagnac stad wniosek, ze gdy ImEal < 1, to Xn ---+ a. Zastanowic sie nad
stwierdzeniem, ze Xn bardzo szybko dazy do a.

Zadanie 2. Ze wzorów na pierwiastki równan stopnia trzeciego wynika, ze
pierwiastkiem równania x3 = x + 4 jest

a = ~2 + ~V32l + ~2 - ~V32l.
Wykorzystac metode Newtona w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci a.

Co z ulamkami? Przeciez szukamy rozwiazan calkowitych.
Pamietajmy jednak, ze dzialania sa modulo, a zatem

i dzielenie jest modulo: ! to 4, bo 4 ·2== 1 (mod 7).2
Ostatecznie

"Zespolone" kongruencje kwadratowe
Kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 nie
daje reszty 2. Zatem kongruencja x2 == 2 (mod 3) nie ma
rozwiazania w liczbach calkowitych. Idac wytyczonym
szlakiem teorii liczb zespolonych (patrz Delta 10/2000;
mozna tez zajrzec do Delty 4/1999), spróbujmy poszukac
rozwiazania na innym gruncie. Xl == -4 + i == 3+ i, X2 == -4 + 20i == 3 + 6i (mod 7).

Zalózmy, ze p jest taka liczba pierwsza, dla której
równanie x2 == p-l (modp) nie ma rozwiazania w liczbach
calkowitych. Okreslamy zbiór par liczb calkowitych ze
zbioru Zp = {O, l, 2, ... , p - l} z dzialaniami

(a,b)+(c,d)=(a+c, b+d),

(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be),

gdzie dzialania w nawiasach nalezy rozumiec jako
dodawanie, odejmowanie i mnozenie modulo p. Mozna
sprawdzic, ze zdefiniowane dzialania maja porzadne
wlasnosci, co fachowo wyraza sie, mówiac, iz zbiór Zp x Zp
z tak okreslonymi dzialaniami tworzy cialo. Para postaci
(a, O) to zwykla liczba calkowita ze zbioru Zp. Jednostka
urojona jest, oczywiscie, i = (O, 1). Mamy bowiem
i2 = (O, 1) . (O, 1) = (p - 1, O) (pamietamy, ze dzialania
sa okreslone w zbiorze Zp, a wiec liczbe -l, która
pojawila sie w wyniku formalnego mnozenia, zastapilismy
liczba p-l).

Przyklad. Rozwiazac równanie x2 + x + 3 == O (mod 7)
(milczaco zalozylismy, ze kongruencja t2 == 6 (mod 7) nie
ma rozwiazania - latwo to sprawdzic). Zastosujemy znane
wzory. Mamy

fl = 12 - 4 . 1 . 3 = -11 == 3 (mod 7).

Nalezy wyznaczyc ..fIS.. Poniewaz kwadrat liczby calkowitej
przy dzieleniu przez 7 moze dawac tylko reszty O, 1, 2, 4,
wiec liczba ..fIS. jest "zespolona". Niech ..fIS. = (a, b),

czyli 3 = (a, b)· (a, b). Inaczej: (3, O) = (a2 - b2, 2ab).
Wynika stad, ze a2 - b2 = 3 i 2ab = O. Zatem a = O lub
b = O. Równosc b = O prowadzi do sprzecznosci, bo wtedy
a2 == 3 (mod 7), co jest niemozliwe. Jesli a = O, to
_b2 == 3 (mod 7), co daje b = 2 lub b = 5. Zatem
..fIS. = (O, 2) lub ..fIS. = (O, 5), czyli ..fIS. = 2i lub ..fIS. = 5i.

Wobec tego
-1 + 2i 1.

Xl =---= -- +z
2 2

lub
-1 + 5i 1 5.

X2 = 2 = -"2 + "2z.
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Jeszcze prosciej otrzymujemy rozwiazania wspomnianej
kongruencji x2 == 2 (mod3). Mamy tU'Xl = i, X2 = 2i.

Nasuwaja sie nastepujace pytania:
(1) Dla jakich liczb pierwszych p kongruencja

x2 == p-l (modp) nie zachodzi dla zadnego
calkowitego x?

(2) Czy dla dowolnej pary (a, O) istnieje taka para (x, y),

ze (x, y) . (x, y) = (a, O), to znaczy czy kazda liczbe
z Zp mozna pierwiastkowac w sensie "zespolonym"?

(3) Czy zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry
w tak okreslonym ciele Zp x Zp, to znaczy, czy
kazdy wielomian o wspólczynnikach calkowitych ma
"zespolone" miejsca zerowe (w sensie kongruencji)?

Ad (1). Postulowany warunek spelniaja liczby pierwsze p
postaci 4k + 3 i tylko takie (np. W. Sierpinski, Arytmetyka

teoretyczna, PWN, Warszawa 1969, str. 158).

Ad (2). Odpowiedz jest pozytywna (j.w.).

Ad (3). Odpowiedz jest negatywna. Na przyklad
kongruencja x3 - x + 1 == O (mod 3) nie ma rozwiazania
w Z3 x Z3. Przypuscmy bowiem, ze x = a + bi jest takim
rozwiazaniem. Wówczas

(a + bi)3 - (a + bi) + 1 == O (mod3).

Stad po przeksztalceniach otrzymujemy

(a3 - 3ab2 - a + 1) + (3a2b - b3 - b)i == O (mod3),

czyli

a3-a+1==0(mod3) i -b3-b==0(mod3).

Poniewaz a3 - a = a(a - l)(a + 1), wiec
a3 - a == O (mod3), bo sposród trzech kolejnych liczb
calkowitych jedna zawsze jest podzielna przez 3.
Stad a3 - a + 1 == l (mod 3). Proste uogólnienie tego
rozumowania wskazuje, ze w zadnym ciele skonczonym nie
zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Szkoda!

Witold BEDNAREK



Konkurs rozwiazywania zadan - Festiwal Nauki 2000

24 wrzesnia 2000 r. w ramach
Festiwalu Nauki odbyl sie
konkurs rozwiazywania zadan
matematycznych. Czesc zadan
zostala zaproponowana przez
Lukasza WIECHECKIEGO
(to ja), a czesc przez uczestników
konkursu. Na rozwiazanie kazdego
zadania bylo przewidziane
okolo 5 min. Wszystkie zadania
zostaly rozwiazane, wszystkie
ciastka zjedzone, a i herbatki kazdy
mógl sie napic do woli. Obok
przedstawiamy tresc zadan, które
pojawily sie na tablicy.

Szkice rozwiazan

Rozwiazanie zadania M 947,
Dokonujemy kolejno trzech odbic
tak jak na rysunku ponizej. Widac,
ze lamana DCB' A" D'" ma dlugosc
równa óbwodowi czworokata ABCD, zas
IDD"/I = 2)2. Stad teza.

A Q

Z. 1. Podac przyklad trójkata, który mozna podzielic na 5 przystajacych
trójkatów,

Z. 2. Dla dowolnego naturalnego n znalezc 2n + 1 róznych liczb naturalnych
tworzacych ciag arytmetyczny, których iloczyn jest pelnym kwadratem,

Z. 3. Na poczatku (po lewej stronie) prostokatnej planszy 1 x 2001 leza trzy
guziki, Bogus i Gogus graja w gre, w której na zmiane wykonuja ruch polegajacy
na przesunieciu jednego z guzików o pewna dodatnia liczbe pól w prawo.
Przegrywa ten, który nie moze wykonac zadnego posuniecia, Stwierdzic, kto ma
strategie wygrywajaca: zaczynajacy czy ten drugi,

Z. 4. Dla pewnej liczby naturalnej n liczby 2n i 5n zaczynaja sie (patrzac od
lewej) ta sama cyfra k, Znalezc k,

Z. 5. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci trójkata ostrokatnego ABC,
Wiadomo, ze AB = CH, Znalezc LACB,

Z. 6. Czy równanie XX + yY = ZZ ma rozwiazanie w liczbach naturalnych?

Z. 7. Udowodnic, ze nie istnieja dwa nieprzystajace trójkaty prostokatne o tym
samym polu i obwodzie,

Z. 8. Udowodnic, ze jesli a5 i a7 sa liczbami naturalnymi, to a równiez.

Z. 9. Jaka jest minimalna liczba prostokatów a) 3 x 4, b) 3 x 5, którymi
mozna pokryc plansze 13 x 13, (Prostokaty musza byc umieszczone wzdluz linii
podzialu planszy na pola 1 x 1 i moga nachodzic na siebie,)
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Rys. 1. Wspólrzedne gwiazdy:
a - rektascensja, 8 - deklinacja,
y - punkt równonocy wiosennej.

mala delia

J ak dokladny jest zegar sloneczny?

Wydaje sie, ze wsród ludzi panuje przekonanie o tzw. astronomicznej
dokladnosci przewidywania zjawisk niebieskich. Przeciez z dokladnoscia
nie gorsza niz co do minuty potrafimy obliczyc momenty wschodu
i zachodu dowolnego ciala, poczatku i konca zacmien, poczatków pór
roku (choc tego akurat nie sposób sprawdzic) itd. Zapewne wiec zegar
sloneczny, gdyby go tylko precyzyjnie wykonac, równiez móglby byc
przyrzadem bardzo dokladnym. Konstrukcja takiego zegara sama sie
narzuca. Pret rzucajacy cien nalezy skierowac w strone pólnocnego
bieguna nieba (w przyblizeniu w strone Gwiazdy Polarnej), a na
prostopadlej do niego tarczy nalezy wykreslic podzialke: skoro obrót
Ziemi (nieba) trwa 24 godziny, to np. linie godzinowe powinny byc co
15°. I to wszystko. Podzialka powinna byc wprawdzie wykreslona po obu
stronach tarczy (bo wiosna i latem Slonce bedzie oswietlac ja z jednej
strony, a jesienia i zima z drugiej), ale to szczegól techniczny.

Najczesciej widuje sie jednak zegary sloneczne o tarczy poziomej. Mozna
udowodnic, ze kierunek cienia preta (skierowanego w biegun nieba) na
takiej tarczy nie zalezy wprawdzie od daty, ale katy miedzy liniami
godzinowymi nie sa równe. Wszystkie te katy mozna oczywiscie z góry
obliczyc, ale mozna tez linie godzinowe narysowac "z natury", mianowicie
pewnego pogodnego dnia zaznaczamy co godzine kierunek cienia i sprawa
zalatwiona. I tu wlasnie pojawia sie pytanie: jak dokladna bedzie taka
podzialka? Pomijamy oczywiscie takie rzeczy jak niedokladnosc rysunku
czy nieostrosc cienia preta. W pierwszym odruchu kazdy odpowie,
ze przeciez Ziemia obraca sie tak jednostajnie, ze do zaobserwowania
nierównomiernosci trzeba mocno zaawansowanych srodków technicznych.
Nie zapominajmy jednak, ze kierunek cienia preta zalezy od polozenia
Slonca, które porusza sie po niebie. Gdyby poruszalo sie jednostajnie
i w dodatku po równiku niebieskim, to wszystko byloby w porzadku,
tymczasem ...

Przede wszystkim Slonce obiega niebo nie po równiku niebieskim, lecz
po tzw. ekliptyce, tj. po kole, którego plaszczyzna lezy w plaszczyznie
ziemskiej orbity. Gdyby nawet poruszalo sie jednostajnie po ekliptyce,
to jednakowym zmianom jego polozenia na ekliptyce odpowiadalyby
niejednakowe zmiany jego rektascensji - wspólrzednej liczonej wzdluz
równika i bedacej niebieskim odpowiednikiem dlugosci geograficznej
(rys. 1). Jest jednak gorzej, bo sam ruch Slonca po ekliptyce, jako
skutek niejednostajnego ruchu Ziemi po eliptycznej orbicie, jest tez
niejednostajny. W rezultacie Slonce prawdziwe (a wiec i cien preta)
jest marna wskazówka. Fakt ten opisuje róznica rektascensji fikcyjnego
Slonca "sredniego" (wlasnie poruszajacego sie z definicji jednostajnie
po równiku) i prawdziwego, zwana nieco dziwacznie równaniem czasu.
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Rys. 2. Równanie czasu.

Równanie czasu mozna na kazdy dzien obliczyc, jest tez stablicowane
w rocznikach astronomicznych (rys. 2). Przyjmuje ono wartosc zerowa
tylko cztery razy w roku: 16 IV, 14 VI, 1 IX i 24 XII - wtedy slonce

+5 srednie i prawdziwe pokrywaja sie. Wykreslenie podzialki zegara
o w tych dniach zagwarantuje nam, ze bedzie to podzialka "srednia",

-5 najodpowiedniejsza na caly rok. Wartosci maksymalne (wynoszace
okolo kwadransa) równanie czasu osiaga dwa razy w roku (12 II i 3 XI).
Tak wiec zegary sloneczne "chodza" dosc kiepsko, niekiedy z bledem
wynoszacym nawet kwadrans, nic wiec dziwnego, ze juz od dawna sluza
jedynie do ozdoby parków i placów.

Mala Delte przygotowal Tomasz KWAST

Hipoteza, twierdzenie, dowód, kontrprzyklad
Marek KORDOS

kW+lB+m,

Rys. l

I \
I

\
J

V\I
V

\V

Rys. 2. W = 6, B = 8, P = 9.

Tytul tej notatki to zart opisujacy tok pracy matematyka. Oczywiscie
w rzeczywistosci raczej rzadko sie zdarza, aby matematyk jakas hipoteze (a wiec
przypuszczenie) oglaszal jako twierdzenie (a wiec sad prawdziwy), a potem
dopiero znajdowal jego dowód, by po opublikowaniu go znalezc kontrprzyklad
(czyli przyklad te hipoteze obalajacy, a wiec przeczacy twierdzeniu). Zazwyczaj
majac hipoteze, poszukujemy albo dowodu, albo kontrprzykladu. I w zasadzie
zawsze (wczesniej lub pózniej) znajduje sie albo jedno, albo drugie, a bywa i tak,
ze dowodzimy, iz hipoteza rozstrzygnac sie nigdy nie da. Oto dwa przyklady, na
których mozna to sobie przecwiczyc.

Wielokaty na kracie
Pewnego dnia pod koniec XIX wieku matematyk (austriacki, ale przez
przewazajaca czesc zycia pracujacy w czeskiej Pradze) Georg Pick wpadl na
pomysl, ze pole kazdego wielokata (narysowanego w ukladzie wspólrzednych)
o wierzcholkach w punktach kratowych (czyli o obu wspólrzednych calkowitych)
da sie opisac za pomoca wyrazenia stopnia pierwszego wzgledem liczby W
punktów kratowych lezacych wewnatrz tego wielokata i wzgledem liczby B
punktów kratowych lezacych na brzegu tego wielokata. A zatem pole P dane
jest wzorem

(*)

dla pewnych stalych k, l, m.

Gdyby tak rzeczywiscie bylo, to stale te mozna bez trudu znalezc: trzy wielokaty
przedstawione na rysunku 1 daja uklad trzech równan

majacy rozwiazanie k = 1, l = ~, m = -1. Zatem wzór mialby (ewentualnie)
postac

1
P = W + -B-1

2 .

To byla hipoteza Picka. Mógl dla niej szukac dowodu, albo kontrprzykladu.
Wybral to pierwsze i udalo mu sie: w 1899 ukazala sie praca Geometrisches zur
Zahlenlehre, w której ten dowód sie znajdowal. Nie bede go tu przedstawial,
tylko zaproponuje wykonanie go samemu lub znalezienie go w jednym ze
wskazanych obok miejsc (badz tez w dowolnym innym miejscu).

Obejrzyjmy teraz podobna hipoteze na podobny temat. Punktami kratowymi
niekoniecznie musza byc punkty siatki kwadratowej. Latwo wyobrazic sobie

Kolejnosc wedlug latwosci dostepu; przy
okazji: to, co najlatwiej znalezc, jest
najbardziej szkicowe - dokladny dowód
jest podany w ostatniej notce.
• H. Steinhaus, Kalejdoskop

matematyczny, np. WSiP 1989,
rozdz. IV, pkt. 107;

• H.S.M. Coxeter, Wstep do geometrii
dawnej i nowej, PWN, np. 1967,
rozdz. 13, par. 13.5;

• Delta 4/1993, str. 11.

Tym, których gniewa, iz nie sa to
odsylacze internetowe, przypominam, ze
wszystko, co moga znalezc w internecie,
jest mniej lub bardziej starannie
przepisane przez webrnasterów
(i wspólpracujacych z nimi maszynistów)
ze zródel tradycyjnych.

{ k·O +
k·O +
k·1 +

l·4

l·6
l ·8

+
+
+

m
m
m

1,

2,

4,
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majacy rozwiazanie k = 2, l = 1, m = -2. Zatem wzór tym razem mialby
(ewentualnie) postac

P=2W+B-2.

Mozna go sprawdzic na bardziej skomplikowanym przykladzie (rys. 4).
Wychodzi 2·5 + 18 - 2 = 26, co zgadza sie (czy na pewno?) z sytuacja na
rysunku. Tylko, ze to o niczym nie swiadczy. Co najwyzej przemawia za tym,
by poszukiwac raczej dowodu niz kontrprzykladu (choc pozory czasem myla).
A wiec do roboty!

Gdybysmy spróbowali dostosowac twierdzenie Picka do siatki szesciokatnej, to
szybko okazaloby sie, ze jest to niemozliwe. Rysunek 5 pokazuje dwie figury,
dla których wzór (*) daje sprzeczne informacje o wspólczynniku l (prawda?).
Istnieje kontrprzyklad, a wiec zaleznosc miedzy polem wielokata kratowego
a punktami kratowymi musi byc bardziej skomplikowana.

A jak jest z uogólnieniem twierdzenia Picka na siatki przestrzenne (chocby na
siatke szescienna)?

siatke z trójkatów równobocznych i jej punkty kratowe. Postawmy tutaj
hipoteze analogiczna do hipotezy Picka, czyli ze pole wielokata o wierzcholkach
w punktach kratowych dane jest wzorem (*), o ile przyjmiemy, ze pole
najmniejszego trójkata tej siatki jest równe 1. Oczywiscie wspólczynniki w takim
wzorze powinny byc inne.

Rys. 4

Z rysunku 3 mozemy uzyskac uklad równan

Rys. 3 ro
+1·3+m-1,

k·Q

+1·4+m-2,
k·1

+1·6+m=6,

Rys. 5

Figura wypukla to taka, która wraz z
kazdymi dwoma punktami zawiera caly
laczacy je odcinek.

Rys. 6

Cieciwy figur wypuklych
Teraz bedzie o nowszych sprawach. Prosze poszukac dowodu lub kontrprzykladu
dla nastepujacej hipotezy (rys. 6):

jezeli w figurze (plaskiej) wypuklej kazde dwie równolegle cieciwy,
przechodzace odpowiednio przez pewien punkt Pl i pewien punkt
Pz, sa tej samej dlugosci, to figura ma srodek symetrii.

Tym, którzy wybrali dowód, jako ewentualna pomoc moze posluzyc fakt,
ze wtedy srodkiem symetrii bylby zapewne srodek odcinka PIPZ'

Druga hipoteza zostala postawiona i udowodniona przez angielskiego (a moze
szkockiego, bo z St. Andrews) matematyka, Kennetha Falconera, w 1983 roku:

jesli dla kazdego kierunku znamy dlugosc cieciwy przechodzacej
przez punkt P i znamy (niekoniecznie taka sama) dlugosc cieciwy
przechodzacej przez punkt Q, to znamy tym samym figure
wypukla, której sa to cieciwy.

To niestaranne sformulowanie mozna sprecyzowac tak. Dana jest figura
wypukla F. Dla dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz tej figury, funkcja fp

kazdemu kierunkowi przyporzadkowuje dlugosc cieciwy figury F przechodzacej
przez P i majacej ten kierunek. W ten sam sposób dla innego punktu Q
okreslamy funkcje fQ. Twierdzenie Falconera orzeka, iz F jest jednoznacznie
okreslona przez te dwie funkcje, czyli kazda inna figura wypukla wyznacza
przynajmniej jedna funkcje inna.

Oczywiscie, jeden punkt i jedna funkcja nie wystarcza do jednoznacznego
wyznaczenia figury. Kontrprzyklad dla przeciwnej hipotezy stanowi dowolna
figura wypukla F i punkt P nie bedacy jej srodkiem symetrii: obraz
symetryczny F wzgledem P ma taka sama funkcje fp (rys. 7).

Natomiast pomysl, ze jedna funkcja fp wyznacza figure wypukla z dokladnoscia
do przystawania, ma ciagle (o ile mi wiadomo) status hipotezy. Moze wiec ktos
z Czytelników z tym sie upora.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Spotkanie w przestworzach i woda
Na przelomie tysiacleci po raz pierwszy dwie sondy
kosmiczne wspólnie badaly zewnetrzna planete. W czasie,
gdy w swojej podrózy do Saturna Cassini przelatywal
obok Jowisza, do Ganimedesa, najwiekszego ksiezyca
Ukladu Slonecznego, zblizyl sie Galileo, który konczyl 29.
okrazenie Jowisza.

Jednoczesne pomiary z dwóch róznych punktów pozwola
na uzyskanie nowych informacji o ukladzie jowiszowym.
Tym razem Galileo obserwowal Ganimedesa podczas
jego zacmienia. Naukowcy maja nadzieje na zbadanie
zórz polarnych, które wystepuja na Ganimedesie dzieki
jego resztkowej atmosferze i polu magnetycznemu, a sa
zasilane elektronami z pasów radiacyjnych najwiekszej
planety naszego ukladu. Pozwoli to na lepsze zbadanie pola
magnetycznego najwiekszego z ksiezyców.

Pisze "pozwoli", bo przesylanie danych z odleglej o prawie
godzine swietlna sondy trwa do kilku miesiecy. Z tego
wlasnie powodu dopiero w polowie grudnia ogloszono
pierwsze wyniki otrzymane na podstawie danych zebranych
przez Galileo podczas poprzedniego, majowego zblizenia do
Ganimedesa na zaledwie 809 km.

Wedlug nich najwiekszy ksiezyc nalezy dopisac do
listy kandydatów na wodne swiaty. Pewnosc co do
wystepowania oceanów mamy, co prawda, tylko
w przypadku blekitnej planety, ale dzieki Galileo przybywa
przeslanek swiadczacych o obecnosci slonych oceanów
ukrytych pod zamarznieta zewnetrzna powloka ksiezyców
Jowisza: Europy, Callisto, a teraz Ganimedesa.

Na Europie zewnetrzna skorupa moze miec zaledwie kilka
kilometrów. W przypadku Ganimedesa wielokilometrowa
warstwa slonej wody, znajdujaca sie pod prawie
dwustukilometrowa skorupa, najlepiej pasuje do danych
dotyczacych jego pola magnetycznego.

Powyzsze zdjecia wykonane za pomoca sondy Galileo ukazuja
podobienstwa w strukturze powierzchni Ganimedesa (po lewej)
i Europy (po prawej). Tego typu uksztaltowanie terenu jest
wyjatkowe na Ganimedesie i typowe na Europie.
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Powiekszenie fragmentu "ciemnego" obszaru powierzchni
Ganimedesa polozonego niedaleko granicy z obszarem "jasnym"
(takie granice ukazuje poprzednie zdjecie). Widoczny jest obszar
16 km na 15 km. Podobne "schodkovre" struktury na Ziemi powstaja
na skutek ruchów tektonicznych. Potwierdza to przypuszczenie,
ze jasne obszary powstaja na skutek rozwierania sie lodowej skorupy
Ganimedesa.

Sytuacja jest jednak duzo bardziej skomplikowana niz
.~ przypadku najbardziej przekonujacej Europy czy
Callisto, poniewaz Ganimedes ma wlasne silne pole
magnetyczne, a nie jedynie indukowane przez magnetyzm
Jowisza.

Dodatkowa wskazówka sa bardzo dokladne zdjecia
powierzchni ksiezyca i wyniki badan jej skladu
chemicznego. Na zdjeciach widac struktury bardzo
podobne do znalezionych na powierzchni Europy.

Ciemne "wlochate" struktury poprzecinane sa jasnymi
pasami. Jedne i drugie zbudowane sa z lodu. Wyglada to
tak, jakby jasne, gladsze pasy powstaly przez pekniecie
skorupy i wydostanie sie wody na powierzchnie i jej
zamarzniecie. Dodatkowo badania w zakresie podczerwieni
wykazaly obecnosc siarczanu magnezu MgS04, który jest
dobrym elektrolitem.

W opinii naukowców do utrzymania warstwy cieklego
wewnetrznego oceanu wystarcza cieplo z rozpadów
promieniotwórczych we wnetrzu Ganimedesa.

Jak zawsze w przypadku gromadzenia swiadectwa
wystepowania gdzies wody w plynnej postaci pojawia sie
pytanie o mozliwosc istnienia tam zycia. Odnajdywane
w pozornie najmniej sprzyjajacych miejscach Ziemi zyjatka
(ekstremofile ) swiadcza, ze nie jest to niemozliwe. Niestety,
jak na razie nie umiemy tego sprawdzic.

Piotr ZALEWSKI

Dalsze informacje mozna znalezc w Internecie

galileo.jpl.nasa.gov



Obrót na plaszczyznie Piotr SUL/CH

Jest to skrót jednej z dwóch prac
nagrodzonych srebrnymi medalami
na Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2000 r. Kolejna
opublikujemy w nastepnym numerze.

M

K

Rys. 1

M

K

Rys. 2

D

K

Rys. 3

Obrót na plaszczyznie, który jest przeciez elementarnym przeksztalceniem,
mozna wykorzystac do rozwiazywania calkiem powaznych problemów.
O tym wlasnie traktowala moja praca. W pierwszej jej czesci zajalem sie
zastosowaniem obrotu w geometrii syntetycznej, dowodzac kilku twierdzen
dotyczacych nadbudowywania figur plaskich, w tym znane twierdzenie Van
Aubela. W drugiej czesci pokazalem zastosowanie obrotu w geometrii

analitycznej, przy udowadnianiu wlasnosci skladania obrotów oraz
do rozwiazywania zadan. Ponizej prezentuje skrót czesci pierwszej,
zlozony z pieciu twierdzen o nadbudowywaniu figur kwadratami.

Twierdzenie 1. Srodki kwadratów nadbudowanych na
bokach równolegloboku sa wierzcholkami kwadratu.

Dowód. Przez A, B, C i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego
równolegloboku (rys. 1). Przez K, L, M i N oznaczmy srodki
kwadratów nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,
CD oraz AD. Mamy: 6KBL == 6MCL (cecha BKB; CL = BL,
KB = MC, LKBL = LMCL) oraz LBLC = 90° (kat miedzy
przekatnymi kwadratu). Z tych dwóch faktów wynika, ze

oioo (6MCL) = 6KBL.

A zatem ML = KL oraz ML jest prostopadle do KL. Widzimy
zatem, ze dowolne dwa kolejne boki czworokata KLM N sa równe
i prostopadle. Jest to wiec kwadrat.

Twierdzenie 2. Przekatne kwadratu, powstalego ze srodków
kwadratów nadbudowanych na bokach równolegloboku,
przecinaja sie w punkcie przeciecia jego przekatnych.

Dowód. Przez A, B, C i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego
równolegloboku (rys. 2). Przez K, L, M i N oznaczmy srodki
kwadratów nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,
CD oraz AD. Jak wiemy, srodkiem symetrii równolegloboku
jest punkt przeciecia jego przekatnych. Oznaczmy ten punkt
dla równolegloboku ABCD przez S. Niech punkty P i R beda
srodkami odpowiednio boków AD i BC tego równolegloboku.
Odcinki N P i LR sa równe i odpowiednio prostopadle do
odcinków AD i BC, równiez odcinki PS i RS sa równe. Ponadto
LNPD = LLRC = 90° oraz LDPS = LBRS, bo trójkat BRS
jest obrazem trójkata DPS w symetrii srodkowej wzgledem S:
Ss(6DPS) = 6BRS, skad wynika, ze katy NPS i LRS sa równe.
A zatem 6N P S == 6LRS na podstawie cechy BKB (P S = RS,
NP = LR, LNPS = LLRS).

Zauwazmy, ze z równosci Ss(6NPS) = 6LRS, wynika, ze S nalezy do
odcinka NL. Analogicznie (przy uzyciu tego samego obrotu) otrzymujemy,
ze S nalezy do odcinka KM. Obie przekatne kwadratu KLMN przechodza
wiec przez punkt S, czyli przecinaja sie w punkcie przeciecia przekatnych
równolegloboku.

Twierdzenie 3. Jezeli na dowolnych dwóch bokach trójkata
nadbudujemy kwadraty, to odcinki laczace srodki tych kwadratów
ze srodkiem trzeciego boku trójkata sa równe i prostopadle.

Dowód. Nadbudujmy kwadraty na bokach AB i BC, ich srodki oznaczmy
odpowiednio przez K i L (rys. 3). Srodek odcinka CA oznaczmy przez S.
Niech Ss(B) = D. Wtedy ABCD jest równoleglobokiem. Punkt S jest
punktem przeciecia przekatnych tego równolegloboku. Wiec i przekatne
kwadratu utworzonego ze srodków kwadratów nadbudowanych na bokach
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Q

Rys.4

o

Rys. 5

tego równolegloboku przecinaja sie w punkcie S (na mocy
twierdzenia 2). Z tego, ze przekatne kwadratu sa równe
i sie polowia, wynika, iz SK = SLo Z tego, ze przekatne
kwadratu przecinaja sie pod katem prostym, otrzymujemy,
iz SK jest prostopadle do SL, bo SK i SL zawieraja sie
w przekatnych kwadratu utworzonego ze srodków kwadratów
nadbudowanych na bokach równolegloboku.

Twierdzenie 4. Odcinek laczacy srodki kwadratów,
nadbudowanych na dwóch dowolnych bokach trójkata,
jest przystajacy i prostopadly do odcinka laczacego
srodek kwadratu nadbudowanego na trzecim boku
z wierzcholkiem nie nalezacym do tego kwadratu.

Dowód. Przez A, B i C oznaczmy wierzcholki rozwazanego
trójkata (rys. 4). Niech P, Q i R beda srodkami kwadratów
nadbudowanych odpowiednio na bokach BC, CA oraz AB.
Przez S oznaczmy srodek boku CA. Na mocy twierdzenia 3
mamy, ze RS = SP oraz RSl..SP. Zauwazmy ze SQ = SC

oraz SQl..SC. Wiec O~oo(6RCS) = 6QPS. Wynika stad,
ze RC = QP oraz RCl..QP. Analogicznie (rozwazajac obroty
wzgledem srodków odcinków AB i BC) otrzymamy, ze
AP = RQ, AP l..RQ oraz BQ = P R, BQ l.. P R.

Twierdzenie 5 (Van Aubel). Odcinki laczace srodki
kwadratów nadbudowanych na przeciwleglych bokach
czworokata wypuklego sa równe i prostopadle.

Dowód. Oznaczmy wierzcholki rozwazanego czworokata
wypuklego przez A, B, C i D (rys. 5). Przez O, P, Q i R
oznaczmy srodki kwadratów nadbudowanych odpowiednio
na bokach AB, BC, CD i DA czworokata ABCD. Przez S
oznaczmy punkt bedacy srodkiem odcinka BD.

Na mocy twierdzenia 3 dla trójkata ABD otrzymujemy,
OS = RS i OSl..RS, a dla trójkata BCD otrzymujemy,

QS = PS i QSl..PS. Zatem 0~Oo(6SPR) = 6SQO.
Mamy wiec: P R = QO oraz P Rl..QO.

24·3600
N-

- 271"VI

Przy zmianie temperatury dlugosc wahadla wynosi
II = l (1 + a(t2 - td). Dlatego zmieni sie tez i okres
wahadla, o wielkosc

Rozwiazanie zadania F 544.
Przy prawidlowej pracy zegara wahadlo wykonuje N
wahan na dobel

n2 =
271"ro(1 + at2)

a zima

Rozwiazanie zadania F 543.
Liczba obrotów kola na drodze l wynosi

latem nI = l
271"ro (1 + atl)

Zatem róznica liczby obrotów wynosi

n2 _ nI = _1_ ( __ 1 1__ ) "" 9,5 obrotów.271"ro 1 + at2 1 + atl

Rozwiazanie zadania M 946.
Niech A' powstaje przez przesuniecie punktu A
o wektor prostopadly do rzeki, który ma
dlugosc równa szerokosci rzeki. Jesli zbudujemy
most M N, to aby dostac sie od A do B,
bedziemy musieli pokonac droge AM N B, która
ma dlugosc a + dlugosc lamanej A' N B. Dlugosc
lamanej A' N B jest najmniejsza, jesli N lezy na
odcinku A' B, czyli most nalezy zbudowac od Mo
do No (rysunek obok).

M

Mo

B

271" II - l

g fl+VI
Uwzgledniajac, ze II "" l, mamy

!:>. T "" ~ _a_l_( t_2_-_t_l_)

gVI
Po uplywie doby zegar opózni sie o

t = N!:>.T "" 12 . 3600a(t2 - td "" 13 s .
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 V 2001

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 417, 418
Redaguje Marcin E. KUCZMA

417. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba calkowita. Znalezc najwieksza mozliwa
2n

wartosc sumy L 17r( i) - il dla permutacji 7r zbioru {l, 2, 3, ... , 2n}. Ile jest permutacji
i=l

wyznaczajacych te maksymalna wartosc?

418. Dany jest okrag n o srodku O i promieniu r oraz dwa ustalone rózne punkty
A i B na tym okregu, w odleglosci katowej ILAOBI = rp. Rozwazamy pary okregów
stycznych wewnetrznie do okregu n w punktach A i B oraz wzajemnie stycznych
zewnetrznie. Punkty ich stycznosci zewnetrznej tworza luk krzywej. Obliczyc dlugosc
tego luku.

Zadanie 418 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/2000
Przypominamy tresc zadan:

409. Z dwóch tysiecy klocków o rozmiarach 2 X 2 X l zbudowano
szescian o krawedzi dlugosci 20. Dowiesc, ze istnieje prosta
przecinajaca wnetrze tego szescianu, ale nie przecinajaca wnetrza
zadnego klocka.

410. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalne n, dla których istnieja
liczby rzeczywiste Xl, X2, •.. , Xn spelniajace warunki: lXii::; l dla
i = 1,2, ... , n; xi + x~ + ... + x~ = o; Xl + X2 + ... + Xn = n/3.

410. Zalózmy, ze liczby Xl, X2, ••• , Xn spelniaja postulowane warunki. Wówczas

wiec kazda z liczb Xi jest równa -l lub 1/2. Przyjmijmy, ze -l wystepuje k razy, a 1/2
wystepuje n-k razy. Kazdy z warunków 2: Xi = n/3 oraz 2: xT = O sprowadza sie do
równosci n = 9k.

n

i=l

n

i=l

Wniosek: liczba n musi dzielic sie przez 9. Na odwrót, jesli n jest liczba podzielna
przez 9, to podane warunki sa spelnione przez ciag Xl, X2, ••. , Xn, w którym jest n/9
wyrazów równych -l, a pozostale sa równe 1/2.

409. Na kazdej scianie szescianu jest 192 = 361 wewnetrznych punktów kratowych, tzn.
punktów polozonych w odleglosciach calkowitych dodatnich od boków sciany. Istnieje
wiec 3 . 361 = 1083 prostych równoleglych do krawedzi szescianu i przechodzacych
przez wspomniane punkty kratowe.

Niech e bedzie jedna z tych prostych. Moze ona przecinac wnetrze tylko takiego
klocka K, którego scianki 2 x 2 sa do niej prostopadle (trafiajac w srodki tych
scianek). Wybierzmy jedna z czterech krawedzi szescianu równoleglych do prostej e
i nazwijmy ja k.

Wezmy pod uwage prostopadloscian P (rys.), którego jedna krawedzia jest k, jedna
krawedzia jest odcinek prostej e, a cztery sciany P sa zawarte w scianach szescianu.

Jesli prosta e przecina wnetrze klocka K, to czesc wspólna K np jest szescianikiem
o objetosci 1. Jesli K' jest klockiem nie przeklutym przez prosta e, to zbiór K' n p ma
objetosc 4, 2 lub O. Objetosc prostopadloscianu P jest liczba parzysta; zatem prosta e

przecina wnetrza parzystej liczby klocków. To znaczy, ze albo nie przecina zadnego,
albo co najmniej dwa. Wsród rozwazanych 1083 prostych jest wobec tego nie wiecej niz
1000 prostych, które przecinaja wnetrze jakiegos klocka. Stad teza.l' ~ J!i:

..

?:-.;

':c3

:

. ..

,.,~

Rysunek 2.
(Rozwiazanie zadania 9a ze str. 7)
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Zadania z fizyki nr 314, 315
Redaguje Jerzy B. BROJAN

314. Kula naladowana powierzchniowo stala gestoscia ladunku sklada sie z dwóch
zetknietych pólkul o tej samej masie. W wyniku wzajemnego odpychania pólkule
zaczely sie poruszac i oddalily sie na bardzo duza odleglosc (ruch zachodzi bez
oporów). W którym przypadku predkosc uzyskana przez pólkule bedzie wieksza: gdy
sa przewodzace, czy gdy sa nieprzewodzace?

Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 2001

Pan Lazuka zaliczyi 44 punkty po raz
trzeci, zostajac ósmym Weteranem
Klubu 44 F.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 302 (WT=2,84) i 303 (WT=3,01)

z numeru 9/2000

I (mA)
40 uuc.-u uu --u

,

35 ----~---- ---- ----
, ,

30 ----~---- ---- -- -~~
, ,

25 - - - - ~- - - - - - - ~-
, ,

20 ----~---- ----~~
, ,

15 ----~---- - --f----~~
, "

10 ----f----~-
, , ,

5 ----: ----:----:----:~U(V)

21.50.5

Rys. l

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/2000

Przypominamy tresc zadan:

Poza konkursem: Czy istnialoby rozwiazanie, gdyby
punkt lamanej o wspólrzednych (2; 35) przesunac w góre
do (2; 50)? (Autorowi nie udalo sie ani znalezc tego
rozwiazania, ani udowodnic, ze nie istnieje.)

315. Mamy do dyspozycji dowolne oporniki oraz
dowolna liczbe idealnych diod o napieciu progowym 1 V
(tzn. nie przewodzacych pradu przy nizszym napieciu,
a przewodzacych dowolnie duzy prad przy napieciu
minimalnie wiekszym). Zaprojektowac jak najprostszy
obwód o dwóch wyjsciach, którego charakterystyka
pradowo-napieciowa jest dana na przedstawionym
wykresie (rys. 1).

46,36
37,47
33,98
33,66
33,56
25,20

- Warszawa
- Szczecin
- Myszków
- Chocianów
- Boleslawiec
- Warszawa

Jaroslaw Lazuka
Marek Wójcicki
Aleksander Surma
Andrzej Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Tomasz Rudny

306. Jaka minimalna sila trzeba dzialac na klocek o ciezarze P, aby ruszyc go z miejsca
(zob. rys. 2), jesli wspólczynnik tarcia miedzy klockiem a podlozem jest równy f?

Rys. 2

307. Dwie jednakowe cewki, kondensator i zaróweczke zestawiono w obwód (rys. 3) i podlaczono do
zródla napiecia przemiennego. W ponizszych zdaniach wybrac wlasciwe wersje wyrazów w nawiasach
i uzasadnic. Opór uzwojen cewek mozna pominac.
Gdy zwroty nawiniecia obu cewek byly zgodne, okazalo sie, ze podczas przesuwania jednej cewki
wzgledem drugiej przy pewnej szczególnej ich odleglosci zaróweczka swieci sie (silniej/slabiej), niz
przy innych sasiednich polozeniach. Gdy jedna z cewek odwrócono, tak ze zwrot jej nawiniecia
byl przeciwny wzgledem drugiej, równiez wystapila taka szczególna odleglosc cewek, dla której
zaróweczka swiecila sie (silniej/slabiej). Gdy zwiekszono pojemnosc kondensatora i ponownie
poszukano obu tych szczególnych przypadków, okazalo sie, ze pierwszy z nich wystepuje przy
(wiekszej/mniejszej) odleglosci cewek niz poprzednio, a drugi przy (wiekszej/mniejszej).

Rys. 3

306. Oznaczmy sile dzialajaca na klocek przez F, a kat miedzy jej kierunkiem
a poziomem przez a. Sila nacisku klocka na podloze wynosi P - F sin a, czyli
maksymalna wartoscia sily tarcia jest f (P - F sin a). W chwili ruszenia klocka sila ta
równa sie poziomej skladowej sily F, a stad

F= Pf
cosa + fsina

Maksymalna wartosc mianownika znajdziemy, przyrównujac jego pochodna
wzgledem a do zera. Otrzymujemy tg a = f, czyli

Pf

Frnin = VI + f2 .

301. Zauwazmy na wstepie, ze opór R zaróweczki
dodaje sie do impedancji reszty obwodu Z wg wzoru
Zcalk = y'R2 + Z2, a wiec szukajac polozenia, w którym
zaróweczka swieci sie naj silniej (ew. naj slabiej ), mozna
ten opór pominac. Wprowadzmy oznaczenia: indukcyjnosc
cewki L, wspólczynnik indukcji wzajemnej cewek M
(dodatni dla zgodnego nawiniecia), amplituda napiecia U
zródla, czestosc w = 21t' f, amplituda pradu h plynacego
przez prawa cewke, amplituda pradu h plynacego przez
kondensator. Ze wzgledu na pominiecie oporu jedyna
mozliwa wartoscia przesuniecia fazy miedzy pradami
lub tez miedzy napieciami jest 1t', co w razie potrzeby
uwzglednimy, przypisujac jednej z amplitud znak ujemny.
Z praw Kirchhoffa wynikaja równania

12
hLw+ (h +h)Mw = - Gw'

12
U=(h+12)Lw+hMw- Gw'

Rozwiazujac je, znajdujemy amplitude pradu plynacego
przez zaróweczke

1 1 U Lw-(I/Gw)1 + 2 = -------- ---~-~
(L - M)w - (2/Gw) (L + M)w

Zmiana odleglosci miedzy cewkami wplywa tylko na
wspólczynnik indukcji wzajemnej M. Widzimy, ze rezonans
- nieskonczona wartosc h + h (w praktyce ograniczona
przez opór zaróweczki) - wystepuje dla MI = L - 2/Gw2,

natomiast drugi przypadek M = -L odpowiada
maksymalnemu sprzezeniu, które wymagaloby osadzenia
obu cewek na wspólnym rdzeniu, co nie jest zgodne
z opisem zadania. Minimalna wartosc h + 12 wystepuje
dla M2 = -1/Gw2; poniewaz M2 < O, wiec zgodnosc
z podanymi w tresci zadania obserwacjami wymaga, aby
MI > O. Zwiekszenie wartosci G oznacza zwiekszenie MI
(rezonans wystapi przy mniejszej odleglosci cewek)
i zmniejszenie IM2[ (wieksza odleglosc).
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Patrz w niebo

Tomasz KWAST

Na poczatku lat 80. w galaktyce Arp 220 (tzn. o numerze 220 w katalogu
galaktyk osobliwych Haltona Arpa) polozonej w Wezu wykryto maserowe
promieniowanie radiowe czasteczek OH pochodzace z jej zwartego jadra.
Pózniejsze jednak obserwacje w podczerwieni prowadzone za pomoca
satelity Infrared Space Observatory ujawnily obecnosc w widmie galaktyki
linii absorpcyjnych, co dowodzilo, ze obszar przerabiajacy promieniowanie
wysokoenergetyczne na niskoenergetyczne nie jest taki maly, jak sie poczatkowo
zdawalo. Z drugiej strony ujawnily brak pewnych linii emisyjnych obecnych
w widmach obiektów zasilanych przez centralna czarna dziure. Z kolei
subtelniejsze obserwacje radiowe wykazaly niedawno, ze w centrum galaktyki
znajduje sie nie jedno, lecz kilkanascie bardzo zwartych radiozródel. Wreszcie
dwa lata temu za pomoca Teleskopu Hubble'a po prostu ujrzano skomplikowana
budowe centralnych obszarów galaktyki Arp 220.

Wszystko to musialo doprowadzic do odrzucenia hipotezy czarnej dziury i do
uznania, ze w centrum galaktyki tocza sie wprawdzie burzliwe procesy fizyczne,
ale zupelnie innego typu. Mianowicie zródlem energii sa tam pojawiajace sie
w zwiekszonej obfitosci supernowe, czyli eksplodujace masywne gwiazdy, a wiec
w gruncie rzeczy obiekty dosc zwyczajne. Ich obfitosc bylaby skutkiem równiez
zwyczajnego procesu powstawania gwiazd, tyle ze zachodzacego w wyjatkowo
wysokim tempie. Struktura jadra galaktyki, a w szczególnosci jego podwójnosc,
dowodzilaby, ze ostateczna przyczyna tych wszelkich osobliwosci jest zlanie sie
w jedna calosc dwóch galaktyk. Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do sytuacji
w swiecie gwiazd, rozmiary galaktyk sa spore w porównaniu z dzielacymi je
odleglosciami, wskutek czego zderzenia galaktyk równiez nie sa zjawiskami
niezwyklymi.

Z duzym prawdopodobienstwem mozna zgadnac, ze za wszelkie burzliwe procesy
toczace sie w centralnych czesciach galaktyk odpowiedzialna jest masywna
czarna dziura - to ona zazwyczaj jest zródlem energii procesów. Okazuje sie
jednak, ze nie zawsze. Otóz od wielu lat znane sa galaktyki niezwykle jasne w
zakresie podczerwonym. Narzuca sie przypuszczenie, ze centralna czarna dziure

A' otacza w nich gruba warstwa pylu, który pochlania promieniowanie krótkofalowe
i wyswieca pochlonieta energie w postaci promieniowania niskoenergetycznego,
wlasnie podczerwonego.

x

Rozwiazanie zadania M 948.
Niech M' bedzie odbiciem punktu M
wzgledem AB, zas M" i A' - odbiciami
punktów M' i A wzgledem BG.
Wreszcie niech N' bedzie odbiciem N
wzgled"m AG (rys.).

•
M'

!,

Rysunek 3.
(Rozwiazanie zadania 9b ze str. 7)

Jesli X, Y, Z sa punktami na bokach
AB, BG i AG odpowiednio, przez które
przechodzi nasza droga) X' zas jest
odbiciem X wzgledem BG, to dl ugosc
rozwazanej drogi jest nie Inniejsza niz
dlugosc lamanej M"X'YZN', a ta
zas nie mniejsza niz IM" N'I. Droga
o minimalnej dlugosci to ta, dla której
X', Y, Z leza na odcinku M" N'.

Marzec

Wieczorami wysoko na niebie widzimy gwiazdozbiór
Blizniat (a przynajmniej najjasniejsze jego gwiazdy,
Kastora i Polluksa), a na wschód i nieco nizej
niepozornego Raka, w którym dwa tysiace lat temu
znajdowalo sie letnie stanowisko Slonca. Wskutek
precesji ów "punkt Raka" zdazyl przesunac sie wlasnie
do Blizniat, ale nazwa pozostala - dlatego pólnocny
zwrotnik ciagle nazywamy zwrotnikiem Raka. Sam
gwiazdozbiór Raka jest tak dalece niepozorny,
ze najjasniejszym w nim obiektem jest gromada
otwarta o jasnosci 3,9 mag, zwana Praesepe (Zlóbek),
widoczna golym okiem jako slaba plamka. Zawiera
ona ponad 300 gwiazd, a najjasniejsze z nich widac
juz przez lornetke. Lezy w odleglosci 160 pc, a jej
rozmiary nie przekraczaja 20 pc. Jest to gromada w
skali Galaktyki bardzo mloda. Slonce, które uchodzi za
gwiazde mloda, powiedzmy - w srednim wieku, liczy
5 mld lat, a Praesepe ma, wedlug niektórych ocen, pól
miliarda lat. Jak wszystkie gromady otwarte

naj prawdopodobniej nie przezyje nastepnego miliarda,
tzn. gwiazdy owszem, ale sama gromada ulegnie
rozproszeniu wsród innych gwiazd Galaktyki.

Wydarzeniem miesiaca bedzie niewatpliwie równonoc,
która nastapi 20 III o godz. 14:31. Wkrótce potem
w nocy 24/25 III (czyli z soboty na niedziele
- ostatnia w marcu) przesuniemy zegary na czas
letni - choc dopiero zacznie sie wiosna. Merkury
znajdzie sie najdalej od Slonca (w odleglosci 270 na
zachód) 11 III i nad ranem mozna próbowac szukac
go na wschodzie. Wenus nie widac, bo znajduje sie
zbyt blisko Slonca, Mars jest na granicy Wezownika
i Skorpiona i wschodzi kolo pólnocy. Jowisz jest
w Byku, a Saturn na granicy Barana i Byka i obie te
planety widac wieczorem w zachodniej czesci nieba.
Pelnia Ksiezyca wypada 9 III, a nów 25 III. Zadnych
jasnych gwiazd Ksiezyc w marcu nie zakrywa.

T.K.

16



n

155902161

691
15590217

883
15590218

677

15590450

299653
15590451

12763
15590452

1957
15590453

3751
15590454

4793
15590455

689
15590456

283
15590457

31
15590458

17
15590459

l
15590;160

l
n

n
16 (w milionach)

Ciag (an) spada do jedynki po ponad 15 milionach
wyrazów! Dokladniej, an = 1 dla n 2: 15590459.

DLATEGO tak dokladnie przedstawialem jego
zachowanie w poprzednim r-limatiasie. Z tabelki widac,
ze przed stabilizacja na wartosci 1 ciag schodzi ponizej
tysiaca, po czym na krótko odbija w góre.

Liczba 1 jest punktem stalym zdefiniowanego poprzednio
przeksztalcenia f (tzn. f (1) = 1), zatem wystarczy,
ze pewien wyraz ciagu jest równy 1, a wszystkie nastepne
tez musza byc jedynkami.

3/01 (39)

rUmatill~
n-ex:>

2 ~ /V\f~~' '"'\/ I"!l ~
l~~~~'l ~ ~~V\J

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

DLACZEGO? (2)

3

loglOan
(w tysiacach)

Pewnie sadziles, Drogi Czytelniku, ze znajdziesz tu wykres
przedstawiajacy sto milionów wyrazów zdefiniowanego
poprzednio ciagu (an). Ja w kazdym razie stu milionów
nie obiecywalem, za to podaje wykres ponad 15 milionów
wyrazów (rysunek) oraz krótka tabelke.

DLACZEGO dopiero po ponad 15 milionach iteracji
funkcji f doszlismy do punktu stalego, skoro po drodze
wydawalo sie, ze dany ciag ucieka do nieskonczonosci?

DLACZEGO? Gdzie byl ukryty nierychliwy, ale
nieustepliwy mechanizm, który w koncu wedrujacy pod
niebiosa ciag sciagnal na ziemie po kilkunastu milionach
wyrazów?

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (24)
ZADANIE: Z szescianu o krawedzi 8 usunieto
z dwóch przeciwleglych narozy szesciany o krawedzi l.
Rozstrzygnac, czy tak otrzymana bryle mozna podzielic
na 255 prostopadloscianów o wymiarach 1 x 1 x 2.

.etI,I'
I

Rozwiazanie: Nie mozna. Na poczatek przeanalizujmy analogiczne zadanie na
plaszczyznie. Szachownice 8 x 8 z usunietymi dwoma przeciwleglymi narozami
kolorujemy dwoma kolorami (czarnym i bialym) tak, aby pola sasiadujace bokiem byly
pokolorowane róznymi kolorami (rysunek). Widzimy, ze usuniete pola maja ten sam
kolor (na rysunku czarny), pozostalo wiec 30 pól czarnych i 32 biale. Poniewaz kazdy
prostokat 2 x 1 wyciety (po kratkach) z szachownicy zawiera po jednym polu kazdego
koloru, danej figury nie mozna podzielic na 31 prostokatów.

Analogiczne rozumowanie stosujemy do podanej figury przestrzennej. Kolorujemy
szesciany jednostkowe duzego szescianu dwoma kolorami tak, aby szesciany majace
wspólna sciane mialy rózne kolory. Poniewaz przeciwlegle naroza pokolorowane sa tym
samym kolorem, wiec ich usuniecie (zalózmy, ze sa czarne) pozostawia 254 szesciany
czarne i 256 bialych. Kazdy prostopadloscian 1 x 1 x 2 zawiera pola róznego koloru,
wiec podzial opisany w zadaniu nie jest mozliwy.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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