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Dlaczego na podium sg zawsze trzy miejsca?

Artykul ten dedykuje

Lidii Korzeniewskiej 1 Robertowi
Hajlaszowi, moim szkolnym
nauczycielom matematyki.

Oczywiscie, jeéli turniej ma wlasnos¢ Wy,
to dla dowolnego | < k ma wlasnosé Wp.

Kurt Schiitte (1909-1998), niemiecki logik
i matematyk, byl doktorantem Davida
Hilberta.

Jerzy TYSZKIEWICZ

Calkiem czesto zdarza sie w sporcie nastepujaca sytuacja: kilka druzyn rozgrywa
turniej metoda ,kazdy z kazdym”. I wéwczas pojawia si¢ klopot: oto z grupy
eliminacyjnej awansuje jedna druzyna, a tymczasem tabelka z wynikami meczéw
wyglada nastepujaco:

A X

B 0 X

(&4 1 0 X

A B G

czyli B przegrala z A, a C wygrala z A i przegrala z B. W takiej sytuacji
trudno jest wskazaé te druzyne, ktéra powinna awansowaé, bo jakkolwiek bysmy
ja wybrali, wéréd tych nie awansujacych jest druzyna jednoznacznie od niej
lepsza. Rézne sa sposoby wybrniecia z takiego klopotu. Czasem rozpatruje si¢
liczbe zdobytych bramek, czasem liczbe straconych, czasem réznice miedzy tymi
liczbami; w odwodzie jest jeszcze zawsze wyjécie ostateczne: losowanie.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy z kilku graczy, po rozegraniu turnieju, znowu
metoda ,kazdy z kazdym”, wyloni¢ dwéch najlepszych. Czy moze sie trafi¢
podobny problem jak poprzednio: niezaleznie od wyboru zwycigzcéw, jest wsréd
pozostatych taki pechowiec, ktéry z nimi oboma wygral? (Stowo pechowiec

jest w takiej sytuacji chyba catkowicie usprawiedliwione: wygral z dwoma
najlepszymi, a sam nagrody nie dostal.) '

A gdybyémy mieli wybraé trzech zwycigzcéw? Albo, ogélnie, k najlepszych?

Zeby dokladnie zrozumieé, o co pytamy, uméwmy sie, ze wyniki turnieju
rozegranego przez n > 1 graczy Aj, As, ..., A, zapisujemy w postaci tabelki
podobnej, jak poprzednio, gdzie kropki oznaczaja 0 lub 1.

A] X
A2 d X

A, . . X

Ay A jim AAg

To, co nam wyszlo, matematycy nazywaja turniejem: jest to zbiér (zawsze
skoriczony) {A;, Aa,...,A,} elementéw zwanych graczami, oraz relacja
zwyciezania miedzy graczami spelniajaca warunki: zaden gracz nie jest w relacji
z samym soba, a dla dowolnych dwéch réznych graczy A, B dokladnie jeden

z nich zwycieza drugiego. Wlasnie ta relacja jest opisana nasza tabelka.

1 w j-tym wierszu i i-tej kolumnie oznacza, ze gracz A; zwycieza gracza A;,

a 0 w tym samym miejscu oznacza, ze gracz A; zwycieza gracza A;.

Méwimy, ze turniej 7' ma wlasnos¢ Wy, gdy dla kazdego podzbioru k jego graczy
istnieje inny gracz, ktéry zwycieza kazdego w tym k-elementowym podzbiorze.
Nasz turniej z druzynami A, B i C' ma wlasnos¢ Wi.

Chcemy wiedzieé, czy dla kazdego naturalnego k istnieje turniej o wlasnosci Wi.
Jest to pytanie, ktére w 1962 roku zadal sobie Kurt Schiitte. Znalaz} on, oprécz
przykladu turnieju o wlasnosci W, takze turniej, majacy wlasnos¢ Wa, na
pytanie w calej ogélnosci jednak nie umial odpowiedzie¢. Zapytal wigc o to
Paula Erdésa.

Jeszcze tego samego dnia Erd6s znal juz rozwiazanie: tak, takie turnieje istnieja.
Jego dowéd byl niezwykle pomystowy i elegancki: jezeli wyjsciowa liczba graczy
jest dostatecznie duza (w zaleznosci od wybranego k), a wyniki gier ustalane
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losowo (np. przez rzut symetryczna moneta), to szansa, ze tak powstaly
turniej ma wtasnos¢ Wy, jest dodatnia. Wynika z tego, ze mozna tak dobraé
wyniki gier, aby turniej mial te wlasno$é, bo gdyby to bylo niemozliwe, to
prawdopodobienstwo wylosowania takiego turnieju byloby oczywiscie 0. Dowéd
jest kréciutki, a rachunki nietrudne.

Niech n bedzie liczba graczy w turnieju. Jak powiedzielismy,
wyniki losujemy, rzucajac symetryczna moneta, a rzuty

sg dla réznych gier niezalezne. Bedziemy szacowaé
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowany tym sposobem
turniej nie ma wlasnosci Wy. Po pierwsze, dla dowolnych,

ale ustalonych k graczy zdarzenie polegajace na tym,

ze pewien ustalony gracz spoéréd pozostalych nie wygra

ze wszystkimi k poprzednimi, ma prawdopodobieristwo

1 — 2%, Poniewaz wszystkie zdarzenia tej postaci, rézniace

sie wyborem tego dodatkowego gracza, sa niezalezne, wiec
prawdopodobienistwo zdarzenia, ze tych ustalonych k graczy nie
zostanie pokonanych przez zZadnego z graczy pozostalych, jest
iloczynem prawdpodobieristw i wynosi (1 — 2~ F)"=% W koficu,

zdarzenie, ze wylosowany turniej nie ma wlasnodci Wy, jest
suma wszystkich zdarzen, ze jakiché k graczy nie zostalo
jednoczesnie pokonanych przez jednego gracza. Poniewaz zawsze
prawdopodobienstwo sumy zdarzen nie jest wieksze niz suma ich
prawdopodobienistw

P(A1U...UAR) <P(A1)+... +P(An),

to prawdopodobienstwo, ze wylosowany turniej nie ma
wlasnosci Wy, nie przekracza (:‘1)(1 —2=Fkyn—k_ Jak latwo
sprawdzi¢ (np. uzywajac kryterium d’Alemberta), ten
ostatni ciag jest zbiezny do 0 przy n — oo, a co za tym idzie,
dla duzych n prawdopodobienstwo wylosowania turnieju

o wlasnosci W}, jest dodatnie.

Czy to juz pelnia szczescia? Nie calkiem. Ludzie maja to do siebie, ze zwykle
nie zadowalaja si¢ swiadomoscia, ze cos jest, tylko chca to zobaczyé. A tego
pragnienia dow6d Erddsa nie realizuje. Oczywiscie, mozna wziaé¢ niezbedna

[#] oznacza najmniejsza liczbe caltkowita
nie mniejsza od =.

| =] oznacza najwieksza liczbe calkowita
nie wigksza od x.

liczbg graczy i rzuca¢ moneta w celu ustalenia wynikéw gier. Okazuje sie,

ze w dowodzie Erd8sa wystarcza [2*k(kIn2+21n k)] graczy, co dla k = 3 wynosi
103, wiec trzeba wykon
ze powstaly turniej bedzie mial wlasnos¢ Ws. Jednak sprawdzenie, czy jest tak

(123) = 5253 rzuty. Mamy woéwczas spora szanse,

na pewno, jest nieslychanie pracochlonne (a mozna przeciez tez mieé¢ pecha
w losowaniu. . . ). Samych tréjlementowych zbioréw graczy jest (103) = 176 851.

3

Losowanie i sprawdzanie mozna wprawdzie powierzy¢ komputerowi, ale dla k = 4
nawet on bedzie w opalach, a dla k = 5 nie da juz sobie rady.

Niewierni Tomasze matematyki szukali wiec metody, by takie turnieje
konstruowaé raczej, niz tylko dowodzi¢ ich istnienia. Taka wlasnie konstrukcja
zostala znaleziona przez Ronalda Grahama i Joela Spencera w 1971 roku.
Niestety, zatracila ona calkowicie elementarnoéé dowodu Erdésa. Dogé
powiedzieé, ze twierdzen niezbednych do udowodnienia, iz konstruowane turnieje
maja istotnie wlasnoéé Wy, nie zna nawet wiekszoéé zawodowych matematykéw,

tak sg specjalistyczne.

Autor tego artykutu znalazt jednak niedawno calkiem prosta konstrukcje
turniejéw o wlasnosci Wy, ktéra zaraz tu opiszemy.

Zauwazmy, ze dla tego celu wystarczy podaé operacje, ktéra dany turniej T

o wlasnoéci Wy, przeksztalci w nowy turniej 7" o wlasnodci Wy, gdzie k' > k.
Wtedy, zaczynajac od jakiego$ ustalonego turnieju 7' o wlasnosci, powiedzmy,
W, turnieje T, T', T, T", ... beda mialy wlasnoéé Wy, z coraz to wiekszym k.
Kontynujac ten ciag dostatecznie daleko, mozna wtedy uzyskaé turniej

z wlasnoscia Wy, dla dowolnie duzego k.

Teraz opiszemy taka metode przerébki turnieju T'. Zawodnikami turnieju 7"

beda uporzadkowane druzyny, kazda skladajaca sie z 3 graczy turnieju 7.

Uporzadkowanie oznacza, ze kolejnoé¢ graczy w druzynie jest istotna, np. na

nasze potrzeby druzyny (A, B,C) i (C, B, A) beda rézne. Mecz takich druzyn

odbywa sie¢ nastepujaco:

e Pierwszy gracz pierwszej druzyny gra z pierwszym graczem drugiej druzyny.

e Drugi gracz pierwszej druzyny gra z drugim graczem drugiej druzyny.

¢ Trzeci gracz pierwszej druzyny gra z trzecim graczem drugiej druzyny.

e Wyniki gier brane sa z turnieju 7', a wygrywa ta druzyna, ktéra ma wiecej
zwyciestw indywidualnych.

Te zasady nie wystarczaja do rozstrzygniecia kazdego meczu. Na przyklad nie
wiadomo, jaki powinien by¢ wynik spotkania druzyn (A4, B,C) i (B, 4, C).
Okazuje si¢ jednak, ze niezaleznie od tego, jak potraktujemy takie watpliwe
przypadki, jesli tylko turniej T' ma wlasnosé Wy, z k > 1, to turniej 7’ ma
wlasnosé¢ Wy, gdzie k' = |3k/2] > k.
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Nalezy tu wspomnieé o liczbie

graczy, ktéra jest niezbedna dla
uzyskania wlasnosci Wj,. Okazuje sie,

ze niekonstruktywny dowéd Erdésa jest
najoszczedniejszy, dowdd przedstawiony
w tym artykule jest najrozrzutniejszy, zas
konstrukcja Grahama i Spencera lokuje
sie pofrodku.

Osobom zainteresowanym innymi
niekonstruktywnymi dowodami istnienia
skonczonych obiektéw mozna polecié
ksiazke Zbigniewa Palki i Andrzeja
Ruciniskiego Niekonstruktyune metody
matematyki dyskretnej, WNT 1996.

Rysunek 1.
(Rozwigzanie zadania 1 ze str. 7)

Przekonajmy sie o tym. Niech wiec (A1, By, C1), ..., (A|3k/2), Blak/2)> Cl3k/2))
beda dowolnymi druzynami w turnieju 7”. Zbiory

{AlaAi'h“ -1Ak};

{Blk/2)+1s Blk/2j+21-- - Biar/2 1
{C1,C2,...,Clks2) Crs1, Crs2s -+ -, Claks2y }
sktadaja sie z co najwyzej k graczy kazdy. Istnieja wiec gracze A, B',C",
wygrywajacy ze wszystkimi graczami z odpowiednich zbioréw. Jak latwo
sprawdzi¢, zespét (A’, B',C’) wygrywa mecz z kazda z wyjsciowych druzyn,
bo uzyskuje zawsze co najmniej dwa zwyciestwa indywidualne. I to juz koniec
dowodu poprawnoéci naszej konstrukeji. Twierdzenie Erdésa zostalo wykazane.

Ale, ale: dlaczego podium ma zawsze trzy miejsca? To calkiem proste:
najmniejszy turniej, ktéry ma wlasnoéé W, liczy tylko 7 graczy (wiedzial to
juz Schiitte), czyli przy dwumiejscowym podium w wielu ligach moglyby sie
zdarzaé fatalne sytuacje, ze pogromca wszystkich medalistéw sam medalu

nie ma. Tymczasem, jak wykazali Esther i George Szekeres, kazdy turniej

o wlasnoéci W3 liczy¢ musi co najmniej 19 graczy (i tylu ich wystarcza). Teraz
wszystko jest jasne: oto dlaczego na podium sa zawsze trzy miejsca, a ligi

we wszelkich dyscyplinach licza na ogdl nie wiecej niz 18 zespoléw!

Redaguje Eukasz WIECHECKI

Pamietacie zapewne zadanie pod tytulem ,Jedzie Arab na wielbladzie przez
pustynie, chce dotrzeé na impreze do najblizszej oazy, ale przedtem chce jeszcze
umy¢ zeby w rzece. Jaka droge ma obraé, zeby bylo najkrécej?”. Typowe
zadanko do zablyéniecia na szkolnym party. W tym miesiacu wiecej materialu
do zaimponowania tadnym kolezankom z klasy!

M 946. Na plaszczyznie dane sa dwa miasta A i B, ktdre leza po réznych
stronach rzeki o szerokosci a (linie brzegowe sa prostymi réwnoleglymi). Gdzie
trzeba wybudowaé most (prostopadty do linii brzegowych), aby droga od A do
B przez ten most byla najkrétsza (rysunek obok)?

Rozwiazanie na str. 13

M 947. Wykazaé, ze dowolny czworokat wpisany w kwadrat PQRS o boku 1
(po jednym wierzcholtku na kazdym boku) ma obwéd nie mniejszy niz 2v/2.
Rozwiazanie na str. 7

M 948. Wewnatrz tréjkata ABC dane sa dwa rézne punkty M i N. Znalezé
najkrétsza droge od M do N, ktéra ma wspélne punkty kolejno z bokami AB,
BC'1i AC.

Rozwigzanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 543. Promien ry kola lokomotywy jest réwny 1 m w temperaturze ¢, = 0°C.
Wyznaczyé réznice w liczbie obrotéw kola latem w temperaturze t; = 25°C

i zima w temperaturze to = —25°C na drodze | = 1000 km (wspdlczynnik
rozszerzalnoéci cieplnej a = 1,2 - 107° /K).

Rozwiazanie na str. 13

F 544. O ile op67ni sie na dobe zegar écienny, ktéry zostal wyregulowany

w temperaturze t; = 15°C, jesli umieéci¢ go w pokoju o temperaturze t; = 30°C.
Wahadlo zegara ma dlugo$¢ I = 0,5 m (w temperaturze ¢y) i wykonane jest

z mosigdzu (a = 2- 1075 /K).

Rozwiazanie na str. 13
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Oto metoda z poprzedniego artykulu:
Niech funkcja y = f(x) ma wykres mniej
wiecej taki jak na rysunku 1. Zaldzmy,
ze x1 lezy na lewo od rozwiazania, a xo
na prawo. Zakladamy, ze oba punkty

zy 1 x3 lezg dostatecznie blisko miejsca
zerowego funkeji f, tak ze pomiedzy z;

i z2 réwnanie f(z) = 0 ma tylko jeden
pierwiastek. Kolejny punkt wybieramy
na érodku x3 = § (a1 + z2). Znak licaby
f(zs) pokazuje, czy punkt z3 lezy na
lewo czy na prawo od rozwiazania.
Zalézmy, e na prawo. Wéwczas,

jako kolejne przyblizenie bierzemy

24 = L(z1 + x3). Analogicznie okreslamy
T5, Te, T7,... La kazdym razem dzielimy
przedzial, do ktdrego nalezy rozwiazanie,
na pdél. Skracajaca sie dlugoéé przedziatu
swiadczy o polepszajacej sie dokladnosci
przyblizenia. Poniewaz po trzech
podzialach dlugoéé przedzialu skraca

sig 8 razy, a po czterech 16 razy, wiec
uzyskamy kolejna dokladna cyfre
rozwinigcia dziesietnego po wyliczeniu
3-4 nowych przyblizen z,, a dokladniej
mniej wiecej co 3,3 nowych przyblizen, bo
107! = 2733, W efekcie, jak widzielidmy
w poprzednim artykule, stosujac

te metode do réwnania z° — 2 = 0,
uzyskalidmy przyblizona wartosé

V2 = 1,414 213 5 dopiero po obliczeniu
z26. To naprawde mozolne rachunki.

Uas
)
Rys. 1
Y
y = f(z)
1
|
|
|
|
|
|
.
| |
] ]
| |
| |
Ll T : cath
T2 r1  Zo &
Rys. 2

Zabawy z kalkulatorem (II)
Piotr HAJLASZ

W poprzednim artykule (Delta 1/2001) opisaliSmy bardzo prosta metode
pozwalajaca na znajdowanie przyblizonego rozwiagzania réwnania f(z) = 0.
Szczegélnie duzo uwagi po$wieciliémy znajdowaniu przyblizonej wartosci v/2,
czyli rozwigzania réwnania z2 — 2 = 0. Metoda byla jednak malo skuteczna

z racji tego, ze wymagata wykonania wielu obliczen (jej idee przypominamy na
marginesie).

W niniejszym artykule opiszemy zupelnie inng metode zwang metodg stycznych
Newtona. Jak zobaczymy, w odréznieniu od metody poprzedniej pozwala ona na
nieomal blykawiczne uzyskanie oczekiwanego wyniku.

Rozwigzanie réwnania f(z) = 0 to punkt przeciecia wykresu funkcji y = f(z)
z osig z-6w. Zalézmy, Ze wykres funkcji y = f(z) wyglada mniej wiecej tak jak
na rysunku 2.

Weimy jaki$ punkt zg lezacy na prawo od punktu przecigcia. Narysujmy styczna
do wykresu w punkcie (o, f(xo)). Przecina ona 0é z-6w w jakim§ punkcie z;.
Teraz rysujemy styczng do wykresu w punkcie (z1, f(x1)). Przecina ona o$
z-6w w punkcie x5 itd. W efekcie otrzymujemy ciag z,, zbiezny do rozwigzania
réwnania f(z) = 0. Zobaczmy, czy ciag ten mozna opisa¢ za pomoca jakiegos
konkretnego wzoru. Z rysunku 3. wida¢, ze f(z,) = tga,(Tn — Tni1) =
= f'(zn)(@n — Tn41). Stad otrzymujemy wzér rekurencyjny
(1) _ f(zn) )

'(zx)
A wiec punkt zp wybieramy w sposéb dowolny (ma to by¢ jednak punkt

polozony niezbyt daleko od rozwigzania), kolejne za$ punkty obliczamy za
pomoca wzoru (1).

Tnil = Tn

Oczywiscie V2 jest rozwigzaniem réwnania f(z) = 0 dla f (z) = z* — 2. Poniewaz
f'(z) = 2z, wiec wzér (1) przyjmuje postaé

z2 -2 g
2z, :

Tn4l = Tp —
2T,

OtrzymaliSmy interesujacy wzér opisujacy ciag zbiezny do v/2. Przyjmijmy

zo = 2 i zobaczmy, jak szybko ten ciag przybliza sie do v/2. Obliczenia
wykonalem na moim kalkulatorze: zo = 2, z; = 1,5, 2 = 1,416 666 6,

z3 = 1,4142156, x4 = 1,4142135. I to wszystko. To jest najlepsze przyblizenie,
jakie moge uzyskaé na moim kalkulatorze.

Zobaczmy, jak niebywale lepsza jest to metoda od poprzednio opisanej! Diugie
i mozolne rachunki zostaly zastapione przez wciéniecie kilku klawiszy na
kalkulatorze. Nie byloby jednak tej metody, gdyby nie znajomoéé pochodnych!

Dla jakich réwnari daje si¢ zastosowaé te¢ metode? Pamietajmy, ze w spos6b
istotny korzystaliSmy z tego, ze wykres wyglada tak jak na rysunku 2. Co to
znaczy? Jak to precyzyjnie opisa¢? Czy da sie wyttumaczyé, dlaczego metoda
Newtona jest wielekro¢ lepsza od poprzednio opisanej? Czy mozna oszacowat,
jak szybko ciag x, dazy do rozwigzania réwnania?

Aby odpowiedzie¢ na te pytania, musimy siegna¢ nieco glebiej do matematyki,
wyjasnienie bowiem niebywalej skutecznosci metody Newtona ukryte jest
w twierdzeniu Taylora.

Zalézmy, ze funkcja y = f(z) ma druga pochodna ciagla oraz ze f(a) = 0.
Naszym zadaniem jest znalezienie przyblizonej wartosci a.

Zalézmy, ze f'(a) # 0, co oznacza, ze wykres funkcji y = f(x) przecina o z-6w
w punkcie a pod katem réznym od zera, czyli odrzucamy sytuacje, w ktérej
wykres jest styczny do osi z-6w w punkcie .

Przy badaniu metody Newtona skorzystamy z Twierdzenia Taylora (zwanego tez
wzorem Taylora), ktére méwi, ze jezeli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna,
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Istnieje wersja wzoru Taylora, w ktérej
wystepuja pochodne funkcji f rzeddw
wyzszych niz 2. Wéwczas twierdzenie
Taylora méwi o tym, z jak duza
dokladnodciag mozemy przyblizaé
funkcje f wielomianami.

ya
y=f(z)

Rys. 3

Metoda Newtona to jedna z metod
numerycznego rozwigzywania

réwnan. Metody numeryczne

tworza bardzo rozbudowany dziat
matematyki stosowanej. Odgrywaja

one fundamentalna role w fizyce,
technice, informatyce. Duzo méwi sig

o zastosowaniach komputerdw, miedzy
innymi, do prognozowania pogody,
projektowania samolotéw i rozwiazywania
wielu innych praktycznych problemdw.
Podstawowa metoda polega na tym, ze
najpierw matematycy razem z fizykami
i inzynierami przeformulowuja problem
na jezyk réwnan. Sg to na ogdél bardzo
skomplikowane réwnania rdzniczkowe,
tak skomplikowane, ze zazwyczaj ich
zrozumienie wymaga wieloletnich studiéw
matematycznych. Nastepnie do ich
przyblizonego rozwiazania wykorzystuje
sig komputery. Na ogdl wymaga to
wielu godzin pracy najszybszych
komputerdw. Dlatego tez istotne jest,
aby stosowana przez nas metoda
przyblizonego rozwigzywania réwnania
jak najszybciej prowadzila do celu.

Z tego tez wzgledu metoda Newtona
jest znacznie lepsza do zastosowan

w komputerach niz metoda omawiana
w poprzednim artykule. Trzeba réwnies
umieé¢ oszacowaé blad przyblizenia,
ktére otrzymujemy. To wszystko sa
bardzo skomplikowane zagadnienia,
wymagajace doskonalej znajomodci
abstrakcyjnej matematyki. Drogi
Czytelniku, jezeli ta tematyka wzbudzila
Twoje zainteresowanie, polecam Ci
dwie ksiazki: G. Dahlquist, A. Bjork,
Metody numeryczne, PWN 1983, oraz
A. Palczewski, Réwnania rézniczkowe
zwyczajne (teoria i metody numeryczne
z wykorzystaniem komputerowego
systemu obliczeri symbolicznych), WNT
1999, W ksigzce Palczewskiego znajdziesz
konkretne przyklady zastosowan

w fizyce, elektronice, mechanice,
ekonomii, biologii i medycynie. Niestety,
obie ksigzki wymagaja dosé dobrego
przygotowania matematycznego

w zakresie pierwszych trzech semestrdw
studiéw matematycznych. Obejrzyj

je, moge zacheca Cie do studiowania
matematyki?

to dla dowolnych liczb c i © istnieje taka liczba &, lezgca pomiedzy ¢ iz,
ze spetniona jest réwnosé

£(@) = £(0) + P& — ) + 5" (E)(z — c)?.

Sprébujmy wyjaénié znaczenie tego twierdzenia. Potraktujmy x jako zmiennag,
c za$ jako ustalony parametr. Zauwazmy, ze pierwsze dwa sktadniki po prawej
stronie to funkcja liniowa zmiennej z. Jedli za$ odlegtosé z od ¢ (czyli = — c|)
jest mata, to (¢ — ¢)? ma bardzo mala warto$é i w efekcie trzeci sktadnik sumy
po prawe] stronie ma bardzo mala warto$é. Dlatego tez twierdzenie Taylora
nalezy rozumie¢ jako twierdzenie méwiace o tym, z jak duzg dokladnoscia
mozemy przyblizyé funkcje f(x) funkcja liniowa. Mianowicie, funkcja f(x)
rézni sie od funkcji liniowej f(c) + f'(¢)(z — ¢) o bardzo niewielka wartosé

3f"(€)(z = ).

Twierdzenie Taylora jest doé¢ abstrakcyjne, zobaczymy jednak, jak niestychanie
skutecznym narzedziem jest ono przy badaniu metody Newtona.

Niech z,, bedzie ciggiem uzyskanym metoda Newtona, dla réwnania f(x) = 0,
przy zalozeniach powyzej opisanych. Oznaczmy €, = x,, — a. Liczba &, méwi,
z jaka doktadnoécia z, przybliza rzeczywista wartosé .

Poniewaz zalozyliémy, ze funkcja f ma druga pochodng ciagla, wiec mozemy
zastosowaé twierdzenie Taylora. Podstawiajac = a i ¢ = @, otrzymujemy

0= (@) = f(@n) + f' (@)@~ za) + 31" (O)(@ = 2n)?,

gdzie ¢ jest pewna liczba lezacag pomiedzy a i x,. Dzielac przez f'(zy,),
dostajemy

flza) 177(€)(@—on)? -
f'(2a) 2 f’(xn) .
Zauwazmy, ze na mocy wzoru rekurencyjnego (1) lewa strona to nic innego, jak
tylko z,41 — @ = £41. Stad za$ otrzymujemy

(2) 1 f”(g) 2

En41 = 9 f_,(a:n)-":n .
Wzér ten méwi, jak szybko zmienia sie blad przyblizenia. Wartosci z,, szybko
zblizaja sie do a, jezeli &, szybko dazy do zera. No wlasnie, jak odczytacé ze
wzoru (2) szybkoéé, z jaka €, dazy do zera?

(@ —x,) =

Zalézmy, ze o lezy pomiedzy liczbami a i b, czyli a € (a,b). Zalézmy,
ze funkcja f ma te wlasnoéé, iz iloraz
1]f"(y)
2| f'(z)
jest ograniczony z géry przez pewna stala m dla dowolnych liczb x i y lezacych
pomiedzy a i b (czyli z,y € (a,b)).

Zalézmy, wreszcie, ze przedzial (a,b) jest na tyle szeroki, iz wszystkie

wyrazy ciagu z, naleza do tego przedzialu. Wéwczas ze wzoru (2) wynika, ze
lens1| < me?. To za$ oznacza, ze jezeli, na przyklad, e; i m sa male, to ciag
€, bardzo szybko dazy do 0. Istotnie, zalézmy dla przykladu, ze m < 1 oraz ze
£, < 0,1. Wéwczas ez < 0,01, e3 < 0,0001, £4 < 0,00000001,...,6, < 102"
A wiec obliczenie kolejnego wyrazu podwaja liczbe dokladnych cyfr po
przecinku!

Przyjrzyjmy sie omawianemu juz przykladowi ciagu zbieznego do /2. Funkcja

- f(z) = 2% — 2 spelnia warunek

0

2| f(z)| 2=
dla dowolnych z,y > 1. Biorac z¢ = 2, otrzymujemy z; = 1,5, skad &; < 0,1.
Mamy wiec sytuacje dokladnie taka sama, jak opisana przed chwila. A wigc g4 <
0,000 000 01, lepszej doktadnosci na moim kalkulatorze (na ktérym wyswietla sie
8 cyfr) juz nie osiagne. I rzeczywiscie, jak juz wczedniej zauwazyliSmy, lepszego
przyblizenia niz z, na tym kalkulatorze nie uzyskam.

lisrmy
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W naszych rozwazaniach pomineglismy

W metodzie omawianej w Delcie 1/2001 musieliémy obliczy¢ xag, zeby uzyskac

jeden istotny aspekt: poniewaz obliczenia 7 doktadnych cyfr po przecinku. Przy metodzie Newtona dla x26 otrzymalibysmy

wykonywalem na kalkulatorze, wiec
réwniez obliczane przeze mnie wartodci
wyrazdéw ciagu x1, T2, Ta,. .. byly
obarczone pewnym bledem przybliZenia.
Kolejne wyrazy ciagu obliczalem,
korzystajac z przyblizonej wartosci
wyrazéw poprzednich. Czy bledy te
przypadkiem nie kumulowaly sie?

co najmniej 22° = 33 554 432 dokladnych cyfr!.

Zadanie 1. Udowodnié¢ nieréwnosé

1 n
lenl < —(meo)?

i wyciagnaé stad wniosek, ze gdy |meo| < 1, to z, — a. Zastanowi¢ si¢ nad

stwierdzeniem, ze z, bardzo szybko dazy do o.

Zadanie 2. Ze wzoréw na pierwiastki réwnan stopnia trzeciego wynika, ze
pierwiastkiem réwnania 2% = z + 4 jest

1 5
o= \3/2+§v321+\/2—-;\/321.

Wykorzysta¢ metode Newtona w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci a.

, Zespolone” kongruencje kwadratowe

Kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 nie
daje reszty 2. Zatem kongruencja x* = 2 (mod 3) nie ma
rozwiazania w liczbach catkowitych. Idac wytyczonym
szlakiem teorii liczb zespolonych (patrz Delta 10/2000;
mozna tez zajrze¢ do Delty 4/1999), sprébujmy poszukaé
rozwigzania na innym gruncie.

Zalézmy, ze p jest taka liczba pierwsza, dla ktérej
réwnanie 22 = p — 1 (mod p) nie ma rozwiazania w liczbach
calkowitych. Okreslamy zbiér par liczb catkowitych ze
zbioru Z, = {0, 1, 2,..., p — 1} z dzialaniami

(a,b) + (c,d) = (a+¢c, b+d),
(a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + be),

gdzie dzialania w nawiasach nalezy rozumie¢ jako
dodawanie, odejmowanie i mnozenie modulo p. Mozna
sprawdzié¢, ze zdefiniowane dzialania maja porzadne
wlasnoéci, co fachowo wyraza sie, méwiac, iz zbidr Z, x Z,
z tak okreslonymi dziataniami tworzy cialo. Para postaci
(a, 0) to zwykla liczba calkowita ze zbioru Z,. Jednostka
urojona jest, oczywiscie, i = (0, 1). Mamy bowiem

i* =(0,1)-(0,1) = (p— 1, 0) (pamietamy, ze dziatania
sa okreélone w zbiorze Z,, a wiec liczbe —1, ktéra
pojawila sie w wyniku formalnego mnozenia, zastapiliémy
liczba p — 1). '

Przyklad. Rozwiazaé¢ réwnanie z° 4+ + 3 = 0 (mod 7)
(milczaco zaltozylismy, ze kongruencja t* = 6 (mod 7) nie
ma rozwigzania — latwo to sprawdzi¢). Zastosujemy znane
wzory. Mamy

A=1*-4.1-3=-11=3(mod7).

Nalezy wyznaczy¢ vA. Poniewaz kwadrat liczby calkowitej
przy dzieleniu przez 7 moze dawaé tylko reszty 0, 1, 2, 4,
wiec liczba VA jest ,zespolona”. Niech VA = (a, b),

czyli 3 = (a, b) - (a, b). Inaczej: (3, 0) = (a® — b%, 2ab).
Wynika stad, ze a®> — b® = 3 i 2ab = 0. Zatem a = 0 lub
b= 0. Réwnoéé b = 0 prowadzi do sprzecznosci, bo wtedy
a? = 3 (mod 7), co jest niemozliwe. Jedli a = 0, to

—b? = 3(mod7), co daje b = 2 lub b = 5. Zatem

VA = (0, 2) lub VA = (0, 5), czyli VA = 2i lub VA = 5i.

Wobec tego
ol L e s TR
T = 5 — 2+1 lub x; = 5 = 2+ i

Co z utamkami? Przeciez szukamy rozwiazan catkowitych.
Pamietajmy jednak, ze dzialania sa modulo, a zatem

i dzielenie jest modulo: % to4,bo4-2=1(modT7).
Ostatecznie

r1=—44+:i=3+4, 7o = —4 4 20i = 3+ 6i (mod 7).

Jeszcze prodciej otrzymujemy rozwigzania wspomnianej
kongruencji #2 = 2 (mod 3). Mamy tu-z, =i, x2 = 2i.

Nasuwaja sie nastepujace pytania:

(1) Dla jakich liczb pierwszych p kongruencja
z? = p — 1 (mod p) nie zachodzi dla Zadnego
catkowitego 7

(2) Czy dla dowolne]j pary (a, 0) istnieje taka para (z, y),
ze (z, y) - (z, y) = (a, 0), to znaczy czy kazda liczbe
z Zp mozna pierwiastkowaé w sensie ,zespolonym”?

(3) Cazy zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry
w tak okreslonym ciele Z, x Z,, to znaczy, czy
kazdy wielomian o wspélczynnikach catkowitych ma
~zespolone” miejsca zerowe (w sensie kongruencji)?

Ad (1). Postulowany warunek spelniaja liczby pierwsze p
postaci 4k + 3 i tylko takie (np. W. Sierpinski, Arytmetyka
teoretyczna, PWN, Warszawa 1969, str. 158). :

Ad (2). Odpowiedz jest pozytywna (j.w.).

Ad (3). Odpowiedz jest negatywna. Na przyklad
kongruencja ® — & + 1 = 0 (mod 3) nie ma rozwiazania
w Z3 X Zz. Przypuéémy bowiem, ze z = a + bi jest takim
rozwiazaniem. Wéwczas

(a+ b)® — (a + bi) + 1 = 0(mod 3).
Stad po przeksztalceniach otrzymujemy
(a® — 3ab® — a + 1) + (3a’b — b* — b)i = 0 (mod 3),
czyli
a®—a+1=0(mod3) i —b>—b=0(mod3).
Poniewaz a® — a = a(a — 1)(a + 1), wiec

a® — a = 0(mod 3), bo spoéréd trzech kolejnych liczb

calkowitych jedna zawsze jest podzielna przez 3.

Stad a® —a + 1 = 1 (mod 3). Proste uogdlnienie tego
rozumowania wskazuje, ze w zadnym ciele skoticzonym nie
zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Szkodal

Witold BEDNAREK



Konkurs rozwigzywania zadan — Festiwal Nauki 2000

24 wrzednia 2000 r. w ramach
Festiwalu Nauki odbytl sie
konkurs rozwiazywania zadan
matematycznych. Czes¢ zadan
zostala zaproponowana przez

fukasza WIECHECKIEGO
(to ja), a czes¢ przez uczestnikéw
konkursu. Na rozwigzanie kazdego
zadania bylo przewidziane

okoto 5 min. Wszystkie zadania
zostaly rozwiazane, wszystkie
ciastka zjedzone, a i herbatki kazdy
mogl sie napi¢ do woli. Obok
przedstawiamy tres¢ zadan, ktére
pojawily sie na tablicy.

Szkice rozwigzan

@

Rozwigzanie zadania M 947.
Dokonujemy kolejno trzech odbié
tak jak na rysunku ponizej. Widad,
ze lamana DCB'A" D" ma dlugoéé

réowna obwodowi czworokata ABCD, zas
|DD'™| = 24/2. Stad teza.
A Q
P
= B
C R c"
S
!
D,f B DH
A; Aff
"t
BHF D
C”J’

Z. 1. Podac przyklad tréjkata, ktéry mozna podzieli¢c na 5 przystajacych
trojkatow.

Z. 2. Dla dowolnego naturalnego n znalez¢ 2n + 1 réznych liczb naturalnych
tworzacych ciag arytmetyczny, ktérych iloczyn jest pelnym kwadratem.

Z. 3. Na poczatku (po lewej stronie) prostokatnej planszy 1 x 2001 lezg trzy
guziki. Bogu$ i Gogu$ graja w gre, w ktdrej na zmiane wykonuja ruch polegajacy
na przesunieciu jednego z guzikéw o pewna dodatnia liczbe p6l w prawo.
Przegrywa ten, ktéry nie moze wykonaé¢ zadnego posuniecia. Stwierdzi¢, kto ma
strategie wygrywajaca: zaczynajacy czy ten drugi.

Z. 4. Dla pewnej liczby naturalnej n liczby 2™ i 5™ zaczynaja sie (patrzac od
lewej) ta sama cyfra k. Znalezé k.

Z. 5. Punkt H jest punktem przecigcia wysokosci tréjkata ostrokatnego ABC'.
Wiadomo, ze AB = CH. Znalez¢ /ACB.

Z. 6. Czy rownanie z* + y¥ = 2* ma rozwiazanie w liczbach naturalnych?

Z. 7. Udowodni¢, ze nie istnieja dwa nieprzystajace tréjkaty prostokatne o tym
samym polu i obwodzie.

Z. 8.

Z. 9. Jaka jest minimalna liczba prostokatéw a) 3 x 4, b) 3 x 5, ktérymi
mozna pokry¢ plansze 13 x 13. (Prostokaty musza by¢ umieszczone wzdtuz linii
podzialu planszy na pola 1 x 1 i moga nachodzié na siebie.)

Udowodnié, ze jesli a® i a” sa liczbami naturalnymi, to a réwniez.
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Maia delid

Jak dokladny jest zegar sloneczny?

Wydaje sie, ze wsréd ludzi panuje przekonanie o tzw. astronomicznej
dokladnosci przewidywania zjawisk niebieskich. Przeciez z dokladnoscia
nie gorsza niz co do minuty potrafimy obliczyé momenty wschodu

i zachodu dowolnego ciala, poczatku i korica zaémien, poczatkéw pér
roku (cho¢ tego akurat nie sposéb sprawdzié) itd. Zapewne wiec zegar
sloneczny, gdyby go tylko precyzyjnie wykonaé, réwniez mégtby byé
przyrzadem bardzo dokladnym. Konstrukcja takiego zegara sama sie
narzuca. Pret rzucajacy cien nalezy skierowaé w strone péinocnego
bieguna nieba (w przyblizeniu w strone Gwiazdy Polarnej), a na
prostopadlej do niego tarczy nalezy wykreslié podziatke: skoro obrét
Ziemi (nieba) trwa 24 godziny, to np. linie godzinowe powinny by¢ co
15°. T to wszystko. Podzialka powinna by¢ wprawdzie wykreslona po obu
stronach tarczy (bo wiosna i latem Storice bedzie o§wietlac¢ ja z jednej
strony, a jesienia i zima z drugiej), ale to szczeg6t techniczny.

Najczesciej widuje sie jednak zegary sloneczne o tarczy poziomej. Mozna
udowodnié, ze kierunek cienia preta (skierowanego w biegun nieba) na
takiej tarczy nie zalezy wprawdzie od daty, ale katy miedzy liniami
godzinowymi nie sa réwne. Wszystkie te katy mozna oczywiscie z gory
obliczyé, ale mozna tez linie godzinowe narysowaé ,z natury”, mianowicie
pewnego pogodnego dnia zaznaczamy co godzine kierunek cienia i sprawa
zatatwiona. I tu wiladnie pojawia si¢ pytanie: jak dokladna bedzie taka
podziatka? Pomijamy oczywiscie takie rzeczy jak niedoktadnosé rysunku
czy nieostroéé cienia preta. W pierwszym odruchu kazdy odpowie,

ze przeciez Ziemia obraca si¢ tak jednostajnie, ze do zaobserwowania
nieréwnomiernosci trzeba mocno zaawansowanych srodkéw technicznych.
Nie zapominajmy jednak, ze kierunek cienia preta zalezy od polozenia
Stonica, ktére porusza sie po niebie. Gdyby poruszato sie jednostajnie

i w dodatku po réwniku niebieskim, to wszystko byloby w porzadku,
tymeczasem. ..

Przede wszystkim Slorice obiega niebo nie po réwniku niebieskim, lecz
po tzw. ekliptyce, tj. po kole, ktérego plaszczyzna lezy w plaszczyznie
ziemskiej orbity. Gdyby nawet poruszalo sie jednostajnie po ekliptyce,
to jednakowym zmianom jego polozenia na ekliptyce odpowiadalyby
niejednakowe zmiany jego rektascensji — wspoélrzednej liczonej wzdiuz
réwnika i bedacej niebieskim odpowiednikiem dilugosci geograficznej
(rys. 1). Jest jednak gorzej, bo sam ruch Storica po ekliptyce, jako
skutek niejednostajnego ruchu Ziemi po eliptycznej orbicie, jest tez
niejednostajny. W rezultacie Storice prawdziwe (a wiec i cien preta)
Hiys, 4 Wit shasing gaiasdy: jest marna wskazowka. Fakt ten opisuje réznica rektascensji fikcyjnego
a — rektascensja, § — deklinacja, Slorica ,Sredniego” (wlasnie poruszajacego sie z definicji jednostajnie
T - punkt réwnonocy wiosennej. po réwniku) i prawdziwego, zwana nieco dziwacznie réwnaniem czasu.
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Réwnanie czasu mozna na kazdy dzienl obliczy¢, jest tez stablicowane

w rocznikach astronomicznych (rys. 2). Przyjmuje ono wartos¢ zerowa
tylko cztery razy w roku: 16 IV, 14 VI, 1 IX i 24 XII - wtedy slonce
$rednie i prawdziwe pokrywaja sie. Wykreslenie podzialki zegara

w tych dniach zagwarantuje nam, ze bedzie to podziatka ,sSrednia”,
najodpowiedniejsza na caly rok. Wartosci maksymalne (wynoszace
okolo kwadransa) réwnanie czasu osiaga dwa razy w roku (12 IT i 3 XI).
Tak wiec zegary sloneczne ,chodza” dos¢ kiepsko, niekiedy z bledem
wynoszacym nawet kwadrans, nic wiec dziwnego, ze juz od dawna stuza
jedynie do ozdoby parkéw i placéw.

Malqg Delte przygotowat Tomasz KWAST

Hipoteza, twierdzenie, dowéd, kontrprzyktad

l s
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Rys. 2. W=6,B=8 P=9.

Kolejnodé wedlug latwosci dostepu; prazy

okazji: to, co najlatwiej znaleié, jest

najbardziej szkicowe — dokladny dowdéd

jest podany w ostatniej notce.

e H. Steinhaus, Kalejdoskop
matematyczny, np. WSiP 1989,

rozds.

IV, pkt. 107;

o H.5.M. Coxeter, Wstep do geometrii
daumej i nowej, PWN, np. 1967,

rozdz.

13, par. 13.5;

e Delta 4/1993, str. 11.

Tym, ktérych gniewa, iz nie sa to
odsylacze internetowe, przypominam, ze
wszystko, co moga znaleZé w internecie,
jest mniej lub bardziej starannie
przepisane przez webmasterow

(i wspétpracujacych z nimi maszynistéw)
ze Zrodel tradycyjnych.

Marek KORDOS

Tytut tej notatki to zart opisujacy tok pracy matematyka. Oczywiscie

w rzeczywistodci raczej rzadko sie zdarza, aby matematyk jaka$ hipoteze (a wiec
przypuszczenie) oglaszal jako twierdzenie (a wiec sad prawdziwy), a potem
dopiero znajdowat jego dowéd, by po opublikowaniu go znalez¢ kontrprzyktad
(czyli przyklad te hipoteze obalajacy, a wiec przeczacy twierdzeniu). Zazwyczaj
majac hipoteze, poszukujemy albo dowodu, albo kontrprzykladu. I w zasadzie
zawsze (wczeéniej lub pézniej) znajduje sig albo jedno, albo drugie, a bywa i tak,
ze dowodzimy, iz hipoteza rozstrzygnaé sie nigdy nie da. Oto dwa przyklady, na
ktérych mozna to sobie przec¢wiczy¢.

Wielokaty na kracie

Pewnego dnia pod koniec XIX wieku matematyk (austriacki, ale przez
przewazajaca cze$¢ zycia pracujacy w czeskiej Pradze) Georg Pick wpadl na
pomysl, ze pole kazdego wielokata (narysowanego w ukladzie wspétrzednych)

o wierzchotkach w punktach kratowych (czyli o obu wspélrzednych catkowitych)
da sie opisa¢ za pomoca wyrazenia stopnia pierwszego wzgledem liczby W
punktéw kratowych lezacych wewnatrz tego wielokata i wzgledem liczby B
punktéw kratowych lezacych na brzegu tego wielokata. A zatem pole P dane
jest wzorem

(%) kW + 1B + m,
dla pewnych stalych k, [, m.

Gdyby tak rzeczywiécie bylo, to stale te mozna bez trudu znalez¢: trzy wielokaty
przedstawione na rysunku 1 daja uklad trzech réwnan

k-0 + [-4 + m = 1,
E-0 + 1-6 + m = 2
k-1 + -8 4+ m = 4,
majacy rozwigzanie k = 1, = 1, m = —1. Zatem wzér mialby (ewentualnie)

postaé
1
P=W+ §B - 1.

To byta hipoteza Picka. Mégt dla niej szuka¢ dowodu, albo kontrprzykladu.
Wybral to pierwsze i udalo mu sie: w 1899 ukazala si¢ praca Geometrisches zur
Zahlenlehre, w ktérej ten dowéd sie znajdowal. Nie bede go tu przedstawial,
tylko zaproponuje wykonanie go samemu lub znalezienie go w jednym ze
wskazanych obok miejsc (badz tez w dowolnym innym miejscu).

Obejrzyjmy teraz podobna hipoteze na podobny temat. Punktami kratowymi
niekoniecznie musza byé punkty siatki kwadratowej. Latwo wyobrazi¢ sobie
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Rys. 5

Figura wypukla to taka, ktéra wraz z
kazdymi dwoma punktami zawiera caly
taczacy je odcinek.

siatke z tréjkatéw réwnobocznych i jej punkty kratowe. Postawmy tutaj
hipoteze analogiczna do hipotezy Picka, czyli ze pole wielokata o wierzchotkach
w punktach kratowych dane jest wzorem (), o ile przyjmiemy, ze pole
najmniejszego tréjkata tej siatki jest rowne 1. OczywiScie wspétezynniki w takim
wzorze powinny by¢ inne.

Z rysunku 3 mozemy uzyska¢ uktad réwnan

k-0 + 13 + m = 1,
k-0 + 14 + m = 2
k-1 + 16 + m = 6,
majacy rozwiazanie k = 2, [ = 1, m = —2. Zatem wzdér tym razem mialby

(ewentualnie) postac

P=2W+B-2.
Mozna go sprawdzi¢ na bardziej skomplikowanym przykladzie (rys. 4).
Wychodzi 2 -5 + 18 — 2 = 26, co zgadza si¢ (czy na pewno?) z sytuacja na
rysunku. Tylko, ze to o niczym nie $wiadczy. Co najwyzej przemawia za tym,
by poszukiwaé raczej dowodu niz kontrprzykladu (choé pozory czasem myla).
A wiec do roboty!

Gdybysmy sprébowali dostosowaé twierdzenie Picka do siatki szedciokatnej, to
szybko okazaloby sie, ze jest to niemozliwe. Rysunek 5 pokazuje dwie figury,
dla ktérych wzér (%) daje sprzeczne informacje o wspélezynniku ! (prawda?).
Istnieje kontrprzyklad, a wiec zaleznos¢ miedzy polem wielokata kratowego

a punktami kratowymi musi by¢ bardziej skomplikowana.

A jak jest z uogélnieniem twierdzenia Picka na siatki przestrzenne (choéby na
siatke szeScienng)?

Cieciwy figur wypuklych
Teraz bedzie o nowszych sprawach. Prosze poszukaé¢ dowodu lub kontrprzykladu
dla nastepujacej hipotezy (rys. 6):

jezeli w figurze (plaskiej) wypuklej kazde dwie réwnolegle cieciwy,
przechodzace odpowiednio przez pewien punkt P; i pewien punkt
Ps, sa tej samej dhugosci, to figura ma Srodek symetrii.

Tym, ktérzy wybrali dowdd, jako ewentualna pomoc moze postuzyé fakt,
ze wtedy Srodkiem symetrii bylby zapewne érodek odcinka P; Ps.

Druga hipoteza zostala postawiona i udowodniona przez angielskiego (a moze
szkockiego, bo z St. Andrews) matematyka, Kennetha Falconera, w 1983 roku:

jesli dla kazdego kierunku znamy dlugoéé cieciwy przechodzacej
przez punkt P i znamy (niekoniecznie taka sama) dlugo$é cieciwy
przechodzacej przez punkt @, to znamy tym samym figure
wypukla, ktérej sa to cieciwy.

To niestaranne sformulowanie mozna sprecyzowa¢ tak. Dana jest figura
wypukla F. Dla dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz tej figury, funkcja fp
kazdemu kierunkowi przyporzadkowuje dlugoéé cieciwy figury F przechodzacej
przez P i majacej ten kierunek. W ten sam sposéb dla innego punktu @
okreslamy funkcje fo. Twierdzenie Falconera orzeka, iz F' jest jednoznacznie
okreslona przez te dwie funkcje, czyli kazda inna figura wypukla wyznacza
przynajmniej jedna funkcje inna.

Oczywiscie, jeden punkt i jedna funkcja nie wystarcza do jednoznacznego
wyznaczenia figury. Kontrprzyktad dla przeciwnej hipotezy stanowi dowolna
figura wypukla F' i punkt P nie bedacy jej srodkiem symetrii: obraz
symetryczny F' wzgledem P ma taka sama funkcje fp (rys. 7).

Natomiast pomyst, ze jedna funkcja fp wyznacza figure wypukla z dokladnoscia
do przystawania, ma ciagle (o ile mi wiadomo) status hipotezy. Moze wiec kto$
z Czytelnikéw z tym sie upora.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Spotkanie w przestworzach i woda

Na przelomie tysiacleci po raz pierwszy dwie sondy
kosmiczne wspdlnie badaly zewnetrzna planete. W czasie,
gdy w swojej podrézy do Saturna Cassini przelatywat
obok Jowisza, do Ganimedesa, najwickszego ksiezyca
Uktadu Stonecznego, zblizyt sie Galileo, ktéry kofiezyt 29.
okrazenie Jowisza.

Jednoczesne pomiary z dwoch réznych punktéw pozwola
na uzyskanie nowych informacji o ukladzie jowiszowym.
Tym razem Galileo obserwowal Ganimedesa podczas

jego za¢mienia. Naukowcy maja nadzieje na zbadanie

z6rz polarnych, ktére wystepuja na Ganimedesie dzieki
jego resztkowej atmosferze i polu magnetycznemu, a sg
zasilane elektronami z paséw radiacyjnych najwickszej
planety naszego ukladu. Pozwoli to na lepsze zbadanie pola
magnetycznego najwiekszego z ksiezycéw.

Pisze ,pozwoli”, bo przesylanie danych z odleglej o prawie
godzine Swietlna sondy trwa do kilku miesiecy. Z tego
wlasnie powodu dopiero w polowie grudnia ogloszono
pierwsze wyniki otrzymane na podstawie danych zebranych
przez Galileo podczas poprzedniego, majowego zblizenia do
Ganimedesa na zaledwie 809 km.

Wedlug nich najwieckszy ksiezyc nalezy dopisaé do

listy kandydatéw na wodne $wiaty. Pewnosé co do
wystepowania oceanéw mamy, co prawda, tylko

w przypadku blgkitnej planety, ale dzieki Galileo przybywa
przeslanek §wiadczacych o obecnosci stonych oceanéw
ukrytych pod zamarznieta zewnetrzna powloka ksiezycéw
Jowisza: Europy, Callisto, a teraz Ganimedesa.

Na Europie zewnetrzna skorupa moze mieé¢ zaledwie kilka
kilometréw. W przypadku Ganimedesa wielokilometrowa
warstwa slonej wody, znajdujaca sie pod prawie
dwustukilometrowa skorupa, najlepiej pasuje do danych
dotyczacych jego pola magnetycznego.

Powyzsze zdjecia wykonane za pomoca sondy Galileo ukazuja
podobienstwa w strukturze powierzchni Ganimedesa (po lewej)
i Europy (po prawej). Tego typu uksztaltowanie terenu jest
wyjatkowe na Ganimedesie i typowe na Europie.

1 5 |

Powigkszenie fragmentu ,ciemnego” obszaru powierzchni
Ganimedesa polozonego niedaleko granicy z obszarem ,jasnym”
(takie granice ukazuje poprzednie zdjecie). Widoczny jest obszar

16 km na 15 km. Podobne . schodkowe” struktury na Ziemi powstaja
na skutek ruchdw tektonicznych. Potwierdza to przypuszczenie,

Ze jasne obszary powstaja na skutek rozwierania sie lodowej skorupy
Ganimedesa.

Sytuacja jest jednak duzo bardziej skomplikowana niz

w przypadku najbardziej przekonujacej Europy czy
Callisto, poniewaz Ganimedes ma wtlasne silne pole
magnetyczne, a nie jedynie indukowane przez magnetyzm
Jowisza. o T

Dodatkowa wskazowka sa bardzo doktadne zdjecia
powierzchni ksiezyca i wyniki badan jej sktadu
chemicznego. Na zdjeciach wida¢ struktury bardzo
podobne do znalezionych na powierzchni Europy.

Ciemne ,wlochate” struktury poprzecinane sg jasnymi
pasami. Jedne i drugie zbudowane sa z lodu. Wyglada to
tak, jakby jasne, gladsze pasy powstaly przez peknigcie
skorupy i wydostanie sie wody na powierzchnie i jej
zamarzniecie. Dodatkowo badania w zakresie podczerwieni
wykazaly obecnoéé siarczanu magnezu MgSOy, ktéry jest
dobrym elektrolitem.

‘W opinii naukowcéw do utrzymania warstwy cieklego
wewnetrznego oceanu wystarcza cieplo z rozpaddw
promieniotwérczych we wnetrzu Ganimedesa.

Jak zawsze w przypadku gromadzenia swiadectwa
wystepowania gdzie§ wody w plynnej postaci pojawia sie
pytanie o mozliwo$é istnienia tam zycia. Odnajdywane

w pozornie najmniej sprzyjajacych miejscach Ziemi zyjatka
(ekstremofile) $wiadcza, ze nie jest to niemozliwe. Niestety,
jak na razie nie umiemy tego sprawdzic.

Piotr ZALEWSKI

Dalsze informacje mo#na znaleié w Internecie
galileo. jpl.nasa.gov



Obrét na ptlaszczyzZnie Piotr SULICH

Obrét na plaszczyinie, ktéry jest przeciez elementarnym przeksztalceniem,
Jest to skrét jednej z dwoch prac mozna wykorzysta¢ do rozwiazywania catkiem powaznych probleméw.

nagrodzonych srebrnymi medalami
na Konkursie Uczniowskich Prac

O tym wtlasnie traktowala moja praca. W pierwszej jej czesci zajatem sie

z Matematyki w 2000 r. Kolejna zastosowaniem obrotu w geometrii syntetycznej, dowodzac kilku twierdzeri
opublikujemy w nastepnym numerze. dotyczacych nadbudowywania figur plaskich, w tym znane twierdzenie Van
Aubela. W drugiej czesci pokazalem zastosowanie obrotu w geometrii

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

12

analitycznej, przy udowadnianiu wlasnoéci skladania obrotéw oraz
do rozwigzywania zadan. Ponize]j prezentuje skrét czesci pierwszej,
zlozony z pieciu twierdzen o nadbudowywaniu figur kwadratami.

Twierdzenie 1. Srodki kwadratéw nadbudowanych na
bokach réwnolegloboku sa wierzcholkami kwadratu.

Dowdéd. Przez A, B, C'i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego
réwnolegtoboku (rys. 1). Przez K, L, M i N oznaczmy $rodki
kwadratéw nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,

CD oraz AD. Mamy: AKBL = AMCL (cecha BKB; CL = BL,
KB =MC, (KBL = /MCL) oraz LBLC = 90° (kat miedzy
przekatnymi kwadratu). Z tych dwéch faktéw wynika, ze

0" (AMCL) = AKBL.

A zatem ML = KL oraz ML jest prostopadle do K L. Widzimy
zatem, ze dowolne dwa kolejne boki czworokata KLM N sa réwne
i prostopadte. Jest to wiec kwadrat.

Twierdzenie 2. Przekatne kwadratu, powstalego ze srodkéw
kwadratéw nadbudowanych na bokach réwnolegloboku,
przecinaja sie¢ w punkcie przeciecia jego przekatnych.

Dowdd. Przez A, B, C'i D oznaczmy wieracholki rozwazanego
réwnolegtoboku (rys. 2). Przez K, L, M i N oznaczmy érodki
kwadratéw nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,
CD oraz AD. Jak wiemy, $rodkiem symetrii réwnolegtoboku
jest punkt przeciecia jego przekatnych. Oznaczmy ten punkt

dla réwnolegtoboku ABCD przez S. Niech punkty P i R beda
srodkami odpowiednio bokéw AD i BC tego réwnolegloboku.
Odcinki NP i LR sa réwne i odpowiednio prostopadle do
odcinkéw AD i BC, réwniez odcinki PS i RS sa réwne. Ponadto
LNPD = /LRC = 90° oraz /DPS = /BRS, bo tréjkat BRS
jest obrazem tréjkata DPS w symetrii srodkowej wzgledem S:
Ss(ADPS) = ABRS, skad wynika, ze katy NPS i LRS sa réwne.
A zatem ANPS = ALRS na podstawie cechy BKB (PS = RS,
NP = LR, /NPS = /LRS).

Zauwazmy, ze z réwnosci Sg(ANPS) = ALRS, wynika, ze S nalezy do
odcinka N L. Analogicznie (przy uzyciu tego samego obrotu) otrzymujemy,
ze S nalezy do odcinka K M. Obie przekatne kwadratu K LM N przechodza
wigc przez punkt S, czyli przecinaja sie w punkcie przeciecia przekatnych
réwnolegltoboku.

Twierdzenie 3. Jezeli na dowolnych dwéch bokach tréjkata
nadbudujemy kwadraty, to odcinki Iaczace $rodki tych kwadratéw
ze Srodkiem trzeciego boku tréjkata sa réwne i prostopadle.

Dowdéd. Nadbudujmy kwadraty na bokach AB i BC, ich $rodki oznaczmy
odpowiednio przez K i L (rys. 3). Srodek odcinka C A oznaczmy przez S.
Niech Ss5(B) = D. Wtedy ABCD jest réwnoleglobokiem. Punkt S jest
punktem przeciecia przekatnych tego réwnolegloboku. Wiec i przekatne
kwadratu utworzonego ze srodkéw kwadratéw nadbudowanych na bokach
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Rozwigzanie zadania M 9486.

Niech A’ powstaje przez przesuniecie punktu A
o wektor prostopadly do rzeki, ktory ma
dlugosé réwna szerokosci rzeki. Jeéli zbudujemy
most M N, to aby dostaé sie od A do B,

bedziemy musieli pokonaé¢ droge AMN B, ktdra

ma dlugoéé a + dlugoéé lamanej A'N B. Dlugosé
lamanej A'N B jest najmniejsza, jesli N lezy na

odeinku A’ B, czyli most nalezy zbudowaé od My
do Ny (rysunek obok).
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tego réwnolegloboku przecinaja si¢ w punkcie S (na mocy
twierdzenia 2). Z tego, ze przekatne kwadratu sa réwne

i si¢ polowia, wynika, iz SK = SL. Z tego, ze przekatne
kwadratu przecinaja sie¢ pod katem prostym, otrzymujemy,
iz SK jest prostopadle do SL, bo SK i SL zawieraja sie

w przekatnych kwadratu utworzonego ze $rodkéw kwadratéw
nadbudowanych na bokach réwnolegloboku.

Twierdzenie 4. Odcinek laczacy $rodki kwadratéw,
nadbudowanych na dwdéch dowolnych bokach tréjkata,
jest przystajacy i prostopadly do odcinka taczacego
érodek kwadratu nadbudowanego na trzecim boku

z wierzchotkiem nie nalezacym do tego kwadratu.

Dowdd. Przez A, B i C oznaczmy wierzcholki rozwazanego
tréjkata (rys. 4). Niech P, @ i R beda $rodkami kwadratéw
nadbudowanych odpowiednio na bokach BC, C'A oraz AB.
Przez S oznaczmy érodek boku C'A. Na mocy twierdzenia 3
mamy, ze RS = SP oraz RS LSP. Zauwazmy ze SQ = SC
oraz SQLSC. Wiec 0¥’ (ARCS) = AQPS. Wynika stad,
7e RC = QP oraz RC' L QP. Analogicznie (rozwazajac obroty
wzgledem érodkéw odcinkéw AB i BC') otrzymamy, ze

AP = RQ, AP1RQ oraz BQ = PR, BQLPR.

Twierdzenie 5 (Van Aubel). Odcinki laczace srodki
kwadratéw nadbudowanych na przeciwleglych bokach
czworokata wypuklego sa réwne i prostopadte.

Dowdéd. Oznaczmy wierzchotki rozwazanego czworokata
wypuklego przez A, B, C'i D (rys. 5). Przez O, P, Qi R
oznaczmy $érodki kwadratéw nadbudowanych odpowiednio
na bokach AB, BC, CD i DA czworokata ABCD. Przez S
oznaczmy punkt bedacy $rodkiem odcinka BD.

Na mocy twierdzenia 3 dla tréjkata ABD otrzymujemy,
OS = RS i OSLRS, a dla tréjkata BC'D otrzymujemy,
QS = PS i QSLPS. Zatem O’ (ASPR) = ASQO.
Mamy wigc: PR = QO oraz PR1QO.
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=

e
2w V ;'.;
Przy zmianie temperatury diugoéé wahadla wynosi

hh =1(1+

wahadla, o wielkosé

alts — t1)). Dlatego zmieni sie tez i okres

No Uwzgledniajac, ze I; = [, mamy
™ al(t t1)

AT =~ 22 :
g

i

Po uplywie doby zegar opdéni sig o

t = NAT == 12 - 3600a(ta — t1) = 13 5 .



Klub 44

®

Termin nadsylania rozwiazan:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

31 V 2001 i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 417, 418

Redaguje Marcin E. KUCZMA

417. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba calkowita. Znalezé¢ najwieksza mozliwa

2n
wartosé sumy E |w(i) — 4| dla permutacji m zbioru {1,2,3,...,2n}. Ile jest permutacji
- “:1 -

wyznaczajacych te maksymalng wartosé?

418. Dany jest okrag © o érodku O i promieniu r oraz dwa ustalone rézne punkty

A i B na tym okregu, w odleglosdci katowej |/ AOB| = ¢. Rozwazamy pary okregéw

stycznych wewnetrznie do okregu @ w punktach A i B oraz wzajemnie stycznych

zewnetrznie. Punkty ich stycznosci zewnetrznej tworza tuk krzywej. Obliczyé dlugodé

tego tuku.

Zadanie 418 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2000

Przypominamy tresé¢ zadan:
409. Z dwdch tysigey klockéw o rozmiarach 2 x 2 x 1 zbudowano 410. Wyznaczy¢ wszystkie liceby naturalne n, dla ktérych istnieja
szedcian o krawedzi dlugosci 20. Dowiesé, e istnieje prosta liczby rzeczywiste x1, x2, ..., , spelniajace warunki: |z;| <1 dla
przecinajaca wnetrze tego szedcianu, ale nie przecinajaca wnetrza 1=1,2,....,5 .'i.';f t+ x5 4.+ .l.'?, =0; z1+x2+...4+xTp =n/3.

zadnego klocka.

-

e

(Rozwigzanie zadania 9a ze str. 7)

Rysunek 2.

409. Na kazdej $cianie szescianu jest 19% = 361 wewnetrznych punktéw kratowych, tzn.
punktéw potozonych w odlegtosciach calkowitych dodatnich od bokéw Sciany. Istnieje
wiec 3 - 361 = 1083 prostych réwnolegltych do krawedzi szescianu i przechodzacych
przez wspomniane punkty kratowe.

Niech ¢ bedzie jedna z tych prostych. Moze ona przecinaé wnetrze tylko takiego
klocka K, ktérego Scianki 2 x 2 sa do niej prostopadle (trafiajac w srodki tych
écianek). Wybierzmy jedna z czterech krawedzi szedcianu réwnoleglych do prostej £
i nazwijmy ja k.

WeZmy pod uwage prostopadloscian P (rys.), ktérego jedna krawedzia jest k, jedna
krawedzia jest odcinek prostej ¢, a cztery Sciany P sa zawarte w $cianach szeécianu.

Jesli prosta ¢ przecina wnetrze klocka K, to czedé wspdlna K N P jest szescianikiem

o objetosci 1. Jesli K' jest klockiem nie przeklutym przez prosta £, to zbiér K' N P ma
objetosé 4, 2 lub 0. Objetos$é prostopadloécianu P jest liczba parzysta; zatem prosta £
przecina wnetrza parzystej liczby klockéw. To znaczy, ze albo nie przecina zadnego,
albo co najmniej dwa. Wséréd rozwazanych 1083 prostych jest wobec tego nie wiecej niz
1000 prostych, ktére przecinaja wnetrze jakiego$ klocka. Stad teza.

410. Zalézmy, ze liczby w1, x2, ..., T, spelniaja postulowane warunki. Wéwczas
T

0< ) (@i+1)(2z:—1)° = > (42} -3z +1) =0,
i=1 i=1
wigc kazda z liczb x; jest réwna —1 lub 1/2. Przyjmijmy, ze —1 wystepuje k razy, a 1/2
wystepuje n—k razy. Kazdy z warunkéw ) z; = n/3 oraz 5 z7 = 0 sprowadza sie do
réwnosci n = 9k.

Whiosek: liczba n musi dzieli¢ si¢ przez 9. Na odwrét, jedli n jest liczba podzielna
przez 9, to podane warunki sa spelnione przez ciag z1, 2, ..., Tn, w ktérym jest n/9
wyrazow réwnych —1, a pozostale s réwne 1/2.
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Zadania z fizyki nr 314, 315
Redaguje Jerzy B. BROJAN

314. Kula naladowana powierzchniowo stala gestodcia tadunku sklada sie z dwdch
zetknietych pétkul o tej samej masie. W wyniku wzajemnego odpychania péltkule
zaczely sie poruszaé i oddalily sie na bardzo duza odlegtosé (ruch zachodzi bez
oporéw). W ktérym przypadku predkosdé uzyskana przez pétkule bedzie wigksza: gdy

sa przewodzace, czy gdy sa nieprzewodzace?

Termin nadsylania rozwiazai:

31 V 2001 315. Manily do dyspozycji .dowolne l:.lpl:ll'l’llk_l oraz 4{]!55"(?%)" e n
dowolna liczbe idealnych diod o napieciu progowym 1 V : : !
(tzn. nie przewodzacych pradu przy nizszym napieciu, | i i
sk L SaaRwe] a przewodzacych dowolnie duzy prad przy napigciu 0p---- it ek
e x ¥ ¢ sin i, A N N LWL
Klub 44 F minimalnie wiekszym). Zaprojektowaé jak najprostszy 25 : : : :
po uwzglednieniu ocen rozwiazan obwdéd o dwéch wyjsciach, ktérego charakterystyka 20---- D R CEEPE
« ane i . ; ' I I I
zadan 302 (WT=2,84) i 303 (WT'=3,01) pradowo-napieciowa jest dana na przedstawionym 1] S SRR SR PR
ERAREEEIE 4000 wykresie (rys. 1). T3 TP TR - Al SRR
Jarostaw Lazuka — Warszawa 46,36 I | 1 .
Marek Wéjcicki ~ Saczecin 37,47 i H i 2 3 Bifmmm il on e na
e as =i il . ason Poza konkurse.m. Czy'lstmaloby rozwiazanie, gd;)lzby ’ ' : : \ U (\i}
Andrzej Nowogrodzki Chociandw 33,66 punkt. lamanej (8] WSpOh’Zanych (2; 35) przesungc w gore 0.5 1 1.5 2 -
Andreej Idzik — Boleslawiec 33,58 o a - . . i@ E c
Tomasz Rudny  Warisawa 3520 do (2;50)7 (Autorowi nie udalo sig ani znalezé tego
rozwiazania, ani udowodnié, ze nie istnieje.) Rys. 1
Pan Lazuka zaliczyl 44 punkty po raz
trzeci, zostajac dsmym Weteranem . . " . . .
Zwlgzania z izyki z numer 0
Kluba 44 F. Rozwig adan z fizy ru 11/200
Przypominamy tre$é¢ zadan:
306. Jaka minimalng sila trzeba dziala¢ na klocek o ciezarze P, aby ruszy¢ go z miejsca
(zob. rys. 2), jeéli wspélczynnik tarcia miedzy klockiem a podlozem jest réwny i3
307. Dwie jednakowe cewki, kondensator i zaréweczke zestawiono w obwdéd (rys. 3) i podlaczono do
srédla napiecia przemiennego. W ponizszych zdaniach wybraé¢ wladciwe wersje wyrazdw w nawiasach
i uzasadnié. Opdr uzwojen cewek mozna pominaé. :
Gdy zwroty nawiniecia obu cewek byly zgodne, okazalo sig, ze podezas przesuwania jednej cewki
wzgledem drugiej przy pewnej szezegdluej ich odlegloécei zaréweczka Swieci sig (silniej/stabiej), niz
przy innych sasiednich polozeniach. Gdy jedna z cewek odwrécono, tak ze zwrot jej nawinigcia
byl przeciwny wzgledem drugiej, réwniez wystapila taka szczegdlna odleglodé cewek, dla ktérej
zardweczka swiecila sie (silniej/stabiej). Gdy zwiekszono pojemnoéé kondensatora i ponownie
Rys. 2 poszukano obu tych szezegdlnych przypadkéw, okazalo sie, Ze pierwszy z nich wystepuje przy
(wigkszej/mniejszej) odleglosci cewek niz poprzednio, a drugi przy ( wickszej/mniejszej).
o 306. Oznaczmy sile dzialajaca na klocek przez F, a kat miedzy jej kierunkiem
TG a poziomem przez o. Sita nacisku klocka na podloze wynosi P — F'sina, czyli
maksymalna wartoécia sity tarcia jest f(P — Fsina). W chwili ruszenia klocka sita ta
“' réwna sig poziomej sktadowe]j sily F', a stad
Bf
|~ g B e s
Rys. 3 cosa+ fsina

Maksymalna wartoéé mianownika znajdziemy, przyréwnujac jego pochodna
wezgledem o do zera. Otrzymujemy tga = f, czyli

307. Zauwazmy na wstepie, ze opér R zaréweczki

dodaje sie do impedancji reszty obwodu Z wg wzoru
Zeatk = VR? + Z2, a wiec szukajac polozenia, w ktérym
zaréweczka $wieci sie najsilniej (ew. najstabiej), mozna
ten opér pominaé. WprowadZzmy oznaczenia: indukcyjnodé
cewki L, wspolczynnik indukeji wzajemnej cewek M
(dodatni dla zgodnego nawiniecia), amplituda napiecia U
#rédla, czestosé w = 2r f, amplituda pradu I plynacego
przez prawa cewke, amplituda pradu I> plynacego przez
kondensator. Ze wzgledu na pominiecie oporu jedyna
mozliwa wartoscia przesuniecia fazy miedzy pradami

lub tez miedzy napieciami jest m, co w razie potrzeby
uwzglednimy, przypisujac jednej z amplitud znak ujemny.
Z praw Kirchhoffa wynikaja réwnania

I
hLw+ (I + L)Mw = -C—i’-,
L= (Il + Iz)Lw+Ile - &
Cw

15

Pf

VitP

Rozwiazujac je, znajdujemy amplitude pradu plynacego
przez zaréweczke

Fmin:

U Lw — (1/Cw)
(L-—M)w—(2/Cw) (L+M)w

Zmiana odleglosci miedzy cewkami wplywa tylko na
wspotezynnik indukeji wzajemnej M. Widzimy, ze rezonans
— nieskoriczona wartoéé I + I» (w praktyce ograniczona
przez opér zaréweczki) — wystepuje dla My = L — 2/Cuw?,
natomiast drugi przypadek M = —L odpowiada
maksymalnemu sprzezeniu, ktére wymagaloby osadzenia
obu cewek na wspélnym rdzeniu, co nie jest zgodne

z opisem zadania. Minimalna warto$¢ Iy + I» wystepuje
dla M, = —l/C‘wz; poniewaz Mz < 0, wiec zgodnoéé

z podanymi w tredci zadania obserwacjami wymaga, aby
M; > 0. Zwiekszenie wartosci C' oznacza zwigkszenie M
(rezonans wystapi przy mniejszej odlegtodci cewek)

i zmniejszenie | Mz| (wieksza odleglosé).

L+ 1=



ﬁ Patrz w niebo

Rozwigzanie zadania M 948,

Z duzym prawdopodobienistwem mozna zgadnaé, ze za wszelkie burzliwe procesy
toczace sie w centralnych czesciach galaktyk odpowiedzialna jest masywna

Niech M’ bedzie odbiciem punktu M

wzgledem AB, zas M" i A" — odbiciami  czarna dziura — to ona zazwyczaj jest zrédlem energii proceséw. Okazuje sie

]\J\|.t||l;h1.\.v M ; 1\ .t«-;lz_.;:lf;-:l.e'n: [‘lj‘r e jednak, ze nie zawsze. Otz od wielu lat znane sa galaktyki niezwykle jasne w
/TEeESZCIe niecn /v MEAZIE OCdDICIEeIm 3

wzgledem AC (rys.).

Jesli X, Y, Z sa punktami na bokach
AB, BC i AC odpowiednio, przez ktére
przechodzi nasza droga, X' zad jest
odbiciem X wzgledem BC, to dlugosé
rozwazanej drogi jest nie mniejsza niz
dlugoéé lamanej M"X'YZN', a ta
zas nie mniejsza niz |M" N'|. Droga
o minimalnej dlugoéci to ta, dla ktérej
X'.Y, Z leza na odcinku M"' N'.
_H | O
O ||
f BN
SEEEEN mmm—
|| |
[l o
Rysunek 3. niezwyklymi.

(Rozwigzanie zadania 9b ze str. 7)

Marzec

Wieczorami wysoko na niebie widzimy gwiazdozbiér
Blizniat (a przynajmniej najjasniejsze jego gwiazdy,
Kastora i Polluksa), a na wschéd i nieco nizej
niepozornego Raka, w ktérym dwa tysiace lat temu
znajdowalo sie letnie stanowisko Slorica. Wskutek
precesji 6w ,punkt Raka” zdazyl przesunac sie wladnie
do BliZniat, ale nazwa pozostala — dlatego pélnocny
zwrotnik ciagle nazywamy zwrotnikiem Raka. Sam
gwiazdozbior Raka jest tak dalece niepozorny,

ze najjasniejszym w nim obiektem jest gromada
otwarta o jasnosci 3,9 mag, zwana Praesepe (ZI6bek),
widoczna golym okiem jako slaba plamka. Zawiera
ona ponad 300 gwiazd, a najjasniejsze z nich widaé¢
juz przez lornetke. Lezy w odlegloéci 160 pc, a jej
rozmiary nie przekraczaja 20 pc. Jest to gromada w
skali Galaktyki bardzo mloda. Slonce, ktére uchodzi za
gwiazde mloda, powiedzmy — w $rednim wieku, liczy

5 mld lat, a Praesepe ma, wedlug niektorych ocen, pél
miliarda lat. Jak wszystkie gromady otwarte
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zakresie podczerwonym. Narzuca sie przypuszczenie, ze centralna czarng dziure
otacza w nich gruba warstwa pyhu, ktéry pochlania promieniowanie krétkofalowe
i wyswieca pochlonieta energie w postaci promieniowania niskoenergetycznego,
wlasnie podczerwonego.

Na poczatku lat 80. w galaktyce Arp 220 (tzn. o numerze 220 w katalogu
galaktyk osobliwych Haltona Arpa) polozonej w Wezu wykryto maserowe
promieniowanie radiowe czasteczek OH pochodzace z jej zwartego jadra.
PéZniejsze jednak obserwacje w podczerwieni prowadzone za pomoca

satelity Infrared Space Observatory ujawnily obecnoéé w widmie galaktyki

linii absorpcyjnych, co dowodzilo, ze obszar przerabiajacy promieniowanie
wysokoenergetyczne na niskoenergetyczne nie jest taki maly, jak sie poczatkowo
zdawalo. Z drugiej strony ujawnily brak pewnych linii emisyjnych obecnych

w widmach obiektéw zasilanych przez centralna czarna dziure. Z kolei
subtelniejsze obserwacje radiowe wykazaly niedawno, ze w centrum galaktyki
znajduje sie nie jedno, lecz kilkanascie bardzo zwartych radiozrédel. Wreszcie
dwa lata temu za pomoca Teleskopu Hubble’a po prostu ujrzano skomplikowana
budowe centralnych obszaréw galaktyki Arp 220.

Wszystko to musialo doprowadzi¢ do odrzucenia hipotezy czarnej dziury i do
uznania, ze w centrum galaktyki tocza sie wprawdzie burzliwe procesy fizyczne,
ale zupelnie innego typu. Mianowicie zrédlem energii sa tam pojawiajace sie

w zwiekszonej obfitosci supernowe, czyli eksplodujace masywne gwiazdy, a wiec
w gruncie rzeczy obiekty dosé zwyczajne. Ich obfitoéé bylaby skutkiem réwniez
Zzwyczajnego procesu powstawania gwiazd, tyle ze zachodzacego w wyjatkowo
wysokim tempie. Struktura jadra galaktyki, a w szczegélnosci jego podwdjnosc,
dowodzilaby, ze ostateczna przyczyna tych wszelkich osobliwosci jest zlanie sie
w jedna caloé¢ dwdch galaktyk. Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do sytuacji

w $wiecie gwiazd, rozmiary galaktyk sa spore w poréwnaniu z dzielacymi je
odleglosciami, wskutek czego zderzenia galaktyk réwniez nie sa zjawiskami

Tomasz KWAST

najprawdopodobniej nie przezyje nastepnego miliarda,
tzn. gwiazdy owszem, ale sama gromada ulegnie
rozproszeniu wéréd innych gwiazd Galaktyki.

Wydarzeniem miesiaca bedzie niewatpliwie réwnonoc,
ktéra nastapi 20 III o godz. 14:31. Wkrétce potem

w nocy 24/25 III (czyli z soboty na niedziele

— ostatnia w marcu) przesuniemy zegary na czas
letni — cho¢ dopiero zacznie si¢ wiosna. Merkury
znajdzie si¢ najdalej od Slonca (w odlegloéci 27° na
zachéd) 11 III i nad ranem mozna prébowaé szukaé
go na wschodzie. Wenus nie wida¢, bo znajduje sie
zbyt blisko Slonca, Mars jest na granicy Wezownika
i Skorpiona i wschodzi kolo péinocy. Jowisz jest

w Byku, a Saturn na granicy Barana i Byka i obie te
planety wida¢ wieczorem w zachodniej czeéci nieba.
Pehlia Ksiezyca wypada 9 III, a néw 25 IIL Zadnych
jasnych gwiazd Ksiezyc w marcu nie zakrywa.

T.K.
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DLACZEGO? (2)

Pewnie sadziles, Drogi Czytelniku, ze znajdziesz tu wykres
przedstawiajacy sto milionéw wyrazéw zdefiniowanego
poprzednio ciagu (a,). Ja w kazdym razie stu milionéw

Ciag (an) spada do jedynki po ponad 15 milionach
wyrazéw! Dokladniej, a, = 1 dla n > 15590459.

DLATEGO tak dokladnie przedstawialem jego
zachowanie w poprzednim I'-limatiasie. Z tabelki wida¢,
ze przed stabilizacja na wartosci 1 ciag schodzi ponizej
tysiaca, po czym na krétko odbija w gore.

Liczba 1 jest punktem stalym zdefiniowanego poprzednio
przeksztalcenia f (tzn.f(1) = 1), zatem wystarczy,

ze pewien wyraz ciagu jest réwny 1, a wszystkie nastepne
tez musza by¢ jedynkami.

nie obi}ecywalem, za to podfa.jq wykres ponad 15 milionéw BT 59?(; 516 i C;;l :
wyrazéw (rysunek) oraz krétka tabelke. 15590217 | 883
15590218 677
] 1 - 1
‘ (WI;E};’CZ’;M 15590450 | 299653
| 15590451 | 12763
'f-'h;. 15590452 | 1957 |
My " | 15590453 3751
3T ,.r Wi | 15590 454 4793
[y *“ | 15590455 | 689
: I | 15590456 | 283 |
i A'!h ! \. | | 15590457 31 |
il fl\ IR I | f ‘fl, | | 15590458 | 17 |
2 TR \/i { il ﬂ#" | | 15590459 | 1|
lN f".,' I I w “; | L ow | I'.Eh ” 15590460 | 1 ‘
‘J\: || I'i' w Bvlli.‘I JI | WJME 1 ﬁ NI“NIII" ]Ililllllﬁ | ‘_1’ hj
YU, |/ LA
{ TR
y h "W
fi
|
S S — ', ', : : : 1 : : : 1 : .f S
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 s
(w milionach)

DLACZEGO? Gdzie byl ukryty nierychliwy, ale
nieustepliwy mechanizm, ktéry w koricu wedrujacy pod
niebiosa ciag $ciaggnal na ziemie po kilkunastu milionach
wyrazéw?

DLACZEGO dopiero po ponad 15 milionach iteracji
funkcji f doszliémy do punktu stalego, skoro po drodze
wydawalo sie, ze dany ciag ucieka do nieskoriczonosci?

ZADANIE: Z szescianu o krawedzi 8 usunieto

z dwéch przeciwleglych narozy szeSciany o krawedzi 1.
Rozstrzygnaé, czy tak otrzymana bryle mozna podzieli¢
na 255 prostopadlodcianéw o wymiarach 1 x 1 x 2.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (24)

Rozwigzanie: Nie mozna. Na poczatek przeanalizujmy analogiczne zadanie na
plaszczyZnie. Szachownice 8 x 8 z usunietymi dwoma przeciwleglymi narozami
kolorujemy dwoma kolorami (czarnym i bialym) tak, aby pola sasiadujace bokiem byty
pokolorowane réznymi kolorami (rysunek). Widzimy, ze usuniete pola maja ten sam
kolor (na rysunku czarny), pozostalo wiec 30 pél czarnych i 32 biale. Poniewaz kazdy
prostokat 2 x 1 wyciety (po kratkach) z szachownicy zawiera po jednym polu kazdego
koloru, danej figury nie mozna podzielié¢ na 31 prostokatéw.

Analogiczne rozumowanie stosujemy do podanej figury przestrzennej. Kolorujemy
szedciany jednostkowe duzego sze$cianu dwoma kolorami tak, aby szeéciany majace
wspolng Sciane mialy rézne kolory. Poniewaz przeciwlegle naroza pokolorowane sa tym
samym kolorem, wiec ich usuniecie (zal6zmy, Ze sa czarne) pozostawia 254 szeSciany
czarne i 256 bialych. Kazdy prostopadlodcian 1 x 1 x 2 zawiera pola réznego koloru,
wiec podzial opisany w zadaniu nie jest mozliwy.

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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