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Wszechswiat
i pustka

Konrad RUDNICKI

Latwo stwierdzi¢, ze bynajmniej nie za czaséw jakich§ starozytnych Rzymian,
ale wlaénie sto lat temu wyobrazano sobie Wszechdwiat jako wielka, zapewne
nieskoniczona pustke, w ktérej sie gdzieniegdzie znajduja odosobnione bryty
materii — ciala niebieskie. Wystarczy wzia¢ do reki jakakolwiek popularng
ksiazke astronomiczna z poczatku XX wieku, aby znalez¢ w niej odbicie
pogladu, ze nasza Ziemia jest odizolowanym cialem niebieskim, na ktére
dzialaja tylko sity grawitacyjne odleglych globéw — Slofica, Ksiezyca i (trudno
zauwazalne) innych planet, oraz $wiatlo i ciepto Stonica. Wprawdzie Akademia
Francuska jeszcze w XIX wieku przyznala si¢ do pomylki i uznata, ze kamienie
(meteoryty) moga spadaé z nieba, a wiec, ze w przestrzeni miedzyplanetarnej
kraza jakie$ brylki materii, ale laczna masa tych brytek jest przeciez znikoma.
Znano tez $wiatlo zodiakalne i rozumiano, ze to jakie$ pyly w poblizu
plaszczyzny ekliptyki, ale wlasnie to $wiatto wydawalo sie zjawiskiem tym
bardziej tajemniczym, im konkretniej sobie wyobrazano pustote pozostalej
przestrzeni kosmicznej.

Impulsem do innego spojrzenia na Wszechéwiat bylo ostateczne stwierdzenie

w pierwszej polowie minionego dopiero co wieku, ze tak, jak sadzili William

i John Herschlowie, mglawice spiralne sa galaktykami. Poniewaz tych galaktyk
nie wida¢ w obszarach nieba potozonych w Drodze Mlecznej, a raczej trudno
bylo przypuszczaé, zeby struktura Wszechswiata stosowala si¢ do przestrzennego
ulozenia naszej Galaktyki, wiec powstala hipoteza ekstynkcji miedzygwiazdowej,
ciemnej materii w plaszczyznie galaktycznej zaslaniajacej w tych kierunkach
widok na daleki Kosmos. Ta hipoteza zostala szybko potwierdzona przez
obserwacje jasnoéci i barw gwiazd. Nasz uklad gwiazdowy przestal by¢ w
$wiadomoéci astronoméw pusty, lecz stal sie wypelniony niezmiernie subtelna
wprawdzie, ale wszedzie obecna materia pylowa. Potem nastapilo odkrycie
miedzygwiazdowego gazu towarzyszacego pylom lub wystepujacego samodzielnie.
Zarazem coraz to nowe prace dokumentowaly obecnosé¢ gazéw i pyléw réwniez

w przestrzeni miedzygalaktycznej.

Innym waznym wydarzeniem bylo odkrycie promieni kosmicznych. W ciagu
kolejnych dziesiecioleci XX wieku poznano wielka rozmaitos¢ czastek
elementarnych, obdarzonych tadunkami elektrycznymi i neutralnych,
przychodzacych z réznych obszar6w Wszechswiata. Niektére z nich maja
niewyobrazalnie wielka energie. Zarazem obserwacje pozaatmosferyczne
pozwolity stwierdzié, ze ciala niebieskie wysylaja nie tylko fale optyczne, ale
wszelkiego rodzaju promieniowanie elektromagnetyczne od dlugich fal radiowych
az po dziedzine promieniowania gamma. Réznorodnos¢ sygnaléw docierajacych
z réznych okolic Wszechéwiata do rozmaitych cial niebieskich, a w ich liczbie
do Ziemi, wzrosta wiec znacznie. Okazalo sie, ze nasza planeta nie jest tak
odizolowana od $wiata, jak sie¢ dawniej zdawalo.

Rozwdj astronautyki przynidst tez niespodziewane odkrycia w naszym
ukladzie planetarnym. Oto materia stoneczna okazala si¢ nie tylko przejawiac
w protuberancjach, slonecznej koronie i w $wietle zodiakalnym, ale w postaci
wiatru slonecznego przenikaé caly nasz uklad planetarny, daleko poza orbity
Neptuna i Plutona. Mozna powiedzie¢, ze Ziemia i inne planety poruszaja

sie wewnatrz owego wiatru, czyli w najbardziej zewnetrznych i stale si¢
rozszerzajacych warstwach atmosfery slonecznej. Stofice dziala bezposrednio na
Ziemie. Mozna to nawet sformulowac tak, ze zyjemy wewnatrz Slorica, ktorego
dzialanie odczuwamy nie tylko w plywach oceanicznych, ale réwniez w postaci
burz magnetycznych, z6rz polarnych i innych zjawisk znanych geofizykom,
radiotechnikom, a ostatnio réwniez biologom i lekarzom. Widoczna tarcza
stoneczna z plamami, pochodniami i wybuchami jest tylko jakby monitorem
informujacym nas, co Stofice w danej chwili robi. Poczucie pustki rozciagajacej
sie miedzy nami a Storicem zniklo.

Poznaliémy, ze wokét Ziemi ponad warstwami powietrza mamy jeszcze
wypelnione natadowanymi czastkami pasy van Allena, dowiedzieliSmy sie
o istnieniu ledwie widocznych pylowych satelitéw Ziemi.
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Rozwigzanie zadania F 542.

Na dole balonu ciénienia wewngtrzne

i zewnetrzne sa takie same (dlaczego?).
WyobraZzmy sobie, Ze zmieniamy ksztalt
balonu tak, aby byl on otwartym od dolu
walcem o wysokosci H i polu podstawy
P = V/H. Wtedy jedynymi silami
dzialajacymi w kierunku pionowym na
powloke balonu sa sila ciezkodci i rdgnica
a. W takim
razie rdzZnica cifnienn musi wynosié

Ap = MgH/V,

paré na gdrna podstawe wa

co dla wysokosci H =2 30 m daje réinice
okolo 0,5 hPa.

Jesli w trakecie przeplywu niescigliwego
plynu nie jest wykonywana zadna
praca, to z prawa Bernoulliego wynika,
ze catkowite cisnienie jest stale

l...a
P =p; _-20'(.-

(gdzie p, to cidnienie statyczne, a polowa
iloezynu gestosci p i kwadratu predkosci
przeplywu v odpowiada tzw. cidnieniu
dynamicznemu). W takim razie

-’3]{1‘ et

L 2y

E;_.l{ v vy ).

Jezeli przyjmiemy, Ze vy =0, to rdénice
Ap, = 0,5 hPa uzyskamy dla predkosci
przeplywu

cg/m? - 9,81 m/s? .
9 mjfs.

Przy ponownym czytaniu napisanego
zauwazylem, ze podalem wybidrezo kilka
nazwisk, pomijajac inne, wagniejsze,

a wiec, ze nalezaloby ten tekst uzupelnié
przynajmniej dziesiatkami dalszych
nazwisk. Ponadto do co drugiego zdania
nalezaloby daé przypis na marginesie
lub na dole strony, na czym polega
wspomniane odkrycie, jaka metoda

go dokonano, jakim instrumentem

i kiedy. Tylko ze konsekwentnie wszystko
uzupelniajac i wyjagniajac, otrzymaloby
sie przynajmniej stustronicows
monografie. Po namyéle wiec zamiast
wielu przypiséw daje tylko ten jeden.

A tego, czego nie napisalem, Czytelnik
zechce sam poszukaé w obszernej
literaturze, choéby i tej popularnej, aby
rzetelne].

Okazalo sie, ze ziemska atmosfera nie tylko si¢ powoli rozprasza w przestrzeni
miedzyplanetranej, ale i odwrotnie — stale jest wzbogacana przez otaczajace ja
érodowisko. Wpada w nia i pozostaje co roku wiele ton materii, miedzy innymi
w postaci zelaza meteorowego oraz wody z warkoczy lub pozostalosci komet.
Czesc¢ tej materii opada na powierzchnie naszej planety wzbogacajac sklad gleby.

Odkrywano tez pomalu w coraz to nowych obszarach przestrzeni
miedzygwiazdowej pola elektromagnetyczne. W ten sposéb zapelnila sie ta
przestrzenn w $wiadomoséci naukowcéw nie tylko pylami i gazami, ale réwniez
polami fizycznymi. Pola maja energie. Energia jest materia. Substancja
miedzygwiazdowa naszej, czy innej galaktyki, to nie tylko bezksztaltne masy
gazu i pylu tu i é6wdzie przypadkowo skupiajace sie w masywniejsze mglawice,
lecz fizyczne pola o okrelonych, skomplikowanych, ale bynajmniej nie tylko
chaotycznych uksztaltowaniach.

W latach pieédziesiatych Fritz Zwicky odkryl pierwsze galaktyki o znikomej
jasnoéci powierzchniowej. W ostatnich dziesiecioleciach astronom amator, ale
fachowy fotograf, David Malin, wynalazl sposéb ich masowego fotografowania,
odkrywania — tak zwang metode ,,malinizacji”. Znalazlo sie tych galaktyk
mnoéstwo. Do dzi$§ nie wiadomo, jak sie przedstawia stosunek ich liczby do
liczby galaktyk ,zwyklych”. Rzecz pozostaje w trakcie badan. W kazdym razie,
biorac pod uwage ich istnienie, widaé, ze przestrzen Wszechéwiata jest znacznie
»Scidlej” wypelniona galaktykami, niz dotychczas uwazano. Owe galaktyki
malej jasnosci powierzchniowej sa bynajmniej nie tylko kartowate, jak sadzono
pierwotnie. Z badan kinematycznych wynika, Zze sa wéréd nich réwniez uktady
gwiazdowe nie ustepujace pod wzgledem rozmiaréw i masy wielkim galaktykom
ynormalnym”. Sa one przy tym przezroczyste. Ich masy nie sa wigc zawarte ani
w jasnych gwiazdach, ani w ciemnych pylach. W éwiadomosci astronoméw pusta
przestrzen — tym razem pomiedzy tatwo widocznymi galaktykami — znéw sie
zagescila.

Dane o ciemnej miedzygalaktycznej materii wygaszajacej §wiatlto widzialne,

a promieniujacej w podczerwieni i radiowo, oraz o galaktykach o niklej jasnosci
powierzchniowej, ktére si¢ miedzy innymi przejawiaja w subtelnej poswiacie
wewnatrz odlegltych gromad galaktyk, zostaly uzupelione wiadomosciami

o miedzygalaktycznych polach elektromagnetycznych. Niewiele o nich wiemy, ale
istnieja one ponad wszelkg watpliwos¢. W koncowych dziesiecioleciach XX wieku
stalo sie juz jasne, ze gromady galaktyk sa dos¢ szczelnie wypelnione réznymi
rodzajami materii.

Lubiacym rozmys$la¢ o ,pustych przestrzeniach Wszechéwiata” pozostawaly
jeszcze przez pewien czas obszary pomiedzy wielkimi zageszczeniami gromad
galaktyk, stanowiace bable w , pianie Woronoja”, ktérej strukture podobno ma
nasz Wszechswiat. Te obszary nazwano nawet pustkami miedzygalaktycznymi.
Nim jednak uplynal XX wiek, réwniez w nich odkryto pola elektromagnetyczne.
Istnieja tez poszlaki obserwacyjne o istnieniu tam ciemnych pyléw i gazow.

Mozna by tez wspomnie¢ o egzotycznych formach materii wystepujacych

w galaktykach i pomiedzy nimi, jeszcze wprawdzie nie odkrytych, ale
istniejacych wedlug opinii teoretykéw. Ograniczamy sie jednak do wspomnienia
tylko tego, co juz zostalo obserwacyjnie odkryte.

Obraz Wszechswiata z konca XX wieku jest wiec calkiem rézny od obrazu

z jego poczatkéw. Nie pusta przestrzen z pojedynczymi, odizolowanymi
cialami kosmicznymi, lecz skomplikowany konglomerat pdl fizycznych i materii
w réznych stanach skupienia, przenikajacych wszystko, wiazacych wszystko
miedzy soba. I cho¢ nadal uwazamy za istotne grawitacyjne oddzialywania
masywnych centréw, nie sposéb dzi§ zrozumieé Wszechswiat bez uwzglednienia
strug materii wyrzucanej w burzliwych procesach i poruszajacej sie czasem

z podswietlnymi predkosciami, fal uderzeniowych i wszelkiego rodzaju
wzajemnego przenikania réznych rodzajéw materii. Badania klimatologiczne,

a takze dotyczace wplywu fal radiowych na czlowieka, pokazaly, ze to, co sie
dzieje na Ziemi, jest zwigzane w kazdym razie z cala Galaktyka, jesli nie z catym
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Wszechéwiatem. Powstala nowa galaz nauki — kosmoekologia, majaca znaczenie
dla praktycznych dziedzin zycia.

Ten wspélczesny obraz wydaje si¢ nam dzi$ calkiem poprawny, tak jak

w poczatku wieku XX wydawal si¢ obraz éwczesny. Co powiedza potomni przy
koricu XXI wieku o obrazie obecnym? Jakie beda widzieli w nim braki? Jakie
nowe odkrycia do tego czasu istotnie zmienia jego ,koloryt”?

Ile jest wielo$cianéw z szeScioma Scianami?

Gdy mamy przed soba wieloician wypukly z jedna przezroczysta Sciana, to

Marek KORDOS mozemy tak do niej zblizyé oko, aby zobaczy¢ przez nig wszystkie jego inne
$ciany, krawedzie i wierzcholki. Madrze méwimy o tym obrazku: diagram
Schlegela. Jesli wielocian ma wszystkie Sciany takie same, to jego diagram
wyglada tak samo, niezaleznie od tego, ktéra Sciana jest przezroczysta. Gdy sa
jednak rézne $ciany, to diagram mozna narysowac na kilka sposobéw.

Onibnnuy; e whil oy my Gngo gt Na rysu‘mku wyzej sa (Jed:vne) dlagra.m_'){ sze$cianu i czworoscianu oraz po
typu, gdy maja tyle samo écian, krawedzi dwa rézne diagramy graniastostupa tréjkatnego i ostrostupa czworokatnego.
i wierzcholkéw oraz gdy mozna je Wieloécian z czterema $cianami jest tylko jeden: to czworoscian. Nie wywola
tak wzajemnie przyporzadkowad, Ze k =1 tests PR . i sl T ;4 .
adtmseioin Aciany s yls satso pewnie wielu protestéw stwierdzenie, ze wielosciany z pigcioma Scianami s3
bokéw, a w odpowiednich wierzchotkach ~ dwa: graniastostup tréjkatny i ostrostup czworokatny. Gdy jednak zapytaé
zbiega sig t!:l: samo krawedzi; np. el 0 wieloéciany z sze$cioma $cianami, to malo kto bedzie potrafil wskazaé az
szedcian jest tego samego typu, co kazdy » i . 3 g b F § g
sics i aalus Ml ity medf:u_l réznych takich vErlelosmanow. Czyta.]a{cy ten tekst bedzie potrafil, bo
wlaénie prezentujemy diagramy wszystkich siedmiu.

[AR%Y

3 4 5 6 7

Aby jednak nie mial zbyt latwego zycia, prezentujemy takze siedem obrazkéw
w perspektywie réwnoleglej, przedstawiajacych te wieloéciany. Prosze dopasowaé
wieloéciany do ich diagraméw.

AL P

Kto ma takze ochote na trening intelektualny, moze odpowiedzie¢ na pytania:

— ktére z tych wieloécianéw moga mie¢ wszystkie krawedzie réwne?

— ile réznych diagraméw maja poszczegélne szescioScienne wielosciany?

— jak udowodnié, ze wigcej szedciosciennych wieloscianéw nie ma?

Gdy kto chce zaimponowaé komu$ erudycja, to moze zapamietac, ze réznych
wieloécianéw 7-§ciennych jest 34, 8-éciennych 257, 9-Sciennych 2606,
10-$ciennych 31 538, 11-éciennych 435 641, a 12-Sciennych ponad pig¢ milionéw.
Zainteresowanych dalszymi szczeg6lami prosimy o kontakt.
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Zbieznos¢ ciggéow danych przez relacje
Cristinel MORTICI

Zajmowad sie bedziemy ciagami (z,),en danymi przez zaleznoéé
f(zn) =an, dla neN,

gdzie f to pewna funkcja odwracalna, natomiast (a,) to jakié ciag. Zauwazmy,
ze w ogdlnej sytuacji nie potrafimy bezposrednio wyliczy¢ wyrazéw ciagu z,,,

a nawet jesli potrafimy, to i tak zazwyczaj nie mamy na to ochoty. Do badania
zbieznodci ciagu z,, a takze tempa tej zbieznosci wcale nie musimy jednak ciggu
x,, wylicza¢. Wystarczy, ze skorzystamy z nastepujacego stwierdzenia:

Jezeli f 1 f~1 sq funkcjami cigglymi, a cigg a,, jest zbiezny do a, to cigg z,, jest
zbiezny do 1 = f~1(a). Jedli ponadto f ma ciggtq pochodng oraz f'(l) jest rézne
od zera, to tempo zbieznosci ciggu x, okresla wzor

lim Tn—l £ _1._

n—0o0 (y — a4 f" (I )
Widaé, ze to prawda. Przejdzmy zatem do przykladéw.

ZADANIE 1. Wykaz, ze ciag z,, dany przez relacje
1
Ty +nz,=1+=, dla n>1
T
jest zbieiny do 1 oraz lim n(z, — 1) = 3.
n—00

Rozwigzanie. Funkcja f: (0,00) — R, f(z) = z + Inz jest ciéle rosnaca
i rézniczkowalna, wiec mamy

lim oy = lim f! (1 + i—) = f~H1y=1i

Ponadto
. pop S AH R ) eyt o
L e e e e e R L

ZADANIE 2. Wykas, ze ciag ,, okreélony przez relacje

1
;——l—arctgmn:n, dla neN

k)

jest zbiezny do zera oraz lim nz, = 1.
n—00

Rozwigzanie. Podana zalezno$¢ mozemy réwnowaznie zapisaé jako
T 1
— =" da n>l
1+ =z, arctgz, n

Zatem dla f : [0,00) — [0, 2], f(z) = L

1+ zarctgz’ b

lim z, = lim f~! (1) = f~Y0) =

n—oo — 00 n
Ponadto
: . A)-470 3 1
A=l T R

ZADANIE 3. Niech ciagi (an),cn 0raz (bn),cn spelniaja relacje
sin(an + bn) = 2a, +3b,, dla nelN

Qn,
E.
Rozwigzanie. Ciag (2an, + 3bp)nenN jest ograniczony, wiec (b, )nen takze, bo a,
jest zbiezny. Gdyby b, nie dazyt do zera, to niech (b, )nen bedzie takim jego
podciagiem, ze lim by, =1, gdzie | # 0. Wéwczas w granicy przy n dazacym do

TL— 00

Wykaz, ze jedli a,, dazy do zera, to b, tez. Oblicz granice ciggu

nieskoriczonoéci z réwnosci
sin(ag, + bk“) = 2ay, + 3b,, dla neN,




Proponujemy tez dwa zadania
do samodzielnego rozwiazania.

1. Wykaz, ze ciag =, dany przez relacje
tg &, +coszy, = Vn, dla n>2

jest zbiezny do zera oraz
NTy

lim

n—eo INN

2. Wykaz, ge ciag z, dany przez relacje
2°" —z,=n({Ve—-1), dla n>2

jest zbiezny do 1 oraz

lim n(z, —

00

1)

- 1
T 2(lnd—1)"

otrzymujemy, ze sinl = 3l, wiec [ = 0. Ponadto mamy

e R
. sin(an + by) . 2a, + 3b, . b,
1= lim ———— = lim ——— = lim z%—,
n—oo aﬂ-i-bn n—oo QAp + 0p n—oo b_n+1
n

czyli lim e s —2.

n—oo by,
ZADANIE 4. Wykaz, ze dla kazdego rzeczywistego z istnieje takie y = y.,
ze sin(z + y) = 2z + 3y, a ponadto funkcja f : R — R, dana przez zaleznos¢

3w
f(z) = ya, jest ciagla. Oblicz I = [ f(z)dz.
0

Rozwigzanie. Gdy t = z + y, to mamy

rt+y=t
2z 4+ 3y = sint.
Zatem z = u(t) oraz y = v(t), gdzie u(t) = 3t — sint, v(t) = —2¢ + sint.

Oczywiscie y, = v(u~'(z)), wiec po zamianie zmiennych

T

I= 7)“(.1:) dr = 71:(1:_1(:1:)) dz = fv(t)u’(t) dt=

0

= /(—2t+sint](3 — cost)dt = 2 — 3x°.
0

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 943. Niech A,, By,..., F; beda érodkami bokéw AB, BC,..., FA dowolnego
szesciokata. Udowodnié, ze punkty przeciecia $érodkowych tréjkatéw A,Cy Eyq

i B1 Dy F, pokrywaja sie.

Rozwiazanie na str. 6

M 944. Trojka dzieci, z ktorych kazde wazy 100 kg, bawi sie w berka w
tréjkatnej piaskownicy, biegajac po jej krawedzi (zbudowanej z niezahartowane]
plyty wiérowej). Wiedzac, ze jednemu dziecku udalo sie obiec cala piaskownice
(nie tamiac przy tym nég ani nie demolujac piaskownicy) i érodek masy calej
tréjki pozostawal w tym czasie nieruchomy, wykazac, ze srodek ten pokrywal sie
z punktem przeciecia srodkowych piaskownicy.

Rozwiazanie na str. 16

M 945. Na bokach BC' i C'D réwnolegloboku ABCD leza punkty K i L
odpowiednio, takie, ze BK : KC = CL : LD. Udowodni¢, ze §rodek masy
tréjkata AKL lezy na przekatnej BD.

Rozwigzanie na str. 6

Przygotowat Piotr ZALEWSKI

F 541. Powloka balonu o pojemnoéci V = 3000 m®, wraz z koszem, pelnym
wyposazeniem i zaloga ma mase M = 500 kg. Jaka jest $rednia temperatura T
powietrza w powloce, skoro lecacy w powietrzu o temperaturze Ty = 20°C balon
ani si¢ nie wznosi, ani nie opada?

Przyjaé, ze powietrze sklada sie z 78% azotu, 21% tlenu i 1% argonu, ktérych
masy atomowe wynosza odpowiednio 14, 16 i 40 g/mol.
Rozwigzanie na str. 16

F 542. Oszacowaé réznice miedzy ci$nieniem wewnetrznym a zewnetrznym

w najwyzsze]j czesci balonu. Jak duza réznica predkosci jest potrzebna, aby
uzyskaé¢ podobna réznice ci$nief statycznych wynikajaca z prawa Bernoulliego?
Rozwiazanie na str. 2
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L.

Rozwigzanie zadania M 943.
Umiedémy w wierzcholkach szeéciokata
masy jednostkowe i niech O bedzie
srodkiem masy takiego ukladu. Poniewaz
Ay, C1 1 Ey sa Srodkami masy par
punktéw materialnych (A, B), (T, D)

i (E, F), wiec O jest srodkiem masy
trzech punktdw materialnych o masach 2
umieszczonych w punktach A, Cy

i By, a wige jest punktem przeciecia
drodkowych tréjkata 41 C Fq (latwe
¢wiczenie). Analogicznie wykazujemy,

e () jest punktem przeciecia srodkowych
trojkata By Dy Fy.

E, E
F D1 D
F Ch
C
A
Aq B
B

Drobiazgi
Witold BEDNAREK

1. Jedli A, B, C oznaczaja cyfry dziesigtne i C = A + B, to
n cyfr

rm—
ACC L C0E ﬁ
BCC...CCA  BA’
N’
n cyfr
2. Wiéréd liczb
101, 10101, 1010101, 101010101, 10101010101,...
tylko 101 jest pierwsza.

3. Liczba postaci 99...99, poza przypadkiem n = 1, nie jest potega liczby

. n cyfr
naturalne;j.

4. Sa trzy przypadki, dla ktérych pierwiastek n-tego stopnia z liczby
naturalnej n-cyfrowej jest réwny sumie cyfr tej liczby:

V8l=8+1 +V512=5+1+2, +2401=2+4+0+ 1.

5. Niech A, bedzie liczba utworzona z n ostatnich cyfr rozwiniecia dziesietnego
liczby 52" Tloczyn dwdch liczb naturalnych koriczacych sie w zapisie
dziesietnym na A, konczy sie réwniez na A,. Mozna obliczy¢, ze koncéwki
niezmiennicze przy mnozeniu wynosza odpowiednio: A, =5, Ay = 25,

Az = 625, Ay = 0625, A5 = 90625, itd. Podobng wlasnoé¢ maja koncéwki

B, =10"+1- A,. W tym przypadku B, = 6, B, = 76, B3 = 376, By = 9376,
Bs = 09376, itd.

6. Réwnanie

2+ (z+1)2+(@+2)2+(@+3)%+(@+4)° +(x+5) +(z+6)°+(x+ 72+ (z+8)? + (z +9)? + (z + 10)% = 3?

x..1

Rozwigzanie zadania M 945.

Niech k = BK/BC =1 — (DL/DC)

i niech A, B', K' i L' beda rzutami
prostokatnymi punktéw A, B,

K i L odpowiednio na prosta
prostopadla do przekatnej BD. Wtedy
B'K'+B'L'=kA'B'+ (1 - k)A'B' =
= A'B’. Tak wiec érodek masy punktdw
ALK

jeszcze zauwaryd, ze przy rzutowaniu

, L' jest punktem B’. Pozostaje

prostokatnym Srodek masy przechodzi

na srodek masy.

ma nieskoniczenie wiele rozwiazan w liczbach caltkowitych x i y. Mozna
sprawdzié, ze pary (zk,yx), okreslone rekurencyjnie przez

I = —4,
ZTr+1 = 10z, + 3yx + 45,

s 11)
Y41 = 33z + 10y, + 165,

spelniaja to réwnanie. W szczegdlnosci
38% 4 39% + 40% + 417 + 427 + 43% + 447 + 45% + 46% + 477 + 48° = 1432
7. Jedlia jest liczba naturalna niepodzielng ani przez 2, ani przez 5, to dla

" : :
dowolnego k pewna potega a™ konczy sie cyframi 000...001.

k zer
8. Jedli (fn) jest ciagiem Fibonacciego: fi = fa =11 fry2 = fn + fnt1, to

arcctg fony1 + arcetg fanyo = arcctg fan,.

9. Jesli dwa rosnace ciagi arytmetyczne liczb naturalnych maja wspélny wyraz,
to ciagi te maja nieskonczenie wiele wspélnych wyrazéw.

10.

Tl 122,22 =33,,.33:33 ... 54,
§ sdemddlighthnder f~cdanhdfgfelinds-) A My, i (i e ol
n cyfr

44...4422...22 =66...66-66...67.

n cyfr n cyfr n cyfr n cyfr n cyfr n cyfr n cyfr



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kosmiczny klimat

Ostatni rok minionego wlasnie stulecia obfitowal

w anomalie pogodowe. Katastrofalne powodzie nawiedzity
wiele rejonéw $wiata. W Polsce jesien byta wyjatkowo
ciepta z kilkunastostopniowymi temperaturami na
poczatku grudnia.

Trudno o ,lepsza” atmosfere dla konferencji po$wieconej
globalnemu klimatowi, ktéra odbyla sie pod koniec
ubieglego listopada w Hadze. Wbrew ,sprzyjajacym”
okolicznodciom wielcy tego §wiata nie zdotali przyblizyé
ratyfikacji Protokolu z Kyoto opracowanego na poprzedniej
takiej konferencji w 1997 roku. Ma on doprowadzié¢ do
znaczacego obnizenia emisji gazéw cieplarnianych, w celu
powstrzymania tzw. efektu cieplarnianego.

Sam efekt cieplarniany jest faktem. Atmosfera dobrze
przepuszcza promieniowanie sloneczne, jednoczesnie
zatrzymujac podczerwone promieniowanie cieplne Ziemi.
Gléwnym gazem cieplarnianym jest para wodna. Termin
wefekt cieplarniany” rezerwuje sie jednak czesto dla
(domniemanego) wplywu zwiekszajacej sie koncentracji
dwutlenku wegla na ocieplanie sie klimatu, ktére mogloby
mieé¢ katastrofalne skutki dla calej Ziemi.

Fiasko konferencji w Hadze ma podloze ekonomiczne.
Panstwa rozwijajace sie oraz cze$c¢ panstw wysoko
rozwinietych (np. Stany Zjednoczone) nie jest przekonana
o koniecznosci poniesienia kosztéw ograniczenia emisji
gazdéw cieplarnianych. Ekolodzy i naukowcy ,propagujacy”
efekt cieplarniany rozdzieraja szaty. Nie moga jednak
dluzej ignorowaé faktéw. Choé koncentracja COz roénie, to
érednia temperatura nie chce podazaé za przewidywaniami
modeli rozwijanych przez zwolennikéw teorii globalnego
ocieplenia.

Jak juz pisaliémy dwa lata temu (Delta 2/1999), érednia
temperatura wzrosta w ciagu ostatniego stulecia, ale, po
pierwsze, gléwny wzrost temperatury przypada na pierwsza
polowe XX wieku, podczas gdy 4/5 wzrostu stezenia
dwutlenku wegla nastapito w ostatnich 50. latach, a po
drugie, érednia temperatura w ostatnim milenium byla
wyzsza niz obecnie.

Z drugiej strony rok 2000 przypad! na kulminacje

cieplej fazy oscylacji poludniowej (el nifio) i na
maksimum aktywnosci Storica. A wlasnie atmosfera
wokél wplywu aktywnosdci Stonica na klimat istotnie
zmienila sie za sprawg prac Henrika Svensmarka i jego
wspélpracownikéw. Trzy lata temu odkryli oni [1,2],

ze $rednie zachmurzenie jest odwrotnie skorelowane ze
strumieniem galaktycznego promieniowania kosmicznego,
modulowanego intensywno$cia wiatru stonecznego, ktéry
jest naturalna ochrona przed tym promieniowaniem.

W ten sposéb aktywno$é Storica mogltaby wplywaé na nasz
klimat.

Czwartego grudnia 2000 roku Svensmark opublikowal
kolejny artykul [3] potwierdzajacy korelacje miedzy
natezeniem docierajacego do Ziemi promieniowania
kosmicznego a zachmurzeniem.

Galaktyczne promieniowanie kosmiczne jest gléwnym
czynnikiem jonizujacym atmosfere. Powstajace w wyniku
jonizacji aerozole stanowia zarodki kondensacji chmur.
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Chmury stanowia wazny element bilansu promieniowania
pochlanianego i emitowanego przez Ziemie. Z jednej
strony chlodza — przez odbijanie promieni stonecznych,

z drugiej strony ogrzewaja — wychwytujac promieniowanie
podczerwone Ziemi. Efekt netto zalezy od wysokodci
konkretnego rodzaju chmur i ich optycznej grubosci.
Wysokie cienkie chmury raczej ,grzeja”, niskie grube
raczej ,chlodza”. Obecnie szacuje sie, ze chmury
odpowiadaja za Srednie chlodzenie Ziemi na

poziomie 27,7 W/m?.

Jednakze wplyw jonizacji na rézne rodzaje chmur moze
by¢ rézny. Wazne jest, zeby zrozumieé, na formowanie
jakich chmur ma wplyw promieniowanie kosmiczne.
Poniewaz maksimum jonizacji wypada na wysokosci

okoto 15 km, a strumieni promieniowania kosmicznego

w umiarkowanych i malych szerokosciach geograficznych
jest dodatkowo ostabiany przez ziemskie pole magnetyczne,
mozna by bylo sadzié¢, ze efekt bedzie najwyrazniejszy dla
wysokich chmur w okolicach podbiegunowych. Nowym
zaskakujacym wynikiem pracy [3] jest pokazanie, ze tylko
proces tworzenia sie niskich chmur i to w stosunkowo
malych szerokoSciach geograficznych jest skorelowany

z intensywnosécia docierajacego do nas promieniowania
kosmicznego. '

Na tylnej okladce na rysunku 1 krzywe niebieskie
odpowiadaja przebiegom czasowym miesiecznej anomalii
stopnia zachmurzenia (odstepstwo od wieloletniej
$redniej dla danego obszaru Ziemi i danego miesiaca

w okresie od lipca 1983 roku do czerwca 1994 roku; tylko
z tego okresu dokladne dane satelitarne sa dostepne),
natomiast krzywe czerwone odpowiadaja intensywnosci
galaktycznego promieniowania kosmicznego. Gérny
rysunek dotyczy chmur wysokich (powyzej 6,5 km),
rysunek srodkowy chmur na srednich wysokoéciach, a
dolny chmur niskich (ponizej 3,2 km). Jak widaé, tylko
niskie chmury wykazuja — ale za to bardzo wysoka —
korelacje z intensywnoscia promieniowania kosmicznego.
Przestrzenny rozklad tej korelacji jest pokazany na
rysunku 2. Gérna mapka odpowiada dolnemu wykresowi
rysunku 1. Dolna mapka ukazuje stopien korelacji
miedzy temperaturg niskich chmur a promieniowaniem
kosmicznym. Warto$¢ wspoélczynnika korelacji pokazano
za pomocg skali koloréw zamieszczonej obok mapek.
Obszary o wspdlczynniku korelacji wiekszym od 0,6

na goérnej i dolnej mapce stanowia odpowiednio 15,8%

i 34,6% calkowitej powierzchni Ziemi. Prawdopodobieristwo
uzyskania takiego stopnia korelacji przez przypadek
zostalo [3] oszacowane na 1073, Jak widaé, korelacja jest
najlepiej widoczna w pasie pomiedzy zwrotnikami.

Oszacowano, ze wymuszony przez wzrost aktywnosci
Stonica dodatek do bilansu energetycznego Ziemi wyniést
1,4 W/m? w ciagu ostatniego stulecia.

Piotr ZALEWSKI

[1] H. Svensmark, E. Friis-Christensen, J. Atm. Terr. Phys. 59
(1997) 1225.

[2] Influence of Cosmic Rays on Rarthes Climate, H. Svensmark,
Phys. Rev. Lett. 81 (1998) 5027.

[38] Low Cloud Properties Influenced by Cosmic Rays,
N.D. Marsh, H. Svensmark, Phys. Rev. Lett. 85 (2000) 5004.



— Robilidcie cos ciekawego w te wakacje? — zapytal

od niechcenia kuzyn Jasia, Waldek.

— Ja bylam na obozie harcerskim — odpowiedziata

nic nie przeczuwajaca Hania Sieczkéwna.
— No to rzeczywiscie super. Mundury, musztra,

latryna, czy moze o czym$ zapomnialem? — zakpit

podstarzaly (prawie trzy lata od Jacka starszy)
lowelas.
— A my byliémy w gérach — wyrwato sie Agatce,

zanim Jacek zdazyl mlodsza siostre powstrzymac.

— Fascynujace! A doly tez zwiedzaliscie?

— Nie méwi si¢ doty, tylko doliny — rezolutnie
odpowiedziala troche zdziwiona Agatka, a Jacek
usmiechnal sie z satysfakcja. Sprawdzalo sie

to, o czym uprzedzal Jasiek. Typ rzeczywiscie
prezentowal wrecz kosmiczne zadarcie nosa.
Waldek skrzywil sie, ale zaraz zignorowat
mimowolny prztyczek zainkasowany od Agatki.
Smarkula nie byla godnym przeciwnikiem.

— Nie meczcie sie. Nigdy nie zgadniecie, co JA
robitem.

— Opielile$ trzy hektary marchewki? — rzucit
Jasiek.

- Co?

— Wiecej? — gospodarz udal zaskoczenie — Jeszcze
hektar pietruszki?

Waldek popukal sie znaczaco w czolo, co nie
zmienialo faktu, zZe, jak na razie, przegrywal na
punkty 0:2.

— Latalem ... balonem! — odkryl karty.

— Do tego to nie potrzebujesz nawet specjalnego
wyposazenia — nie wytrzymal przyczajony do tej
pory Jacek.

— Co ty powiesz — sparowal Waldek — a moze
wiesz, jak sie lata balonem?

Kontra doszla do celu. Oczywiscie kazdy wie,
jak si¢ lata balonem tak w ogdle. Ale tu pewnie
bedzie chodzilo o jaki§ szczegél. Moze nawet

o bardzo szczegdlny szczegol.

— Oczywiscie, ze wiem — odparl prawie pewnym
glosem, ale udmieszek Waldka jednoznacznie
wskazywal na przymusowy parter na érodku
maty.

Ale sie uniést!

Maia aelld

e

palnik

gondola —— zbiorniki paliwa

— To sie jeszcze okaze — Waldek odroczyl
wykonanie wyroku i zaczal ze swada wspominaé
swoja letnia przygode.

— Wiecie, ile malych balonikéw zmiesciloby sie

w takim prawdziwym balonie?

— Tysiac — krzyknal Wojtek Sieczko Junior.

— Dziesie¢ tysiecy — krzyknela Agatka.

— Nie, dzieciaki, milion! — zatryumfowal znawca,
zanim Jacek zdazyl zastanowic sie, jak duzy mégl
by¢ ten balon. Jezeli rzeczywiscie jest milion
razy bardziej pojemny, to musi mie¢ wysokosé
okoto. .. 20 metréw! Chyba si¢ zgadza. Waldek
nie czekal jednak, az Jacek skonczy obliczenia,
tylko opowiadat o tym, jak taki balon sie
przewozi, jak duzy jest kosz, jak wygladaja i jak
zamocowane s3 palniki. Nastepnie barwnie opisal
nadmuchiwanie monstrualnej powtloki. Jacek
dowiedzial sie, ze poczatkowo balon napelnia

sie zimnym powietrzem za pomoca specjalnej
dmuchawy. Dopiero gdy powloka przypomina juz
balon, rozpoczyna sie zianie ogniem do wnetrza
lezacego na boku potwora.

— W koiicu balon podnosi sie. Wtedy trzeba
wskoczyé do kosza, troche jeszcze podgazowaé

i w gore!

— Nie bale$ sie? — zapytala Agatka.

— A czego tu sie baé?

~ Ze sie wypadnie z kosza, albo ze w balonie zrobi
si¢ dziurka.

— W balonie nie trzeba robi¢ dziurki, bo on ma
specjalny otwér na samej goérze.

— A po co? — zapytal Wojtek.

— Zeby mozna bylo szybko wyladowaé — wszed}
Waldkowi w stowo Jasiek. — Ten otwér jest
normalnie zastoniety. Jak chce sig, zeby balon
zaczal opadad, ciagnie sie za taka specjalna linke.



Wtedy cieple powietrze ucieka, na jego miejsce od
dohu wchodzi ciezsze, zimne i lot si¢ obniza.

— Tego uzywa sie nie tylko do ladowania —
kontynuowal wyjasnienia przyjaciela Jacek — ale
takze do sterowania.

— Do jakiego sterowania — przerwal
y,doswiadczony” baloniarz. — Balonem sie nie
steruje. Leci tam, gdzie wieje wiatr.

— Ale wiatr moze wia¢ w rézne strony na réznych
wysokosciach — ciagnal Jacek niespeszony. — Cala
sztuka polega na tym, zeby balon umiesci¢ na
odpowiedniej wysokosci.

— Madrzycie sie, jakbyécie takim balonem latali —
ucigl Waldek — lepiej postuchajcie. WzniesliSmy
sie zaledwie na kilkanascie metréw. Nasz pilot
powiedzial, ze takie latanie jest najciekawsze.
Przelecieliémy nad laka, z ktérej startowalisSmy,
zagajnikiem i znalezliSmy sie nad do$¢ dlugim
jeziorem. To bylo niesamowite. Kompletna cisza,
co jaki$ czas przerywana huczeniem palnikéw.

Z jeziora wylecieliémy nad pastwisko, na ktérym
pasto sie stado kréw.

— Muuu - wezul sie w opowiadanie Jasiek
wywolujac ogdlna wesolo§¢ — rzeczywiscie
fascynujace.

— Zeby$ wiedzial. Wlecieliémy nad stado po
cichutku i wtedy wiecie, co zrobilem?

— Chyba nie powiesz, ze nagle wlaczyle$ palniki?
— zapytala Sieczkéwna.

— Jak na harcerke, to niezle kumasz. Wlaczylem
je na cala moc. Nie macie pojecia, jak te krowska
zghupialy. Zupelnie nie wiedzialy, co si¢ dzieje.

— Przeciez to jest zabronione.

— Co jest zabronione?

— Straszenie zwierzat palnikami. Do takiego
latania balon powinien by¢ wyposazony w
specjalne ciche palniki.

— Znalazla sie madralinska, zupelnie jak ten nasz
pilot.

— A co, objechal ci¢ — stwierdzil Jasiek.

— E tam, troche pozgredzil, ale widok byt tak
pocieszny, ze sam nie mogt sie powstrzymac od
$miechu. Po dluzszej chwili spojrzelismy, dokad
lecimy i — zawiesil glos — zobaczyliémy tyraliere
topoli. LecieliSmy troche za nisko, a topole
zblizaly sie nieublaganie. Jasne bylo, ze jezeli
szybko nie poderwiemy balonu w gore, to nie
bedzie wesolo.

— I co zrobiliscie? — zapytal Wojtek.

— No wlasnie, eksperciatka. Co trzeba bylo
zrobic¢?

— Wlaczy¢ palniki — nie wytrzymal Jasiek.

— Za p6zno. Na podgrzanie kilku milionéw litréw
powietrza trzeba troche czasu — $cial kuzyna
Waldek.

— Rzuci¢ kotwice — krzykneta Agatka.

— Jaka kotwice, to nie l6dka.

— Wyrzuci¢ balast — krzyknal Wojtek.

— Balastu nie wozi si¢ w balonach na ogrzane
powietrze, tylko w balonach wypelnionych gazem
lzejszym od powietrza — Waldek odrzucit i te
propozycje, patrzac znaczaco na Jacka, ktory

i tak byl $wiadomy, ze nadszedl odroczony
przymusowy parter. Nie mial pojecia, co nalezalo
zrobi¢. Jedyne, co mu przychodzilo do glowy,

to ze to musi by¢ co$ sprzecznego z intuicja.
Popatrzyl na Jaska, ale ten tylko wzruszyt
ramionami i zauwazyl, ze z braku balastu mozna
bylo wyrzuci¢ Waldka. Jacek przeniést wzrok na
Hanke. Ich oczy spotkaly sie i wtedy ona skinela
glowa. Zanim zdazyl pomysle¢, powiedzial.

— Pilot pociagnatl za linke od klapy — teraz
dopiero spojrzal na Waldka i uchwycit grymas
zaskoczenia. Trafiony, zatopiony — pomyslal.

— Zeby wyladowaé? — Waldek zapytal z nadzieja
skazanca w glosie. — Na to tez bylo za pdzno —
dodal.

— Nie, zeby unie$¢ sie w gore — dobil przeciwnika
Jacek.

— Jak to? — po raz kolejny nie wytrzymat Jasiek,
narazajac si¢ na bazyliszkowy wzrok najlepszego
przyjaciela.

— No wlasnie, jak to? — podchwycil Waldek.

— Nie ,,jak to?” tylko czy bylo tak czy nie? —
Jacek postanowil nie zwlekaé z rozlozeniem
adwersarza na lopatki.

— A wiec nie wiesz dlaczego! — wywinal sie

z uscisku Waldek. — Przyznaje, zgadles. Trafilo
sie Slepej kurze ziarnko — dodal pogardliwie.
Rzeczywiscie pilot pociagnatl za sznurek i zaraz
go puscil, a balon grzecznie unidst sie doktadnie
tyle, ile bylo trzeba.

— Nie bujasz? — watpiaco zapytal Jasiek.

— Jak bum cyk cyk. Tak bylo.

— I moze jeszcze potrafisz to wyjasni¢? — nie
ustepowal gospodarz.

— Oczywiscie. Otwarcie na chwile klapy powoduje
ruch powietrza wewnatrz balonu w gére. Po
zamknieciu klapy powietrze uderza w nig i unosi
balon. Tak, tak, dzieciaki, uczcie sie fizyki, bo nie
znacie dnia ani godzinki — zadmial sie i wyszed! z
pokoju.

— To chyba nie jest dobre wyjaénienie —
powiedziala Sieczkéwna, a Jacek pokiwal glowa.

Matq Delte przygotowat Piotr ZALEWSKI

Opisana sytuacja jest zmysélona, ale powstala na podstawie
letnich doswiadczeri mojego kolegi. Czy potraficie podpowiedzied
redakacji, jakq odpowiedz znajdg Hania i Jacek? Czekamy

na listy. Peung wskazéwka mogag byé zadania fizyczne w tym
numerze.



Klub 44

Regulamin

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

. Galecki (5), J. Uryga (4),
Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
Kumor (5), P. Gadziniski (6),
Jedziniak, J. Olszewski (4),
Skrzypek (4), H. Kornacki,
Wietecha (4), T. Jozefczyk,
Witkowski

(jedli uczestnik przekroczy! bariere 44
punktdw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to liczba w nawiasie).

“SHFPRTRAPE

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”:

Z. Bartold, W. Bednorz, A. Czornik,
P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Lazuka, J. Malopolski,
J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Piéro, S. Solecki, G. Zakrzewski;
pjednokrotni”:

M. Adamaszek, W. Bednarek,

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, A. Daniluk,

B. Dyda, P. Figurny, M. Fiszer,

Z. Galias, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

P. Kubit, T. Kulpa, A. Langer,

R. Latala, P. Lipifiski, P. Lizak,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Olszewski,

K. Patkowski, M. Peczarski, R. Pikula,
B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,

Z. Skalik, A. Smolczyk, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymeczyk,

K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,
A. Surma, P. Gworys, A. Idzik

T. Wietecha

(kazdy z nich trzykrotnie osiagnal
44 punkty).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

pdwukrotni”:

J. Lipkowski, J. Lazuka, P. Perkowski;
wjednokrotni”:

A. Borowski, P. Gadzinski,

A. Gawryszezak, A. Gluza, W. Kacprzak,
B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,
A. Nowogrodzki, T. Rawlik, R. Repucha,
J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach,

M. Wojcicki.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44,

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesigczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byé kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwigzywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje si¢ po przystaniu rozwigzania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybra¢ dowolnie. Nie ma koniecznoéci rozwiazywania
zadan z kazdego miesigca.

6. Rozwiazania zadafi z numeru n nalezy nadsylaé¢ do korica miesigca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsytania rozwiazan zadaf z numeru 11/2000 uplynal
31 stycznia 2001). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sg o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysyla¢ w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwigzanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z dokladnoécia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawno$é merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomystowoéé metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspélczynnik trudnoéci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspélezynnik ten jest liczbg pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspélczynnik trudnosci
WT =4 — 35/N. Za nadeslane rozwigzanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélezynnik trudnoéci (z zaokragleniem
do dwéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadaii mozna znalezé (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwigzaniami w réznych ksigzkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwigzania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym Zrédle istotnie znajduje si¢ pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty mogg zglaszaé propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawac Zrédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala juz rozwiazanie jakiego$ zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwigzaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje oceng maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

Z chwila osiagnigcia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
bra¢ udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartoéé 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przystaé do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielng dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzong tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sig przysylanie takich kartek nie czeéciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera si¢ material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czoléwka listy ligowe] jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byé¢ wymienione w czoldéwce z nie zmieniona suma punktéw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrocie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sg zapraszani na spotkania Klubu 44,

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwoéé zmian
regulaminu.
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1-44

Lista uczestnikdw

ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 403 (WT=2,01) i 404 (WT=1,25)

2z numeru 6/2000

Krzysztof Zapisek
Bartlomiej Dyda
Konrad Patkowski
Bartlomiej Marczak
Pawel Kubit
Andrzej Jéiwik
Piotr Kumor
Zbigniew Galias
Wojciech Maciak
Marian Lupiesowiec
Paulina Domagalska
Przemyslaw Gadzinski

iy
1-

1-

Artur Arciszewski

Jacek Klisowski
Krzysztof Jasek -

Nikodem

Szpak

Janusz Olszewski - 4-

Marcin Kasperski =
Witold Bednarek -

2.
1-

Swiatoslaw Gal -

Zbigniew

Sewartowski -

Adam Woryna -
Mieczystaw Jedrzejowski —
Monika Walkowiak =
Lukasz Kaminski -

Witold Bednorzs =,

2.

Andrzej Nagdrko =
Legenda (przykladowo): stan konta
6-33,44 oznacza, e uczestnik jusz
szedciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (siddmej) rundzie ma

33,44 punktdw.
Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja

nastepujace

dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co

najmniej

20 punktow;

42,22
41,52
41,43
40,32
38,27

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1998, 1999

lub 2000.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikow, ktdrzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrécié

do naszych matematycznych lamiglowel,
jego nazwisko automatycznie wréci na
listg. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 415, 416 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2001

415. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, dla ktérych
uklad réwnan
Yy z a G,
o] + =g i + —
z vy Lz S
ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych z, y, z.

+

GHES
w0

b

<o
o | B

416. W kartezjanskim ukladzie wspélrzednych przestrzeni tréjwymiarowej rozwazamy
zbiér X wszystkich punktéw o wspélrzednych calkowitych nieujemnych. Dwa punkty
zbioru X bedziemy nazywaé stowarzyszonymi, gdy sumy ich wspélrzednych sa réwne,
a ich odlegto$¢ wynosi v/2. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: X — R spelniajace
warunki:

— jedli punkt P € X ma co najmniej jedng wspélrzedna réwna zeru, to f(P) = 0;

— jesli punkt P € X ma wszystkie wspélrzedne dodatnie, to

F(P) = 14 £ (£(Py) + F(P) + f(BS) + F(Py) + F(Ps) + F(Py),

gdzie Py, ..., Ps sa szeScioma punktami stowarzyszonymi z P.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2000
Przypominamy tre$é zadan:

407. Dana jest liceba naturalna n oraz n-elementowy zbiér M, zawarty w zhiorze

{1,2,3,...,2n}, nie zawierajacy zadnej pary liczb o sumie réwnej 2n + 1. Suma wszystkich liczb ze
zbioru M jest znana i wynosi §. Obliczyé sume kwadratdéw wszystkich liczb ze zbioru M.

408. Przez punkt P, lezacy wewnatrz trojkata ABC o drodku ciezkoéci G, prowadzimy proste PD,
PE, PF rownolegle odpowiednio do prostych AG, BG, CG; punkty D, E, F leza odpowiednio na
bokach BC, CA, AB. Wykazaé, ze suma pdl trojkatéw PAF, PBD i PCE nie zaledy od polozenia

punktu P.

407. Zbiér M sklada si¢ z n liczb - po jednym elemencie z kazdej pary {i, 2n+1—i},
i=1,...,n. Réwnowaznie: po jednym elemencie z kazdej pary {m—(m—i), m+(m—i)}, gdzie
m=mn+ %‘ Tak wiec M = {z1,...,za},

zi=m+egi(m—i), ege{-1,+1} dlai=1,...,n.
Wartosé sumy Z z; =nm + Z gi(m — i) = S jest znana. Obliczamy sume kwadratéw:
Yoat=nm?+2md ei(m—i)+ Y (m—i)? =
=nm? +2m(S —nm) + nm? -2m Y i+ > i? =
=2mS —2m- in(n+1)+ in(n+1)(2n +1).
Po podstawieniu m = n + % otrzymane wyrazenie upraszcza sie do postaci

fo =(2n+ 1)(5— %n(n+ I))

408. Przyjmijmy oznaczenia (rys. 1):
pole(PBC) = S, ,
pole(PCA) = 53,
pole(PAB) = S, ,

pole(ABC) = S,
pole(PBD) = S,, pole(PCD)= S,
pole(PCE) = Sy, pole(PAE) =S}/,
pole(PAF) = S, pole(PBF)=S8".
Przez punkt P prowadzimy prosta réwnolegla do BC, przecinajaca boki AB i AC
odpowiednio w punktach K i L. Zauwazamy proporcje (rys. 2):
A Sy _ PL S. _PK S, _ BD S, CD
g BZ . 8 BBl'S BC" 5 .BE
Niech K' i L' beda punktami boku BC otrzymanymi przez
rzutowanie punktéw K i L w kierunku réwnoleglym do AG.
Prosta AG polowi kazdy z odcinkéw KL, K'L', BC, wiec
BD-CD=K'D-L'D=PK — PL. Stad
BD -CD —g PK —PL  54(8:— 5)

n‘_ H= s s
Se—da— 4, BC BC S

Analogicznie,
Sb(sa — Sc) Sc(Sb T Sa)
S ' s .
i po dodaniu stronami: (S, + S} + S.) — (58§ + S}/ + S¥) =0.

S-Sl = SL— =

[GR0 : 18

Rys. 2

Oczywiscie suma tych szedciu pél jest réwna S. Zatem wartosé
sumy S} + S} + S jest stala, réwna §/2, niezaleznie od
wyboru punktu P.

i |



Od czasu do czasu spotykamy sie z zapytaniem: skad sie biora
zadania Klubu 447 Blisko polowa (prawie wszystkie o numerach
parzystych) to, jak wiadomo, propozycje uczestnikéw ligi; o nich
za chwile. Pozostale proponuje prowadzacy lige. Proponuje — to
nie znaczy, ze wymysla; wlasnego autorstwa jest jedynie pewien
utamek ogdlnej liczby zadan. Dalsza czesc stanowia ,,produkty
uboczne” pracy naukowej zaprzyjaznionych matematykdéw.
Wieksza czes¢ zadan to rezultat pasozytowania na materialach

z rozmaitych konkurséw matematycznych, ktére sie odbywaja
na swiecie. Najczesciej sa to przetworzenia, ,wariacje na temat”,
lub tez zadania optycznie niepodobne do prawzoréw, choé przez
nie inspirowane. Nic wiec dziwnego, ze uczestnicy ligi czasami
przysylaja tekscik: rozwigzanie znajduje sie itd. Zabawne, ze
wskazywane Zrodla czesto sa zupelnie inne niz te, do ktérych
zagladal redaktor ligi...; cdz, zadania kraza po $wiecie.

Zadania proponowane przez Czytelnikow sa z pewnoécia

w znacznej czesci autorskie, ale réwniez wiele z nich to
zapozyczenia i przerébki. Otéz wladnie w ostatnim roku
ligowym trafilo sie kilka takich przypadkéw — wérdéd zadan
proponowanych i przez redaktora ligi, i przez jej uczestnikow.
(Najskuteczniejszy w wylapywaniu takich sytuacji okazal sie

* * *

Zadanie 389. [Pelny turniej (,kazdy z kazdym”) bez remiséw;
dokladnie jeden zawodnik pokonal wszystkich innych bezpoérednio
(a — ¢) lub poérednio (a — b — ¢) = faktycznie pokonal
wszystkich bezposrednio] (wspélezynnik trudnodei WT = 2,3T;
liczba poprawnych rozwiazan LPR = 11). Niech T,, ; oznacza
turniej z udzialem n zawodnikéw, gdy jest wéréd nich dokladnie k
graczy, z ktérych kazdy pokonal wszystkich innych bezposrednio
lub posrednio. Dla jakich par liczb naturalnych (n, k) (n > 2,

n > k) turniej T}, ; jest mozliwy? Takie interesujace zagadnienie
analizuje M. Peczarski i dowodzi (stosujac podwdjny schemat
indukeyjny), ze jedyne pary (n, k), dla ktérych turniej T, 5

nie jest mozliwy, to (4,4) oraz (n,2). Ponadto wyznacza liczby
nieizomorficznych turniejéw T, ;. dla n < 5 oraz wykazuje, ze gdy
k = 3, to ta tréjka graczy tworzy cykl.

Zadanie 393. [Losowanie m réznych liczb ze zbioru
{1,2,...,2000}; dla jakich m suma tych liczb dzieli sie przez 5
z prawdopodobienstwem dokladnie 1/57] (WT=3,13; LPR=6).
Liczba 2000 pojawila sie oczywiscie dla uczczenia roku
milenijnego; jedyna jej istotna tu wlasnoscia jest podzielnosé
przez 5.

Typowe uogdlnienie: dane liczby naturalne n > m oraz p

— ustalony nieparzysty dzielnik pierwszy liczby n; dla

r €{0,1,...,p—1} niech S, bedzie liczba m-elementowych zbioréw
{@1,...,2m} C {1,2,...,n} takich, ze Z"”"f =r (mod p). Teza:

— jesliptm, toSo=51=...=Sp_1 (wiecso=,l,(;));
— jedlip|m, toSo >S1=...=8Sp—1 (wiec Sp > %(:a))

P. Kumor, J. Lazuka, T. Wietecha uzyskuja te zwiazki dla
p=>5, a M. Peczarski, A. Woryna dla dowolnej liczby pierwszej
p > 2, wraz ze wzorem (dla przypadku p | m):

B~ V5 (o)

(M. Peczarski rozwaza takze p = 2 i dowodzi, ze ten wzdr jest
wéwezas stuszny, jeéli 4 | m; gdy natomiast 2 | m, ale 44 m, wzér
zachodzi ze znakiem odejmowania zamiast dodawania.)

Metody uzasadnien stosowane przez wymienionych autoréw sa na
ogol oparte na tej samej idei, co rozwiazanie firmowe: konstrukcja
bijekeji miedzy rodzinami podzbioréw wyznaczajacych rézne reszty
(oraz zanurzenia injektywnego dajacego nieréwnosé Sp > 51 gdy
p|m).

Inng ciekawa metode widzimy w pracy J. Olszewskiego (dla
n = 2000, p = b), ktéry oblicza Sy (bez rozpatrywania innych
reszt), uzywajac funkcji tworzacej

F@y) = ((1+2) (1 +2y)(1 + 2y?)(1 +2y®)(1 + zy)) "
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Zbigniew Skalik.) Zostaly wskazane odsylacze do
znajdujacych sie w literaturze rozwigzan zadan 385, 386, 388,
398 i 404 — takich samych lub bardzo podobnych (zadanie 404
okazalo sie znanym twierdzeniem analizy kombinatorycznej,
zamieszczanym w monografiach).

Do Czytelnikéw proponujacych zadania nie w pelni oryginalne
kierujemy wiec goraca proébe o podawanie, skad zaczerpniete
zostalo zadanie (lub jego bezposdredni wzorzec). Jedli ze znanej
i latwo dostepnej ksiazki lub czasopisma, a proponowane jest
w wersji nieprzetworzonej, to nie jest to dobry material na
zadanie ligowe.

Jak przed rokiem, spotkaliSmy sie we wrzesniu w Warszawie
w gronie kilku czlonkéw Klubu 44 M, ktérym czas na to
pozwolil. Byla, jak zwykle, sesja ,,szybkiego rozwiazywania
zadan”, otwarta dla publicznosci i wkomponowana w ciag
imprez IV Festiwalu Nauki.

Przystepujemy do corocznego omdwienia wybranych zadan:
prezentujemy rozwiazania zgrabniejsze od firmowych,
ciekawe uogdlnienia; no i patrzymy, ktére zadania okazaly sie
najtrudniejsze (minimalne liczby poprawnych rozwiazan).

* *

i wykazuje, ze Sp réwna sie 1/5 wspolczynnika przy =™
w wielomianie

4
Zf(z.ez"*r/5) = (z +1)2900 | 4(g% 4 1)400,
r=0

tak wiec Sg = %(2?30) + 4, gdzie § = %(é‘}%) gdy 5| m oraz
6=0,gdy 5fm.

(Jest tez préba uzyskania uogélnienia takiego, jak dyskutowane
wyze]j, bez zalozenia, ze p jest liczba pierwsza — ale to juz
nadmiar optymizmu.)

Zadanie 396. [Dane sfery S1, S2 o érodkach 01, O3 oraz
punkiA,B €51, C,De S, E,FESiNSy; E EE,

F € BD; BD||0102 = rzuty prostokatne odcinkéw AB i CD
na prosta AC maja te sama dlugosé| (WT=3,30; LPR=6).
Rozwiazanie czysto geometryczne, zblizone do firmowego, podali
K. Patkowski oraz M. Peczarski, ktéry ponadto dolaczyl
rozwiazanie analityczne (we wspélrzednych kartezjarnskich).

T. Wietecha, A. Woryna, L. Kaminski i J. Lazuka

stosuja rachunek na wektorach. Przytoczymy w skrécie zgrabne
rozumowanie T. Wietechy:

Teza zadania jest réwnowazna réwnosci AB-AC =CD-AC.
Obracamy odcinek B wokél prostej 0102 do polozenia

—_— m———y
MN tak, by punkt F' przeszedl na E; wtedy MB = ND,
zatem AB — CD = AM — CN i nalezy wykazad, ze

(m - CW) “AC = 0. Przecinajace si¢ w punkcie F odcinki
AC i MN wyznaczaja plaszczyzne, ktéra w przekroju ze

sferami S i S2 tworzy okregi o $rodkach lezacych na prostej
rownolegtej do M N. Niech EU oraz EV beda srednicami tych

okregéw. Wéwezas UM = W, UA1 AC L CV i otrzymujemy
dowodzong réwnosé

(AM — CN)- AC = (AU + UM — OV — VN)- 4C =
—A0-AC-TV-A0 =o.

U Vv




Zadanie 400. [Wyznaczy¢ wszystkie pary funkcji f, g: R — R

klasy C%: (fg)' = f'g', (f9)" = f"g", fg Z const] (WT=2,90;

LPR=4 (6 7)). Jest to uklad dwéch réwnat rézniczkowych.

Zastosowanie mniej lub bardziej standardowych przeksztalcen

i podstawien prowadzi do wyznaczenia dwéch rodzin rozwigzan:

f(z) = Aer” flz) = A(e2® — C)

{g(z) = Be%  teial) {g(a») = B(e** +0)

A, B, C, p, q - stale #£ 0, p+ g = pg. W trakcie przeksztalcen

pojawia sig¢ koniecznos$é dzielenia przez czynniki, ktére moga

przyjmowaé wartosé zero; ponadto w pewnym momencie dochodzi

sie do réwnania postaci (...)(...) = 0, skad wniosek, ze jeden

z czynnikéw jest zerem — zgoda; ale dla pewnych z moze to byé

pierwszy czynnik, a dla innych drugi. Istotna trudnoéé polega

na koniecznosci kontrolowania przedzialéw, w ktérych spelnione

sa uzyskiwane w kolejnych krokach réwnania, i na wykazaniu, ze

podane wyzej wzory przedstawiaja ogdlne rozwiazanie w przedziale

(—o0; +00); bez tego wyniki maja jedynie charakter lokalny.

dla z € R;

Trudnosé¢ ,globalizacji” bez zastrzezeri pokonali P. Kumor

i A. Woryna, a z drobnymi lukami — M. Peczarski

i J. Olszewski. Ponadto M. Adamaszek i J. Lazuka
bezblednie wykonali rachunki i wyprowadzili powyzsze wzory,
pomijajac analizowanie ich dziedziny.

Zadanie 401. [a, n € {2,3,4,...}; kazdy dzielnik pierwszy licaby
a™ — 1 jest dzielnikiem liczby a — 1 = a, n = 7] (WT=2,54;
LPR=B). Rozwiazanie firmowe bylo nadmiernie skomplikowane.
Proéciej: wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n. Mamy
réwnosé

P
ap_I:((a—1)+1)”—1:Z(;’)(a_l)i:(a-l).x,

F=1

gdzie "
Gl Bashalee 1)2(?)@ —1)7"2  (wida¢, ze K > p).

Kazdy dzielnik pierwszy liczby K jest tez dzielnikiem liczby

aP — 1, wiec i liczby a™ — 1, wiec i liczby a — 1, i wobec
réwnodci (*) musi byé réwny p. Zatem K = p™ (gdzie m > 2)
oraz p | a — 1. Jezeli p > 3, to wszystkie skladniki prawej strony
wzoru (*), z wyjatkiem poczatkowego ,,p”, dziela si¢ przez p?;
sprzecznosc.

Tak wiec p = 2, i w konsekwencji n = 2F. Jedli k > 2, to
liczba a™ — 1 dzieli sie przez liczbe a? + 1, ktérej kazdy
dzielnik pierwszy musi byé wobec tego dzielnikiem liczby

a — 1, wiec i a — 1; kolejna sprzecznosé, bo a® + 1 (dla

a > 1) nie jest potega dwdjki. Stad k = 1, czyli n = 2, oraz
K=2"=(a?-1)/(a—1)=a+1,caylia=2m—1.

To zgrabne rozwigzanie podali W. Bednorz i P. Kumor;

takze M. Peczarski, ktéry zamiast wzoru () zastosowal
p—1

przedstawienie K = p+ (a — 1) Z(p — j)a?~1. Praktycznie
=1

to samo rozumowanie, chociaz nie w tak zwiezlej formie,

podali J. Lazuka i K. Ralowska; a doé¢ podobne —

A. Woryna. Dowody bardziej zawile (ale wciagz chyba prostsze

od rozwiazania firmowego) przedstawili B. Marczak oraz

J. Olszewski, ktory ponadto dostrzegl proste uogélnienie:

jezelia > b > 1, n > 2, NWD(a,b) = 1 oraz kazdy dzielnik

pierwszy liczby a™ — b™ jest dzielnikiem liczby a — b, ton = 2

oraz dm: a + b= 2™,

Termin nadsylania rozwiazan:

Zadania z fizyki nr 312, 313

Redaguje Jerzy B. BROJAN

312. Réwnia pochyla o kacie nachylenia o spoczywala na poziomej powierzchni,

a na niej polozono klocek o masie znacznie wiekszej niz masa réwni. Wspélezynnik
tarcia miedzy réwnig a klockiem wynosi fi, a miedzy réwnia a podlozem — fo. Jaki
warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby réwnia ruszyla z miejsca? Jesli
ten warunek jest spelniony, to ile wynosi przyspieszenie réwni?

313. Fala dzwigkowa biegnie w atmosferze Ziemi (lub innej planety) w gére,
przechodzac kolejno przez warstwy coraz bardziej rozrzedzone. Co sig stanie z energia

30 IV 2001 & : 4 : T Z 5 B o
tej fali, gdy gestosé¢ bedzie znikomo mata (praktycznie rzecz biorac, bedzie to juz
préznia)?
Zadanie ma charakter otwarty i mozliwe sa rézne odpowiedzi. Cenione beda staranne
x uzasadnienia, a w optymalnym przypadku — obliczenia wskazujace, przy jakiej gestoéci
5 i omawiany mechanizm pochtaniania lub odbicia dZwieku zaczyna by¢ istotny.
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/2000
Rys. 1 Yo y gl .
Przypominamy treié zadai:
304. Poziomy stol wykonuje okresowy ruch p 10 305. Do zrédia napiecia przemiennego (sinusoidalnego)
poziomy wedlug wykresu (rys. 1). Jesli na tym o amplitudzie [Ty = 30 V przylaczono obwdd skladajacy sie z diody

stole polozymy klocek i zz

zekamy odpowiednio

20

dlugo, to jak bedzie zaledeé jego Srednia
predkosé przemieszczania sie od wspolezynnika
tarcia p, okresu T ruchu stolu oraz predkosci
ruchu jednostajnego stolu vy i wa?

Rys. 2

304. Oznaczmy czedci okresu T, w ktérych st6l porusza sie
wzdluz osi ¢ ze zwrotem dodatnim i ujemnym, przez Ty i Th.
Latwo wyznaczyé

Tug : Ty = Twuy .
1 + va v + va
Jedli w ciagu obu tych czaséw klocek zdazy zatrzymaé sie
wzgledem stolu, to jego ruch wzgledny sklada sie z odcinkéw
spoczynku przeplatanego na przemian odcinkami ruchu
jednostajnie opéZnionego w lewo i w prawo z tym samym
przyspieszeniem a = ug i ta sama predkoscia poczatkowa réwng
zmianie predkosci stolu, czyli v1 + v2. Zatem jego érednia
predkoéé (zaréwno wzgledem stolu, jak i wzgledem ziemi) jest
réwna zeru. Tak jest wtedy, gdy czas niezbedny do zmiany

e
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(doskonalej, tzn. o zerowym oporze w kierunku przewodzenia
i nieskonczonym oporze w kierunku zaporowym), opornikdw 10 0

i 20 2 oraz kondensatora o duzej pojemnosci ( 2). Do jakiego

napigcia nataduje sie kondensator po diugim czasie? Pojemnodé

kondensatora jest tak duza, Ze to napiecie osiaga wartodé stala.
predkosci o v1 + va jest mniejszy zaréwno od T4, jak i od Th:
vy 4+ ve < aTy, v1 + v < aTy,

czyli (v1 +v2)? < aTwa, (v1 + v2)? < aTwy. Jedli natomiast
jeden z tych warunkéw nie jest spelniony (np. drugi; zalézmy,
ze v1 < v2), to po zakonczeniu odcinka spoczynku wzgledem
stolu poruszajacego sie z predkoscia v1 przez caly czas Th
klocek bedzie poruszal sie z przyspieszeniem a o zwrocie
ujemnym — zatem powr6t do predkodci v; potrwa tak samo
diugo, a wykres predkoéci wzgledem ziemi bedzie mial postaé
przedstawiona na rysunku 3. Obliczenie $redniej predkosci jest
nietrudne i daje wynik

2
vl
U§r=‘v1—ﬂ.T( ) .
v1 + v2




1

Ti—Ts To Ts

Rys. 3

Rozszerzona czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 301 zadaniach

Jarostaw Lazuka — Warszawa 2- 43,43
Zbigniew Galias - Krakdw 38,08
Marek Wdjcicki — Szezecin 1- 35,68
Aleksander Surma - Myszkdw 3- 33,688
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 1- 33,36
Andrzej Idzik — Bolestawiec  3- 27,70
Artur Arciszewski - Kielce 26,43
Tomasz Rudny — Warszawa 25,20
Grzegorz Milod — Mielec 24,40
Marian Lupiezowiee — Zebrzydowice 12,99
Jacek Konieczny — Poznai 10,86
Tomasz Wietecha - Tarndw 3- 8,39
Marein Misiak — Poznan 8,16

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikéw 1998-2000 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 8 punktéw. Cyfra przed

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl

juz 44 punkty.

1. Zakorkowana butelka jest wypelniona
woda i tylko w szyjce plywa babelek
powietrza. Jeéli ta butelka porusza

sie w dél z pewnym przyspieszeniem
(zachowujac pozycje korkiem do géry),
to czy babelek: a) pozostanie w szyjce,
b) opadnie na dno, c) to zalezy od
wartosci przyspieszenia?

2. Jas i Malgosia. .. a wladciwie Jan

i Malgorzata zgubili sie w lesie i wolaja
o pomoc. Jedli maja réwnie silne glosy
(na otwartym terenie slychaé ich z tej
samej odleglodci), to czyj glos bedzie
lepiej styszalny w lesie?

3. Na ramce, ktdrej nieruchoma czesé
ma ksztalt prostokatny, a ruchoma jest:
a) prosta poprzeczks, b) lukiem okregu,

"E THE
rozpieta jest blonka mydlana. W ktérym
przypadku trzeba dzialaé wieksza sila

na czedé ruchoma, aby ja przesunad
w prawo?

W zasadzie moglaby réwniez zachodzi¢ sytuacja, w ktorej klocek w zadnej chwili nie bedzie
spoczywal wzgledem stolu. Jesli jednak predkosci v i v2 nie sa réwne, to i czasy T i Th nie
beda réwne, wiec klocek stopniowo bedzie sie rozpedzal w kierunku dluzej trwajaego ruchu

stolu, dochodzac do ruchu opisanego wyzej.

305. Oznaczmy opdr gérnego opornika przez Ri, dolnego przez Ra, zmienne napiecie Zrédla
przez U(t) = Up sin(wt) (niech dodatni znak odpowiada plusowi z prawej), a szukang wartoéé
napiecia na kondensatorze przez Uy (latwo przekonaé sie, ze Uy > 0). Ustalenie si¢ napiecia [y
oznacza, ze ladunek kondensatora zmienia sie okresowo, czyli ladunek @3 doplywajacy
na kondensator przez oba oporniki w tej czeéci okresu T', gdy U(t) > Uj, réwna sie sumie
tadunku Q2 odplywajacego z kondensatora przez oba oporniki w tej czesci, gdy U(t) > Uy
(ale napigcie na diodzie pozostaje dodatnie, tzn. ma kierunek zaporowy) oraz ladunku Q3
odplywajacego z kondensatora przez Rz w czasie, gdy prad plynie przez diode. Nietrudno
sprawdzi¢, ze warunkiem ,otwarcia” diody jest U(t) < —U; R1/R2. Zatem wymienione ladunki
dane sa wzorami
s R (7o 17 O A UL -U@)d, Qs=2L [ at
1_R]_+R2 1 £] 2__R]_+R2 1 3 3_R2 ]
gdzie pierwsza calka obejmuje przedzial, w ktérym wyrazenie podcalkowe jest dodatnie,
druga — przedzial, w ktérym Uy > U(t) > —Uy R1/Ra2, a trzecia — przedzial, w ktérym
U(t) < —UyRy/Ra. Najproéciej jest od razu wyliczy¢ réznice @1 — Q2
o))
UoR2 /)’

2 1
Q1-Qz2= ;R1+Rz
natomiast

Q —Eﬂ(z—arcsin(UlRl))
3_wR2 2 UgR2 .

Po przyréwnaniu Q1 — Q2 = Q3 podstawiamy wartosci liczbowe R; i R2 i numerycznie
wyznaczamy Uy = 0,25TUp = 7,7 V. (Doéé podobne bylo przed czterema laty zadanie 226.)

( U2 — (UhR1/R2)? — gUl - arcsin(

Ostatni rocznik ligi fizycznej zamkneli$my okragla liczba 301 zadari (nadmiarowa jedynka jest
pamiatka po przesunieciu przerwy wakacyjnej 5 lat temu, a takze ,wypadnieciem” jednego
zadania w numerze 6/1997). Oznacza to 151 wydan Delty albo okolo 15 lat dzialalnosci.
Rocznicowe zyczenia naleza sie wszystkim naszym korespondentom, ale w pierwszej kolejnosci
najbardziej wytrwalym spoéréd nich: p. Aleksandrowi Surmie, ktéry prawie nieprzerwanie
uczestniczy w naszej lidze od samego poczatku, oraz niewiele mu ustepujacemu p. Andrzejowi
Nowogrodzkiemu, ktéry ,wystartowal” od zadania 51. Ze swej strony dzigkujemy za

zyczenia swiateczne, regularnie nadsylane przez p. Andrzeja Idzika. Odnotujmy, Ze spodréd
siedmiu Weteranéw Klubu 44 F wlasnie p. Surma i p. Idzik sa najblizsi czterokrotnego
zaliczenia 44 punktéw, czego w naszym Klubie jeszcze nikomu nie udalo si¢ dokonaé.
Oczywiicie, do udzialu w naszej zabawie zapraszamy nie tylko ,starych wyjadaczy”, ale takze
(szczegdlnie!) nowych uczestnikéw. Przypominamy tylko o koniecznosci przestrzegania terminu
wysylania rozwigzan — ostatnio kilku klubowiczéw stale go przekracza, a to moze powodowad
niezaliczenie punktéw na ich koncie.

Trzeci kolejny Turniej Rozwigzywania Zadan z Fizyki (organizowany przez redakcje Delty

w ramach Festiwalu Nauki) zgromadzil grupe mlodziezy nie tylko z liceéw, ale i z gimnazjéw
warszawskich. Pierwsze miejsce wraz z gléwna nagroda (kalkulatorem programowalnym)
zdoby! Konrad Zakrzewski, a nastepne (premiowane nagrodami ksiazkowymi) — Robert
Paciorek, Gabriel Wysocki, Adam Zadrozny i Leszek Zochowski. Obok przedstawiamy
najciekawsze z zadan turniejowych.

W naszej tegorocznej korespondencji zwraca uwage postulat p. Marcina Misiaka, aby

w zadaniach bylo ,wiecej fizyki, a mniej matematyki”. Chyba rzeczywiscie zbyt czesto nasze
zadania wymagaja od rozwiazujacego sprawnosci rachunkowej, a zbyt rzadko — jakosciowej,
logicznej analizy zjawisk. W tej serii — by¢ moze — odpowiedzia na ten postulat bedzie zadanie
313; ponadto zachecamy Czytelnikéw do skorzystania z p. 12 regulaminu, tj. do przysylania
wlasnych propozycji zadan.

Oto najwazniejsze uzupelnienia i komentarze wynikajace z listéw naszych Czytelnikéw:

Zadanie 285. [Prad zmienny plynie przez opornik i zwojnice;
wyznaczyC przebieg napiecia na podstawie tabeli zaleznosci Iy
od L] (wspélezynnik trudnoéci WT = 3,10, liczba poprawnych
rozwiazaii LPR = 1). Pan A. Idzik podal rozwiazanie
dopasowane do tabeli lepiej od wzorcowego, poniewaz
uwzglednil az trzy czlony rozwiniecia szukanej funkcji U(t) na
szereg Fouriera (szereg typu Ao + Aj sin(wt) + Az sin(2wt))
zamiast dwéch w rozwiazaniu wzorcowym. Ograniczenie sie do
tylko trzech czlonéw tlumaczy! ,lenistwem” — c6z wiec mogliby
powiedzie¢ inni, w tym i prowadzacy rubryke?

Zadanie 287. [Maksymalna energia kinetyczna elektronu
powstalego z rozpadu mionu] (WT = 1,83, LPR=T).
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Pan T. Rudny znalazl to zadanie w zbiorku J. Jedrzejewskiego,
W. Kruczka i A. Kujawskiego — ale podana jest tam odpowiedz
na nieco inne pytanie, dlatego nalezalo ja uzupelni¢.

Zadanie 288. [Dwa krazki , jojo” nawiniete na koricach nici
przelozonej przez blok, warunek jednoczesnego spadania)

(WT = 2,46, LPR = 3). Zadanie mozna bylo rozwiazaé

w dwdch linijkach, a rozmiary krazkéw nie mialy najmniejszego
znaczenia. Pulapka sie udala — jedynym, ktéry zauwazyl to juz
na samym poczatku (zreszta walczac z watpliwosciami), byl

G. Milos, natomiast pozostali meczyli sie strasznie, rozwiazujac
réwnania ruchu obrotowego. Rekordzista zapisal wzorami
Lagrange’a i innymi madrosciami ponad 6 stron tekstu,
otrzymujac skadinad prawidlowy wynik!



Zadanie 294. [Minimalna predkosé kola zamachowego zastosowaniu wzoréw Cardano rozwiazanie stalo sig¢ bardziej

polaczonego przegubowo z cialem poruszajacym sie wzdluz przejrzyste. Czy w jakimkolwiek problemie fizycznym wzory
prostej] (WT = 1,75, LPR = 3). Pan T. Wietecha rozwiazal te spelniaja kryterium praktycznej uzytecznosci? Pozostale
analilycznie réwnanie trzeciego stopnia wynikajace z warunku bezbledne rozwigzania — A. Idzik i M. Wéjcicki.

minimalnej predkoéci kola — trudno jednak powiedzied, ze dzieki

Czerwone

na niebieskie

Ewa CZUCHRY

Eysinwt

Egsinwt

/ E{sin 2wt

W dielektrykach indukcja elektryczna D dana jest wzorem
D=¢gE+P,
gdzie P oznacza wektor polaryzacji elektrycznej, a E natezenie zewnetrznego
pola elektrycznego, € jest przenikalnoscia elektryczna prézni. Polaryzacja
wiaze sie ze spowodowana przez pole elektryczne polaryzacja czasteczek,
tzn. kierunkiem ich ustawienia w stosunku do linii pola. Zaleznosé wielkosci
polaryzacji, opisujacej, jak duza czes¢ czasteczek zmienia kierunek ustawienia
pod wplywem pola elektrycznego, od wielkodci tego pola, jest opisywana ogélnie
jakas funkcja f
P =f(E).
Dla uproszczenia zalézmy, ze kierunek rozchodzenia sie fali oraz kierunek
wektora pola elektrycznego sa ustalone. Pozwala to nam zapisaé zaleznoéé
polaryzacji P od natezenia pola E w postaci
P=aB4+bB*+eB® 400

gdzie a, b, ¢, ... to pewne kolejne wspélczynniki rozwiniecia. Dla malych
natezen pola elektrycznego wazny jest tylko pierwszy, liniowy skladnik, zalezny
od wspoélczynnika a. W niektérych rodzajach substancji mozna dla odpowiednio
duzych natezen zaobserwowa¢ wplyw drugiego i wyzszych czynnikéw. Jeden
z ciekawszych (i obserwowanych) efektéw daje wspélczynnik kwadratowy
— czemu sie wlasnie chcemy przyjrze¢. Zalézmy wiec, Zze mamy do czynienia
z dielektrykiem kwadratowym, tzn. takim, w ktérym zachodzi zwiazek
P = aF + bE?, umieszczonym w polu elektrycznym fali elektromagnetycznej
o czestosci w
E = Ejcos(wt — kz),

gdzie z jest jednowymiarowa wspoélrzedna, a k stala propagacji, zwiazana
z dlugodcia fal A zaleznoicia: k = 2w A. Wewnatrz dielektryka wyindukuje sie
pole polaryzacji

P = aEj cos(wt — kz) + bEZ cos?(wt — kz).
Przeksztalcajac cos?(wt — kz) nastepujaco

1
cos®(wt — kz) = 5(005(2wt —2kz) + 1),
otrzymujemy, ze
1 1
P = aFEj cos(wt — kz) + §bE§ cos(2wt — 2kz) + EbEg‘

Widzimy, ze pole polaryzacji mozna rozlozy¢ na trzy skladowe: podstawowsa
o czestosdci w, ,,druga harmoniczna” o czestosci 2w i stala. Najbardziej nas w tej
chwili interesuje czlon odpowiadajacy drugiej harmonicznej
Pp= Pgl cos(2wt — 2kz).

Jest to fala polaryzacji o czestosci 2w i dlugosci %/\. Propagujac si¢ w osrodku,
fala ta indukuje fale elektromagnetyczna o tej samej czestosci 2w, ale (z powodu
dyspersji réwnej zeru) innej stalej propagacji k'

cos(2wt — k'z).
Druga harmoniczna zostala wytworzona po raz pierwszy w 1961 roku
w krysztale kwarcu. Uzyto wtedy lasera rubinowego o mocy 10 kW.
W poczatkowej wigzce Swiatta o dtugodci fali A\; = 694,3 nm (barwa czerwona)
otrzymano mala domieszke drugiej harmonicznej o dlugoéci fali Ao = 347,2 nm
(nadfiolet). W tym pierwszym eksperymencie wydajnoéé wynosita 10~%, obecnie
uzyskuje sie wielkosci rzedu 0,2, a doswiadczenie jest wykonywane powszechnie
w wielu laboratoriach. Lasery czerwone sa z wielu powodéw duzo praktyczniejsze
od niebieskich, metoda powyzsza pozwala wiec z dobra wydajnosciag uzyskiwaé
w laboratorium swiatlo niebieskie, potrzebne w innych dodwiadczeniach.
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Rozwigzanie zadania M 944,
Oznaczmy Srodek masy dzieci przez O.
Rozpatrzmy chwile, gdy jeden

z bobasdw znajduje sie w wierzcholku A
piaskownicy. Niech Ay bedzie $rodkiem
mas

dwdach pozostalych. Jasne

jest, #ze A lezy w piaskownicy (jesli

nie na piasku, to chociaz na plycie
widrowe]), a O na odecinku A4, i dzieli

go w stosunku AO : 04y =2: 1. Tak wigc
O lezy w czesci piaskownicy otrzymanej

z piaskownicy ABC przez jednokladnosé
o frodku A i skali 2/3. Analogicznie
dostajemy, ze O |

w kazdej z dwdch
pozostalych czesci piaskownicy, ktdre

otrzymujemy z calej piaskownicy przez
jednokladnosé wezgledem wierzcholkow
B, C iskali !

. Poniewaz przeciecie

kich trzech czeéci jest punktem
przecigcia drodkowych, wiee mamy teze.

C

Ax

B

Pytanie: Czy zadanie to da sig nogdlnic

na piaskownice innego typu?

o

Rozwigzanie zadania F 541.

Powietrze w tym zadaniu mozna uznad

za gaz doskonaly. Wtedy jego gestodé jest
odwrotnie proporcjonalna do temperatury
bezwzglednej p(T) = r_—[fg{'fh].
Warunkiem braku ruchu pionowego
balonu jest zrdwnowazenie jego
calkowitego ciezaru przez sile wyporu

Mg+ Vo(T)g = Vo(To)e.

Gestodé gazu doskonalego w warunkach
normalnych jest réwna stosunkowi
sredniej molowe] masy czasteczkowe] do
objetodci molowe] Vg = 22,4 dm:j;"runl.
Pamietajac, Ze tlen i azot wystepuja

w powietrzu w postaci dwuatomowych

czasteczek, mozemy obliczyé Srednia
molows mase czasteczkowa powietrza
Mmal = 0,78 - 28 g/mol + 0,21 - 32 g/mol+
40,01 - 40 g/mol = 29 g/mol, a nastepnie
mase powietrza wypieranego przez balon
Mo = V o(To) = Vmumo1/ Vinel & 3884 k.
W takim razie érednia tempertura
powietrza w balonie wynosi

T

1 — M/Mg

203 K

= — = 336 K,
1 — 500 kg/3884 kg

czyli 63°C.

Patrz w niebo

Ewolucja gwiazd polega gléwnie na stopniowym zuzywaniu paliwa jadrowego,
czemu towarzyszy nagromadzanie si¢ w ,centralnym reaktorze” produktéw
przemian termojadowych. Kazda gwiazda przez wiekszo$¢ swojego zycia
przerabia wodér na hel, masywniejsze sa w stanie hel wykorzystaé jako paliwo

i tworzy¢ w ten sposéb ciezsze pierwiastki itd. Najmasywniejsze wreszcie
wybuchaja jako supernowe, rozsiewajac w przestrzeni wyprodukowane osobiscie
cigzkie pierwiastki, ktére w przyszlosci beda stuzy¢ nastepnym pokoleniom
gwiazd. Faza spalania wodoru trwa najdtuzej. Przecietnym gwiazdom — takim
jak Stofice — zajmuje to miliardy lat. Fazy nastepne zachodzg szybciej, ale i tak
w tempie niezauwazalnym w skali zycia ludzkiego. Wybuchy supernowych sa juz
zjawiskami zdecydowanie gwaltownymi i sa praktycznie jedynymi mozliwymi do
zauwazenia i bardzo rzadko obserwowanymi przejawami ewolucji.

Tak w kazdym razie bylo do niedawna. Jest mianowicie w kulistej gromadzie
M 3 (NGC 5272), wér6éd wielu innych, krétkookresowa cefeida o jasnosci
w przyblizeniu 15 mag, oznaczona symbolem V79. Jej okres zmian jasnosci
znany byl od dawna i wynosit 11,6 h. Z tego, co wiemy obecnie o wewnetrznej
budowie takich gwiazd, wynikalo, ze gwiazda pulsuje w tzw. modzie
podstawowym, czyli radialne okresowe ruchy jej materii odbywaja sie zgodnie
w niemal calej jej objetosci. Sytuacja ta trwala do lat 60 minionego wieku, do
kiedy gwiazda ta byla czesto obserwowana. Wiele nowych obserwacji gwiazdy
V79 pojawito sie, gdy od 1996 roku zaczeto ja Sledzi¢ za pomoca kamery CCD.
Okazalo sie, ze gléwne zmiany jej jasnosci zachodza teraz z okresem 8,6 h.
7 dopasowania modelu budowy wewnetrznej wyniklo, ze gwiazda zaczela
pulsowaé w ,,pierwszym tonie harmonicznym” (jak dzwieczaca struna, gdy ja
lagodnie przytrzymac w polowie dlugosci). Specjalisci twierdza, ze przyczyna
takiej jakoSciowej zmiany moze by¢ wlasnie stosowna niezmiernie drobna
ilo§ciowa zmiana budowy gwiazdy. Widocznie ewolucja, postepujaca niezwykle
— W naszym rozumieniu — powoli, lecz nieustannie, doprowadzila do takiego
nowego rozkladu gestoéci, temperatury, tempa produkcji energii itd. wewnatrz
gwiazdy, ze wymusilo to pojawienie sie nowego rodzaju pulsacji. Bylby to
pierwszy przypadek zaobserwowania niekatastroficznych, konkretnych zmian
ewolucyjnych u gwiazdy.

Tomasz KWAST

Luty

Gwiazdozbiér Kasjopei nalezy do najlatwiejszych do rozpoznania, gdyz jego
pieé najjasniejszych gwiazd tworzy w Drodze Mlecznej charakterystyczna
rozciggnieta litere W. Jest gwiazdozbiorem okolobiegunowym, czyli nigdy nie
zachodzacym w naszej szerokosci geograficznej. W lutowe wieczory widzimy
go na pélmocnym zachodzie. Srodkowa gwiazda Kasjopei, gamma, jest gwiazda
zmienna, a obecnie najjasniejsza w gwiazdozbiorze. Jest to jasny olbrzym

typu B0 o masie niemal 20 mas Slorica i o jasnosci 2,4 mag, a znajduje sie

w odlegloséci 250 pc. Jest to pierwsza gwiazda, w ktérej widmie odkryto linie
emisyjne (Angelo Secchi w 1886 r.). Wokol tej gwiazdy rozciaga sie bardzo
rozlegla (do 1,5 mld km) gazowa otoczka, w ktérej wlasnie promieniowanie
gwiazdy powoduje wzbudzanie atoméw, a w konsekwencji wyswiecanie przez nie
linii emisyjnych.

Wenus jest w Rybach i widaé jg jako Gwiazde Wieczorna na zachodzie; 22 11
osiaga swoja najwieksza jasno$¢. Mars jest w Wadze i kolo pélnocy dopiero
wschodzi. Jowisz i Saturn sa w Byku i obie planety wida¢ w pierwszej polowie
nocy. Pelmia Ksiezyca wypada 8 I, a néw 23 II. Zadnych jasnych gwiazd
w lutym Ksiezyc nie zakrywa.

TR,
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Rozwazmy ciag okreslony nastepujaco. Niech ag = 6803 oraz niech 1
= + + + ' t——+ | ———
A=l = Fill] 5 123 45678 910 n
: ' i . S - (w tysiacach)
gdzie f(k) jest liczba 23k + 1 podzielong przez 2% - 3" - 5. 7%, pray
czym a, b, ¢, d sa najwieksze mozliwe. Innymi stowy, funkcja f mnozy "% 2
liczbe przez 23, dodaje 1, a nastepnie usuwa z rozkladu na czynniki L
pierwsze czynniki jednocyfrowe. Natomiast a, jest n-krotng iteracja 7o [°510 %"
funkeji f zastosowana do liczby 6803. )
oo : I ; : 600 v
Przyjrzyjmy sie doktadniej ciagowi (a,). Poczatkowe wyrazy ciagu . /M

podane sa w tabeli. Widzimy, Ze ciag ma tendencje rosnaca, chociaz
nie jest monotoniczny — najwiekszy wyraz w tabeli to 10-cyfrowe aj4. 400 A /Y
Zaznaczenie na wykresie wartodci a,, dla n < 1000 pokazuje oblicze 4 | Jﬁ‘\ "\"/ m\
clagu (rys. 1). Widzimy, ze jest on dosyé¢ kapryény, ale ogélnie ma wﬁw "W'AH'

tendencje wzrostowa. Odnotujmy, ze azs = 96345474713 ma 11 cyfr, A

potem ciag spada do 6-cyfrowego ass = 255709, a najwiekszy wyraz 100 - Nﬁf

ag45 ma 31 cyfr.

200

t + e} | : + + + t +
Patrzac na dziesie¢ tysiecy wyrazdw ciagu (rys. 2), znajdujemy nowy 10 S R0l Ul 6T S50 S0 r ol L
rekord agers majacy 76 cyfr. Po drodze jednak ciag spada do ' (retpria]
15-cyfrowego agang. Zaraz potem ciag wedruje w setki cyfr. Na
rysunku 3 widzimy, jak po osiagnieciu lokalnego minimum azg217 z 287

cyframi ciag odbija w gére, aby ustanowi¢ 656-cyfrowy rekord asseis. 1500 10819 an

Rys. 3

Milion wyrazéw ciagu (rys. 4) nie pokazuje nic rewelacyjnego. 1600 i
Whprawdzie ciag schodzi w dél do 204 cyfr przy aieeoss, ale pézniej - .{
i : ) e e < 1400

idzie w gore do 1733-cyfrowego agos 460. Dziesieé¢ milionéw wyrazow h /‘MH
(rys. 5) — spadek do 590-cyfrowego asre1s7s jest szybko 1200 WW
zrekompensowany gwaltownym wzrostem do nowego rekordu ag 746 404 1000 \/

z 3736 cyframi (podanie tak duzej liczby zajeloby prawie caly

I-limatias). 800,

No i popatrz teraz, Drogi Czytelniku, co ja robie. Wziatem sobie jakis 600 F‘

ciag. Troche kaprysny, ale uciekajacy do gory. Licze miliony jego 400 - ﬂ yﬂ M
wyrazow, ktére ida w tysiace eyfr 1 ekscytuje sie 200 /
jego kolejnymi wzlotami i upadkami.
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Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wroblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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