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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce.
Cena jednego numeru w 2001 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesigcy)
cena numeru w 2001 r. wynosi 6 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na II kwartal 2001 r. wynosi 9 zl.

3. Whplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
»Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice: cena prenumeraty +
rzeczywiste koszty wysylki. Zlecenia na prenumerate dewizows, przyjmowane
od os6b zamieszkalych za granica, realizowane sa od dowolnego numeru.
Whplaty przyjmuje Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy ,RUCH” SA na konto:
Pekao SA IV O/W-wa 12401053-40060347-2700-401112-001 lub kasa Oddzialu.

5. Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela
»RUCH” SA OKDP, 00-958 Warszawa, skrytka pocztowa 12, ul. Jana
Kazimierza 31/33, lub telefonicznie: (22) 5328-731, 5328-820, 5328-816, fax:
5328-732, internet: www.ruch.pol.pl, e-mail: prenumerata@okdp.ruch.com.pl

6. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajowa i zagraniczna

do5 XII -nal kwartal roku nastepnego,
do 51l —nall kwartal roku biezacego,
do 5 VI —nalll kwartal roku biezacego,
do 51X —nalV kwartal roku biezacego,

Numery archiwalne (od 1985 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.



Turniej mlodych
fizykow 2001

Pod auspicjami Polskiego Towarzystwa
Fizycznego jest od kilku lat organizowany
Turniej Mlodych Fizykéw dla

ucznidw szkél srednich. Jest to

impreza rézniaca sie od Olimpiady
Fizycznej m.in. charakterem zadan

i sposobem prezentacji wynikow.
Zawody turniejowe przypominaja
konferencje naukowe z referatami

i goraca dyskusja, a uczestnicza w nich
kilkuosobowe (z reguly piecioosobowe)
druzyny szkolne. W pierwszym etapie
uczestnicy opracowuja w domu lub
szkole rozwiazania zadan turniejowych
korzystajac z wszelkich mozliwych
pomocy; z reguly wiaze sig to

z wykonywaniem doswiadczen. Prace
turniejowe powinny byé przeslane do
jednego z dwéch ofrodkéw (w Katowicach
lub Warszawie) w terminie do 15 lutego
2001 r. Na podstawie oceny nadeslanych
prac nastapi zakwalifikowanie druzyn
do udzialu w zawodach turniejowych
organizowanych przez dany oérodek.
Najlepsze cztery druzyny zmierza sie
nastepnie w finale Turnieju, w ktérym
zardéwno prezentacja, jak i dyskusja
odbywaja sie po angielsku. Zwycieska
druzyna bedzie reprezentowala nasz kraj
w Miedzynarodowym Turniej Mlodych
Fizykéw, ktéry odbedzie sie w Finlandii
w maju 2001 r. Blizsze informacje

oraz tematy zadan turniejowych

mozna znalezé na stronie internetowej
http://www.fuw.edu.pl/ptf/tmf . html.
Ewentualne zapytania mozna

kierowaé do pana Andrzeja Nadolnego
nadola@ifpan.edu.pl.

Najblizsze gwiazdy
Tomasz KWAST

Nie ma chyba prostszej metody pomiaru odleglosci niz na zasadzie dalmierza.
Wynik pomiaru nie zalezy od cech mierzonego obiektu, od przezroczystosci
przestrzeni, po prostu z dwéch miejsc obserwacji, ktére dzieli znana odleglosé
(jest to tzw. baza), mamy dwa kierunki ku obiektowi i z prostej trygonometrii
wyznacza sie ,,dlugoéé” zazwyczaj bardzo spiczastego tréjkata, czyli odleglosé
obiektu. Baza dalmierzy stosowanych w aparatach fotograficznych wynosi
kilka centymetréw, co wystarcza, by ustawi¢ ostro$¢ w aparacie. Aby trafi¢

w nieprzyjacielski okret z odleglosci kilku mil, trzeba jego odlegtoé¢ znaé
dokladniej, dlatego morskie dalmierze maja juz kilka metréw. A do wyznaczania
odlegloéci kosmicznych trzeba dalmierza o rozmiarach tez kosmicznych.
Przyroda stworzyta taki dalmierz — jest nim Ziemia, ktérej polozenie dzis i za
p6! roku wyznacza baze o dlugoéci $rednicy ziemskiej orbity, czyli 300 mln km.
Przy takiej zmianie miejsca obserwator powinien dostrzec przesunigcia gwiazd
bliskich na tle bardzo odleglych. Zadziwiajace, jak dlugo nie dawalo sig¢ tych
przesunieé¢ (paralaks) zaobserwowaé i zmierzy¢. Teraz wiemy, jaka naiwnoscia
byly préby mierzenia paralaks gwiazd w czasach przedteleskopowych. Oko jest
w stanie zauwazy¢ kat nie mniejszy od 1’, a brak takich paralaks uwazany byt
za dowéd nieruchomoéci Ziemi. W tym m.in. genialno$é Kopernika, ze whrew
powszechnej opinii pisal w I ksiedze ,,O obrotach”: Jezeli zas nic podobnego nie
dostrzegamy u gwiazd statych, dowodzi to, ze sie znajdujg niezmiernie wysoko
nad nami. .. Jeszcze dlugo po Koperniku nawet astronomom w glowach nie
miescilo sie, ze gwiazdy moga by¢ tak daleko.

Pierwsze udane pomiary paralaks datuja sie na rok 1837. Wymienia sie tu
zazwycza] trzy nazwiska: Bessela, Struvego i Hendersona, ktérzy niemal
jednoczeénie wyznaczyli odleglosci trzech gwiazd. Dos¢ niezwykly — z naszego
punktu widzenia — byl przyrzad uzyty przez Bessela. Byl to tzw. heliometr,
czyli teleskop, ktérego obiektyw rozciety byl wzdluz érednicy, obie jego poléwki
mozna bylo przesuwaé za pomoca éruby mikrometrycznej, a catos¢ mozna bylo
jeszcze obracaé wokél osi optycznej teleskopu. Kazda poléwka obiektywu dawala
niezalezny obraz np. dwéch gwiazd, ktérych katowa odlegloéé nalezato zmierzy¢.
W tym celu nalezalo przede wszystkim obréci¢ obiektyw tak, by kierunek jego
rozciecia pokryl sie z kierunkiem tuku laczacego obie gwiazdy, a nastepnie
przesunaé¢ poléwki obiektywu tak, by np. lewy obraz jednej gwiazdy pokryt

sie z prawym obrazem drugiej. Przy znanej ogniskowej teleskopu mozna byto
stad okresli¢ katowa odleglosé gwiazd. Struve mierzyl katowe odleglosci gwiazd
mikrometrem umieszczonym w polu widzenia okularu teleskopu. Tak czy inaczej
paralaksy trzech gwiazd, skadinad podejrzanych o to, ze sa stosunkowo bliskie,
okazaly sie ponizej 1”. Bessel wyznaczy! paralakse gwiazdy 61 Cygni (07 35),
Struve Wegi (07 25). Henderson trafil najlepiej, bo w Capetown obserwowal

a Centauri, czyli Tolimana (1), ktéra jest w ogéle gwiazda najblizsza Slorica
(,z dokladno$cia do Proximy”, ktéra znajduje sie troche blizej, ale nalezy do
ukladu a Centauri). Przytoczone tu wartosci paralaks troche réznia si¢ od
przyjmowanych obecnie.

I tak przez lata w wyniku mozolnych pomiaréw powstawala stale uaktualniana
tabela gwiazd najblizszych Storica. Latwo sie domysli¢, ze znalazly sie

w niej gwiazdy najjasniejsze, ze stabszych natomiast juz tylko niektére.

Dopiero niedawno satelita Hipparcos (Delta 7/2000) wykonal ogromna prace
precyzyjnego zmierzenia polozen miliona gwiazd, w wyniku czego poznane
zostaly paralaksy, a wiec i odleglosci wielu tysiecy gwiazd ,za jednym
zamachem”. Tabela najblizszych gwiazd gwaltownie sie zmienila. Na czele stoi
nadal o Centauri (dwa skladniki) i Proxima, ale juz Gwiazda Barnarda, czwarta
na licie w najpopularniejszym akademickim podreczniku astronomii Eugeniusza
Rybki, znalazla sie w katalogu Hipparcosa na miejscu 18. Kolejna, piata gwiazda
z ,Rybki”, Wolf 359, w ogéle w katalogu Hipparcosa sie nie znalazla jako zbyt
staba (13,5 mag), a mialaby paralakse réwna 0430. Szdste]j z kolei,
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BD+36°2147, z paralaksa 07402, tez nie ma w spisie Hipparcosa zawierajacym
najblizsze 173 gwiazdy o paralaksach réwnych lub wiekszych od 04 — widocznie
jej paralaksa okazala sie mniejsza. W sumie w tym spisie Hipparcosa gwiazd
odleglych najwyzej o 2,5 pc sa tylko trzy gwiazdy jasniejsze od 10 mag: dwa
Tolimany i Gwiazda Barnarda. Jesli otoczenie Sloiica jest dos¢ typowe, to

w Galaktyce wystepuje bardzo wiele gwiazd znacznie stabszych od Slofica.

Odlegtoéci wieksze, miedzygalaktyczne, wyznacza sie posrednio np. przez
poréwnanie jasnosci obserwowanej i absolutnej najjasniejszych gwiazd

w galaktykach. Takimi ,dobrymi” do tego celu, bo rzeczywiscie jasnymi
gwiazdami, sg cefeidy, szczegélnego rodzaju gwiazdy zmienne pulsujace. Ich
jasnoéci absolutne zaleza od okresu zmian jasnosci, ktéry latwo jest zmierzy¢.
Ta zaleznoé¢ okres-jasno$é zostala kiedy$ wyskalowana na podstawie cefeid
nalezacych do Oblokéw Magellana, jednak odleglosé Oblokéw musiata by¢
juz znana uprzednio i byla znana, niestety, niezbyt doktadnie. W rezultacie
fotometryczna skala odlegloéci nie jest tak dokladna, jak astronomowie chcieliby,
a to dlatego, ze najblizsze cefeidy sa zbyt odlegle, by ich odlegloéé¢ dalo sie
wyznaczyé z zadowalajaca doktadnoécia. Hipparcos wprawdzie wyznaczyl
paralaksy niemal 300 cefeid, gwiazdy te leza jednak do$é¢ daleko, a wtedy ich
paralaksy, ocenione formalnie np. na 07 002 i mniej, wyznaczane sg juz ze
sporym bledem. Jedynie trzy cefeidy maja paralaksy wyznaczone z bledem
mniejszym od 10% (najblizsza jest Gwiazda Polarna o paralaksie 07 007).
Dlatego tak wazne sa nastepne projekty satelitéw zdolnych bezposrednimi
pomiarami siegna¢ jeszcze dalej.

Zabawy z kalkulatorem (I)
Piotr HAJLASZ

Proponuje zabawe z kalkulatorem. Zamiast gry komputerowej. Moze nie bedzie
az tak fascynujaca, ale wciagnaé tez potrafi.

Jak znale#é na kalkulatorze przyblizong wartosé \/2, korzystajgc jedynie
z dodawania, mnozenia i dzielenia?

Proponuje metode préb i bledéw, a raczej metode kolejnego przyblizania si¢ do
oczekiwanego wyniku.

Popatrzmy: 12 < 2, 22 > 2, wiec z rysunku widaé, ze v/2 lezy gdzie$

miedzy 11 2. Oznaczmy z; = 11 22 = 2 i jako kolejnego kandydata na
przyblizenie 1/2 wezmy punkt na érodku z3 = %(a:l + z3) = 1,5. Tym razem

3 = 2,25 > 2, a wiec powinnisémy szuka¢ punktu na lewo od z3, kltadziemy wigc
T= %(wl + x3) = 1,25. Skoro 2 = 1,5625 < 2, wiec szukamy na prawo od z4,
a mianowicie x5 = %(3:4 + z3) = 1,357 itd.

Mam nadzieje, ze procedura jest jasna. Kolejne punkty dziela na pél przedzial,
do ktérego nalezy v/2.

Najpierw mamy przedzial [z1, 2] = [1, 2] dlugosci 1. Potem [z1, z3] = [1, 1,5]
dlugoéci 0,5. Nastepnie [z4, z3] = [1,25, 1,5] dtugosci 0,25 itd.

Na moim kalkulatorze mozna wy$wietli¢ 8 cyfr, a wiec /2 bedzie mieé

7 cyfr po przecinku, czyli moge podaé przyblizenie v/2 z dokladnoécia do
0,0000001 = 10~7. Zastanéwmy sie, jak duzo punktéw i, 2, T3, ... musimy
znalezé, zanim osiagniemy taka dokladnos¢?

Dlugoéé przedziatu, do ktérego nalezy /2, powinna sie skrécié do diugosci
mniejszej niz 10~7. Po wyznaczeniu z; i 22 mieliémy przedziat dlugosci 1;

po wyznaczeniu zz przedzial dlugoéci 1/2 = 0,5; po x4 przedzial dlugosci

1/22 = 0,25; po x5 przedzial dlugosci 1/23. Stad juz latwo odczytaé zaleznosé:
po wyznaczeniu z, bedziemy mieé przedziat dtugosci 1/2"2.
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Ponizej podajemy wartosei liczb x4,
&3, T3, T4, ... Dla zwiezlosci bedziemy
uzywaé pewnych skrétdéw w zapisie. I tak,

Chcemy, aby 1/2"~2? < 1077, czyli 2" > 40000 000. Mnozac na kalkulatorze
kolejno dwdjki, widzimy, ze

na przyklad, napis

bedzie oznaczaé, ze w12 = (11 + zo),
a strzalka do géry T, ze zfz > 2. Strzalka

z12 {11,9} = 1,415039 1

w dél | przy x5 bedzie oznaczaé,
e a3 < 2.

Fi=1:]
z2 =27
z3{l1,2} =151
z4{3,1} =1,25 |
z5{4, 3} = 1,375 |
zg{5, 3} = 1,4375 1
z7{6, 5} = 1,40625 |
zs{7, 6} = 1,421875 1
z9{8, T} = 1,4140625 |
z10{9, 8} = 1,4179687 1
z11{10, 9} = 1,4160156 1
z12{11, 9} = 1,415039 T
®13{12, 9} = 1,4145507 1
x14{13, 9} = 1,4143066 T
x15{14, 9} = 1,4141845 |
z16{15, 14} = 1,4142455 1
z17{16, 15} = 1,414215 1
x18{17, 15} = 1,4141997 |
z10{18, 17} = 1,4142073 |
220{19, 17} = 1,4142111 |
z21{20, 17} = 1,414213 |
z22{21, 17} = 1,414214 1
z23{22, 21} = 1,4142135 |
z24{23, 22} = 1,4142137 1

225 = 33554 432 < 40000000,

226 — 67108 864 > 40000000 .

Przypuszczamy wiec, ze oczekiwane przyblizenie dostaniemy po znalezieniu zog,
czyli w 26 krokach. Wyniki kolejnych obliczeri na kalkulatorze podajemy na
marginesie.

Te sama metode mozna, oczywiscie, zastosowaé do rozwigzania innych
probleméw, takich jak, na przyklad, znalezienie przyblizonej wartoéci v/7. Céz,
jesli jednak nasz kalkulator wyposazony jest w funkcje obliczania pierwiastkéw,
to powyzsze zadanie mozna rozwiazaé nieco szybciej. . .

Na szczescie, nawet dla bardzo zaawansowanych kalkulatoréw inzynierskich
latwo jest wymysli¢ zadanie, ktérego nie da si¢ na nim bezposrednio rozwiazaé,
a ktoére latwo rozwiazac, stosujac powyzej opisana metode kolejnych przyblizen.
Na przyklad

Znajdz przyblizone rozwigzanie réwnania 2° + x = 10.

Poniewaz funkcja y = 2% 4 x jest Scisle rosnaca (bo ma dodatnia pochodna),
réwnanie ma co najwyzej jedno rozwiazanie. Podstawiajac 1 = 2 i 25 = 3,
otrzymujemy kolejno wartosci mniejsza i wieksza niz 10, co oznacza, ze réwnanie
ma (jedyne) rozwiazanie lezace pomiedzy 2 i 3. Jego przyblizona wartosé

mozna wyznaczy¢ opisana powyzej metoda kolejnych podzialéw odcinka [2, 3.
Oczywiscie, aby méc to zrobi¢, kalkulator musi byé wyposazony w funkcje 2%.
Réwniez i tym razem trzeba wykona¢ w przyblizeniu 26 krokéw. To naprawde
duzo rachunkéw. i

Céz, nawet w przypadku znajdowania przyblizonej wartodci v/2 powyzsza
metoda prowadzi do mozolnych rachunkéw. Czy mozna znalezé¢ jakas inna
metode, pozwalajaca na szybsze rozwiazywanie zadan tego typu, co omawiane
powyzej?

z05{24, 23} = 1,4142136 1

z26{25, 23} = 1,4142135 |
Otdz otrzymalismy dwie kolejne liczby
Ts i Tag rézniace sie o 1077 i takie,
Ze 235 > 2, 234 < 2. A wigc

1,4142135 < v/2 < 1,4142136

i nic lepszego jui nie uzyskamy.

uzytecznosc.

Tak, takie metody istnieja! Wymagaja one uzycia nieco bardziej
zaawansowanych metod matematycznych. Tak to juz z ta matematyka, niestety,
jest. Trzeba sie najpierw pomeczy¢, uczac sie rzeczy, co do ktérych nie zawsze
jest jasne, po co one sa, aby dopiero potem ujrze¢ ich piekno i zdumiewajaca

A propos tej uzytecznosci, to jak to w koncu jest z tym blyskawicznym

znajdowaniem rozwiazan powyzszych zadan? Cierpliwoéci! Ciag dalszy

w Delcie 3/2001.

S

Droga Redakcjo,

pisze ten list, gdyz jedna z informacji podanych

w notce o liczbach Fermata w numerze 9/2000 (ktdry
z przyjemnoscia przeczytalem na tzw. obczyznie) jest
nieaktualna.

Mianowicie, wiadomo w tej chwili ponad wszelka
rozsadna watpliwosé, ze liczba Fay = 2% + 1 jest
zlozona. Panowie Richard Crandall, Ernst Mayer i Jason
Papadopoulos pisza w swoim preprincie z grudnia

1999 roku, ze stwierdzili 6w fakt korzystajac z jednej

z wersji tzw. testu Pepina (konkretnie, z twierdzenia
gloszacego, ze liczba F,: = L | jest pierwsza wtedy

i tylko wtedy, gdy liczba 3(F»~1/2 1 1 jest podzielna
przez F,). Potegowanie tréjki i obliczanie reszty z dzielenia
zostalo wykonane dwukrotnie, w sierpniu 1999 roku, za
pomocg dwéch réznych programéw, na dwéch réznych,
fizycznie odseparowanych komputerach, z tym samym
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wynikiem. Jak podaje Crandall, wymagalo to okoto 107
operacji — z grubsza biorac tyle, ile potrzeba do wykonania
cyfrowej wersji pelnometrazowego filmu Disneya. Duzo,
biorac pod uwage, ze uzyskana odpowied? sklada sie

w istocie z jednego bitu. Zaden czynnik pierwszy Fay
oczywiscie nie jest znany.

Nastepna w kolejce liczba Fermata, o ktérej nie wiadomo,
czy jest pierwsza, czy zlozona, jest teraz Fip, ktéra ma
646 456 994 cyfry. Natomiast najwieksza liczba Fermata,
o ktoérej co$ jednak wiadomo, jest przypuszczalnie F3s5563:
27 sierpnia 2000 roku niejaki Nestor Sergio de Aranjo
Melo dowiedzial sie od swego komputera, ze jest to liczba
zlozona, podzielna przez 357 - 233567 4 1,

Serdeczne pozdrowienia, _
Pawelt STRZELECKI

18.09.2000 r.



Krzywe

eliptyczne

Jerzy KONARSKI

[\

-4 +

-6+

Rys. 1. y2 =z% — 5z + 2.

Rys. 2. y® = 2% — 42 + 2.

2

Za plaska krzywa algebraiczna stopnia n uwaza sie zwykle zbiér rozwigzan
réwnania postaci w(z,y) = 0, gdzie w(z,y) jest dowolnym wielomianem dwéch
zmiennych stopnia n > 0. Na przyktad réwnania y — 22 =0, zy — 1 =01

xy = 0 opisuja krzywe stopnia 2 (parabole, hiperbole oraz pare prostych).
Jedna z podstawowych wlasnosci plaskich krzywych algebraicznych to zaleinosé
miedzy stopniem krzywej a liczba jej punktéw wspélnych z linia prosta.
Mianowicie, dowolna prosta L albo przecina dana krzywa stopnia n w co
najwyzej n punktach, albo jest w niej zawarta. Aby sie o tym przekonaé,
wystarczy do réwnania krzywej w(z,y) = 0 podstawié postaé parametryczna
x=at+b, y=ct+d prostej L. Otrzymujemy réwnanie zmiennej ¢, w ktérym
po lewej stronie stoi wielomian wy,(t) = w(at + b, ct + d) stopnia nie wiekszego
niz n. Jedli ten wielomian nie jest wielomianem zerowym, to ma co najwyzej

n pierwiastkéw, a kazdemu pierwiastkowi odpowiada punkt przeciecia prostej L
z krzywa.

Sa trzy powody, dla ktérych liczba punktéw przeciecia moze byé mniejsza

niz n. Po pierwsze, wielomian wy, (t) moze mieé stopief nizszy niz n. Po

drugie, nawet jesli jest stopnia n, moze sie nie rozkladaé na czynniki liniowe

i w konsekwencji mie¢ mniej pierwiastkéw niz n. Po trzecie, moze mie¢ tzw.
pierwiastki wielokrotne. Sytuacja, w ktérej jest mniej punktéw przeciecia,
sprawia pewien klopot — wymyka sie spod kontroli. W celu jej unikniecia stosuje
sie nastepujace $rodki.

Po pierwsze, pierwiastki wielokrotne liczy sie z ich krotnosciami. Wtedy

np. jedyny punkt wspélny paraboli y — 2* = 0 i prostej x =t + 1, y = 2t + 1,
ktéry odpowiada pierwiastkowi podwéjnemu ¢ = 0 wielomianu 2¢ + 1 — (¢ + 1)2,
jest liczony podwdjnie. Sytuacja taka ma miejsce zawsze wtedy, gdy dana prosta
jest styczna do krzywej — algebraiczna definicja prostej stycznej jest nastepujaca:
prosta & = at + b, y = ct + d jest styczna do krzywej w(z,y) = 0 w punkcie (b, d),
jesli krotno$é pierwiastka t = 0 réwnania w(at + b, ct + d) = 0 jest wieksza niz 1
(czyli wielomian wy,(t) dzieli sie przez t?).

Po drugie, zamiast zwyklej plaszczyzny rozwaza sie tzw. plaszczyzne rzutowa,
ktéra powstaje ze zwyklej plaszczyzny przez dolaczenie tzw. punktéw

w nieskoniczonosci, po jednym dla kazdego kierunku prostych zawartych

w plaszczyznie. Wtedy uzyskujemy dodatkowe punkty przeciecia: np. prosta
wpionowa” z = 1 przecina parabole y — 2% = 0 nie tylko w punkcie (1,1),

ale takze w punkcie w nieskonczonosci (nazwijmy go P) odpowiadajacym
kierunkowi ,,pionowemu”. Punkt P nalezy do prostej z = 1 i do paraboli, bo
zaréwno ta prosta, jak i parabola ,maja w nieskoniczonosci kierunek pionowy”.
W przestrzeni rzutowej (w odpowiednio dobranym ukladzie wspéirzednych)
wielomian wyp,(t) bedzie mial zawsze stopien n.

Trzecim $rodkiem jest stosowanie liczb zespolonych zamiast rzeczywistych
jako wspélrzednych punktéw przestrzeni. Zachodzi twierdzenie: w zespolonej
przestrzeni rzutowej dowolna prosta przecina krzywa stopnia n w doktadnie

n punktach (liczac z krotnoéciami). Na przyklad krzywa opisana réwnaniem
x? + y* = —2 nie ma z prosta = = y zadnych punktéw wspélnych

o wspotrzednych rzeczywistych (bo sama krzywa nie ma takich punktéw), ma
natomiast punkty wspdlne o wspétrzednych zespolonych (i,4) oraz (—i, —i).
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Rys. 9. Dodawanie na krzywej

y? = z® — 5z + 2. Elementem neutralnym
jest punkt P w nieskoficzonoéei (kierunek
pionowy).

Twierdzenie Mordella-Weila mdwi, ze
grupa E((Q) punktéw Q-wymiernych
(czyli o obu wspélrzednych bedacych
liczbami wymiernymi) na krzywej
eliptycznej E okreslonej nad cialem liczb
wymiernych jest grupg (przemienna)
skoriczenie generowana. Wiadomo,

ze kazda taka grupa jest izomorficzna
(moze by¢ utozsamiona) z grupg postaci
EX ... XxEZXBmy X ... X L, gdzie

Z oznacza grupe liczb catkowitych

z dzialaniem dodawania, a Z,,; oznacza
grupe zlozona z liczb calkowitych 0, 1,

2, ...m; — 1 z dzialaniem dodawania
modulo m;. W przypadku grup E(Q)
liczby m; nie moga byé dowolne: albo
wystepuje tylko jedna i jest mniejsza

od 13 i régna od 11, albo wystepuja dwie
i jedna z nich jest réwna 2, a druga jest
nie wieksza od 4. Czynnikéw postaci Z
moze byé nawet wiecej niz 10, moze ich
tez wcale nie byé. Na przyklad grupa
punktéw (bwymiernych krzywej opisanej
réwnaniem y° + 2® = 1 ma trzy elementy,
a wiec pasuje do powyZszego opisu — jest
izomorficzna z grupa L.

Uwaga: niektére stwierdzenia wymienione
powyzej, np. posta¢ rdwnania opisujacego
krzywa eliptyczna, nie sa prawdziwe dla
cial charakterystyki 2 i 3.

Ciekawszy przyklad otrzymamy, biorac krzywa z? — y* = 2. Ze wspomnianego
twierdzenia wynika, ze prosta £ = y ma z ta krzywa (w przestrzeni rzutowe]
nad cialem liczb zespolonych) dwa punkty wspélne. Sprzeczno$é otrzymana

z podstawienia x = y oznacza tylko, ze nie ma punktéw wspélnych na zwyklej
(afinicznej) plaszczyznie, pozostaje wiec tylko mozliwosé, iz jedynym punktem
wspdélnym jest punkt w nieskoriczonoéci odpowiadajacy prostej z = y i liczony

z krotnoscia dwa. Znaczy to, ze nasza krzywa jest styczna do prostej x = y w jej
punkcie w nieskonczonosci.

Krzywe eliptyczne to krzywe opisane w plaszczyZnie rzutowej przez wielomian
nierozkladalny stopnia 3 (a wiec krzywe stopnia 3, nie zawierajace prostej)

i spelniajace dodatkowo warunek gladkosci: w kazdym punkcie krzywej istnieje
dokladnie jedna prosta styczna do niej. Nie sg gladkie np. krzywe opisane
réwnaniami y? — z® — 2?2 = 0 oraz y? — z3 = 0. Pierwsza ma w punkcie (0,0)
dwie styczne y = z i y = —z, druga ma w punkcie (0,0) styczna podwéjna y = 0.
Pomijajac szczegély, wspomnimy tylko, ze gladkos¢ jest rownowazna gladkosci

w sensie intuicyjnym (tzn. brakowi ostrzy i punktéw samoprzeciecia).

Wtiasnoscia wyjatkowa wsrod krzywych jest to, ze kazda krzywa eliptyczna E
ma naturalna strukture grupy przemiennej, tzn. mozna okresli¢ dzialanie
dodawania punktéw, ktére jest laczne, przemienne, ma element neutralny oraz
element przeciwny dla kazdego elementu. Konstrukcja tego dziatlania dodawania
opiera sie na tym, ze dowolna prosta przechodzaca przez dwa punkty A i B,
lezace na E, ma z FE jeszcze dokladnie jeden punkt wspélny (wielomian wy (t)
jest stopnia 3 i ma dwa pierwiastki, wiec na mocy twierdzenia Bézouta musi
mieé takze i trzeci). Punkty liczymy, oczywiscie, z krotnoéciami, a wiec np. jesli
A = B, mamy na mys$li prosta styczna do E w punkcie A. Najpierw wybieramy
dowolny punkt O € E, ktéry bedzie pelnil role elementu neutralnego dziatania.
Dla kazdego punktu C' € E symbolem C oznaczaé bedziemy trzeci punkt
wspélny z E prostej OC. Niech A i B beda punktami F i niech prosta AB
przecina E jeszcze w punkcie R (rys. 9). Sume A + B okreélamy jako R.
Bardzo tatwe sprawdzenie przemiennoéci (A + B = B + A) i neutralnosci

zera (A + O = A) oraz nieco trudniejsze — istnienia elementu przeciwnego

— zostawiamy Czytelnikowi. Dowéd tacznosci (opuszczamy go ze wzgledu

na brak miejsca) wymaga juz skorzystania z pewnych, nietrudnych zreszta,
twierdzen geometrii algebraicznej. W odpowiednim uktadzie wspélrzednych
kazda krzywa eliptyczna jest opisana na plaszczyznie réwnaniem postaci

y? = 2%+ az + b, w ktérym a i b sa takimi liczbami, ze wielomian z° 4+ az + b
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Méwiac $cislej, krzywa sklada sie z punktéw
(z,y) plaszczyzny spelniajacych to réwnanie oraz z punktu P w nieskoriczonoéci
odpowiadajacego kierunkowi pionowemu. Punkt P jest punktem przegiecia,

tzn. styczna w tym punkcie przecina krzywa z krotnoécia 3. Wygodnie jest
wybra¢ wlasnie punkt P jako element neutralny dzialania dodawania. Wtedy,
po pierwsze, dla kazdego punktu R punkt R jest polozony symetrycznie do R
wzgledem osi z, a po drugie, jest to element przeciwny do R (rys. 9).

Na rysunkach 1-8 przedstawione sa krzywe y?> = 23 +ax +bdla b =2

i a calkowitych od —5 do 2. Dla a = —3 otrzymujemy krzywa z punktem
samoprzeciecia, ktéra nie jest krzywa eliptyczna. Do tej pory (nie méwiac
tego wyraznie) rozpatrywaliémy krzywe eliptyczne okreslone nad cialem

liczb rzeczywistych, tzn. takie, ze wspélczynniki réwnan opisujacych krzywe
byly liczbami rzeczywistymi. Réwniez wspélrzedne wszystkich punktéw na
krzywej byly liczbami rzeczywistymi, czyli rozpatrywaliSmy tylko tzw. punkty
R-wymierne. Otéz krzywe eliptyczne mozna w zasadzie bez zadnych klopotéw
zdefiniowa¢ nad dowolnym cialem, np. liczb zespolonych, wymiernych lub tez
jednym z cial skonficzonych. Mimo Ze czesto nie przypominaja krzywych jako
zbiory, uzywa sie dla nich nazwy  krzywe”. Krzywe eliptyczne okreslone nad
cialem liczb wymiernych, a takze nad cialami skoficzonymi odgrywaja bardzo
wazna role w teorii liczb ze wzgledu na rézne zwiazki z innymi pojeciami.

Krzywa eliptyczna okreélona nad ciatem skonficzonym F ma, oczywiscie, tylko
skoniczenie wiele punktéw F-wymiernych (o wspélrzednych z ciala F). Krzywe
takie znalazly zastosowanie m.in. w kryptografii.
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Krzywe eliptyczne i kryptografia

7 artykulu J. Konarskiego dowiedzieliémy sie, ze kazda
krzywa eliptyczna jest tzw. grupa przemienna, co
oznacza, ze punkty tej krzywej mozna elegancko
dodawad.

Dzialanie dodawania w grupie przemiennej E ma nastepujace
wlasnosci:

l.jesi PeEFiQeE, toP+QE€E,

W P+Q=Q+ P,

AP+ +R=P+ (Q+R),

. istnieje taki punkt O € E, 2e P 4 O = P dla kazdego P € F,

. dla kazdego P € F istnieje taki punkt — P € E, 2e P+ (—P) = (0.

o W

Warto wspomniec, ze punkty krzywej eliptycznej
mozna réwniez doéé tatwo reprezentowad

w komputerze (za pomoca ich wspéirzednych, tzn.
jako pary liczb) oraz ze dzialanie dodawania jest
opisane stosunkowo prostymi wzorami, a wiec czas
wykonania dzialania dodawania dwéch punktéw przez
komputer nie jest bardzo dlugi.

Te wlasnosci krzywych eliptycznych pozwalaja
wykorzystac je w kryptografii. Sprébujmy zatem
popatrzeé, jak mozna wykorzystaé¢ dowolng grupe E
do szyfrowania. Czestym problemem, z jakim musza
zmierzy¢ sie osoby korespondujace w sposéb tajny, jest
przesltanie klucza. Jesli, na przyklad, osoba A czesto
wysyla do osoby B zaszyfrowane komunikaty i kazdy
z tych komunikatéw szyfruje za pomoca innego klucza
(a w przypadku wielu systeméw kryptograficznych
jest to niezbedny warunek bezpieczeristwa), to

osoba B musi rownie czesto przesylaé¢ osobie A klucze
uzywane do szyfrowania. Oczywiscie, osoba A mogtaby
sama tworzy¢ te klucze, ale musialaby przesylaé je
osobie B w sposdb catkowicie bezpieczny — tylko

po co wtedy cale to szyfrowanie, jesli mozna po
prostu przesta¢ w ten bezpieczny sposéb kazdy list?
Na og6l jednak jest tak, ze uzywamy szyfrowania
wtedy, gdy nie jesteSmy w stanie przestaé bezpiecznie
wiadomosci w zadna strone i osoba B nie bedzie
mogta przestac¢ kluczy osobie A. Co w takim razie
zrobi¢? Odpowiedzia moze by¢ zastosowanie metody
wymiany klucza Diffiego i Hellmana, opracowanej

w 1976 roku, pozwalajacej ponadto na jednakowy
wplyw osoby A i B na tworzenie klucza.

Osoby A i B uzgadniaja wspdlnie pewna grupe E

i wybieraja element P € E. Moga to zrobi¢ jawnie.
Nastepnie osoba A wybiera dowolna liczbe naturalna a
i osoba B wybiera liczbe b. Te liczby sa wybierane

w sposéb tajny i nieujawniane nikomu. Nastepnie
osoba A tworzy element a - P grupy E (uzywamy

tu oczywistego skrétu: 2. P=P+ P,3-P=P+

P + P itd.) i podobnie osoba B tworzy element b - P.
Teraz osoby A 1 B wysylaja do siebie tak utworzone
elementy. Na konicu osoby A i B tworza element

@ =a-b- P. Kazda z nich ma wystarczajaca iloéé
informacji potrzebnych do tego: osoba A zna liczbe a
i element b - P, osoba B zna liczbe b i element a - P.

Na ogél wybiera sie bardzo duza grupe E, np. majaca
okoto 101%? elementéw i odpowiednio duze liczby a i b.

6
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Mimo tego, ze te liczby sa bardzo duze, istnieja
sposoby pozwalajace dosé szybko wyznaczyé element

a - P. Teraz cala korespondencja miedzy osobami A

i B moze odbywac sie w sposéb jawny. Kazdy bedzie
znal grupe F, element P oraz elementy a-Pib- P.
Nie bedzie jednak moéglt poznac elementu a - b- P. Do
tego, gdyby chcial powtérzy¢ postepowanie ktérejs

z os6b A i B, musiatby poznaé jedna z liczb a i b, a te
liczby sa przeciez trzymane w tajemnicy! Okazuje sie,
ze nie znamy dotychczas zadnej wystarczajaco szybkiej
metody obliczania liczby a, gdy znane sa elementy P

i a- P. Podobnie nie znamy zadnej wystarczajaco
szybkiej metody wyznaczania a - b- P, gdy znane sa
a-Pib-P. Natym polega bezpieczenstwo tej metody
wymiany klucza.

Zeby szybko wyznaczyé element a - P, obliczamy elementy
2B il P BB B o P

dla takiej liczby n, by 2" 7! > a. Nastepnie dodajemy pewne

z tak wyznaczonych elementdéw (w zaleznoéci od postaci rozkladu

dwdjkowego liczby a), otrzymujac a - P. Jesdli, na przyklad,

checemy wyznaczyé element 11 - P, to obliczamy 2- P, 4-Pi&. P,

a nastepnie dodajemy 8- P, 2. P i P: bowiem
11=8+2+1=2%42"42°

Ta metoda obliczania wielokrotnosci elementu P jest bardzo szybka:

wymaga licgby dodawan réwnej co najwyzej, podwojonej liczbie cyfr

w rozwinieciu dwdjkowym liczby a.

Teraz, gdy obie osoby A i B wspélnie stworzyly
tylko im znany sekret, moga wykorzystaé¢ go w taki
sam, wczesniej uzgodniony, sposéb do stworzenia
klucza szyfrujacego. Mozna powiedzieé, ze element
a-b- P grupy F jest tym kluczem. System wymiany
klucza Diffiego i Hellmana zostal stworzony dla
grupy reszt z dzielenia przez duza liczbe pierwsza p

z dzialaniem mmnozenia, ale, oczywiécie, moze by¢
zastosowany do dowolnej grupy. Warunkiem jest

to, by grupa byta duza (a dokladniej, by istnialy
takie elementy P, ze jest duzo réznych elementéw
postaci P, 2P, 3P itd. - méwimy wtedy, ze element P
ma duzy rzad). Oczywiscie, wszystkie te dzialania
musza by¢é wykonywane za pomoca komputera, wiec
elementy grupy musza sie dawac¢ latwo reprezentowac
i dzialanie grupowe musi by¢ wykonywane latwo

i szybko. Grupy punktéw krzywych eliptycznych
maja te wszystkie wlasnodci i dlatego juz do$¢ dawno
(w koticu lat osiemdziesiatych) dostrzezono ich zalety
kryptograficzne.

Wielka zaleta krzywych eliptycznych jest to, ze jest
ich bardzo duzo. Mozna sie obawiaé, ze systemy
kryptograficzne wykorzystujace wylacznie grupe reszt
z dzielenia przez p z dzialaniem mnozenia zostana
kiedys ztamane. Ta grupa ma stosunkowo najlepiej
poznana strukture i dlatego najbardziej mozemy sie
obawiaé o bezpieczenstwo systeméw wykorzystujacych
ja. Réznych rodzajéw krzywych eliptycznych jest
bardzo wiele i mozemy mie¢ nadzieje, ze bedzie
znacznie trudniej znalez¢ jaka$ metode ogdlna
pozwalajaca ztamac wszystkie systemy kryptograficzne
wykorzystujace te krzywe.
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Schemat mostu wiszacego.

A jednak jest okragla

Jednymi z najokazalszych budowli sa mosty
wiszace. Wérdd nich bodajze najbardziej znanym
jest oddany do uzytku w 1937 roku Golden Gate
Bridge w Zatoce San Francisco. Gléwne przesto
zawieszone pomiedzy dwiema monumentalnymi
wiezami (tzw. pylonami) ma 1280 m dlugosci.

W swoim czasie byl to rekord, zostal on jednak
wielokrotnie pobity. Obecnym rekordzistg jest
japonski most Akashi Kaikyo ukoficzony w 1998 r.
Caly most liczy 3910 m dlugosci, a jego gtéwne
przesto o rekordowej dlugosci 1990 m zawieszone
jest pomiedzy pylonami wysokimi na 283 metry.
Aby wyobrazi¢ sobie wielko$é¢ tej konstrukeji,
pomysl, Drogi Czytelniku, o dwéch konkretnych
miejscach w Twoim miescie odleglych o cztery

skad

h = 283 m,
s = 1990 m,
r = 6366 000 m,

z—s="

by¢ nie mogla.

T T 6366 000
Réznica wynosi wiec prawie 9 cm! Aparatura pomiarowa obecnie
uzywana przy tego typu budowlach pozwala na wyznaczanie odleglo$ci
z dokladnoscia do utamkéw milimetra, wigc owe 9 cm trzeba uwzglednié
przy projektowaniu tak olbrzymich konstrukcji. I rzeczywiscie, pierwsza
budowla, w ktérej uwzgledniono kulisto§é Ziemi, byt ukoficzony w 1964
roku nowojorski most Verrazano Narrows Bridge! Wiec gdyby nawet
Magellan nie optynatl Ziemi dookota, to i tak Ziemia juz dtuzej plaska

kilometry. Pomiedzy nimi zawie§ w wyobrazni
most. Podczep go do dwéch stalowych lin,

kazdej grubej na metr, a liny te przeciagnij przez
wierzchotki dwéch wiez Eiffla odlegltych o dwa
kilometry!

Na tym jednak nie koniec! W fazie projektéw czai
sie kolejny rekordzista. Ma nim by¢ most laczacy
Sycylie z czubkiem wloskiego buta. Lacznie

pie¢ kilometréw z gtéwnym przestem dlugim na
3300 m.

Zastanéwmy sie, czy przy tak olbrzymich
konstrukcjach da sie zauwazy¢ kulisto$é Ziemi.
Przeprowadzmy obliczenia dla mostu Akashi
Kaikyo. Olbrzymie pylony, na ktérych zawieszona
jest cala konstrukcja, sa skierowane do érodka

Ziemi. Poniewaz Ziemia jest (w przyblizeniu) kula, wiec nie sa one
idealnie réwnolegle. Czy da sie to zauwazy¢? Obliczmy réznice pomiedzy
odleglosciami podstaw pylonéw i odlegtosciami ich wierzchotkéw.

Pylony maja wysoko$¢ h = 283 m, a ich podstawy odlegle sg

0 s = 1990 m. Przyjmijmy, ze obwdd Ziemi to 40 000 km, skad promien
wynosi (w przyblizeniu) 40 000/27 ~ 6 366 km, czyli r = 6 366 000 m.
Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi obok. Chcemy znalez¢ dlugos$é oznaczona
przez z, a raczej roznice x — s pomiedzy odlegltosciami wierzchotkéw

i podstaw pylonéw. Korzystajac z twierdzenia Talesa, otrzymujemy

e
r+h 71’
sh 1990283

m = 0,088 m = 8,8 cm.

Matqg Delte przygotowal Piotr HAJEASZ



Blysk szybszy niz Swiatlo Stanistaw MROWCZYNSKI

W lipcu 2000 roku doniesiono o niezwyklym eksperymencie przeprowadzonym
w laboratorium firmy NEC. Impuls §wietlny przechodzacy przez
szeéciocentymetrowa komore wypelniona wzbudzonymi atomami cezu, byl
szybszy niz $wiatlo; poruszal sie tak szybko, ze opuszczal komore, zanim zdazyl
do niej wejs¢é. Wynik doswiadczenia, cho¢ sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem,
pozostaje w zgodzie z prawami fizyki.

Teoria wzglednodci, przynajmniej w swej standardowej postaci, wyklucza
istnienie obiektéw poruszajacych sie szybciej niz $wiatlo w prézni. Ich obecnosé
jest nie do pogodzenia z zasada przyczynowoéci, czyli banalna prawda,
ze przyczyna poprzedza skutek. Rzecz w tym, ze obiekt, ktéry dla jednego
obserwatora jest tylko szybszy niz éwiatlo, dla innego cofa sie w czasie. Na
gruncie teorii wzglednosci ruch z predkoscia wieksza od predkosci swiatla
i podrézowanie wstecz w czasie sa nierozerwalnie zwiazane. (Szczegdlowe
omdéwienie tego problemu zawarlem w artykule ,,Szybciej niz swiatlo?”,
Delta 8/1991.) Mozliwos¢ zasé powrotu do przeszloéci prowadzi do konfliktu
z zasada przyczynowosci. Aby zrozumieé, dlaczego tak sie dzieje, wyobrazmy
sobie, ze jaki$ szalony konstruktor buduje wehikul czasu i rusza w przeszlosc.
Spotyka tam swego dziadka i zabija go, nim ten zdazy!l splodzié¢ ojca
konstruktora. Mordujac dziadka, unicestwia réwniez ojca, wiec sam nie moze
istnie¢. A przeciez istnieje! Cale zamieszanie wyniklo z naruszenia chronologii
przyczyn i skutkéw — wnuczek pojawil sie przed swa przyczyna, czyli ojcem.
Aby pogwalcié zasade przyczynowosci, nie trzeba nawet podrézowaé wstecz
w czasie, wystarczy przesta¢ informacje do przeszlosci. Jesliby Ewe powiadomic
o wszelkich konsekwencjach zjedzenia feralnego jablka, moze nie uleglaby
podszeptom weza. My pozostalibyémy w raju, lecz odbyta juz pokuta za grzech
pierworodny stracilaby wszelka racje istnienia. Teoria wzglednosci pozwala
uniknaé takich klopotliwych sytuacji, orzekajac, ze przesylanie sygnatéw
szybszych niz $§wiatlo, a zatem i wstecz w czasie, jest niemozliwe. Jednak
fizycy od dawna zastanawiaja sie, czy nie mozna jako$ ,,obejs¢” owego zakazu
i einsteinowskiej teorii. W ostatnich latach poczynili na tej drodze spore postepy.

Jak ustalono jeszcze na poczatku XIX wieku, $wiatlo ma nature falowa. Swiatlu
Rozwiazanie zadania M 940. monochromatycznemu (jednobarwnemu) odpowiada fala elektromagnetyczna
Oznaczmy Srodki okregéw odpowiednio 4 goidle ystalonej dlugosci i czestoéci. W przypadku éwiatta bialego mamy

przez A', B', C'. Niech D bedzie rzutem R p A g e . % %
prostokatnym C na AA’. Z twierdzenia 4O Czynienia ze zloZeniem fal o réznych czestodciach, co uwidacznia si¢ przy

Pitagorasa mamy przechodzeniu takiego $wiatla przez pryzmat. Rozszczepienie na réznobarwne
AC? ='D* = ’'A® - A'D? = sktadowe jest przejawem tzw. dyspersji szkla — wspélczynnik zalamania zmienia
= (a+¢)? — (a — &)® = dac. sie wraz z dlugoscia fali. Swiat jest tak wielobarwny, gdyz substancje nas
Analogicznie otrzymujemy AB2 = dab otaczajace bardzo réznie reaguja na fale $wietlne zaleznie od ich dlugosci.
i BO? = dbe. Wobec tego Pomidory sa czerwone, bo pochlaniaja fale o wszystkich dlugosciach z wyjatkiem

Vidab = AB = AC 4 BC = Viac + Vibe. tej odpowiadajacej czerwieni, ktéra odbijaja. Biala kreda réwnomiernie odbija
Dzielae otrzymana réwnosé przez v4abe  fale o réznych dlugosciach, wegiel za$ zawdziecza swéj kolor ich silnemu
otrzymujemy teze. . z

pochlanianiu.

Kazdy impuls $wietlny mozna przedstawié jako zlozenie fal o réznej czestosci.
Stanowi to niezwykle sugestywny przejaw matematycznosci fizycznego swiata.
m Z jednej strony mamy matematyczne twierdzenie orzekajace, ze kazda funkcje
gladka i catkowalna, niech to bedzie zaleznoé¢ intensywnosci $wiatla od czasu,
mozna przedstawi¢ jako sume fal o réznych czestosciach. Z drugiej strony mozna
Rozwigzanie zadania M 941. " 4 éwiath . iich Kkt + t H filtrd
PSR N - ———— wytworzy¢ swiatlo o qual:lt’:] charakterystyce, a nastepnie za pomoca filtrow
wzgledem prostej AB otrzymujac wydzieli¢ skladowe o okreslonych czestosciach. Intensywnos¢ tych sktadowych
punkt C'. Poniewaz £C'MD = 90° wiee  okaguje sie, oczywiécie, calkowicie zgodna z wynikami matematycznej analizy.
z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy . . . s g
ey e, i 2 *  Oznacza to, ze dowolny sygnal nie tylko mozna przedstawi¢ jako sume fal,
oM? + DM? = ¢'M? 4+ DM? = C'D?. i : i
g lecz ze dowolny sygnal jest suma fal. Brak sygnalu oznacza za$, ze rézne fale

Zauwazmy jednak, ze LC'CD = 45°, . . .
WwiZzajemnie si€ ZNOSZa.

a wszystkie katy o tej rozwartodei,

wpisane w okrag o, wyznaczaja jednakowe . . P B aig . s s
ety Tuitsdnia Disyals dilbayE Fale o okreélonej czestosci charakteryzuje predkosé fazowa réwna szybkosci,

ich dlugosé, choé i bez tego teza jest Z ja-l(@ poruSZan SiQ jej géry i dO]iﬂy. w przypad_ku i]IlpU_lS'l.l, dechgO zlozeniem
dowiedziona). wielu fal, postugujemy sie pojeciem predkosci grupowej, ktéra okresla szybkosé,
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z jaka przemieszcza sie maksimum intensywnosci impulsu. Predkoé¢ fazowa fali
swietlnej, rozchodzacej sie w prozni, jest réwna predkosci grupowej dowolnego
impulsu. Predkos¢ ta, oznaczana tradycyjnie litera ¢, wynosi 300 000 km/s.

W osérodku dyspersyjnym fale o réznych czestoéciach réznie sie propaguja.
Sprawia to, ze impuls bedacy suma réznych fal ulega w takim osrodku
modyfikacji, zmienia sie jego predko$¢ grupowa. Gdy staje sie mniejsza od c,
méwimy o zwyklej dyspersji. Przed laty juz jednak zauwazono, ze predkosé
grupowa moglaby by¢ wieksza od c, jednak takiej anomalnej dyspersji
towarzyszy bardzo silna absorpcja. Szybki impuls $wietlny jest wiec niemal
calkowicie pochlaniany przez material, w ktérym sie rozchodzi.

Wspomniany na wstepie sukces fizykéw z laboratorium NECa w Princeton
polegal wlasnie na stworzeniu osrodka, w ktérym z anomalna dyspersja
nie wiaze sie silna absorpcja. Zamkniete w niewielkiej komorze opary cezu
wprowadzono w stan przypominajacy gotowy do pracy laser — znaczna czesé
atoméw zostala wzbudzona. Swiatlo o czestosci zblizonej do czestosci $wiatla
owego lasera nie tylko nie bylo absorbowane, lecz nawet ulegalo wzmocnieniu.
Przez tak przygotowany osrodek przepuszczano impuls swiatla. Zgodnie
z oczekiwaniami, jego predkosé¢ grupowa byla wieksza od szybkosci rozchodzenia
sie Swiatla w prézni; na tyle duza, ze szczyt impulsu opuszczal komore, nim
zdazyl do niej wejéé. Osrodek powodowal wzmacnianie poczatkowe]j czesci
ﬁ impulsu i oslabianie koncowej. W rezultacie szczyt impulsu przesunal sie do
przodu. Nalezy jednak podkresli¢, ze zysk ten byl duzo mniejszy od dlugosci
trwania calego impulsu. Cho¢ wigc predkosé¢ grupowa byla wieksza od c,

Rozwigzanie zadania M 942. to szybkos¢, z jaka impuls mégt przenieé¢ informacje, nie przekraczala c.
B Wyjasénijmy to nieco dokladniej.
By Przyjmijmy, ze informacje nadajemy w postaci blyskéw; blysk badz jego

brak stanowi jeden bit informacji. Zalézmy, ze odbiornikiem odleglym o [

od nadajnika jest urzadzenie, ktére reaguje na $wiatlto o odpowiednio duzej
Q intensywnosci, bliskiej maksimum wysylanych blyskéw. Niech czas, w jakim
' szczyt impulsu pokonuje odlegltos¢ od nadajnika do odbiornika, wynosi t.
Predko$é, z jaka podrézuje maksimum, jest wieksza od c, tj. [/t > c. Gdy
M jednak obliczamy czas potrzebny na przestanie informacji, musimy uwzglednié
czas At miedzy rozpoczeciem nadawania sygnalu $wietlnego a wystaniem jego
maksimum. Wtedy okazuje sie, ze [/(t + At) < c. Whrew wiec sensacyjnym
doniesieniom prasowym wyniki przedstawionego eksperymentu zadnego

A AT R Cs C

z fundamentalnych praw fizyki nie naruszaja.
Zacznijmy od drugich poteg. Z twierdzenia Pitagorasa mamy
AP? + BQ? + CR® = (AM?—MP?) + (BM*—MQ?) + (CM?—MR?) = (BM?—MP?) + (CM?*-MQ?) + (AM*>-MR?) = PB® + QC*? + RA®.
Dla sprawdzenia réwnosci sum pierwszych poteg dogodnie jest przez M poprowadzié proste réwnolegle do kazdego z bokéw trajkata, jak na
rysunku. Punkty P, @, R sa, odpowiednio srodkami odecinkéw Az By, B2Cq, C2A4,. Ponadto A4, = BBy, BB, = CC2, CCy = AAs. Wobee tego

AP + BQ+CR = AAs + A2P + BBs + B2Q + CCy + C3R = PBy + B1B+ QC1 + C1C + RA; + Aj A = PB + QC + RA.

Czy na pewno?

Oto poglad dotyczacy znanej ze szkoly
paraboli:

Jesli parabola jest styczna do prostych
zawierajacych boki tréjkata ABC, to
jej ognisko F' lezy na okregu opisanym
na ABC.

A oto mocniejsza opinia:

Dane sa cztery proste, z ktérych
zadne trzy nie przechodza przez

jeden punkt, ani zadne dwie nie sa
réwnolegle; wowczas cztery okregi
opisane odpowiednio na utworzonych
przez proste tréojkatach przecinaja sie
w jednym punkcie — jest to ognisko F Czy to prawda? Jedynym sposobem, aby si¢ o tym przekona¢ jest sprébowac to
paraboli stycznej do kazdej z tych udowodnié. Gdy sie udowodni pierwsze, to do drugiego potrzebny bedzie tylko
prostych. fakt(7?), ze istnieje parabola styczna do takich czterech prostych.
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Tylko Pitagoras

Parabole mozna okresli¢ jako zbidr tych punktéw plaszczyzny, ktére sa
jednakowo odlegle od pewnego ustalonego punktu (zwanego ogniskiem) i pewnej
ustalonej prostej nieprzechodzacej przez ognisko (zwanej kierownica paraboli).
O$, czyli prosta prostopadla do kierownicy i przechodzaca przez ognisko,
przecina parabole w punkcie zwanym wierzcholtkiem paraboli.

Doéé rozpowszechnione jest mniemanie, ze ognisko jest srodkiem krzywizny
wierzchotka paraboli. Srodek krzywizny dla jakiegoé punktu krzywej to srodek
okregu najlepiej ja przyblizajacego w otoczeniu tego punktu. W przypadku
wierzcholka paraboli bedzie to punkt jej osi polozony mozliwie najdalej

od wierzchotka, taki jednak, ze najblizszym mu punktem paraboli jest jej
wierzcholek. Inaczej rzecz ujmujac, chodzi o taki najdalszy punkt osi paraboli,
ze najwieksze kolo o srodku w tym punkcie, mieszczace si¢ migdzy ramionami
paraboli, przechodzi przez wierzcholek paraboli.

Ot6z srodkiem krzywizny paraboli w jej wierzchotku jest punkt osi oddalony
od wierzchotka dwa razy bardziej niz ognisko. I aby sie o tym przekonac, nie
potrzeba niczego wiecej niz twierdzenie Pitagorasa. Oto ten dowdd.

Na potrzeby tej notatki ustalmy dowolna parabole i oznaczmy przez S jej
ognisko, przez A jej wierzcholek, przez X przeciecie jej osi z kierownicg oraz dla
dowolnego jej punktu P oznaczmy przez M jego rzut prostokatny na kierownice,
a przez D — na o$ paraboli, wreszcie przez O oznaczmy dowolny punkt jej osi.

Najpierw udowodnimy lemat prezentujacy raczej malo znana wlasnos¢ paraboli.
Lemat: PD? = 4AS - AD.
Dowdd. Istotnie (rys. 1 lub rys. 2)

PD? = PS? - DS? = PM? - DS? = XD? - D$* =

= (AX + AD)?> — (AS — AD)®> = (AS + AD)* — (AS — AD)* = 4AS - AD.

Wykazemy teraz, ze jesli AO < 2AS, to najblizszym O punktem paraboli jest jej
wierzchotlek, czyli

Twierdzenie 1: (A0 < 2ASi P # A) = AO < OP.
Dowdd. Istotnie, gdy AD < AO (rys. 3), mamy
AO? = (AD 4+ 0OD)? = AD* + 2AD -OD + OD? =

= AD((AD + OD) + OD) + OD? = AD(AO + OD) + OD? <
< AD(AO + AO) + OD? = 2AD - AO + OD? < 4AD - AS + OD? =
= PD? + 0D? = QP2

Z kolei, gdy AD > AO (rys. 4), mamy

AO? < 240% < 4A8- AO < 4A8 - AD = PD? < OD? + PD? = OP2.

Wreszcie wykazemy, ze dla punktéw osi spelniajacych warunek A0 > 248
istnieja punkty paraboli tak samo od nich odlegle,

jak wierzcholek, czyli
Twierdzenie 2: AO > 2AS = ( istnieje P # A: AO = OP).

Dowdd. Wskazemy taki punkt, podajac odleglos¢ jego rzutu na o$ od
wierzcholka: AD = 2(AO — 2AS) > 0. Mozna to zapisaé jako
AD = AO + (AO — 4AS).

Gdy AO < 4AS (rys. 5), mamy AD < AQ i

OD = AO — AD = 4AS — AO.
Gdy z kolei AOQ > 4AS (rys. 6), mamy AD > AO i

OD = AD — AO = AO — 4AS.
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P

Rys. 6

W obu wiec przypadkach
OP? =0D? + PD? = 0D? + 4AS - AD =
= 16AS8%? —8AS - AO + AO® + 4AS - AD =
= AO? + 4AS(4AS — 2A0 + AD) = AO? + 4AS(—AD + AD) = AO.

Elipse i hiperbole podobnie okresla si¢ za pomoca ogniska i kierownicy. W tym
przypadku chodzi o punkty, ktéorych stosunek odlegloéci od ogniska i od
kierownicy jest staly; gdy ten stosunek jest mniejszy od 1 — otrzymujemy elipse,
gdy wiekszy — hiperbole (a gdy réwny 1 — parabole). Definicja wierzchotka i osi
jest taka sama jak dla paraboli. A gdzie leza $rodki krzywizny tych krzywych
w ich wierzcholkach? Redakcja bedzie wdzieczna Czytelnikom nie tyle za
odpowiedz na to pytanie, co za wskazanie réwnie elementarnych dowodéw
odpowiednich faktow.

Wojciech GUZICKI i Marek KORDOS

&

W tablicach Ksiezycowych publikowanych w rocznikach astronomicznych znajduje sie sporo luk oznaczajacych, ze jakiegos
dnia Ksiezyc nie wschodzi, innego dnia nie géruje itd. Jak to mozliwe? Nie zapominajmy, ze Ksiezyc porusza sie po
niebie do$é szybko (139176 na dobe) i w dodatku z zachodu na wschéd. Dlatego jezeli pewnego dnia
np. gérowal tuz przed pélnoca, to nastepne jego gérowanie wypadnie tuz po péinocy,
ale nie zaraz nastepnego dnia, lecz jeszcze nastepnego. To samo

m Zadania

Zadania matematyczne w tym numerze
dotycza twierdzenia Pitagorasa, bo jest
ono gléwnym narzedziem uzywanym
na sasiednie] stronie. Sa zaczerpniete
ze zbioru W.W. Prasolowa, przez co
chcemy wyrazi¢ opinie, Ze ten zbidr
(jak i np. zbiory zadan LF. Szarygina)
powinien by¢ wreszcie przettumaczony
na jezyk polski.

dotyczy wschodéw i zachodéw, stad
luki w tablicach.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 940. Okregi o promieniach a, b, ¢ sa parami zewnetrznie styczne i wszystkie
sa styczne do prostej k£ odpowiednio w punktach A, B, C, przy czym punkt C
lezy miedzy punktami A i B. Wykazac, ze

1 T i 1

Ve Ve Vb

Rozwiazanie na str. 8

M 941. Na érednicy AB okregu o dany jest punkt M. Przez M poprowadzona
jest cieciwa C'D przecinajaca AB pod katem 45°. Wykaza¢, ze suma

CM? + DM? nie zalezy od wyboru punktu M.

Rozwiazanie na str. 8

M 942. Rzutami dowolnie obranego we wnetrzu tréjkata réwnobocznego
punktu M na boki AB, BC i C' A tego trojkata sa, odpowiednio, punkty

P, @, R. Wykaza¢, ze suma zardwno pierwszych, jak i drugich, poteg dlugosci
jest taka sama dla odcinkéw AP, BQ, CR, jak dla odcinkéw PB, QC, RA.
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 539. Wyznaczy¢ ci$nienie w pecherzyku powietrza o srednicy d = 0,01 mm
znajdujacym sie 20 cm pod powierzchnia wody. Ciénienie zewnetrzne wynosi
p1 = 765 mm Hg (1 mm Hg = 133 N/m?). Napiecie powierzchniowe wody

a = 0,073 N/m.

Rozwigzanie na str. 13

F 540. Ze zbiornika, przez pionowa rurke o érednicy d = 2 mm, wycieka kropla
po kropli alkohol. Znalezé czas, po jakim wyplynie 10 g alkoholu, jesli odstep
czasu miedzy kapiacymi kroplami wynosi 1 s. Zakladamy, ze kropla odrywa

sie wzdluz wewnetrznego przekroju rurki. Napiecie powierzchniowe alkoholu

a =0,02 N/m.

Rozwiazanie na str. 13
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Aktualnosci (nie

Noble konca wieku

W paZdzierniku, jak co roku, przyznano

Nagrody Nobla. Wbrew moim (zartobliwym)
przewidywaniom nagrody z fizyki nie przyznano

za odkrycie bozonu Higgsa. (Delty 1, 5/2000;
info.fuw.edu.pl/HEP/cms/edu).

Niestety, nie udalo sie go odkry¢. Sprawozdawcy
sportowi powiedzieliby jednak: ,niewiele brakowalo!”.
Sytuacja byla podbramkowa. Na miesiac przed
planowanym zamknieciem LEPu, czyli Wielkiego
Zderzacza Elektronéw i Pozytondéw, jeden z czterech
eksperymentéw (ALEPH) zaprezentowal wyniki
zgadzajace si¢ z obserwacja poszukiwanej czastki

i wskazujace, ze jej masa powinna wynosi¢ okolo

115 GeV/c?, czyli dokladnie tyle, ile wynosi granica
kinematyczna LEPu. Ciezszy higgs nie méglby zostac
wyprodukowany, a troche lzejszy zostalby odkryty

bez wiekszego problemu. Informacja ta zelektryzowala
nie tylko fizykéw czastek, ale nawet $rodki masowego
przekazu. LEP zyskal miesiac zycia. Dogrywka nie
zmienila jednak wyniku meczu. Po dwunastu latach
odgrywania przez LEP kluczowej roli w doswiadczalnej
fizyce czastek 2 listopada 2000 roku zostala podjeta
decyzja o definitywnym zakonczeniu zbierania

danych. Sygnal produkecji bozonu Higgsa nie zostal
ani ostatecznie potwierdzony, ani obalony. Jezeli
poszukiwana czastka ma mase nie wieksza, niz wskazuja
to obecne wyniki, to LEP méglby ja odkry¢, gdyby
zdecydowano sie na zbieranie danych przez jeszcze
jeden sezon. Niestety, na to nie ma pieniedzy. Nie tylko
na samo dziatanie akceleratora, ale przede wszystkim
na kary umowne, ktére wlasciciel LEPu — CERN —
musialby zaplacié, powstrzymujac konstrukcje LHC —
zderzacza protonéw majacego zastapi¢ LEP na froncie
badania mikro§wiata. Przez najblizsze pie¢ lat bozon
Higgsa moze zosta¢ odkryty przez zmodernizowany
Tevatron dzialajacy pod Chicago. W 2005 roku pitka
wréci do Europy. Nastanie era LHC.

Tegorocznych Nagréd Nobla nie przyznano nie tylko
za (nie)znalezienie bozonu Higgsa. Zadne z naprawde
swiezych osiagnie¢ nie dostapilo tego zaszczytu.

W setnym roku przyznawania nagrody dokonano
swoistego remanentu. Trudno oprze¢ si¢ wrazeniu,

ze komitety przyznajace nagrody z poszczegdlnych
dziedzin wybraly tematycznie podobne dokonania
sprzed 20-30 lat. Tym wspdélnym mianownikiem
jest, moim zdaniem, postep w szeroko rozumianej
komunikacji.

Dziedzina fizyki, ktéra najbardziej wplynela na
zycie przecietnego czlowieka w ostatnich trzydziestu
latach, jest niewatpliwie fizyka fazy skondensowane;j.
Nagrode Nobla 2000 z Fizyki przyznano wlasnie
reprezentantom tej galezi: w polowie Zhoresowi

I. Alferovowi i Herbertowi Kroemerowi za prace

nad heterostrukturami polprzewodnikowymsa
wykorzystywanymi w ultra-szybkiej elektronice

i optoelektronice, a w polowie Jackowi S. Kilby'emu
za udzial w wynaelezieniu obwodow scalonych. To im

i ich kolegom po fachu zawdzieczamy postepujaca
rewolucje informatyczna, lacza swiatlowodowe,
odtwarzacze DVD, telefony komdrkowe itd. Nie byloby
tego wszystkiego bez osiagnie¢ badan podstawowych.
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tylko) fizyczne

Natomiast Nagroda Nobla 2000 z Chemii

przypadla w udziale Alanowi J. Heegerowi, Alanowi

G. MacDiarmidowi i Hideki Shirikawie za odkrycie

i badania przewodzgcych polimeréw. Tworzywa
sztuczne kojarza sie nam raczej z izolatorami. Okazuje
sie jednak, ze przez odpowiednie domieszkowanie
laricuchéw weglowych polaczonych naprzemiennie
wigzaniami pojedynczymi i podwéjnymi mozna je
naméwi¢ do przesylania pradu. Rozwdj tej dziedziny
zawdzieczamy bardziej tradycyjnym sposobom
komunikowania: dwaj tegoroczni Noblisci spotkali

sie kiedys przypadkiem na kawie. .. Przewiduje sie,

ze przewodzace polimery moga w najblizszej przysztodci
m.in. zastapié¢ tradycyjne uklady pélprzewodnikowe

w zadaniach, w ktorych szybkos$¢ nie jest najwazniejsza,
czy pozwoli¢ na masowa produkcje tanich wyswietlaczy.

Z kolei Nagrode Nobla 2000 z Fizjologii i Medycyny
otrzymali Arvid Carlsson, Paul Greengard i Eric
Kandel za odkrycia dotyczace przewodzenia sygnatow

w systemie nerwowym. Ich badania pozwolily lepiej
zrozumie¢, jak dziala najbardziej skomplikowany uktad
komunikacyjny Wszech§wiata — nasz mézg. Ich odkrycia
doprowadzily do opracowania nowych lekéw pomocnych
np. w lagodzeniu objawéw choroby Parkinsona.

Kolejni wyréznieni naukowcy rozwijali
mikroekonometrig. Nagrode Banku Szwecji 2000

z Nauk Ekonomicznych im. A. Nobla przyznano
Jamesowi Heckmanowi i Danielowi McFaddenowi

za rozwdj teorii 1 metod statystycznej analizy
zachowania jednostek i gospodarstw domowych,
szeroko stosowanych w ekonomii oraz innych naukach
spotecznych. NajproScie] mowiac, ich metody pozwalaja
na wyluskanie z danych statystycznych rzetelnych
informacji. Dzieki nim mozna wiarygodnie sprawdzac,
jak np. informatyczna globalizacja wplywa na zycie
jednostek.

Pozostale dwie Nagrody Nobla zawsze w jakims
sensie dotycza miedzyludzkiej komunikacji. Tym
razem jest to jednak szczegdlnie widoczne, gdyz
nagrodzeni niewatpliwie przyczynili si¢ do pokonania
komunikacyjnych barier. Mianowicie Nagroda Nobla
2000 z Literatury uhonorowano Gao Xingjiana

za dorobek o uniwersalnej wartosci, gorzkiej glebi

i jezykowej oryginalnosci, ktory otworzyt nowy rozdzial
chinskiej powiesci © dramatu. Noblista nie tylko
przybliza nam hermetyczny $wiat jednej czwartej
ludzkosci, ale réwniez odkrywa w nowy sposdb nasze
wlasne nieproste wnetrze. Natomiast Pokojowa
Nagrode Nobla przyznano Kim Dae Jungowi za
dziatania na rzecz demokracji i praw cztowieka

w Korei Potudniowej i Wschodniej Azji w ogélnosci,

a za dziatania na rzecz pokoju i pojednania z Koreg
Potnocng w szczegdlnosci. Tu oczywisto$é dokonan

w przelamywaniu czego$ znacznie powazniejszego niz
tylko bariera komunikacyjna nie wymaga komentarza.

Jezeli chodzi o komunikacje w rozpoczynajacym
si¢ tysiacleciu, to mam nadzieje, ze moze wreszcie
nauczymy sie wzajemnie wystuchiwac.

Piotr ZALEWSKI



Protokét posiedzenia Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Skréty prac nagrodzonych srebrnym
medalem zamieScimy w Delcie 3/2001
i4/2001.

Przy okazji informujemy, ze laureat
poprzedniej edycji konkursu, Jakub
Onufry Wojtaszezyk, uzyskal
wyréznienie w finale Konkursu na
Najlepszego Mlodego Uczonego
Europy, ktéry odbyl sie we wrzeéniu
2000 r. w Amsterdamie.

W poprzednich latach laureaci
Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki zdobyli medal srebrny
i dwa medale brazowe.

..}

Rozwigzanie zadania F 539,

Cisnienie powietrza w pecherzyku sklada
sie z cifnienia atmosferyeznego py,
hydrostatycznego ps = pgh (h jest
glebokoécia pod powierzchnia wody)

i dodatkowego cifnienia py = 20/r = 4a/d
wywolanego napieciem powierzchniowym.

Stad

3

x

| &

p = p1 + pgh 4 7 999 mm Hg.

r
Rozwigzanie zadania F 540.
Ciegzar kropli w czasie odpadania
powinien byé wystarczajacy, zeby
zerwac blone powierzchniows wzdluz

okregu o dlugosci | = 2nr, gdzie r jest
promieniem kropli. Stad ciesar kropli

G = 2nra = ndo.

Liczba kropli alkoholu zawartego w M
gramach wynosi
v Mg _ Mg
G mdox
Podstawienie danych liczbowych daje

N = 780 kropli. Poniewaz odstep czasu
miedzy odrywaniem sie poszczegdlnych

kropel wynosu 1 s, caly alkohol wyptynie

po czasie t = T80 s = 13 minut.

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz
— przewodniczacy, Marek Kordos, Witold Sadowski, Agnieszka Wojciechowska,
Jarostaw Wréblewski, na posiedzeniu w dniu 30 sierpnia 2000 roku w Warszawie, po
wystuchaniu prezentacji prac zakwalifikowanych do finalu Konkursu, postanowilo:

1) nie przyznawaé¢ medalu zlotego,

2) przyznaé srebrny medal i nagrode w kwocie 300 zlotych Piotrowi Sulichowi
z II LO im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu za prace pt. Obrdt o kgt na ptaszczyénie:
zastosowania i wlasnosci oraz Mirostawowi Zwirynowi z XXVI LO w Lodzi
za prace pt. Wstep do teorit macierzy nD,

3) nie przyznawa¢ medalu brazowego,

4) przyzna¢ dwa réwnorzedne wyréznienia i nagrody w kwocie 175 zlotych
kazda: Stawomirowi Kurasiowi z Zespolu Szkét im. Oddziatu
Partyzanckiego AK , Jedrusie” w Polaricu za prace pt. Wybrane wtasnosci
tréjkqtéw oraz Michatowi Staromiejskiemu z V LO w Krakowie za prace
pt. O czworo$cianie Pascala,

5) przyzna¢ nagrody w kwocie 150 zlotych opiekunom prac zakwalifikowanych
do finalu: mgr. Ryszardowi Grucy, mgr. Henrykowi Pawlowskiemu, mgr Danucie
Przybylskiej, mgr Sabinie Sierant.

(<) podpisy cztonkéw Jury

Tradycyjnie redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zachecamy
uczniéw zainteresowanych matematyka do opracowywania swoich matematycznych rozwazani
i nadsylania rezultatéw do redakcji Delty. Ponizej przypominamy szczegélowy regulamin
konkursu. :

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.

2. W konkursie moga braé¢ udzial uczniowie wszystkich typéw szkél.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczeii, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod
adresem redakeji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczyé nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly;
imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelng informacje o #zrédtach, z
ktérych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu

i kompetentnych recenzentéw. Te spoéréd prac, ktére speniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej
Sesji Naukowe]j Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
opiekunom przed koficem roku szkolnego.

8. Finalidci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenia
do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego
otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu poéwiecona byta praca.

10. Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprécz
merytorycznej wartodci pracy, réwniez samodzielnoéé i oryginalnoéé ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy,
wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej. .

11. Ogtloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy
uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gléwny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delly

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mogna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoleczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,

ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

Termin nadsylania rozwigzan:
31 IIT 2001

lub F) - i tyle punktdw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z fizyki nr 310, 311
Redaguje Jerzy B. BROJAN

310. Z réwni pochylej o kacie nachylenia a wyrzucono male cialo z ustalona wartoscia
predkosei poczatkowej. Jaki powinien by¢ kat nachylenia tej predkosci do poziomu,
aby: a) rzut trwal maksymalnie dlugo, b) zasieg rzutu byl maksymalny?

311. Promieniowanie jest pochlaniane w materii zgodnie ze wzorem

I=TLe ™,

gdzie Ip jest natezeniem wiazki padajacej, a I — natezeniem wiazki przechodzacej przez
warstwe o grubosci x. Jedli parametr p opisujacy pochlanianie promieni podeczerwonych
ma dla pewnego materialu wartosé 2 mm™?, a jego wspélezynnik przewodnictwa
cieplnego wynosi 0,2 W/(m-K), to czy stuszne jest przypuszczenie, Ze w temperaturze
pokojowe]j przewodnictwo cieplne tego materialu wynika gléwnie z przeplywu energii

w formie promieniowania podczerwonego? Wystarczy odpowiedZ oparta na ocenie

orientacyjnej.

Wskazéwka: Wspdlezynnikiem przewodnictwa cieplnego A nazywamy wspdlezynnik we

wzorze Fouriera

AQ SAT
At Az’

gdzie AQ jest ilodcia cieplta przeplywajaca w ciagu czasu At przez powierzchnie S
pod wplywem réznicy temperatur AT miedzy punktami odleglymi o Az wzdluz osi
prostopadlej do tej powierzchni.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/2000

Przypominamy tre$¢ zadan:

302. Przewodzaca kula o promieniu r sklada sie z dwoch zetknietych ze soba pdtkul. Jaka jest
wartosé sily odpychajace] te dwie pdlkule od siebie, jedli ladunek calej kuli wynosi Q7

303. Dwa jednakowe naczynia o &ciankach nie przewodzacych ciepla sa polaczone rurka z zaworem

(kranikiem). Poczatkowo w jednym naczyniu znajdowal sie gaz pod cifnieniem p i w temperaturze T,
a w drugim naczyniu byla préinia. Otwarto zawdr, tak ge cignienia sig wyrdwnaly, Jaka bedzie wtedy
wartoéé p’ ciénienia oraz temperatur Ty i T2 w naczyniach? Gaz jest doskonaly, a stosunek jego
ciepel wlasciwych wynosi v = cp /e,

302. Na kuli przewodzacej tadunek jest, oczywiscie,
roztozony jednorodnie. Sita wywierana na maly element
powierzchni kuli (zawierajacy ladunek d@Q) przez

reszte kuli jest réwna dF = (1/2) Ezewnd@, gdzie

Erewn = Q/(4weor?). Aby to wykazaé, mozna odwolaé

sie do bilansu energii: praca wykonana przy jednoczesnym
przesunieciu wszystkich tych ladunkéw jest réwna zmianie
energii danej wzorem E = Q?/2Cr, gdzie C' = 4weor

jest pojemnodcig kuli. Sktadajac sily dziatajace na
wszystkie elementy pétkuli, nalezy wziaé ich sktadowsa
wzdluz odpowiedniej osi, tzn. dF,; = dF cos#, a ponadto
zgodnie z jednorodnym rozkladem ladunku d@ jest
proporcjonalne do powierzchni dS danego elementu kuli,
czyli podstawiamy dQ = QdS/(4nr?) = (1/2)Q sin #d6.
Calkowanie po # od 0 do 7/2 prowadzi do wyniku

Q2

32mepr?’

F, =

14

303. Przeplyw gazu przez kranik nie zmienia jego
calkowitej energii wewnetrznej. Poniewaz dla gazu
doskonalego energia wewnetrzna jest dana wzorem
U =nCyT = (Cyv/R)pV, a objetodci naczyn sa jednakowe,
wiec z bilansu energii natychmiast otrzymujemy
p' = (1/2)p. Zauwazmy dalej, ze gaz pozostajacy
w naczyniu, w ktérym byl poczatkowo, ulegl przemianie
adiabatycznej (drugie naczynie jest znacznie trudniejsze
do analizy pod tym katem, gdyz wplywaly do niego
kolejne partie gazu, ktérych temperatura si¢ zmieniala).
W zmiennych p — T réwnanie przemiany adiabatycznej
ma postaé p' 7T = const, zatem Ty = T/200"1/7, Na
koniec temperature drugiego naczynia T, mozna wyznaczyc
z zachowania masy (liczby moli), co w naszym przypadku
sprowadza sie do réwnania

m g

T Tv T
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Termin nadsylania rozwigzan:

31 IIT 2001

Crzoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 413, 414
Redaguje Marcin E. KUCZMA

413. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunki b > 2a, ¢ > 2b. Dowies¢, ze dla
pewnej liczby dodatniej A czeéé ulamkowa kazdego z iloczynéw Aa, Ab, Ac jest liczba
z przedziatu (1/3;2/3).

(Czesé utamkowa liczby z to réznica = — [z], gdzie [x] jest najwigksza liczba calkowita

nie przekraczajaca x.)

414. Wewnatrz wielokata wypuklego W znajduje sie taki punkt O, ze kazda prosta
przechodzaca przez O dzieli wielokat W na dwie czesci o réwnych polach. Czy stad
wynika, e punkt O jest érodkiem symetrii wielokata W7

Zadanie 414 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2000
Przypominamy treéé¢ zadaii:

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadaf 401 (WT=2,54) i 402 (WT=1,71) 405. Przez érodek I okregu wpisanego w nieréwnoramienny tréjkat ostrokatny ABC' poprowadzono

z numeru 52000
Barttomiej Dyda — Wrocltaw 41,52
Konrad Patkowski - Gdansk 41,43
Bartlomiej Marczak — Warszawa 39,20
Pawel Kubit = Krakdw 35,01
wepdtliniowe.

406. Czy istnieje rosnacy ciag liceb pierwszych py, pz, pa, ...,

okregi ka, kg, ko okrag ka jest mniejszym z dwdch okregéw przechodzacych przez 1, stycznych
do prostych AB i AC; okregi kg i ke sa okreslone analogicznie. Okregi kp i ko przecinaja sie
w punktach I, P; okregi ko i ka przecinaja sie w punktach I, Q; okregi k4 1 kg przecinaja

sig w punktach I, R. Dowiesé, ze srodki okregéw opisanych na tréjkatach AIP, BIQ, CIR sg

w ktdrym kasdy wyraz (poczawszy

od drugiego) jest nie mniejszy od fredniej arytmetycznej dwdch wyrazdw z nim sasiadujacych?

405. Zalozenie, ze tréjkat ABC nie jest réwnoramienny,
gwarantuje, iz tréjkaty AIP, BIQ, CIR sa
niezdegenerowane, wiec opisane na nich okregi sa dobrze
okreslone. Wykazemy, ze te okregi maja jeszcze jeden
(opréez I') wspélny punkt J. Stad oczywiscie wyniknie, Ze
ich érodki leza na prostej symetralnej odcinka I.J.

Stosujemy inwersje wzgledem dowolnie ustalonego

okregu o érodku I. Oznaczmy obrazy punktéw A, B,

C, P, Q, R odpowiednio przez A', B', C', P', Q', R'.
Obrazami okregéw ka, kg, ko sa proste Q'R', R'P’,
P'Q’'. Obrazami prostych BC, C A, AB sa okregi, ktére
oznaczymy odpowiednio przez wy, wp, wo. Przechodza one
przez punkt I; ponadto przecinaja sie parami w punktach
A', B', C'; kazdy z tych okregéw jest styczny do dwéch
bokéw tréjkata P'Q'R'. Skoro proste BC, CA, AB byty
jednakowo odlegle od punktu I ($rodka inwersji), to okregi
wa, wg, we maja jednakowe promienie.

Obrazami okregéw opisanych na tréjkatach AIP, BIQ,
CIR sa proste A'P', B'Q', C'R'. Zadanie sprowadza si¢ do
wykazania, ze te proste maja wspolny punkt.

Oznaczmy $rodki okregéw w4, wp, wo odpowiednio przez
U, V, W. Ich promienie sg réwne, wiec punkt I jest
érodkiem okregu opisanego na tréjkacie UVW. Proste I A,
IB', IC' sa symetralnymi jego bokéw; a $rodki bokdw sa
jednoczeénie érodkami odcinkéw 1A', IB', IC'. Zatem te
érodki sg wierzcholkami tréjkata, ktéry jest jednoczednie
jednokladny i do tréjkata UVW (w skali —1/2), i do
tréjkata A'B'C’" (w skali 1/2). Wynika stad, ze boki

tréjkata A'B'C’ sa odpowiednio réwnolegle do bokéw
tréjkata UV W; te za$ sa z kolei réwnolegle do bokdw
tréjkata P'Q'R’ (wobec réwnosci promieni okregéw |
Wa, Wn, wc) ]

Konkludujac, stwierdzamy, ze boki tréjkatéw A'B'C’

i P'Q'R’ sa odpowiednio réwnolegle, i wobec tego trdjkaty
te sg jednoktadne. Srodek owej jednokltadnosci jest
poszukiwanym punktem przeciecia prostych A'P', B'Q',
C'R'.

P}'

Qf

406. Przypuéémy, ze p1, p2, ps, ... jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych, w ktérym
2p; > pi—1 + pi+1. Przyjmujac a; = p; — pi—1 widzimy, Ze ai+1 < a;. Nierosnacy ciag
liczb naturalnych ai, a2, as, ... jest od pewnego miejsca staly: a; = r dla i > ig. Tak
wiec Pig, Pig+1, Pip+2, -+ - jest ciagiem arytmetycznym o réznicy r. Wobec tego

Pig+k = Pig + kr

dla: k=0,1,2.. .

Dla k = ko = pi, otrzymujemy pig+k, = Pig + Pig™ = Pip (1 + 7); jest to liczba zlozona.

Zatem nie istnieje cigg liczb pierwszych pi1, pe, p3, ...
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Patrz w niebo

Wiekszoé¢ galaktyk w dzisiejszym Wszech$wiecie jest skupiona w gromadach,

supergromadach (gromadach gromad) i — zapewne — w jeszcze wiekszych
sScianach” ograniczajacych ogromne pustki (voids) o rozmiarach liczonych

w dziesiatkach megaparsekéw. Nasza Galaktyka lezy na skraju takiej wielkiej
struktury zwanej Supergromada w Pannie. Jest to splaszczone zgeszczenie
galaktyk, ktérego centrum znajduje sie w do$é gestej gromadzie (w Pannie)
odleglej od nas w przyblizeniu o 15 Mpc. Inne tego rodzaju zgrupowania
znajduja sie kilkakrotnie dalej.

Obserwujac rozklad jeszcze odleglejszych, a wiec jeszcze mlodszych galaktyk,
astronomowie nie przypuszczali, ze odkryja wiele takich zgeszczen, choé
fluktuacje gestosci materii w dostatecznie zimnym osrodku maja tendencje do
narastania — jest to tzw. niestabilnos¢ Jeansa. Jezeli osrodek jest chlodny, to
znaczy, ze jego czastki maja nieduza energie kinetyczna, a wtedy wzajemne ich
przyciaganie grawitacyjne moze spowodowac zapadanie si¢ odpowiednio wielkiej

porcji tego osrodka. Latwo to sie méwi, gdyz zazwyczaj zapomina sie o tym,
ze gdy ofrodek jest bardzo rzadki, to proces taki toczy sie niezwykle powoli
— tak powoli, ze nie nalezaloby oczekiwac istnienia wielkich zgrupowan galaktyk

w dostatecznie wezesnym Wszechswiecie.

Tymeczasem niedawno grupa amerykanskich astronoméw wykonujac przeglad
przesunie¢ ku czerwieni bardzo odleglych galaktyk, znalazla w Wodniku
zgrupowanie 15 galaktyk i jednego kwazara (o jasnodci w przyblizeniu 24 mag),
ktorych przesuniecia widm skupione sa wokoél wartoécei 3,09. Na podstawie
odleglosci okreslonej przez te warto$¢ przesuniecia i rozmiaréw katowych
gromady jej rozmiary liniowe oceniono na 10 Mpc. W odleglosci odpowiadajacej
z = 3,09 znajduja sie obiekty, ktérych wiek nie przekracza miliarda lat, a to jest
stanowczo za malo, by od Wielkiego Wybuchu zdazyla utworzy¢ si¢ normalna
gromada galaktyk. Niewykluczone, ze obserwowane tam galaktyki sa na etapie
skupiania sie w jedna galaktyke olbrzymia, o masie rzedu 1012 mas Slorica

— takie gigantyczne galaktyki znajduja sie obecnie w centrum licznych gromad.
Niemniej jednak zagadka pozostaje, jak do powstania tak zwartej gromady
moglo dojs¢ w tak krétkim czasie.

Styczen

Wkraczamy wiec w nowy rok 2001, wiek i zarazem
tysiaclecie. Nie towarzysza temu zadne efektowne
zjawiska przyrodnicze, bo skad wlasciwie przyroda
mialaby wiedzie¢, ze tak sobie ponumerowali$my lata?
Niemniej jednak chyba dla kazdego takie okragle
przelomowe daty sa okazja do zadumy nad tym,

co bylo, i nad tym, co bedzie. Kazdy zapewne ma
nadzieje, ze ,bedzie lepiej”, a w kazdym razie nie
gorzej. Zyczmy wiec sobie, aby naprawde bylo lepiej

i w tym celu ,,r6bmy swoje”, bo bardzo duzo zalezy
tu wlasnie od nas, a nie od ukladu planet i gwiazd.
»Lepiej” nie zrobi sie samo, mozna jednak mu pomoc,
a wtedy efekty moga by¢ wspaniale.

Obojetnos¢ Wszechswiata wobec naszych probleméw
przejawia sie choéby w tym, ze mamy nad soba to
samo niebo, co rok temu. W styczniowe wieczory
pieknie wida¢ wysoko Plejady i Hiady, najlepiej
zbadane otwarte gromady gwiazdowe, a na
potludniowym wschodzie Oriona. Zdjecia robione

z dlugim czasem ekspozycji ukazuja, ze np. Plejady

i praktycznie caly gwiazdozbiér Oriona spowijaja
obloki materii miedzygwiazdowej, tak kiedy$
niedocenianego skladnika naszej Galaktyki.

16

Tomasz KWAST

Co wiecej, wszystko wskazuje na to, ze w Galaktyce
jest jeszcze wigcej naprawde niewidocznej (przy
dzisiejszych $rodkach technicznych) materii o nieznanej
naturze, ktéra swoja obecnos$¢ przejawia tylko
grawitacyjnym oddzialywaniem na gwiazdy.

Inna natomiast, niz rok temu, konfiguracje tworza,
oczywiscie, planety. I tak Wenus jest w Wodniku
i widaé ja na zachodzie jako Gwiazde Wieczorna. Mars
jest w Wadze i wschodzi dopiero w drugiej polowie
nocy. Jowisz jest w Byku, a Saturn na granicy Barana
i Byka, zatem obie te planety wida¢ wieczorem wysoko
na niebie. 4 I Ziemia znajdzie si¢ najblizej Stonica, co
- jak widaé — nie przeszkadza, ze jest Srodek zimy.
9 I wypada pelia Ksiezyca, a 24 I néw. Podczas
pelni nastapi catkowite za¢mienie Ksiezyca, przy czym
§rodek za¢mienia bedzie o godz. 21:20. Jezeli wiec
pogoda pozwoli, to za¢mienie bedzie widaé¢ w calej
okazalosci. Mozna tez w drugiej polowie stycznia
prébowaé szuka¢ na zachodnim niebie Merkurego,
ktory znajdzie sie wtedy w odleglosci ,az” 18° od
Stonca. Zadnych jasnych gwiazd Ksiezyc w styczniu
nie zakrywa.

T.K.
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Oto ciag dalszy 37 wlasnosci liczby 37:

15. Liczby postaci 2¢ — 1, gdzie p jest liczba
pierwsza, nie zawsze sa pierwsze (takie liczby, o ile sg

pierwsze, nazywamy liczbami pierwszymi Mersenne’a).

Jesli jednak przy ustalonej liczbie pierwszej p
przejrzymy liczby postaci ":__11, gdzie 2 < n < p,
to szanse na znalezienie przynajmniej jednej liczby
pierwszej sa znakomite. Prawie na pewno nam si¢ to
uda przy p < 100. Jedynie dla p = 37 wszystkie liczby
powyzszej postaci sa ztozone. Najmniejsze n, dajace

wedtug wzoru “;__11 liczbe pierwsza, jest réwne 61.

16. Liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 2p + 1
tez jest pierwsza, nazywamy liczbami pierwszymi
Zofii Germain. Oto pelna lista liczb pierwszych Zofii
Germain mniejszych od 1000: 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41,
53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239, 251, 281,
293, 359, 419, 431, 443, 491, 509, 593, 641, 653, 659,
683, 719, 743, 761, 809, 911, 953.

Nietrudno policzy¢, ze powyzsza lista zawiera
37 pozycji.

17 Istnieje 37 czworek nieparzystych liczb
pierwszych rézniacych sie ostatnia cyfra i mniejszych
od 100 000. Oto pelna lista tych liczb z usunieta
ostatnia cyfra (ostatnia cyfra w poszczegdlnych
liczbach kazdej czwdrki jest réwna 1, 3, 71 9): 1, 10,
19, 82, 148, 187, 208, 325, 346, 565, 943, 1300, 1564,
1573, 1606, 1804, 1891, 1942, 2101, 2227, 2530, 3172,
3484, 4378, 5134, 5533, 6298, 6721, 6949, 7222, 7726,
7969, 8104, 8272, 8881, 9784, 9913.

18. Najmniejsza liczba pierwsza, ktorej pierwiastek
kwadratowy ma na pierwszym miejscu po przecinku
zero, jest 37. Mamy /37 = 6,08276253 . ..

19. Wylosowano liczbe dwucyfrowa, a nastepnie
podniesiono ja do szdstej potegi. Odgadna¢ sume cyfr
tak otrzymanej liczby.

Rozwigzanie: No ¢6z, musimy zgadywac. Najlepiej
powiedzieé¢ 37, gdyz sposréd 90 liczb dwucyfrowych
az 19 (ponad 20%) prowadzi do tego wyniku. Na
drugim miejscu jest liczba 46, ktéra pojawia sie

w 14 przypadkach.

20. Podobnie, szedciany liczb pierwszych
mniejszych od 2000 maja najczesciej sume cyfr 37
(w 53 przypadkach na 303). Drugie miejsce zajmuje
liczba 35 z 45 wystapieniami.

21. Coézby mialo znaczyé, ze liczba pierwsza jest
nietuzinkowa? Pewnie tyle, Ze nie jest ona dwunasta
liczba pierwsza. W takim razie 37 jest tuzinkowa
liczba pierwsza.

22. Jedli wiec p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza, to
p12 = 37. Wzor ten jest odporny na zmiane kolejnosci
cyfr, mamy bowiem py; = 73.

23. Wystepujace powyzej liczby 37, 121 73
zwigzane sa zaleznoscia: 124/37 =~ 73 (dokladniej:
72,993).

24. Nieréwno$é Pn > 3n zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy p, > 37.

25. Jezeli pn = 37, to liczby p, —n ip, +n sa
kwadratami kolejnych liczb pierwszych ps i py.
Zauwazmy, ze przy tym pz.4 = 37.

26. Kwadrat liczby pierwszej otrzymamy takze
dopisujac do liczby 37 iloczyn jej cyfr: 3721 = 612.

20, 37-ma liczba nieparzysta jest 73.

28. FLatwo zapamietaé przyblizona wartosé
pierwiastka szesciennego z 37. Mamy bowiem
V37T = 3,33 (troche dokladniej: 3,332222).

29. Liczba 37 jest réznica kolejnych szescianéw:
37=4%-33

30. Liczba 37 daje sie zapisa¢ za pomoca pieciu
333 3

trojek 37 = — =33+3+ - .

o 3.3 3

31. Liczba 37 daje sie tez zapisa¢ za pomoca szesciu
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32. Suma liczb naturalnych mniejszych od 37 jest
réwna (¥7) = 666.

jedynek 37 =

33. Réwnie ciekawa liczbe otrzymujemy, mnozac 37
przez iloczyn jej cyfr: 37-3-7 =777

34. Jak odwréci¢ 37 modulo 100 (tzn. znalesé
takie r, ze 37r =1 (mod 100) )? Wystarczy odwrécié
kolejno$é cyfr, mamy bowiem 37 - 73 = 1 (mod 100).

35. A jak odwrécié¢ 37 modulo 1377
Wystarczy wykonaé¢ odejmowanie 137 — 37, gdyz
37-100 =1 (mod 137).

36. Liczbe n-cyfrowa zapisano trzy razy z rzedu,
otrzymujac liczbe 3n-cyfrowa. Czy tak otrzymana
liczba musi dzieli¢ sie przez n? ? Jezeli n = 37, to tak.
Nie sadze, aby istniala inna liczba wicksza od 1 o tej
wlasnosci.

37. Czy wiclokat moze mieé wszystkie katy
wewnetrzne wieksze niz 170° 7 Tak, ale musi to byc
co najmniej 37-kat.

JWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wroblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

17



