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Warto wiedzieé, ze geometria
riemannowska powstala ponad pél wieku
wezesniej niz teoria wzglednodci.

Podstawowe pojecia klasycznej geometrii
maja sens w geometrii riemannowskiej,
choé czasem wystepuja pod inng nazwa.
Na przyklad odpowiednikiem prostych
Euklidesa sa linie geodezyjne, czyli linie,
po ktérych w malych kawalkach najkricej
idzie sie z jednego punktu do drugiego.

Wedlug klasycznego modelu atom
wodoru, ktérego rozmiar jest

rzedu 107 '% m, sklada si¢ z 10 tysiecy
razy mniejszego jadra oraz jednego
maleiikiego elektronu. Poniewaz

jadro ma ladunek dodatni, a elektron
ujemny, to ich wzajemne przycigganie
powinna réwnowazy¢ jakas sila,
chroniaca atom przed zapagcia. Jednakze
przypuszczenie, ze (szybki) ruch obiegowy
elektronu chroni go przed upadkiem na
jadro, prowadzi do sprzecznosci

z prawami fizyki. Wiemy bowiem,

ze ladunek elektryczny poruszajacy sie
w przestrzeni ruchem krzywoliniowym
emituje promieniowanie, przez co traci
czeéé swojej energii. W konsekwencji,
elektron powinien spasé¢ na jadro po
mniej wiecej 107! s, co oczywiscie nie
ma miejsca.

Fakt, ze energia elektronu przyjmuje
tylko niektére, dyskretne wartodei — choé
z punktu widzenia klasycznej mechaniki,
energia elektronu powinna w pewnym
zakresie zmieniaé sie w sposdéb ciggly

w zaleznoéci od ciaglej zmiany odleglosci
elektron-jadro — mozna zaobserwowacd,
gdy przez szklang rurke napelniona
wodorem przepuscimy éwiatlo, ktdre
nastepnie przepuscimy przez pryzmat.
Na ekranie umieszczonym za pryzmatem
ujrzymy charakterystyczny uklad

linii — widmo atomu wodoru. Jest to
jego unikalny ,podpis chemiczny™;

kazdy pierwiastek chemiczny ma swdj
indywidualny uklad takich linii.

Nowa geometria
Zbigniew MARCINIAK, Witold SADOWSKI

Tematem jednej z ostatnich Szkél Matematyki Pogladowe]j (Grzegorzewice,
styczen 2000) bylo pytanie: Skad to sie wzieto? Naszym zdaniem matematyka
wziela sie ze zmagan z rzeczywistoécia pozamatematyczna. Sprébujemy te teze
zilustrowaé na przykladzie bardzo starej i pogladowej dyscypliny matematyki,
jaka jest geometria.

Ludzi od niepamietnych czaséw fascynuje przestrzen. Juz Starozytni dostrzegli,
ze panuje w niej lad, ktory da sie sprowadzi¢ do niewielkiej liczby niemal
oczywistych zasad. W Elementach Euklides formuluje te najprostsze zasady,

a nastepnie wywodzi z nich praktycznie cala é6wczesna wiedze na temat
geometrii przestrzeni, w ktérej zyje.

Przez ponad dwa tysiaclecia pochodzacy od Euklidesa opis przestrzeni byl
calkowicie zadowalajacy. Dopiero na poczatku XX wieku sformulowana przez
Einsteina ogdélna teoria wzglednoéci doprowadzila do radykalnej zmiany

w pojmowaniu przestrzeni fizycznej w skali kosmicznej, a w konsekwencji — do
rewolucji w geometrii. Nowa geometria musiala sobie poradzi¢ z nowymi faktami
fizycznymi: otaczajaca nas przestrzen nie jest sztywna i wszedzie jednakowa, lecz
»ugina sie” pod ciezarem pojawiajacych si¢ w niej gdzieniegdzie wielkich mas,

a w dodatku bez przerwy rozciaga sie¢ jak powierzchnia nadmuchiwanego balonu.

Adekwatnym jej modelem staje sie zatem obiekt, ktérego tylko male kawalki
wygladaja jak przestrzeri Euklidesa R3. Jest on ,pozszywany” z euklidesowych
map, na ktérych mamy wspélrzedne i gdzie mozemy uprawiaé klasyczna
geometri¢ i mechanike: badaé tory pociskéw, wyznaczac ich predkosci itd.
Gladko$é zszycia gwarantuje, ze nie wystapi sprzecznosc, gdy pocisk przeleci

z jednej mapy do drugiej. Tak okreslona geometria nazywana jest od nazwiska
jej twércy, Bernharda Riemanna, geometria riemannowska.

Od polowy lat osiemdziesigtych XX wieku zachodzi w geometrii kolejna
rewolucja: miejsce klasycznej juz geometrii riemannowskiej zaczyna zajmowac
tzw. geometria nieprzemienna.

Zrédlo tej nowej geometrii jest tej samej natury co zrédlo geometrii
riemannowskiej. Podczas gdy geometria riemannowska powstata z korekty
naiwnego przypuszczenia, ze przestrzen w skali kosmicznej jest dokladnie taka,
jak w zakresie odleglosci znanych z naszego codziennego zycia, tak geometria
nieprzemienna rodzi sie z obserwacji mikroswiata. Okazuje sie bowiem,

ze zgodny z geometrig Euklidesa poglad, iz najmniejsza, graniczna figura jest
bezwymiarowy punkt, kazdy za$ obiekt fizyczny, choéby najmniejszy, jest bryla,
nie wytrzymuje konfrontacji z do§wiadczeniem!

Planetarny model atomu wodoru, w ktérym elektron krazy wokoél jadra niczym
Ziemia wokot Slonica, prowadzil do sprzecznosci obserwacji z prawami klasycznej
fizyki, ktére przewidywaly niemal natychmiastowy upadek elektronu na jadro.
Ponadto, wbrew klasycznym przewidywaniom, atom wodoru nie emituje swiatla
o dowolnych, lecz tylko o Scisle okreslonych czestotliwosciach. Czestotliwosci te
okresla wzér Rydberga

(+) v=($_$)a

dla pewnych liczb naturalnych n, m i pewnej stalej R. Z tego potwierdzonego
obserwacjami wzoru wynika, ze tylko niektére pary czestotliwosci mozna dodaé,
by otrzyma¢ czestotliwos¢ tez wystepujaca w widmie — jest to tzw. regula
kombinacji. Tymczasem wg klasycznej teorii kazde dwie czestotliwosci po
dodaniu powinny da¢ trzecia. . .

Heisenberg byl pierwszym uczonym, ktory zauwazyl, ze tajemnicza regula
kombinacji zachowuje sie jak pewna algebra nieprzemienna. Rozwazmy bowiem
czestotliwosci postaci v; = R/i2, gdzie i przebiega pewien skoficzony zbiér
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Heisenberg, badajac okreslong tu
algebre, byl w stanie objadnié nie tylko
czestotliwoéci kresek obserwowane

w widmie atomu, ale takze ich
intensywnoéci.

Funkecje ciagle na przestrzeni X

i przyjmujace wartoéci rzeczywiste (lub
zespolone) tworzg algebre, gdyz mozemy
je dodawaé i mnozy¢ podobnie jak
liczby rzeczywiste. Element neutralny
dodawania to funkcja tozsamodciowo
réwna 0, natomiast element neutralny
mnozenia to funkcja tozsamosciowo
réwna 1.

Algebra z jedynka to algebra, w ktorej
istnieje element neutralny dla mnogenia.
C*-algebra to algebra, ktérej elementy
mozna mnozy¢ przez liceby zespolone

i w ktorej okredlono operacje *,
spelniajaca warunki:

(a")" =a,
(a+b)" =a” +0b",
(Aa)® = Xa*,
(ab)* =b"a".

Przestrzen zwarta to taka przestrzen,
w ktérej z dowolnego ciagu punktéw
mozna wybraé czesé tego ciagu zbiezng
do pewnego punktu tej przestrzeni.

W poprzednim numerze Delty na

stronie 2 wiekszosé przecinkéw zostala

przez automat zamieniona na litere I'.

Czytelnikéw 1 Autordw przepraszamy.

Redakcja

liczb I. Czestotliwodci wystepujace we wzorze (*) sa postaci vj; = v; — v,

tj. mozna je poindeksowaé zbiorem A = {(i,7) : i,j € I'}. Czestotliwodci v;j, v
mozna dodaé tylko wtedy, gdy j = k. Otrzymujemy wtedy vy = v4; + vj;. Mamy
zatem w zbiorze A dzialanie ,-” okreslone wzorem

k=16 T

RGO LR ey

Kazdy widzi, ze wynik powyzszego dzialania zalezy od kolejnosci czynnikéw! Tak
w teorii przestrzeni pojawila sie algebra nieprzemienna.

* * *

Od dawna wiadomo, ze z kazda przestrzeniag X (w ktérej okreslono zbiory
otwarte) zwiazana jest w naturalny spos6b pewna algebra przemienna. Jest
to algebra C'(X) funkcji ciaglych na X o wartosciach rzeczywistych. Jakie
informacje o przestrzeni X mozemy odczytaé z algebry C(X)? Zauwazmy na
poczatek, ze nie mozna oczekiwaé, by sama znajomosé budowy algebry C'(X)
pozwalala nam np. rozstrzygnaé, czy przestrzenn X jest kula, czy szeScianem.
Mozna bowiem latwo wykazaé, ze jesli przestrzen X da sie bez rozerwan
i zlepien przeksztalci¢ na przestrzenn Y (o takich przestrzeniach méwimy,
7e s3 topologicznie takie same), to algebry C(X) i C(Y) sa identyczne (tak
samo zbudowane). Na szczescie algebra C(X) niesie w sobie informacje o tych
cechach przestrzeni X, ktére nie zmieniaja sie, gdy przestrzenn X poddajemy
rozciaganiu lub $ciskaniu jak gumowa zabawke. Okazuje sie np., Ze za pomoca
algebry C'(X) mozemy juz odrézni¢ sytuacje, gdy X to sfera, od przypadku,
gdy X to powierzchnia detki rowerowej czy tez sfera z dwoma uchami. Kluczowe
znaczenie ma twierdzenie Gelfanda—Najmarka, ktére glosi, ze istnieje wyrézniona
klasa algebr przemiennych (zwanych przemiennymi C*-algebrami z jedynka),
reprezentujacych wszystkie przestrzenie zwarte! Kazda algebra nalezaca do tej
klasy koduje w sobie cala informacje o topologii dokladnie jednej przestrzeni
zwartej X, kazda za$ przestrzen zwarta posiada algebre funkcji cigglych
o wartoéciach zespolonych nalezaca do tej klasy. Zatem wszystko to, co mozemy
powiedzie¢ o przestrzeniach zwartych i przeksztalceniach cigglych migdzy nimi,
potrafimy jednoznacznie przetlumaczy¢ na jezyk algebry!

o ol e
Jaki jest pozytek z powyzszego utozsamienia topologii z algebra? Otéz
otrzymujemy szanse na uprawianie geometrii nieprzemiennej. Postapimy
bowiem podobnie jak wtedy, gdy chcemy uprawia¢ geometri¢ w przestrzeniach
wymiaru wyzszego niz trzy. Przypomnijmy — robimy to tak: w dobrze nam
znanej przestrzeni tréjwymiarowej wprowadzamy uklad wspéirzednych,
utozsamiajac ja z obiektem algebraicznym: zbiorem R? tréjek (zy,xq,x3) liczb
rzeczywistych. Nastepnie odrzucamy zalozenie, ze wspéirzedne s tylko trzy,
i otrzymujemy ogdlniejszy obiekt algebraiczny R", w ktérym wprowadzamy
pojecia geometryczne przez analogie z R3.

Analogicznie, w geometrii nieprzemiennej zastepujemy przestrzen X przez
C*-algebre przemienna, a nastepnie odrzucamy zatozenie przemiennosci.
Ogélniejsze, ,nieprzemienne” przestrzenie to hipotetyczne obiekty, ktérych
algebry funkcji ciaglych sa nieprzemienne. Istnieja (albo nie istnieja) one
w takim samym sensie, w jakim istnieje (lub nie — rzecz gustu) przestrzen
czterowymiarowa.

* * *

Tworzenie geometrii nieprzemiennej polega na budowaniu stowniczka, ktéry
kazde pojecie topologiczne tlumaczy na jezyk C*-algebr. Jest to mozliwe

na mocy twierdzenia Gelfanda—Najmarka. Sztuka polega jednak na tym,

by po stronie algebraicznej nie uzy¢ ani razu przemiennoéci algebry. Wtedy
dane pojecie topologiczne bedzie funkcjonowalo takze w przestrzeniach
nieprzemiennych, ktére zdaja sie lepiej opisywa¢ mikroswiat. Oczywiscie, do
uprawiania geometrii (i fizyki) sama topologia nie wystarczy. Musimy si¢
jeszcze nauczyé, jak w przestrzeniach nieprzemiennych wprowadzac inne pojecia
matematyczne. To wszystko mozna zrobié, ale to juz temat na inng opowies¢. ..
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Czy P#NP? — wyzwanie dla algorytmikéw XXI wieku

Literal to wystapienie zmiennej lub jej
negacji. W formule z przykladu mamy
cztery literaly.

Prosze wykazad, e kaida formule
boolowska mozna przeksztalcié do
réwnowaznej (ze wzgledu na spelnialnoéé)
formuly w postaci 3-CNF o dlugoéci
tylko wielomianowo wiekszej od dlugoéci
formuly wyjéciowej.

Krzysztof DIKS

Nasze rozwazania na temat problemu ,,Czy P # NP?”, w skrdcie problemu
PNP, rozpoczniemy od podania algorytmu rozwiazujacego nastepujace zadanie:

Dane: Formuta boolowska ¢ w postaci koniunkcji zmiennych lub ich negacji.

Pytanie: Czy formula ¢ jest spelnialna, tzn. czy istnieje takie wartoSciowanie
zmiennych, dla ktérego formutla ¢ przyjmuje wartoéé 1 (prawda)?

Przyktad: Formula ©1 A —~z2 A 23 A 1 przyjmuje wartosé 1 tylko dla
wartosciowania 1 = 1,22 = 0,z3 = 1.

Latwo zauwazy¢, ze formula ¢ (w postaci z powyzszego zadania) jest
spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy nie wystepuja w niej jednoczes$nie zmienna
i jej negacja. Ta obserwacja pozwala sformulowac¢ bardzo prosty algorytm
rozwigzujacy nasze zadanie:

Dla kazdej zmiennej = z ¢ sprawdz, czy w ¢ wystepuja
jednoczesénie x i —z. Jedli taka zmienna nie istnieje, to ¢ jest
spelnialna. W przeciwnym razie ¢ nie jest spelnialna.

Sprawny programista bardzo szybko zaprogramuje powyzszy algorytm.
Musimy tylko sprecyzowaé, co oznacza sformulowanie Dana jest formuta
boolowska. Innymi slowy, musimy podaé rozsgdny sposéb kodowania formut.
Jednym z mozliwych moze by¢ nastepujacy sposéb kodowania: Przyjmujemy,
ze zmienne wystepujace w formule sa ponumerowane kolejno 1,2, ... Formule
kodujemy jako ciag liczb oddzielonych srednikami. Pierwsza liczba w ciagu jest
liczba n réwna liczbie literaléw w formule. Po niej wystepuje n liczb ze zbioru
{-n,—(n—-1),...,-1,1,2,...,n}. Jedli i-tym literalem jest zmienna zj, to

za i-tg spoéréd tych liczb bierzemy k, jesli za$ i-tym literalem jest —xy, to i-ta
liczba bedzie —k.

Kodem przyktadowej formuly jest 4;1; —2;3; 1.

W kazdym rozsadnym kodowaniu przyjmuje sie ponadto, ze do kodowania
liczb stosujemy dowolny zapis o podstawie co najmniej 2 (najczesciej wlasnie

o podstawie 2). Zauwazmy, ze przy takim kodowaniu dlugo$é kodu formuly
wynosi co najwyzej cnlogn, dla pewnej statej c. Dlugo$¢ kodu danych bedziemy
nazywali rozmiarem zadania. W przedstawionym powyzej algorytmie literaly
sa poréwnywane miedzy soba. Nawet przy bardzo naiwnej implementacji tego
algorytmu liczba takich poréwnan wyniesie co najwyzej n2. Jeéli uwzglednimy,
ze poréwnywanie kodéw dwéch literaléw wymaga log n poréwnan bitéw, to
liczbe wszystkich operacji da si¢ ograniczyé przez n?logn, a idac dalej mozemy
powiedzieé, ze liczbe operacji wykonywanych przez algorytm da sie ograniczyc
przez r*, gdzie r jest rozmiarem danych, a k stala calkowita wieksza od 0.

(W naszym przypadku za k mozna wziaé 3.) W takim przypadku méwimy,

ze algorytm rozwiazuje zadanie w czasie wielomianowym.

Klasa P nazywamy zbior tych zadan algorytmicznych,

dla ktérych istnieja algorytmy rozwiazujace je w czasie

wielomianowym.
Utrudnijmy teraz nasze wyjéciowe zadanie. Powiemy, ze formula boolowska jest
w postaci koniunkcyjno-normalnej (z ang. w postaci CNF), jesli jest koniunkcja
formutl (klauzul), z ktérych kazda jest alternatywa zmiennych lub ich negacji,

by¢ moze zdegenerowana do jednego literalu. Formula jest w postaci k-CNF,
jesli w kazdej klauzuli wystepuje co najwyzej k literalow.

Oto przyktad formutly w postaci 2-CNF:

(:L‘l V —'.'1!2) A (—!.'1?1 V 2:3) A (—1332 \ —-1:3).

3



Prosze sprébowad znalezé algorytm, ktdry
rozwigzuje to zadanie w czasie liniowym,
tj. w czasie proporcjonalnym do dhugosci
formuly.

Skréty P i NP pochodzg z angielskiego,
odpowiednio, polynomial time

i nondeterministic polynomial time.
Niedeterminizm dotyczy pochodzenia
jdwiadectwa, poniewasz nie zada sie
podania metody jego konstrukcji.

Pokazalidmy, ze zadanie spelnialnosci formul w postaci 1-CNF mozna rozwiazaé
w czasie wielomianowym. To stwierdzenie pozostaje w mocy takze dla

formul w postaci 2- CNF'. Sytuacja zmienia sie diametralnie, gdy wezmiemy

k > 3. Nie s znane algorytmy, ktére rozwiazywalyby to zadanie w czasie
wielomianowym, nawet dla wielomianéw bardzo duzego stopnia, np. 1000.
Najlepsze znane algorytmy wymagaja czasu co najmniej ¢, gdzie ¢ jest

stala wieksza od 1, a r jest dtugoscia kodu formuly. (Myéle, ze Czytelnik

nie bedzie mial zadnego problemu ze znalezieniem rozsadnego kodowania
formul w postaci koniunkcyjno-normalnej.) O takich algorytmach méwimy,

ze dzialaja w czasie wykladniczym. Z praktycznego punktu widzenia oznacza
to, ze nawet na wspélczesnych komputerach takie algorytmy maja szanse daé
wynik w rozsadnym czasie tylko dla danych o bardzo malym rozmiarze. Mozna
zaryzykowac stwierdzenie, ze jezeli dla zadania algorytmicznego znamy tylko
rozwiazania dzialajace w czasie wykladniczym, to zadanie to jest ,praktycznie
algorytmicznie nierozwiazywalne”.

Jaka interesujaca wlasno$¢ ma jeszcze zadanie spelnialnosci formul boolowskich?
Gdyby kto$ chcial przekonaé nas, ze dana formuta jest spelnialna, wystarczy,
zeby podal odpowiednie wartoéciowanie zmiennych. Zauwazmy, Ze rozmiar
takiego warto$ciowania nie jest wickszy od dlugosci formuly. Majac takie
warto$ciowanie, w czasie wielomianowym mozna obliczy¢ odpowiadajaca mu
wartos¢ logiczng formuly. Jesli ta wartoscia jest 1 (prawda), to formula jest
spelnialna. Warto$ciowanie, dla ktérego formula jest spelnialna, nazywamy
Swiadectwem spelnialnosci. Algorytm, ktory sprawdza spelnialnoéé formuly
dla danego warto$ciowania, nazywamy algorytmem weryfikacji. Innymi stowy,
algorytmu weryfikacji mozna uzy¢ do wykazania w czasie wielomianowym,
ze dana formula jest spelnialna, jezeli tylko istnieje i dane jest odpowiednie
$wiadectwo.

Klasa NP nazywamy zbidér tych zadan algorytmicznych, ktére

mozna weryfikowa¢ w czasie wielomianowym.

bLatwo zauwazy¢, ze kazde zadanie z P nalezy do NP, poniewaz zadanie
takie mozna zawsze rozwiaza¢ w czasie wielomianowym i do weryfikacji nie
potrzebujemy zadnego $wiadectwa. Zatem P C NP, a problem PN P to problem

Czy P 2 NP?
Do klasy NP nalezy tysiace waznych, praktycznych zadan algorytmicznych,
o ktérych nie wiadomo, czy naleza do P. Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu
takiemu zadaniu.

Dane: Nieskierowany graf G = (V, E) oraz liczba naturalna k.

Pytanie: Czy w G istnieje klika rozmiaru k, tzn. czy w G istnieje podgraf
k-wierzcholkowy, w ktérym kazda para réznych wierzcholtkéw jest polaczona
krawedzia?

Problem kliki z pewnoscia nalezy do N P. Dla danego k-elementowego podzbioru
wierzchotkéw ($wiadectwa) mozna latwo w czasie wielomianowym, zaleznym
tylko od rozmiaru grafu, sprawdzi¢, czy wierzcholki te tworza klike. Wykazemy
teraz, ze gdybySmy w czasie wielomianowym potrafili rozwiazaé zadanie
spelnialnosci, to takze w czasie wielomianowym mozna by rozwiazaé¢ zadanie
kliki. W tym celu zadanie kliki sprowadzimy do zadania formul boolowskich.
(Ponizsza konstrukcje powtarzamy za [5].)

Dla kazdego wierzcholtka v € V wprowadzamy k zmiennych boolowskich

7, 23,...,2}. Zmienna z} intuicyjnie méwi, ze wierzcholek v jest i-tym
wierzcholtkiem w poszukiwanej klice. Skonstruujemy formule ¢, ktéra jest
koniunkcja trzech formul ¢, ¢2 i ¢3. Oto intuicyjne znaczenie i formalne
definicje tych formut:

e ¢; = ,Dla kazdego i, 1 < i < k, istnieje co najmniej jeden wierzcholek u € V,
ktéry jest i-tym wierzcholkiem w klice.”
k

¢1 = /\(V x7).

i=1 veV



Wystarczy wykazaé wielomianows
redukcje z zadania spelnialnoéci do
zadania kliki.

e ¢y = ,Dla kazdego i, 1 < i < k, zadne dwa wierzcholki nie sa jednoczesnie
i-tymi wierzchotkami w klice”.

k
=N\ N (-z¥v-ap).

i=1u,veEV,us#v

e ¢2 = ,Dla kazdej pary u,v, jesli u—v nie jest krawedzia w grafie, to u i v nie
sa jednocze$nie w klice”.

¢a= N A (zfv-ad).

u—v@E 1<i,j<k

Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze formula ¢ jest spelnialna wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje klika rozmiaru k. Latwo zauwazy¢,

ze rozmiar powstalej formuly jest wielomianowo zalezny od rozmiaru grafu,
a samg formule mozna skonstruowaé w czasie wielomianowym. W tym
przypadku méwimy, ze zadanie kliki jest redukowalne w czasie wielomianowym
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Pod koniec lat 70. potwierdzone zostalo wystepowanie
cykléw aktywnosci magnetycznej na gwiazdach typéw
widmowych F i G. Stalo sie to mozliwe dzieki wieloletnim
(trwajacym od 1966 r.) i systematycznym obserwacjom
linii widmowych (absorpcyjnych) zjonizowanego wapnia
(Ca II H+K) prowadzonych w obserwatorium Mount

Wilson. Linie te sa bardzo czulym wskaznikiem aktywnosci.

W ich $rodkach pojawiaja sie linie emisyjne, ktérych
natezenie zalezy od stopnia aktywnosci gwiazdy.
Zaobserwowane wahania natezenia emisji wskazuja na
fakt, ze wiele gwiazd przechodzi okresy zmniejszonej

i nasilonej aktywnosci, podobnie jak Slofice. Dlugosci
odkrytych dotychczas cykléw sa wprawdzie zblizone do
typowej dlugosci cyklu slonecznego (wynosza od siedmiu
do kilkunastu lat), jednak obserwacje trwaja zbyt krétko,
by wykluczy¢ wystepowanie cykléw o okresach dwudziestu
lat i dluzszych.

W 1883 r. astronom Krdélewskiego Obserwatorium
Greenwich, Edward W. Maunder, wysunal hipoteze
podwazajaca przekonanie o niezmiennoéci cyklu
stonecznego. Zauwazyl mianowicie, ze w publikacjach
astronomicznych z konica XVII i poczatku XX w.
praktycznie nie ma opiséw plam slonecznych, co mialo
$wiadczyé — jego zdaniem — o zaniku aktywnosci
plamotwérczej Slorica na okolo 70 lat. Swoje spostrzezenia
opublikowal po raz pierwszy w 1894 roku i ponownie
w 1922 roku. Zadna z tych publikacji nie zostala
przyjeta powaznie, gdyz jak (zreszta stusznie) uwazano:
wbrak raportéw o plamach nie musi §wiadczy¢ o braku
plam”. Dopiero w 1976 roku John E. Eddy potwierdzil
przypuszczenia Maundera. Nie tylko udokumentowat
jego hipoteze, lecz wskazal takze na istnienie innych,
wezesdniejszych okreséw zaniku aktywnoéci Storica.
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Wtedy i tylko wtedy, gdy n jest parzysta.
Na rysunku przedstawiono sposéb
przekolorowania prostokata 1 x 2

(w trzech etapach) bez zmian kolordw

innych pal.

To pokazuje dostatecznoéé parzystosci
liczby n. Zaldézmy, e n jest nieparzyste.
Przy kazdej operacji réznica miedzy
liczba pdl bialych i liczbg pdél czarnych
zmienia sie o wielokrotnosé 4, a wiec jej
reszta z dzielenia przez 4 nie zmienia
sie. Na poczatku réénica ta wynosi

1 lub —1, na konicu zag odpowiednio

-1 lub 1, z czego wynika, #ze zadane

przekolorowanie jest niemozliwe do

wykonania.

Matematyka a przyroda
Roman DUDA

Kiedy bierzemy do reki najstarsze greckie i sumeryjskie eposy, staje przed
nami §wiat, w ktérym to, co otaczalo czlowieka, bylo przezen postrzegane
jako wrogie, nieprzewidywalne, rzadzone przez kaprysnych bogéw. Pewne
elementy regularnoéci dostrzegano bardzo daleko, na nieosiagalnym firmamencie
niebieskim, ktéry dla czlowieka pierwotnego, sprzed tysiecy lat, stanowil

sfere sacrum, jakoéciowo odmienna od bliskiej mu fizycznie sfery profanum.
Na pograniczu obu wylanialy sie watle roélinki idei protomatematycznych
(najprostszych ksztaltéw, pierwotnego liczenia) na uzytek zaréwno celéw
sakralnych (budowa obiektéw religijnych, figury w tancach kultowych, liczenie
uczestnikéw itp.), jak i spraw ziemskich (pobér podatkéw, wymiana handlowa,
zaopatrzenie wojska itp.). Z nich wyloni sie z czasem matematyka pierwszych
cywilizacji historycznych: sumeryjskiej, egipskiej i innych.

Wielkosé Grekéw polegala nie tylko na tym, ze nadali pierwotnym ideom
matematycznym ksztalt w pelni abstrakcyjny i rozpoczeli systematyczne

ich rozwijanie, czego niezwyklym pomnikiem staly sie Elementy Euklidesa

— dla cywilizacji europejskiej wzorzec Scistoéci i systemu naukowego. Nie
ograniczajac sie do tego, zaproponowali oni jednocze$nie (Scislej méwiac,

zrobili to pitagorejezycy), by matematyka stala sie jezykiem opisu $wiata.

Byla to metoda alternatywna wobec réwnoczeénie podjetej filozoficznej
metody opisywania $§wiata i przez pare wiekéw toczyla sie w Grecji dysputa
nad wartoscia poznawcza kazdej z nich. W koncu ustalil sie pewien rodzaj
kompromisu: matematyka opisywala sakralny $wiat sfery niebieskiej, czego
zwienczeniem stal sie system Ptolemeusza z II wieku, podczas gdy w sferze
profanum zapanowala filozoficznego pochodzenia fizyka Arystotelesa. Fizyka ta
miala charakter wybitnie jakosciowy, a jej podstawowymi pojeciami byly pojecia
przyczyny celowej, érodka §wiata, ruchu naturalnego i wymuszonego itp.

Ten stan rzeczy utrzymywal si¢ przez jakie$ péltora tysiaca lat i dopiero u progu
czaséw nowozytnych nastapily odkrycia, ktére zakwestionowaly zaréwno

- system ptolemejski (przede wszystkim Kopernik, potem Kepler), jak i fizyke

arystotelesowska (tutaj najwieksza postacia byl Galileusz). Nie obnizylo to

= notowan matematyki, zalamalo natomiast fizyke jakosciowa, na miejsce ktorej

Galileusz zaproponowatl fizyke wyrazana jezykiem matematycznym: Filozofia jest
zapisana w ogromnej ksiedze, ktdrg stale mamy otwartq przed naszymi oczyma:
mysle o wszechswiecie. Ale nie mozna jej zrozumieé, jesli sie wpierw nie nauczy
rozumieé jezyka i odréziniaé litery, jakimi zostala zapisana. Zapisana za$ zostata
w jezyku matematyki, a jej litery to trajkaty, kota i inne figury geometryczne, bez
pomocy ktorych niepodobna z niej pojaé ludzkim umystem ani stowa; bez nich jest
to prozne blgdzenie po mrocznym labiryncie.

Aby mdéc opisywaé przyrode w jezyku matematyki, trzeba mie¢ pojecia
wyrazajace sie geometrycznie i liczbowo, za pomoca ktérych mozna zadawaé
przyrodzie pytania i otrzymywac sensowne odpowiedzi. Nabrala wowczas
znaczenia metoda eksperymentalna i rozpoczal sie proces formowania pojeé,
takich jak masa, predkoé¢, przyspieszenie itp., w jezyku ktérych Galileusz podal
matematyczny opis ruchu cial swobodnie spadajacych. Za Galileuszem poszli
inni, a wérdd nich najwybitniejszy z tworcéw nowozytnej nauki — Izaak Newton.
Stworzy! on rachunek rézniczkowy i caltkowy, ale zasluzona slawe przyniosto mu
przede wszystkim dzielo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, ktére
zawieralo trzy zasady dynamiki i wydedukowany z nich opis matematyczny
Ukladu Stonecznego. Wynikalo z tego opisu, ze te same trzy zasady rzadza
spadaniem jablka z drzewa i ruchem planet, wyjasniaja zjawiska przyplywow

i odplywéw morza oraz wiele innych, dotychczas tajemniczych zjawisk.

Sukces byl olbrzymi, a postepy dynamiki newtonowskiej tak szybkie i tak
zdobywcze, ze encyklopedysci francuscy glosili, iz po wieku XVII matematyki
(wiek Newtona, Kartezjusza, Leibniza i innych) nastapil wiek XVIII dynamiki,
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Nie mozna. Idea dowodu jest doéé
standardowa, aczkolwiek jej zrealizowanie
moze nastreczaé pewne trudnosci.

W kazda klatke tablicy wpisujemy 0

lub 1 tak, aby w kazdym kwadracie 3 x 3
i 4 % 4 znajdowala sie parzysta liczba

zer oraz aby w pewnym kwadracie 2 x 2
byla nieparzysta liczba zer. Z istnienia
takiego ponumerowania wynika od razu
negatywna odpowiedi: po dowolnej
liczbie operacji kolor (z bialego na
czarny) zmieni parzysta liczba klatek,

ktérym w naszym ponumerowaniu

przypisalismy 0.

Przyklad odpowiedniego ponumerowania
podany jest na rysunku. Powstaje
ono przez przesuwanie kwadratu 6 x 6

zaznaczonego | inia prl_l_'.]'l'l[)]tl'll(!.

wielu zas uwazalo, ze matematyka ma sie ku koncowi, dynamika bowiem
wszystko wyjasni. M. in. Wolter pisal, iz wszystko jest z géry ustalone, bardziej
za$ precyzyjnie wyrazil te mysl Laplace, wymys$lajac demona, ktéry bylby
zdolny do zmierzenia w jednej chwili polozen i predkosci wszystkich czasteczek
Wiszechdwiata. Taka inteligencja — pisal — objetaby w jednej i tej samej formule
ruchy najwiekszych ciat wszechswiata i najlzejszych atomow; dla niej nic

nie byloby niepewne, zaréwno przesztodé, jak i przysztosé bytaby dla niej
terazniejszosciq.

Mylili sie jedni i drudzy, jednym za$ z pierwszych zwiastunéw zmian

bylo przedstawienie przez Fouriera w roku 1811 réwnania przewodnictwa
cieplnego wraz z rozwigzaniem. Byl to poczatek termodynamiki, nowej

galezi zmatematyzowanej fizyki, ktérej zastosowania praktyczne (silniki
cieplne) przeobrazily §wiat, ale ktéra réznila sie od newtonowskiej dynamiki
calkowicie tym, ze rozwazane przez nia procesy sa nieodwracalne: cieplo

ulega bezpowrotnie rozproszeniu i nie jesteSmy w stanie odtworzy¢, nawet
teoretycznie, jego przeszlosci.

W pewnym zwigzku z potrzebami fizyki postepy matematyki w wiekach XIX
i XX byly szybkie, a wzrost jej znaczenia ogromny. Matematyka udostepniala
fizyce nowe i nieoczekiwane obszary badawcze, ktére ta ostatnia §mialo
podejmowata. O termodynamice juz méwiliémy. Postepy geometrii umozliwity
Einsteinowi stworzenie teorii wzglednosci, ktéra dostarczyla nowy, écislejszy
od newtonowskiego, opis wszech$§wiata, ale jednocze$nie wyeliminowala
newtonowskie zludzenie absolutnej przestrzeni i absolutnego czasu. Postepy
algebry i teorii prawdopodobienstwa umozliwity Planckowi stworzenie teorii
kwantow, ktora otworzyla przed badaczami swiat subatomowy z niezwyklymi
konsekwencjami dla fizyki i biologii, ale jednoczeénie wyeliminowala zludzenie
absolutnej dokladnosci procesu pomiaru. Rodzaca sie za$ na naszych oczach
teoria chaosu eliminuje ostatecznie sen Laplace’a o deterministycznej
przewidywalnosci wszystkich zjawisk.

Jak z tych kilku uwag widac, rola matematyki polega na dostarczaniu

koncepcji teoretycznych (pojeé, teorii, metod), ktére umozliwiaja stawianie
przyrodzie wlasciwych pytan i otrzymywanie odpowiedzi. Dokladniej,

geometrie wszechswiata teorii wzglednosci opisuje 4-wymiarowa rozmaitosc,

tzw. czasoprzestrzen, ktérej tensor krzywizny odpowiada rozkladowi materii,

a najkrétsze drogi, po ktérych rozchodzi si¢ swiatlo, sa geodetykami. A dla teorii
kwantéw podstawowym tworzywem matematycznym sa przestrzenie Hilberta,
przy czym analizowane tam wlasnosci fizyczne utozsamia sie z operatorami w tej
przestrzeni, a skonczenie wiele wartosci, jakie te wlasnosci moga przyjmowac, sa
wartosciami wlasnymi tych operatoréw.

Dzigki matematyce wglad w przyrode staje sie coraz glebszy, ale i matematyka
staje sie coraz bardziej skomplikowana. Wysoka jest cena poznania.

Wsréd rozmaitych przypuszezen co do natury Gwiazdy Betlejemskiej chyba najczesciej
méwi sie, ze bylo to zlaczenie (nawet kilkakrotne w krétkim przedziale czasu)

kilku planet. Zlaczenie Marsa, Jowisza i Saturna nastapilo w gwiazdozbiorze Ryb

w roku 7 p.n.e. Rozpatruje sie tez bardzo ciasne zlaczenie Jowisza z Wenus, ktoére
nastapilo w Lwie w 2 r.p.n.e. Jaki$ czas temu James A. Deyowng i James L. Hilton

z U.S. Naval Observatory w Waszyngtonie obliczyli kolejny raz konfiguracje planet

i stwierdzili, Ze Jowisz i Wenus zeszly sie na odlegloéé 25"/ 5 (jest to odleglodé srodkéw
tarcz) 17 czerwca 2 r.p.n.e. o godz. 20:46 czasu efemerydalnego (lub okolo 3. godzin
wczeéniej wg czasu uniwersalnego). Nastapilo wiec tu czeéciowe zakrycie Jowisza przez
Wenus. Mozna sobie wyobrazié¢, jak niesamowity mégt by¢ to widok dla éwczesnych
obserwatoréw, a i obecnie z pewnoscia zrobilby wrazenie.
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Moia de

Huragany

Najstynniejsze wiatry kuli ziemskiej. Przyczyny wielkich katastrof
i zniszczen, natchnienie twércéw literatury i filmu. Co odpowiada za ich
powstawanie, nadaje im ogromna sile?

Postarajmy sie najpierw zrozumie¢ mechanizm powstawania wiatréw,
czyli poziomych pradéw powietrznych. Gléwnym czynnikiem
powodujacym ruch mas powietrza jest réznica ci$nien. Czasteczki
powietrza poruszaja sie z obszaru o wyzszym ci$nieniu (czyli tzw. wyzu
barycznego) do obszaru o nizszym ci$nieniu (nizu barycznego).

klerunek ruchu
pometrz.a

Na skutek ruchu obrotowego Ziemi na czasteczki powietrza dziala jeszcze
sila Coriolisa. Sila ta powoduje odchylenie poruszajacych sie obiektéw

w prawo na pétkuli péinocnej i w lewo na poludniowej. Odchylenie to
zalezy, oczywiscie, od szeroko$ci geograficznej i predkosci ruchu. Im blizej
biegunéw, tym jest ono wieksze. Podobnie, im wieksza predkos¢, tym
wieksza zmiana kierunku.

Naiwnie spodziewamy sie, ze kierunek wiatru wokét centrum nizu
barycznego jest zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, czyli
zgodnie z kierunkiem sity Coriolisa. Jest jednak odwrotnie. Popatrzmy
na rysunek ponizej.

rozmca ci$nien
sita Coriolisa
wypadkowy tor

Na czasteczki powietrza, poruszajace sie z obszaru wyzu do obszaru nizu,
dziala sita Coriolisa powodujaca odchylenie w prawo (jesteSmy na pétkuli
péinocnej). Wypadkowa tej sily i sity spowodowanej réznica ci$nien
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na poszczegolnych obszarach daje tor jak na rysunku. Wiatr zakreca
wiec wokol obszaru niskiego ciesnienia przeciwnie do wskazéwek zegara
(a na pétkuli poludniowej odwrotnie).

e Bk

Taki sam mechanizm odgrywa role w powstawaniu huraganéw. Huragany
sa tropikalnymi cyklonami, tzn. poteznymi wirami atmosferycznymi,

w ktérych predkosé wiatru przekracza 100 km/h. Kierunek wiru jest
przeciwny do ruchu wskazéwek zegara na pétkuli péinocnej i zgodny na
péikuli poludniowej. Huragany (albo tajfuny) tworza sie¢ nad oceanem

w obszarze miedzyzwrotnikowym, gdzie temperatura wody przekracza
26,5°C, a powietrze jest odpowiednio wilgotne.

Wysoka temperatura wody jest niezbedna do rozpoczecia procesu
formowania sie huraganu. Cieple wilgotne powietrze, ogrzewane przez
powierzchnie wody, naplywa spiralnie do centrum niskiego cisnienia,
powodujac wznoszenie sie powietrza w gére w samym srodku obszaru.

rozszerzajace sig
\ / powietrze

Powietrze unosi sie i ochladza, f)ara wodna ulega skropleniu (i w postaci
deszczu wraca na ziemie), wydzielajac przy tym cieplo — cieplo
parowania. Dostarczy ono energii dalszemu procesowi, ogrzewajac
powietrze znajdujace sie na tej wysokosci. Cieple powietrze ma mniejsza
gestosé niz zimne, zajmuje wiec ono wiecej miejsca w przestrzeni.
Ogrzane powietrze rozszerza si¢ i ucieka z tego obszaru, co powoduje
obnizenie ci$nienia nad powierzchnia wody.

Im nizsze cisnienie, tym wiecej powietrza naptywa do centrum obszaru.
Ten proces powtarza sie, samonapedzajac i zwiekszajac predko$é wiatru
oraz obnizajac cinienie w centrum nizu.

W samym centrum panuje bezruch. Wiejacy w tym kierunku z duza
predkoscia wiatr jest odchylany przez sile Coriolisa i krazy wokot srodka,
czyli ,oka” cyklonu. (Na samym réwniku, choé¢ temperatura powietrza
jest wysoka i wilgotnoéé duza, huragany nie powstaja — nie ma sity
Coriolisa powodujacej skrecenie ruchu.) Tuz przy ,oku” predkos¢ wiatru
jest najwieksza, drastycznie wzrasta ci$nienie.

Gdy wiatr osiagnie odpowiednio duza predkos¢, nazywa sie go huraganem
(i zazwyczaj nadaje odpowiednie imie wlasne). Sita wiatru powoduje
duze zniszczenia, szczegdlnie przy przedostawaniu sie huraganu na
powierzchnie ladu. Stad tez i zla stawa huraganu.

Matq Delte przygotowata Ewa CZUCHRY
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Rozwiazanie zadania M 937,
Warunek konieczny i dostateczny:
k|n lub E|m.

Jego dostatecznosé jest oczywista.
Zalézmy ,ze k fn ik Jm. Oznaczmy
przez vy, 1 vy, ressty z dzielenia przez
k liczb n i m odpowiednio. Mozemy
przvjac, ze vy = T > 0. Ponumerujmy
kolumny tablicy od 0 do m — 1, wiersze
od 0 do n

kazdej z klatek reszte z dzielenia

1, nastepnie zas praypiszmy

przez k sumy numerdw jej kolumny
i wiersza. Niech P;, i =0,1,...,k — 1,

zhidr wszystkich klatek, ktdrym

0ZNac

przypisana jest r a i. Nietrudne

rozgwazania prowadza do wniosku, ze dla
pewnych 4, j zachodzi |F;| = |P;| + 1.
W tym celu wystarczy ograniczydé sie

do prostokata w prawym dolnym rogu

o rozmiarach r, X r, i przyjaé¢ i =

rm — 1 oraz j = r,,. Kazda pojedyncza
operacja zmienia kolor dokladnie

jednej klatki z kazdego ze zbioréw P;
Wrynika z tego, ze dla kazdego i liczba
operacji jest rowna lacznej liczbie
przekolorowan wszystkich klatek ze
zhioru P;. Klatka zmienia kolor, gdy
liczba jej przekolorowan jest nieparzysta,
z czego i z poprzedniego zdania wynika,

ze liczba operacji potrzebnych do

przekolorowania wszystkich klatek tablicy

ma taks sama parzystodé jak kazda
z liczb |P;|. Jest to jednak sprzeczne

Ay

z rownoécia | Py

Uwaga: Jesli zastapimy prostokaty typu
1 ® k dowolnymi I % k, to tez bedzie

niezla zabawa,

Teoria liczb w dwudziestym wieku
Wtadystaw NARKIEWICZ

0. Teoria liczb, zajmujaca sie wlasnosciami liczb calkowitych, wymiernych

i ich uogdlnien, obfituje w wiele probleméw, ktére dadza sie wprawdzie

prosto sformulowaé, ale rozwiazanie ktérych jest zazwyczaj bardzo trudne.
Konczace sie stulecie przyniosto sporo rozwiazan starych zagadnien, z ktérych
najbardziej sensacyjnym byto znalezienie przez Andrew Wilesa przed kilku laty
dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata, o czym pisala nawet prasa codzienna.
Opiszemy teraz pokrétce kilka tych zagadnien, dokonujac z koniecznosci doé
subiektywnego ich wyboru.

1. Pierwszym stawnym zagadnieniem rozstrzygnietym w XX wieku byl
problem Waringa, dotyczacy przedstawien liczb naturalnych w postaci sumy
nieujemnych poteg. W 1770 r. matematyk angielski, Edward Waring, napisal
w swej ksiazce Meditationes Algebraicae, ze kazda liczba naturalna jest suma
czterech kwadratéw (stwierdzenie to pojawilo sie juz w XVII w, a P. Fermat
twierdzil nawet, ze potrafi je udowodnié¢), dziewieciu sze$cianéw, dziewietnastu
czwartych poteg itd. Zwykle uwaza sie, ze za stowem itd. kryje si¢ nastepujace
sformutowanie:

Jesli k > 2, to mozna znalezé takq liczbe g(k), Ze kazda liczba naturalna da sie
przedstawié jako suma co najwyzej g(k) k-tych poteg liczb naturalnych.

W tej postaci zagadnienie Waringa zostalo rozwiazane w 1909 roku przez
Dawida Hilberta, ale pozostal problem znalezienia najmniejszej wartosci g(k).
Tu nie wszystko jest jeszcze jasne. W XVIII w. J.L. Lagrange udowodnil, ze
g(2) = 4, réwnoéé g(3) = 9 udowodnil w 1909 r. A. Wieferich (cho¢ jego dowéd
zawieral pewne luki, pézniej uzupelnione), natomiast réwnoséé g(4) = 19 zostala
udowodniona dopiero w 1986 r. przez R. Balasubramaniana, J.M. Deshouillersa
i F. Dressa. Przypuszcza sie, ze jedli g jest czeécia calkowita liczby (3/2)%, to
g(k) = 2% + ¢ — 2. Jest to prawda dla wszystkich dostatecznie duzych k oraz dla
k mniejszych od 471 milionéw.

. Innym problemem, pochodzacym z XVIII w., jest problem Goldbacha,
sformulowany po raz pierwszy w liécie Goldbacha do Eulera w 1742 r. Chodzi
w nim o pokazanie, ze kazda liczba parzysta, wieksza od 2, jest suma dwdch
liczb pierwszych, kazda za$ liczba nieparzysta, wieksza od 5, jest suma trzech
liczb pierwszych. Juz w 1855 r. sprawdzono, ze jest tak dla wszystkich liczb
mniejszych od 10000, a za pomoca komputeréw powiekszono te granice do

4 104,

W 1937 r. .M. Winogradow wykazal, ze kazda dostatecznie duza liczba
nieparzysta jest suma trzech liczb pierwszych, a pézniejsze modyfikacje jego
dowodu doprowadzily do stwierdzenia, ze zachodzi to dla wszystkich liczb
wiekszych od e’ . Niestety, liczba ta jest zbyt duza, by sie dalo sprawdzié za
pomoca komputeréw, ze dla kazdej mniejszej liczby nieparzystej istnieje zadane
przedstawienie.

Wczesniej, bo w 1919 r., G.H. Hardy i J.E. Littlewood wykazali, ze powyzsze
twierdzenie Winogradowa wynika z tzw. hipotezy Riemanna, gloszacej,

ze nierzeczywiste zera z + iy funkcji dzeta Riemanna spelniaja x = 1/2. Hipoteza
ta jest rownowazna nastepujacej wlasnosci, w ktérej nie pojawiaja sie liczby
zespolone: Jesli dla z > 0 i dowolnego y oznaczymy

f(wsy)=r;(-1)ncos(i#n)

oraz

9(z,y) = i(—l)“———-——-—sm(il:g n),
n=1
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Rozwigzanie zadania F 537.

- 5 y q1g2 Jmyme
Fg = Fg, czyli ko— = G——/—,

o Z
gdzie g1, g2 to ladunki, a my, mo masy

kulek. Stad

( q1 q2 ) &
M ma ko
Przyjmijmy, ze dla obu kulek stosunek

liczby elektrondw do liczby protondw jest

jednakowy, a wiec

mMq \,
Mamy tez, ze
q1 = (V. Ny)e,
gdzie N i N, sa liczbami elektronow
i protondw, a
mi1 = Npmyp + Nomyp + Neme,
gdzie my, My i M, s3 masami
odpowiednio protonu, neutronu
i elektronu. Przyjmujac, ze
Mp 72 My = m,
oraz podstawiajac N = N, (w czasteczce
wegla), mamy my = 2N,m,. Stad
q1 (INe — Np)e fiLe)
1 2N,mp \" ko
Po podstawieniu danych liczbowych
N. — N 2m, [G
Ve Np &My : . =18
el e e ~1,8.10
N, 5 \{

A wiec dziatanie sily grawitacyjnej moze
zostad zrownowazone wtedy, gdy na jeden
dodatkowy elektron przypada az 5 - 1017

protonow.

to z f(x,y) = g(z,y) = 0 wynika = 1/2. Niestety, nikt nie wie do dzi$, czy
hipoteza Riemanna jest prawdziwa.

Przypadek liczb parzystych okazal sie znacznie bardziej skomplikowany. Wiemy
jedynie, ze jesli Na(z) oznacza iloéé liczb parzystych mniejszych od z, ktére nie
sa sumami dwéch liczb pierwszych, to Na(z)/z dazy do zera przy wzroscie z,

a wiec znakomita wiekszo$¢ liczb parzystych jest zadanej postaci. Ponadto
wiemy (twierdzenie Chena z 1966 r.), ze kazda duza liczba parzysta jest albo
suma dwéch liczb pierwszych, albo suma liczby pierwszej i liczby bedacej
iloczynem dwdch liczb pierwszych.

3. W 1801 r. mtody Gauss postawil problem, dotyczacy teorii form
kwadratowych, ktéry mozna sformulowaé w sposéb zupelnie elementarny.
Wiaze sie on ze stawnym wielomianem z2 — z + 41, znalezionym przez Eulera.
Wielomian ten ma te wlasnoéé, ze jego warto$¢ jest liczba pierwsza dla 41
kolejnych calkowitych wartoéci argumentu z, poczynajac od & = 0. Problem
Gaussa jest réwnowazny nastepujacemu pytaniu:

Czy istnieje liczba m wieksza od 41 o tej wlasnosci, ze wielomian > — z +m

przyjmuje dla argumentéw z = 0,1,2,...,m — 1 wylgcznie wartosci bedgce
liczbami pierwszymi?

Z rezultatéw uzyskanych w latach 1933-34 przez M. Deuringa, L.J. Mordella

i H. Heilbronna wyniknelo, ze takich liczb m moze by¢ jedynie skoiiczenie wiele,
a Heilbronn i E. Linfoot wykazali nastepnie, iz moze istnie¢ tylko jedna taka
liczba wigksza od 41. Dopiero w 1967 r. H.M. Stark wykazal, ze takiej liczby

w ogdle nie ma.

4. W 1842 r. E. Catalan w krétkiej notatce stwierdzil, ze liczby 8 = 23 i 9 = 32
tworza jedyna pare kolejnych poteg. Do dzi$ nie wiemy, czy tak jest w istocie,
ale w 1976 r. R. Tijdeman potrafil dowie$¢, ze takich par moze by¢ tylko
skoficzenie wiele. Uzyl w tym celu nowej metody, stworzonej w 1966 r. przez

A. Bakera (ktéra swemu autorowi przyniosta medal Fieldsa), pozwalajacej

na oszacowanie od dotu niezerowych kombinacji liniowych logarytméw liczb
wymiernych. Metoda ta przyczynila sie do istotnego postepu i w innych
zagadnieniach teorii liczb, m.in. do istotnego uproszczenia dowodu twierdzenia
Starka, o ktérym moéwiliémy przed chwila.

Inny problem, dotyczacy poteg liczb naturalnych, pochodzi od O. Terquema,
ktéry w 1857 r. stwierdzil bez dowodu, ze iloczyn kolejnych liczb naturalnych
nie moze by¢ potega. To jest zupelnie tatwe w przypadku dwu kolejnych liczb
i niewiele trudniejsze w przypadku trzech, jednakze w pelnej swej ogélnosci
problem ten okazal si¢ bardzo trudny i zostal rozwigzany dopiero w 1975 r.
przez P. Erdésa i J.L. Selfridge’a. Wcze$niej, bo w 1939 r., Erdds i O. Rigge
wykazali niezaleznie, ze iloczyn kolejnych liczb naturalnych nie moze by¢
kwadratem. Uzyte tutaj metody sa zawile, ale w pelni elementarne, aczkolwiek
w dowodzie ogélnego przypadku spora prace rachunkowa musial wykonaé
komputer.

5. W 1900 r. odbyt sie w Paryzu Miedzynarodowy Kongres Matematykéw,
gdzie Dawid Hilbert wyglosil odczyt o problemach, ktérymi, wedlug niego, beda
zajmowali si¢ matematycy w dwudziestym wieku. Wérdd tych probleméw, obok
wspomnianych wyzej problemu Goldbacha i hipotezy Riemanna, pojawilo sig
pare innych zwigzanych z teoria liczb. Oméwimy tutaj dwa z nich, ktére zostaly
w pelni rozstrzygniete.

Pierwszy dotyczy liczb przestepnych. Przypomnijmy, ze liczbe nazywamy
algebraiczna, gdy jest pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspélczynnikach
wymiernych, oczywiscie réznego od wielomianu zerowego. Pozostale liczby
nazywaja sie liczbami przestepnymi. W problemie, postawionym przez Hilberta,
chodzilo o wykazanie, ze jesli « jest liczba algebraiczna, rézng od 011, a 3 jest
liczba algebraiczna niewymierna, to liczba af jest przestepna. Zadany dowéd
zostal znaleziony w 1935 r. niezaleznie przez Aleksandra O. Gelfonda i Theodora
Schneidera.
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Drugi problem dotyczyl rozwiazywania réwnan diofantycznych, tj. réwnan
postaci

f(mlsm‘Z! ,.'Ifn) =0,
przy czym f(x1,...,Z,) jest wielomianem o wspélczynnikach caltkowitych,
a niewiadomych x4y, z2, ..., z, szukamy w zbiorze liczb catkowitych. Hilbert
pytal o istnienie algorytmu pozwalajacego w skonczenie wielu krokach sprawdzic,
czy takie réwnanie ma rozwiazanie, czy tez nie. W 1970 roku Jurij Matijasewicz
udowodnil, ze takiego algorytmu nie ma.

Dwudziesty wiek przyni6st takze wielki postep 1 w innych zagadnieniach teorii
réwnan diofantycznych. Chyba najbardziej sensacyjnym okazal sie wspomniany
juz wynik A. Wilesa, ktéry w 1995 r. udowodnil, ze réwnanie Fermata

xn + yﬂ e zﬂ
nie ma dla n > 3 rozwiazan calkowitych, spelniajacych warunek zyz # 0.
Wezesniej, bo w 1983 r. Gerd Faltings wykazal, Ze réwnanie to moze mieé co
najwyzej skonczenie wiele rozwigzan parami wzglednie pierwszych. Wynik
ten to bardzo szczegdlny przypadek tzw. hipotezy Mordella, ktéra Faltings
woéwczas udowodnil, gdzie za co otrzymal medal Fieldsa. Hipoteza ta glosi,
ze jesli T jest krzywa plaska o réwnaniu F(z,y) = 0, gdzie F' jest wielomianem
o wspolczynnikach calkowitych, a przy tym jej rodzaj jest wiekszy od 1, to
moze na niej leze¢ jedynie skonczenie wiele punktéw o obu wspétrzednych
wymiernych. Rodzaj krzywej jest pewna liczba calkowita, ktéra w przypadku,
gdy T' nie ma punktéw osobliwych (tj. takich, w ktérych znikaja obie pochodne
czastkowe wielomianu F), réwna jest (n — 1)(n — 2)/2, gdzie n jest stopniem
wielomianu F. W przypadku réwnania Fermata stosuje sie hipoteze Mordella do
krzywej X™ + Y™ = 1, ktorej rodzaj jest wiekszy od 1 przy n'> 4.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 937. Prostokatna tablice o rozmiarach n x m, n,m € N, podzielono na
klatki 1 x 1 i pokolorowano na biato. Dozwolone jest wielokrotne wykonywanie
nastepujacych operacji: zmiana koloru z bialego na czarny lub z czarnego na
bialy wszystkich klatek zawartych w pewnym prostokacie o rozmiarach 1 x &k lub
k x 1. Kiedy za pomoca skorficzonej liczby powyzszych operacji mozna zmieni¢
kolor wszystkich klatek na czarny?

Rozwiazanie na str. 10

M 938. Dana jest szachownica o rozmiarach n x n, n > 3. Dozwolone jest
wielokrotne wykonywanie nastepujacej operacji: zmiana koloru na przeciwny
wszystkich pél nalezacych do jednej z przedstawionych obok czteropolowych
figur na szachownicy. Kiedy za pomoca skonczonej liczby powyzszych operacji
mozna zmieni¢ kolor wszystkich klatek na przeciwny?

Rozwiazanie na str. 6

M 939. Pokratkowana plaszczyzna jest na poczatku cala pokolorowana na
bialo. Dozwolone jest wielokrotne wykonywanie nastepujacej operacji: zmiana
koloru na przeciwny wszystkich pél nalezacych do pewnego kwadratu 3 x 3 lub
4 x 4. Czy za pomoca tych operacji mozna zaczernic¢ klatki pewnego kwadratu
2 x 2 i nie zmieni¢ koloru pozostalych klatek?

Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 537. Dwie kulki weglowe maja niewielki nadmiar elektronéw. Jaki musi
by¢ stosunek liczby dodatkowych elektronéw do liczby protondw, aby sity
elektrostatyczna i grawitacyjna réwnowazyly sie?

Rozwiazanie na str. 11

F 538. Jakie jest calkowite natezenie pradu z baterii w obwodzie
przedstawionym obok?
Rozwiazanie na str. 14
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Milenijne szalenstwo

Pod taka nazwa odbyla sie na Uniwersytecie w Michigan
jedna z sesji konferencji Struny 2000 po$wigconej
superstrunom. Chodzilo o wybranie 10 najbardziej
zastanawiajacych probleméw, nad rozwiazaniem ktérych
fizycy powinni glowié sie przez nastepne milenium.

Z lista ta nie sa zwiazane zadne nagrody, ale znalezienie
odpowiedzi na ktérekolwiek z ponizszych pytan w zasadzie
gwarantuje wycieczke do Sztokholmu. Ostatecznego
wyboru dokonali Michael Duff, David Gross i Edward
Witten.

1. Czy wszystkie (mierzalne) bezwymiarowe
parametry charakteryzujace swiat fizyczny mozna
obliczyé, czy tez niektére sa dzielem przypadku?
Inaczej méwiac, czy stale fizyczne moglyby mieé inne
wartodci niz maja? Wiadomo, ze Wszechéwiat wygladalby
zupelnie inaczej, gdyby zmieni¢ wartos¢ statej Plancka,
predkos$é swiatla, ladunek, albo mase elektronu. Nie
wiadomo jednak, czy taka zmiana bylaby w ogdle mozliwa.
Cazy istnieje jaka$ ukryta symetria determinujaca zaleznosci
miedzy poszczegdlnymi parametrami teorii fizycznych?

2. W jaki sposéb grawitacja kwantowa moze pomoc
w wyjasnieniu powstania Wszechswiata?

Dwie podstawowe teorie wspdélczesnej fizyki to ogdlna
teoria wzglednosci opisujaca oddzialywania grawitacyjne
oraz mechanika kwantowa, na ktérej opiera sie tzw. model
standardowy opisujacy oddzialywania mikroswiata. Czy

i kiedy uda sie polaczenie tych dwéch teorii w jedna
grawitacje kwantowa?

3. Jaki jest czas zycia protonu i skad on wynika?
Protony wygladaja na bezwzglednie stabilne. A jednak
wszelkie préby tzw. Wielkiej Unifikacji taczacej w jedna
teorie oddzialywania mikroéwiata przewiduja, ze protony
rozpadaja sie, choé z niezwykle dlugim czasem zycia. Jest
on co najmniej tyle razy wiekszy od wieku Wszech$wiata,
ile razy wiek Wszechéwiata jest diuzszy od roku.
Odpowiedz na pytanie o sam czas zycia protonu powinna
przynie$é jaka$ kolejna wersja eksperymentu typu
SuperKamiokande polegajacego na obserwacji olbrzymiej
liczby protonéw w nadziei przychwycenia ktérego$ na
rozpadaniu sie.

4. Czy natura jest supersymetryczna, a jezeli tak, to
jak supersymetria jest lamana?

Waszystkie wspélczesne préby stworzenia kwantowe]
grawitacji zakladaja supersymetrie postulujaca symetrie
miedzy budujacymi materi¢ fermionami a przenoszacymi
oddzialywania bozonami. Symetria ta musi byé jednak
zlamana: supersymetryczni partnerzy znanych czastek
musza by¢ obdarzeni wieksza masa, gdyz nie udalo sie
ich dotad zaobserwowaé. O supersymetrycznosci natury
mamy szanse przekonaé sie na drodze dodwiadczalnej juz
w ciagu najblizszej dekady. Wtedy, by¢ moze, zrozumiemy,
jak dziala mechanizm ukrywajacy supersymetrie.

5. Dlaczego Wszechswiat wydaje sie mie¢ jeden
wymiar czasowy i trzy przestrzenne?

Po pierwsze, czy to wszystko, czy tez istnieja ukryte
wymiary przewidywane przez teori¢ strun? Po drugie, ile
by tych wymiaréw nie bylo, to dlaczego jest ich wtasnie
tyle?
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6. Dlaczego stala kosmologiczna ma taka wartos¢, jaka
ma? Czy jest réwna zeru i czy naprawde jest stala?
Ostatnio obserwacje astrofizyczne wskazuja na rézna od
zera stala kosmologiczna. Planowane na nadchodzacy
dekade precyzyjne pomiary mikrofalowego promieniowania
tla powinny ostatecznie przesadzié o jej wartosci.
Tymczasem z fundamentalnego rachunku wynika, ze
powinna mieé ona wartos$¢ okolo 122 rzedy wielkosci
wieksza niz w tej chwili mierzona. Blednos¢ tego rachunku
wynika z samego faktu jego przeprowadzenia. Gdyby byt
poprawny, to nasz Swiat by po prostu nie istnial. Nie ma
nikogo, kto mialby dobry pomyst na rozwigzanie tego
problemu (dlatego rzadko méwi sie o nim).

7. Jakie sa podstawowe stopnie swobody Teorii M i czy
opisuje ona Nature?

Ta enigmatyczna teoria, bedaca jedenastowymiarowa
supergrawitacja, zawierajaca wszystkie pie¢ wersji teorii
superstrun, jest postrzegana jako najbardziej obiecujaca
tzw. Teoria Wszystkiego. Nie wiadomo jednak do korica ani
jak ona naprawde wyglada, ani czy ma cokolwiek wspdlnego
z realnym $wiatem.

8. Jakie jest rozwiazanie paradoksu informacyjnego
czarnej dziury?

Zgodnie z mechanika kwantowg informacja (w sensie

liczby obserwowalnych stopni swobody). nie moze ginag.

Co sie jednak dzieje z informacja ,wpadajaca” do czarnej
dziury? Czy whbrew mechanice kwantowe]j informacja ta
jest tracona, czy tez pozostaje ,wyéwietlona” na horyzoncie
czarnej dziury?

9. Jaka fizyka wyjasnia olbrzymia réznice miedzy skalg
Plancka a typowa masa czastek elementarnych?

Innymi stowy, dlaczego grawitacja jest tak slaba

w poréwnaniu do innych znanych oddzialywan? Ostatnio
zapostulowano, ze jej stabodé¢ wynika z czesciowego
uwiezienia w dodatkowych wymiarach. Wykazanie tego
moze byé w zasiegu najblizszej generacji eksperymentéw.
W przeciwnym przypadku bezposrednia dosdwiadczalna
weryfikacja odpowiedzi na to pytanie moze w ogdle nie by¢
mozliwa.

10. Czy potrafimy za pomoca chromodynamiki
kwantowej iloSciowo zrozumieé¢ uwiezienie kwarkow

i gluonéw oraz nieistnienie bezmasowych hadronéw?
OdpowiedZ na to pytanie wymaga znalezienia metody
rozwiazywania réwnain teorii oddzialywan silnych. W tej
chwili najwiecksze nadzieje wiaze sie z rachunkami na
siatkach, w ktérych ciagla czasoprzestrzen przybliza sie za
pomocg punktéw kratowych. Wymaga to olbrzymiej ilodci
czasu komputerowego. Moze jednak uda sie znalezé jakas
zupelnie inna metode?

Czy poznamy kiedy$ odpowiedzi na te fundamentalne
pytania? Nie jest to pewne. Mozna jednak zgodzié

sie ,,z przewodniczacym jury” Grossem, ze pytania sa
czesto wazniejsze od odpowiedzi. Na pewno beda one
jeszcze dlugo w centrum zainteresowania ,strunowcow”,
wybitnych umysléw, do ktérych nie przyzna sie ani uczciwy
matematyk, ani fizyk. Tylko szaleficy zostaja pionierami.

Piotr ZALEWSKI

Na podstawie kopii prezentacji D. Grossa i artykulu G. Johnsona
w The New York Times on The Web.



Wielki Wybuch:

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 399 (WT=1,40) i 400 (WT=2,90)
z numeru 4,/2000

Jerzy Witkowski — Radlin 44,29
Barttomiej Dyda — Wroclaw 41,52
Konrad Patkowski — Gdansk 41,43
Bartlomiej Marczak — Warszawa 36,66

Pan Witkowski koficzy trzecia runde
i zostaje dwudziestym pierwszym
Weteranem matematycznego Klubu 44.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzai
zadaii 300 (WT=3,80) i 301 (WT=1,25)
z numeru 6/2000

Jaroslaw Lazuka — Warszawa 43,43
Marek Wéjeicki — Szezecin 35,68
Aleksander Surma - Myszkdw 33,68
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 33,36
Andrzej Tdzik — Boleslawiec 27,70
Tomasz Rudny — Warszawa 25,20
Rozwiazanie zadania F 538.
Przerysujmy obwdd nastepujaco:
290 60
6V =
sa]
1,50
Opdr zastepczy R oporow 281 1 612 wynosi
1 3
R — = {0l
i+l 2
Caltkowity opor Ry lewej galezl wynosi
Ry R+ 1,500 = 302
i stad catkowity opdér obwodu
1
o= 1,562,
B 361
Natezenie pradu plynacego z baterii
WY nosi
]

I — A = 4A,
1,5

czy, co i dlaczego wybuchlo?
T. Zbigniew DWORAK

Czy wybuchlo? Raczej tak, poniewaz istniejemy — inaczej musielibysmy powzigé
podejrzenie, iz jesteSmy, na przyklad, snem szalenca $nigcego nieprzytomnie. ..

Co prawda, poczatek $wiata moze by¢ na rézny sposéb tlumaczony, jednak
spoéréd zbioru hipotez najsolidniejsze podstawy — gléwnie dzieki odkryciu
wucieczki galaktyk” i kwazaréw, promieniowania reliktowego tla, oceny
pierwotnej nukleosyntezy oraz teorii unifikacji oddzialywan fizycznych — ma
hipoteza Wielkiego Wybuchu (Big Bang); nazwanego tak poczatkowo ironicznie
przez jej przeciwnikow, ktérym jednak niezbyt sie powiodlo oémieszenie tej
eksplozywnej” idei powstania Wszech$wiata.

Nota bene zauwazmy, iz nawet stwierdzenie ,na poczatku bylo Stowo” wcale sie
z nauka nie kléci, poniewaz oznacza ono ni mniej, ni wiecej to, ze na poczatku
byla Informacja, ktéra w jaki$ sposéb zainicjowala poczatek Wszech$wiata — 6w
Wielki Wybuch.

Tym ostatnim zdaniem otwieramy dwie nastepne kwestie: co i dlaczego
wybuchlo?

Kiedy powstawala teoria nadgestych obiektéw (czyli ,czarnych dziur”), Stephen
Hawking odwrdécil zadanie i potraktowal osobliwoé¢ poczatkows jako jedna,
jedyna czarna dziure, ktéra wlasnie w Wielkim Wybuchu stworzyla obecnie
istniejacy Wszechéwiat. Na temat stanu owe] pierwotne]j osobliwoéci niewiele
mozna powiedzieé¢, poniewaz zalamuje sie w niej cala znana wspédlczeénie fizyka.
Niektérzy nazywaja te ,pramaterie” Ylemem, cokolwiek by to mialo znaczyé.

Nie nalezy wyobrazaé sobie, iz Wszech§wiat wybuchl jak granat. Wlasciwie
wszelkie poréwnania zawodza. .. Razem z pramateria w pierwotnej osobliwosci
szwinieta” byla przestrzen i czas. Z powstaniem Wszechswiata powstawala

nie tylko obecna materia, lecz ré6wniez przestrzen i czas. Co$ pewnego na jego
temat powiedzie¢ mozemy dopiero od ery Plancka, po okolo 10~%4 sekundy

od ,poczatku $wiata”, kiedy — w nieznanym nam jeszcze przejsciu fazowym

— oddziatywania grawitacyjne oddzielily si¢ od pozostatych (jadrowych, stabych
oraz elektromagnetycznych), ktére tez, w miare uplywu czasu i zmniejszania sig
gestoéci materii oraz energii, oddzielaly sie od siebie.

Najtrudniej jest odpowiedzieé¢ na pytanie: ,dlaczego wybuchlo?”. Czy dlatego,
7e kiedy w pierwotnej osobliwosci gesto$¢ pramaterii i temperatura (a wiec
takze energia) zblizala sie niebezpiecznie do nieskoriczonosci (co zadna

miara w realnym §wiecie nie moze sie sta¢), nastapilo niejako ,odwrécenie
znakéw” i nastapila eksplozja? Taki jednak postulat wymaga przyjecia
hipotezy pulsujacego Wszechéwiata, a to odwleka pytanie o poczatek swiata do
— abstrakcyjnie ujmujac — minus nieskoriczonoéci, czyli znowu mamy problem

z osobliwoscia.

Jeéli natomiast przyjmiemy, ze wartoéci temperatury i gestosci osiggnety
wielko$¢ nieskoriczona, to takze pojawia sie kwestia osobliwosci, a nawet. . .
transcendencji — wiec ,,Slowo stalo si¢ cialem (materia)”. Problem z fizycznego
zamienia sie w filozoficzny.

Dopéki zatem nie bedziemy mieli teorii, najogélniej to ujmujac, ,grawitacji
kwantowej”, dopéty pytanie o poczatek $wiata (dlaczego wybuchto?) zawisa
w prézni (a wlasciwie w nicoéci) — dostownie i w przenoéni.

* % *

Jesli w plaska figure wypukla o polu F wpiszemy n-kat o najwiekszym mozliwym

2
polu P,, to wéwczas P, > F' - 2 sin %, a réwnoéé zachodzi tylko wtedy, gdy ta

27
figura jest elipsa.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspilczynnik trudnodci danego zadania:

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadari z numeru n w terminie do koiica miesiaca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
_— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki naleiy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
] umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,

Zadania z fizyki nr 308, 309

ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

308. Pociag o dlugoéci d jedzie po torze, na ktérym wystepuje wzniesienie o ksztalcie

Termin nadsylania rozwiazan:
28 II 2001

d h

=

L}"U_G_U"'G [ B T« I

Htréjkatnym” (rys. 1), przy czym dlugoéé kazdego z odcinkéw réwni pochylej wynosi [,

a wysoko$¢ — h. Jeéli rozklad masy
wzdluz pociagu jest jednorodny, a opory
ruchu mozna zaniedbaé (i nie ma tez
napedu), to jaki warunek musi spelniaé
predkosé poczatkowa v, aby pociag
pokonal wzniesienie?

Rys. 1 309. Do izolowanego termicznie zbiornika zawierajacego wode o masie M wplywa
strumienn wody o masie na jednostke czasu réwnej a i dokladnie miesza sie z woda
w zbiorniku. Jednoczeénie ze zbiornika wyplywa stalym strumieniem taka sama ilos¢

Rys. 2 "\.

o promieniu 1.

Zadania z matematyki nr 411, 412

411. Ze zbioru {1,2,3,..

wody. Wykazaé, ze jesli temperatura T wplywajacej wody zalezy harmonicznie od
“\ czasu z amplituda T i czestodcig w (tzn. T'(t) = Ty sinwt + T1), to temperatura wody
\ wyplywajacej takze zalezy harmonicznie od czasu. Obliczyé amplitude jej zmian.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

., 56} usunieto szesé liczb. Dowiesé, ze z pozostatego zbioru
mozna wybraé czterowyrazowy ciag (a,b, ¢, d) réznych liczb, w ktérym kazdy wyraz (od
drugiego poczawszy) jest liczba podzielna przez wyraz poprzedni.

412. Dla ustalonej liczby naturalnej n obliczyé minimalna wartoéé, jaka moze mieé
suma odwrotnodci dlugosci wszystkich bokéw i przekatnych n-kata wpisanego w okrag

Zadanie 412 zaproponowal pan Janusz Olszewski z Suwatk.

Grudzien

Na przelom tysiacleci przyroda nie szykuje nam
zadnych rewelacji, daje nam po prostu mozliwos¢
ogladania pieknego grudniowego nieba z dwiema
planetami. Od wschodu do zachodu niemal przez

zenit ciaggnie sie Droga Mleczna. Wysoko na jej tle
znajduja sie Kasjopeja i Perseusz z licznymi gromadami
otwartymi gwiazd, w tym widoczna golym okiem
podwdjna gromada h i x w Perseuszu. Réwniez wysoko,
na poludnie od Kasjopei, zobaczymy najjasniejsza na
naszym niebie galaktyke M31 w Andromedzie i — jesli
kto$ ma wyjatkowo dobry wzrok albo lornetke — M33

w Tréjkacie. Na poludniowym wschodzie wieczorem
wida¢ Byka i nalezace don dwie gromady: rozproszone
na duzym obszarze Hiady i mala gromade Plejad.
Wiasnie tam znajduja sie w grudniu Jowisz i Saturn,
sprawiajac wrazenie, ze naleza do tych gromad.

15

A jezeli kto$ poczeka kilka godzin, to doczeka sie
réwniez na poludniowym wschodzie widoku Oriona.

W sumie, jezeli pogoda pozwoli, mozna widzie¢ bogata
parade wielu obiektéw dostrzegalnych bez pomocy
przyrzadow. Nie da sie jednak ukry¢, ze juz zwykla
lornetka czyni ten widok znacznie wspanialszym.

Wenus znajduje sie w Koziorozcu i wieczorem
zachodzi, Mars w Pannie i w grudniu go nie widac.
Jowisz jest w Byku, a Saturn na granicy Barana

i Byka. Pelnia Ksiezyca wypada 11 XII, a néw 25 XII
- wtedy tez bedzie cze$ciowe zaémienie Slonca, ale
widoczne tylko od Meksyku przez Ameryke Pélnocna
po Grenlandie. 21 XII okolo godz. 15 zaczyna sie
astronomiczna zima, co oznacza, ze zapewne mrozy
jeszcze przed nami, jednak dni beda juz coraz dluzsze.

T.K.



Data julianska w poludnie daty

kalendarzowej
—4712 T 1.5
01 05
1000 I 0.5
1500 I 0.5
1582 X 4.5
1582 X 15.5
1600 I 0.5
1700 I 0.5
1800 I 0.5
1900 I 0.5
2000 I 0.5
2001 I 0.5

Dzien ,zerowy” to poprzedni wzgledem
dnia o numerze 1 danego miesiaca.
Rok —4712 to inaczej rok 4713 p.n.e.,
poniewaz rok ,zerowy” nie istnieje.
Rozpoczynajaca tabelke data ,0 I 0.5”
to poludnie dnia poprzedzajacego
dzienn 1 stycznia 1 r.n.e. Skok rachuby
kalendarzowej w roku 1582 wymusilo
przejécie z kalendarza juliafiskiego na

gregorianski.

0.0
1 721 057
2 086 307
2 268 932
2 299 160
2 299 161
2 305 447
2 341 972
2 378 496
2 415 020
2 451 544
2 451 910

Patrz w niebo

I tak z pierwszym uderzeniem zegara o sylwestrowej pélnocy nastapi koniec

XX wieku i zarazem drugiego tysiaclecia naszej ery. Jubileusze takie, wlasciwie
nie wiadomo po co, sktaniaja do obliczania, ile np. sekund trwaly oba
tysiaclecia. Obliczenie liczby sekund jest fraszka, jezeli pozna sie liczbe dni
miedzy dwiema datami, a to wlasnie nie jest takie proste. W zakresie jednego
roku miesiagce maja przeciez rézne liczby dni, w dhuzszych okresach pojawiaja sie
lata przestepne, wreszcie wiadomo, ze przez mniej wiecej trzy czwarte naszej ery
obowiazywal kalendarz julianski, a dopiero potem obecny gregorianski. Wszystko
to powoduje, e przy obliczaniu liczby dni miedzy dwiema datami bardzo

tatwo jest po prostu sie pomyli¢. Tymczasem znajomo$é duzych odstepow

czasu jest potrzebna w wielu zagadnieniach astronomicznych, zreszta nie tylko.
Dlatego astronomowie juz dawno wymy$lili na to sposéb, a nazywa si¢ on
julianska rachuba dni. Zaproponowal ja w XVI w. profesor z Lejdy, J. Scaliger,

i nazwal tak na cze$¢ swojego ojca, ktéry mial na imie Julian (nie ma to wiec
nic wspdlnego z kalendarzem juliafiskim). W gruncie rzeczy przyporzadkowanie
kolejnym dniom kolejnego numeru jest pomyslem tak oczywistym, ze az trudno
wiazaé go z czyim$ nazwiskiem, jednak Scaliger doprowadzil do ,wdrozenia” tej
rachuby i od niego pochodzi okreslenie jej punktu zerowego. A potem rachuba ta
po prostu sie przyjeta.

Z przyczyn czesciowo pozaastronomicznych Scaliger przyjal, ze poczatkiem
juliariskiej rachuby dni (ery julianskiej) ma by¢ 1 stycznia 4713 r. p.n.e.,

czyli roku —4712, gdyz ,rok zerowy” nie istnieje. Dokladnie: zero przypada

w potudnie tego dnia (dzi$ dopowiadamy: w Greenwich), dzieki czemu w Europie
nie trzeba podczas nocnych obserwacji zmieniaé daty julianskiej, tj. numeru
dnia. Daty julianskie odpowiadajace kilku wazniejszym datom kalendarzowym
zawiera tabelka; sa one regularnie publikowane w rocznikach astronomicznych.
Obecnie numery julianskie sa juz siedmiocyfrowe, przy czym w zaleznosci od
potrzeb kilkoma poczatkowymi cyframi numeréw mozna sie, oczywiscie, nie
zajmowac. Rzecz jasna, sa réwniez algorytmy na obliczanie daty julianskiej

(JD) dla konkretnej daty kalendarzowej (DATA=(R,M,DZ) — rok, miesiac,
dzienl) i odwrotnie. Oto przykladowa para takich algorytméw (wg J. Meeus:
Astronomical Formulae) w formie programéw w BASICU. Cze$¢ ulamkows dnia
(liczona normalnie od péinocy) oznaczamy dd; pelna data to DZ.dd.

PROGRAM JD(DATA)
IF M=1 OR M=2 THEN R=R-1,M=M+12
= INT(R/100)
B=2—- A+ INT(A/4)
JD = INT(365.25 = R) + INT(30.6001 « (M + 1)) + B + DZ.dd + 1720994.5
(dla kalendarza julianiskiego kladziemy A = 0, B = 0)

PROGRAM DATA(JD)
Z = INT(JD + 0.5)
A = INT((Z — 1867216.25) /36524.25)
B=Z-+1+A—INT(A/4)+ 1524
C = INT((B — 122.1)/365.25)
D = INT(365.25 = C)
E = INT((B — D)/30.6001)
dd=JD+05-2
DZ = B — D — INT(30.6001 % E)
IF E<135 THEN M=E—1 ELSE M=E—13
IF M<25 THEN R=C—4715 ELSE R=C— 4716
(dla kalendarza julianskiego kladziemy A = 0, B = Z + 1524)

Zaczynamy wiec nowy wiek i milenium momentem, ktéry w rachubie julianskiej
wedlug czasu Greenwich zapisze si¢ jako JD=2451910,5. U nas péinoc bedzie
o godzine wczesniej. Wszystkiego najlepszego!

Tomasz KWAST
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Z okazji zblizajacego sie Gammalimatiasu numer 37
zaprezentujemy 37 wlasnosci liczby 37. Dzi$ poczatek,
dokoriczenie dopiero w nastepnym tysiacleciu.

1. Zacznijmy od cechy podzielnogci przez 37. Liczba
naturalna dzieli si¢ przez 37 z taka sama reszta, z jaka
dzieli sie przez 37 suma liczb utworzonych przez
grupki trzycyfrowe, na jakie mozna podzieli¢ dana
liczbe, poczynajac od prawej strony (z lewej strony
moze pojawic si¢ liczba jedno- lub dwucyfrowa).

2. Jak obliczy¢ sume szescianéw cyfr liczby 377
Wystarczy na koncu dopisaé¢ 0. Mamy bowiem

33 + 73 = 870. Zadna inna liczba naturalna nie ma
tej wlasnosci.

3. Obliczenie sumy kwadratéw cyfr liczby 37 jest juz
troche bardziej pracochlonne, musimy bowiem dodaé
do liczby 37 iloczyn jej cyfr:

32+7°=37+3.7.

4. Podobnie znajdujemy kwadrat réznicy cyfr
liczby 37T: ,
(7-8)*=387-3-7.

9. Niech p bedzie liczba pierwsza, n liczba parzysta

dodatnia mniejsza od p — 1. Wtedy liczba 1™ + 2" + ...

..+ (p— 1)™ dzieli sie przez p, ale na ogél nie dzieli
si¢ przez p?. Najmniejsza liczba pierwsza p, dla
ktérej podzielnoéé przez p? jest mozliwa, to 37 (dla
n = 32). Fakt ten mozna madrze wyslowi¢ w sposéb
nastepujacy: 37 jest najmniejsza liczba pierwsza
nieregularna.

Komentarze:

(i) opisana wyzej podzielno$é jest réwnowazna
podzielnosci licznika n-tej liczby Bernoulliego
przez p,

B

Rys. 1 Rys. 2

(ii) dlan =p—1 liczha 1™ + 2" +. ..
dzieli sie nawet przez p,

(iii) dla n nieparzystych, spetniajacych nieréwnosé
3<n<p-2 liczha 1™ + 2™ + ... + (p — 1)" dzieli
sie przez p*, natomiast dla n = 1 liczba ta dzieli sie
tylko przez p, a przez p? juz nie.

+ (p — 1) nie

6. Najmniejsza liczba pierwsza, dla ktérej opisana
wyzej podzielnoéé przez p? zachodzi dla wiecej niz
jednego n, jest 37. liczba pierwsza, a mianowicie

p = 157 (n réwne 62 i 110). Fakt ten mozna madrze
wyslowi¢ w sposéb nastepujacy: 157 jest najmniejsza
liczbg, pierwsza o indeksie nieregularnosci 2.

7. W tréjkacie pitagorejskim ABC

o przyprostokatnych BC = 3 1 AC = 4 kat przy
wierzchotku A ma w przyblizeniu 37° (rys. 1).
Dokladniej: 36 $87.

8. W tymze tréjkacie kat przy wierzchotku C' jest
prosty, gdyby go jednak rozewrzeé do 120°, to bok AB
osiagnaltby dlugoéé /37 (rys. 2).

9. Jezeli w tréjkacie kat miedzy bokami dtugosci 3 i 7
ma 60°, to trzeci bok ma dlugosé¢ v/37 (rys. 3).

10. Natomiast tréjkat o bokach dlugoéci 33 i 7,
tworzacych kat 120°, ma trzeci bok dtugosci 37 (rys. 4).

11. w tréjkacie prostokatnym dlugosci bokéw sa
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Jedna

z przyprostokatnych ma dlugos¢ réwna czwartej czesci
obwodu tréjkata. Obliczyé¢ dlugosé przeciwprostokatne;.
Odpowiedz: 37.

12. Liczba 37 jest suma kwadratow bedacych
liczbami tréjkatnymi, a mianowicie 37 = 1 + 36 =
=124+6>=1+(1+24+3+4+5+6+7+8).

13. Jedyng liczba czterocyfrowa, ktérej cyfry sa
uporzadkowane rosnaco i ktdra jest kwadratem liczby
calkowitej, jest 1369 = 372.

14. Wewnatrz kota o promieniu /11 i §rodku

w punkcie kratowym (tzn. majacym obie wspéirzedne
catkowite) znajduje sie 37 punktéw kratowych. To samo
dotyczy két o promieniu v/12.

JWR

Rys. 3 Rys. 4

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

17



