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Gdy uklad wspélrzednych zawodzi. . .

Kartezjusz przypisywal punktom na
plaszezyznie pary liczb za pomoca siatki
zlozonej z dwéch prostopadlych rodzin
prostych.

W tym podejsciu odleglodé¢ As miedzy

dwoma punktami spelnia réwnanie
As® = Az® + Ay®.

Nie jest to, oczywiscie, jedyny sposdb

okreglenia polozenia punktéw na

plaszczyznie. Konkurencyjna metoda

to np. biegunowy uklad wspdlrzednych

(r, ), zwiazany z poprzednim wzorami:
T =rcosp, y=rsing.

Siatka tego ukladu wspdélrzednych to
pajeczyna:

\'d

Podanie pelnego wzoru na odlegloéé
punktéw w tym ukladzie jest trudniejsze
i niecelowe — w fizyce zazwycza]j
interesuje nas odlegloéé bardzo bliskich
punktéw (infinitezymalna). Ogdlnie wzdér
na infinitezymalna odleglosé punktow
mozna zapisa¢ w nastepujacej formie

2
ds” = ,r;'w,.dm”da:u,

gdzie uklad funkeji g, to sktadowe
tensora metrycznego albo metryki.
Funkcje te zaleza od ukladu
wspolrzednych, np. w ukladzie
biegunowym metryka ma postaé

ds? = dr? + r2de?.
Zauwazmy, ze frodek uktadu biegunowego
nie ma dobrze okreslonej wspdlrzednej
wszystkie punkty, dla ktérych r = 0, maja
wspolrzedne kartezjanskie =z = 0,y = 0.
Odbija sie to tak#e na postaci metryki
w tym punkcie — znika wyraz zawierajacy
dqoz. Ten uklad wspdélrzednych nie jest
wigc dobry, gdy checemy opisaé np.
krzywa przechodzacg przez érodek ukladu
wspdlrzednych. Ale patologia metryki
jest tylko wynikiem zlego sposobu
numeracji punktdw na plaszczyinie, a nie
jakas szczegdlna cecha punktu = = 0,
y = 0. Podobnie zle zachowuje sie uklad
wspolrzednych sferyeznych, czyli dlugosé
i szerokodé geograficzna na globusie:

ds® = dr® + r2d6? + r’ sin® quoz.
»Patologiczne” sa w tym przypadku
procz srodka ukladu punkty ,bieguna
péinocnego i poludniowego” 8 =01 8 = .

Waszystkie powyisze przyklady pokazuja
osobliwodci pozorne: metryka w pewnych
miejscach ,Zle zachowuje sie”, ale moizna
~przywolaé ja do porzadku”, odpowiednio
zmieniajgc wspolrzedne.

Czasoprzestrzen z kotem na horyzoncie
Mikotaj KORZYNSKI i Magda STOBINSKA

Pomyst, by punkty w geometrii oznaczaé liczbami rzeczywistymi, pochodzi od
Kartezjusza i Fermata. Podejscie to pozwala zastosowaé caly aparat analizy

i algebry do zagadnien geometrii i fizyki. W fizyce oprécz dobrze znanego

ze szkoly ukladu kartezjanskiego stosuje sie inne uklady (patrz margines).
Postepuje sie tak zwlaszcza wtedy, gdy zagadnienie ma jakas szczegdlng
symetrie, np. sferyczna.

Dobranie odpowiedniego uktadu do zagadnienia nie zawsze jest sprawa latwa.
Jest to wyjatkowo trudne w przypadku geometrii nieeuklidesowej, gdzie
prostoliniowe, kartezjanskie uklady wspolrzednych nie istnieja. W fizyce z taka
sytuacja spotkano sie w Ogélnej Teorii Wzglednosci. Grawitacje opisuje si¢ tam
przy uzyciu geometrii (np. Delta 9/1998).

Wkrétce po odkryciu przez Alberta Einsteina i Davida Hilberta réwnan pola
grawitacyjnego Karl Schwarzschild znalazt ich rozwiazanie dla czasoprzestrzeni
sferycznie symetrycznej — odpowiednik pola grawitacyjnego punktu obdarzonego
masa M w teorii Newtona. Czasoprzestrzen Schwarzschilda opisujemy czterema
wspélrzednymi, oznaczanymi zazwyczaj t,r, 8 i ¢. ,0Odleglosé”, czyli interwat
dwu bliskich punktéw w czasoprzestrzeni, dana jest wzorem

-1
(1) ds?=- (1 - iﬂ) de? + (1 - Q—T) dr? + 2 d6? + r?sin® 0 dy?.
Stosujemy uklad jednostek, w ktérym stata grawitacyjna G = 1, predkosé
$wiatla ¢ = 1. W dwu ostatnich wspélczynnikach rozpoznajemy odleglosé

na powierzchni dwuwymiarowej sfery o promieniu r. Co wiecej, dla duzych
wartoéci r wyrazy przy dt® i dr? daza do +1, a cala metryka do metryki
sferycznego uktadu wspélrzednych na przestrzeni euklidesowej z czasem (tzw.
czasoprzestrzeni Minkowskiego). Ta cecha, zwana asymptotyczna plaskoscia, jest
geometrycznym wyrazem faktu, ze oddzialywanie grawitacyjne zanika daleko

od zrédla (ale uwaga — w przeciwienstwie do sferycznego uktadu wspétrzednych
— r nie jest geometryczna odlegloscia od zrddla, lecz parametrem pozwalajacym
z grubsza powiedzie¢, jak daleko od érodka jestesmy).

Znacznie gorzej wyglada zachowanie sie wspélezynnikéw metryki dla malych r.
Oprécez spodziewanej osobliwoéei dla » = 0 klopoty sprawia powierzchnia

r = 2M, tzw. horyzont Schwarzschilda. Poczatkowo sadzono, ze ta osobliwos¢
nie odgrywa w praktyce zadnej roli (dla Stonica wystapilaby, gdyby jego
rozmiary, bez zmiany masy, spadly do kilku kilometréw), potem jednak, wraz
z rozwojem wiedzy o ewolucji gwiazd, astronomowie i fizycy zaczeli coraz
powazniej spekulowaé na temat obiektéw, w ktdérych horyzont rzeczywiscie
istnieje. Nazwano je czarnymi dziurami.

W sposéb naturalny pojawia sie wiec pytanie: co stanie sie z czastka, ktéra
spadnie na powierzchnie horyzontu, czyli jak wyglada réwnanie przechodzacej
przezen geodezyjnej — i czy w ogdle takie geodezyjne istnieja? Dopiero

w 1960 roku problem ten ostatecznie rozwiagzal Martin Kruskal. Zdefiniowal on
nowe wspélrzedne, w ktérych czasoprzestrzen Schwarzschilda mozemy ogladac
w calej okazalosci.

Zanim jednak podamy szczegdly konstrukeji Kruskala, musimy zapoznaé
sie blizej z wlasno$ciami czasoprzestrzeni Schwarzschilda: zbadamy, jak
pole grawitacyjne w tej czasoprzestrzeni wplywa na spadek swobodny cial
masywnych.

Wyobrazmy sobie astronaute-obserwatora umieszczonego w rakiecie
utrzymujacej sie za pomoca silnikéw w punkcie o staltych wspélrzednych

T, ¢, 0. Mozemy sie spodziewaé, ze bedzie on odczuwaé na pokladzie swojej
rakiety przyspieszenie, odpowiednik newtonowskiego ¢. By to sprawdzi¢, nasz
astronauta upuéci w swojej rakiecie niewielkiego kota. (Od czaséw Schrodingera
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koty sa bardzo popularne w fizyce jako bohaterowie
eksperymentéw myslowych). Sprébujmy zbadaél'co
sie z nim stanie po osiagnieciu powierzchni r = 2MT
a potem (jesli przezyje) powierzchni r = 0.

Poczatkowo kot spada dalej swobodniel'czyli porusza
sie po geodezyjnej o warunku poczatkowym zadanym
réwnoscia jego czteropredkosei i czteropredkosci
rakiety. Réwnanie ruchu zwierzaka ma postaé (patrz
Delta 9/1998)

n

dc;—:' = T4, puuP.

Rézniczkowanie odbywa sie wzgledem czasu wlasnego 7
kota. Ale péki predkosé kota wzgledem rakiety jest
znacznie mniejsza niz cl'jego czas wlasny praktycznie
pokrywa sie z czasem pokladowym rakiety. Précz
tego spoérod sumowanych wyrazéw po prawej stronie
znaczenie ma tylko Il uu® — wszystkie pozostale
skladowe czteropredkosci sa bardzo mate w poréwnaniu
z u°. Réwnanie ruchu upraszcza sie wiec do

du" M

dr ~ 2’
pozostale zas pochodne znikaja. To jeszcze nie koniec
obliczen: wspominaliémy juzl'ze r nie jest poprawnie
mierzona odlegloscia. Uwzglednienie tego prowadzi do
réwnania przyspieszenia

M ( 2&{)‘1”

ali= 2 ik -
WidacI'ze wynik dla malych M i duzych r staje sie
rowny co do wartosci newtonowskiemu g. Z drugiej
strony dla malych r przyspieszenie roénie znacznie
szybciejl'niz wynikaloby to z rachunku klasycznego
— dazac do nieskonczonosci na powierzchni r = 2M!

Oznacza tol'ze astronauta nie powinien obnizaé lotu
do wysokoéci promienia grawitacyjnego ciezkiego
obiektu. Nie ma tam mozliwosci utrzymania sie na
stalej wysokoécil'bez wzgledu na moc czy site ciagu
silnikéw: przyspieszenie grawitacyjne jest nieskoriczone.
Podobnie zadna sita nie utrzyma kotal'gdy spadnie na
powierzchnie horyzontu. Rozumowanie to uzasadnia
nazwe ,horyzont” nadana powierzchni r = 2M.
Horyzont to miejscel'zza ktérego nie ma powrotu.

Wociaz jednak nie wiemyl'co dzieje sie z kotem

w trakcie mijania horyzontu. Pokazalismy tylkol’

ze wzgledem kogoél'kto horyzontu nie przekracza

(r = const)I'kot doznaje nieskoficzonego przyspieszenia.
Trudno jednak stwierdzi¢I'czy ten fakt ma jaki§ wplyw
na jego kondycje: mozna wszak wymysli¢ obserwatoral’
wzgledem ktérego Ziemial'a wraz z nia Czytelnikl’

ma nieskonczone przyspieszeniel'a nawet dobraé tak
uklad wspolrzednychI'by 6w obserwator mial state
wspoélrzedne przestrzenne. Absurdalne wynikil'jakie
dalaby analiza ruchu Ziemi w tym ukladzie (@ = o)’
raczej nie powinny spedza¢ snu z powiek Ziemianom. . .

Podsumujmy nasza dyskusje: wspotrzedne ¢, 7, @, 6
pokazuja czasoprzestrzen z punktu widzenia

obserwatoréwl'ktorzy w jaki$ spos6bI'np. za pomoca
silnikéwl utrzymujq sie na stalej wysokosci r; tyle
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ze takich obserwatoréw nie ma na wysokosci 2M i nizej
(przynajmniej poéréd obserwatoréw obdarzonych
masa)'nic wiec dziwnegol'ze préby opisu ruchu

czastek nie udaja sie. To sugeruje sposdb na pozbycie
sie klopotéw: sprébujmy opisaé¢ czasoprzestrzen
Schwarzschilda z punktu widzenia obserwatoréw
(czastek) swobodnie spadajacych. Najproéciej
rachunkowo jest wybrac¢ do tego celu fotony.

W dalszych obliczeniach ograniczymy sie tylko do
fotonéw spadajacych radialniel'wzdtuz kierunku 7.
Dzigki temu eliminujemy z rachunkéw ,mnieszkodliwe”
wspolrzedne 6 i . Zbiér wszystkich fotonéw mozna
podzieli¢ na dwa mniejsze podzbiory: fotondéw
wuciekajacych” i ,wpadajacych”. Te pierwsze wraz ze
wzrostem czasu oddalaja sie od czarnej dziury (3—: > 0)r
te drugie przeciwnie.

Linie $wiata fotondéw spelniaja wiec zaleznosé

-1
(2) mzzoz—(1—%g)&2+(1—%g) dr?.
T

¥

Jest to réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu dla
funkcji r(t) lub ¢(r). Latwo pozwala ono wyznaczyé
linie $wiata fotonéw w nowych wspéirzednych

U :=t—r, = const,

V :=t+ r, = const,
gdzie parametr r,I'zwany wspdélrzedna zétwiowal'dany
jest przez zaleznosé

.
;i 2M1%——w.
T r+ n oM

Teraz réwnanie U = const opisuje geodezyjna fotonéw
yuciekajacych”I'a V = const fotonéw ,,wpadajacych”.

Postarajmy sie wyrazi¢ element liniowy (2) w nowych
wspolrzednych

(3)
stad
(nzz—(r-%g)&faﬂ+ﬁd¥4wﬂaﬁad¢%

Powierzchnia horyzontu r = 2M nadal sprawia

nam klopot. Jednak ta zamiana zmiennych nie byla
bezcelowa. Powierzchnie U = const i V= const sa
geometrycznie dobrze okreslonel'tylko sposdb ich
parametryzacji jest zty. Jest to taki sam problemI’

jaki dotyczyl sfery i jej rzekomych osobliwo$ci na
biegunach. Wiadomo jednakI'ze sfera istnieje i nie

jest osobliwal’a z ,niewygodnymi” punktami uporaé
sie mozna za pomoca nowej parametryzacji jej
powierzchni. Podobnie tutaj powinnisémy zaproponowad
nowg parametryzacje: jezeli zadziatamy funkcja exp na
obie strony réwnania (3)['to otrzymamy réwnosé :

2r, =V - U,
2A=V+U,

(4) V-UV/AM _ rujaM | T

%) e‘r‘/?M.

Nowe parametry definiujemy nastepujaco:
dlar > 2M
s i SN (L -
L oM
1/2
V/aM _ (ﬁ _ 1) or/AM ot[4M

1)1/2 or/AM ,—t/4M

qg:=e



oraz dla r < 2M

1/2
pi=e WM = (1 = ﬁ) e /AM o —t/4M

1/2
v/4M _ (1 x L) oT/4AM ot/4M
2M ’

Pozwalaja one wyeliminowaé ,sprawce” calego
zamieszania — czynnik 1 — 2M /r z elementu liniowego

32M3

r

g:=e

ds? = — e "/*Mdpdq + r? d6? + r2sin” 0 dp?.
Ostatni krok wreszcie polega na powrocie ze
wsp6lrzednych ,fotonowych”, zadanych przez
trajektorie tych czastek, do wspoétrzednych (u,v),

z ktérych jedna jest czysto czasowa, a druga czysto
przestrzenna — operowanie takimi wspélrzednymi jest
bardziej intuicyjne. Robimy to w nastepujacy sposéb:

dla r > 2M definiujemy

1 r 172
(5) = é(q -p)= (W - 1) e"/4M cosh(t/4M),
1/2
6) vi= %(H 0) = (55— 1) e/ sinh(t/40),
adlar<2M
1 r \1/2 )
(7) ui=3-p) = (1 - m) e"/4M ginh(t/4M),
1 1/2
(8) vi=5(+0) = (1 5 ﬁ) /M cosh(t/4M).
Metryka ma teraz postac¢
3
df= —%e_‘”/z‘"“f(d's,'2 — du?) + 72 d6? + r? sin” 0 dp?.

r
Oto wspdtrzedne Kruskala—Szekeresa w calej
okazaloéci. We wzorach na metryke moze dziwié
ciagle uzywanie starej wspélrzednej r. Od tej pory
jednak r powinno by¢ traktowane jako funkcja nowych
wspolrzednych u i v, zadana w sposéb uwiklany
WZorem:

dla r > 2M

(9) L (ﬁ s 1)er/‘2.ﬂ£l"
dla r < 2M '

(10) v? — u? _(1—-2ff) /M

W tych wzorach nie otrzymujemy zadnej osobliwosci
dla powierzchni r = 2M. Wszystkie skladowe metryki
oraz wspélrzedne u i v przyjmuja skonczone wartosci
dla kazdej skoiiczonej wartosci r z wylaczeniem r = 0.
Pozbyliémy sie przynajmniej jednej osobliwosci.

Kot nie zostanie na razie rozerwany na strzepy, ale
przezyje przygode swojego zycia: swobodny spadek do
czarnej dziury! Ostatnia, niestety, poniewaz, jak sig
przekonamy, nie uda mu si¢ w zaden sposéb unikna¢
spotkania z osobliwosciag w r = 0.

Teraz ciekawostka: rozwazmy punkty dalekie od
horyzontu, czyli takie, dla ktérych r > 2M. Ze wzoréw
laczacych wspoélrzedne Kruskala ze starymi r i ¢
mozemy latwo przekonaé sie, ze zachodzi dla nich
nieréwnoéé u? > v%. Ale mozna ja spelni¢ na dwa
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sposoby: albo u > |v|, albo u <« —|v|. OdkryliSmy
ciekawa rzecz — czasoprzestrzen jest ,podwdéjna”! Jak
to rozumiec?

Przypomnijmy sobie nasze wzory zadajace
wspéhrzedne Kruskala—Szekeresa oraz wzory (9)—(10).
Byly one shuszne, o ile byly spelnione odpowiednio
zaleznoéci u > |v| dla r > 2M oraz v > |u| dla

r < 2M. Wzér (9) spelniaja takze inaczej dobrane
U, 1 vy, mianowicie u, = —u oraz v, = —v. Te
ujemne pierwiastki opisuja punkty, ktérych we
wspohrzednych Schwarzschilda nie bylo. Odkrylismy
wiec na papierze nowe, ,ukryte” dotychczas regiony
czasoprzestrzeni. Dopiero wspoélrzedne Kruskala,
rozszerzone do dowolnych rzeczywistych u i v, daja
pelny, globalny opis geometrii czasoprzestrzeni:
pierwsza para wspolrzednych opisuje region I, druga
11, itd. Wspélrzedne Schwarzschilda opisywaly tylko
regiony I-1I. Spéjrzmy na rysunek:
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Co mozna powiedzieé¢ o tych czterech czesciach
czasoprzestrzeni? Diagram Kruskala interpretujemy
nastepujaco: regiony I i ITI to identyczne, lecz
rozlaczne, asymptotycznie plaskie wszech§wiaty,
znajdujace sie na zewnatrz promienia grawitacyjnego
czarnej dziury; natomiast regiony II i IV to takze
identyczne pod wzgledem fizycznym Swiaty, z taka
réznica, ze strzalki czasu w nich zawarte sg skierowane
przeciwnie.

Wracajac jeszcze do poprzedniej dyskusji
wspbtrzednych Kruskala-Szekeresa, ze wzoréw (5)—(8)
wynika, ze na diagramie powierzchnie statego r sa
hiperbolami o asymptotach zadanych réwnaniami

u = v oraz u = —v. Natomiast powierzchnie stalego
czasu sa liniami prostymi, promieniécie rozchodzacymi
sie ze érodka ukladu wspéirzednych. Analogicznie,
radialne linie zerowe (linie $wiata fotonéw) sa postaci
du = dv oraz du = —dv. Oznacza to, ze pozbyliSmy
sie ktopotéw zwiazanych z ,zamykaniem sie” stozkéw
$wietlnych we wspélrzednych Schwarzschilda dla



czastek dobiegajacych do powierzchni r = 2M. Stozki
we wspoélrzednych Kruskala—Szekeresa sa zawsze
zbudowane z tworzacych nachylonych pod katem 45°
do osi ukladu.

Jeste$my juz gotowi do opisania loséw kota pod
horyzontem. Kot, jako obiekt masywny, porusza sie
zawsze po krzywe]j czasowej, czyli jego czteropredkosé
zawsze znajduje sie wewnatrz stozka swietlnego. Na
diagramie Kruskala oznacza to, ze jego czteropredkosé¢
jest zawsze skierowana ,,w gore”, w kierunku
rosnacego u, a malejacego r. Wobec tego spotkanie
kota z osobliwoscig w r = 0 jest nieuniknione.

Zasada Lagrange’a a geometria
Ewa GORA, Aleksiej TRETIAKOW i Henryk ZOLADEK

1. Zasada Lagrange’a

Chyba kazdy z nas zetknatl sie z interesujacymi
problemami polegajacymi na znalezieniu ekstremum
pewnej funkcji (na okreslonym zbiorze), na przyklad
takimi jak nizej przedstawione:

PRZYKLAD 1. Znalez¢ na plaszczyznie tréjkat
o danym polu P, ktérego obwéd bylby najmniejszy.

PRZYKEAD 2. W dany tréjkat wpisac taki tréjkat,
aby jego obwd6d byl minimalny.

PRZYKEAD 3. Mamy dany tréjkat ABC. Znalez¢
punkt, ktérego suma odleglosci od wierzchotkéw jest
najmniejsza.

Rozwigzanie tych problemow metodami
geometrycznymi nie zawsze jest elementarne.

W niniejszym tekscie chcemy przedstawi¢ uniwersalny
sposob rozwiazania nastepujacego problemu
geometrycznego na ekstremum:

Dla danego tréjkgta ABC' 1 danej liczby naturalnej
n=2,3,... znalez¢ punkt, dla ktdrego suma

|z1|™ + |z2|™ + |z3|™ poleg odleglosci od bokdw jest
najmniejsza.

Do rozwiazania tego problemu proponujemy

klasyczny sposéb Lagrange’a. W XVIII w. Lagrange
wykoncypowal nastepujaca ogélna metode
rozwiazywania zagadnien optymalizacji. Przypusémy,
ze mamy znalezé ekstremum funkcji ¢(z) okreslonej

na zbiorze X C R", danym pewnymi rownaniami

i nieréwno$ciami: f;(z) =0 lub f;(z) > 0 (gdzie funkcje
fi sa rézniczkowalne).

Jezeli punkt ekstremalny z* lezy we wnetrzu
obszaru X (ktéry ma niepuste wnetrze), to warunkiem
koniecznym jest

(1) ¢'(=*) =0,

Op . e . .
tzn. 6—x1(:r )_...-E(z )=0:
Natomiast jesli punkt z* nie nalezy do wnetrza
obszaru X, tylko lezy na jego brzegu, wowczas
powyzsze twierdzenie nie ma sensu. Mamy do
czynienia z ekstremum warunkowym: szukamy
min p(z) przy warunkach fi(z) =... = fi,(z) =0.
Korzystamy wtedy z zasady Lagrange’a.

Zasada Lagrange’a moéwi, ze w tym przypadku
warunkiem koniecznym ekstremum w z* jest

() ¢'(z*) = Z)\iff(x‘)a

gdzie A; sa tzw. mnoznikami Lagrange’a. Mamy
tutaj n +m danych réwnan (n réwnan na pochodne
czastkowe w (2) i m réwnan f;(z) =0) nan+m
szukanych &7, 3 T 1 Ay o5 Ams

Przy rozwiazywaniu konkretnego problemu poszukuje
sie ekstreméw we wnetrzu X i we wszystkich
gladkich kawalkach brzegu, a nastepnie poréwnuje sie
otrzymane wartosci funkcji ¢ (patrz [1]).

2. Pewne zagadnienie geometryczne

Dla danego trdjkgta ABC znaleié¢ punkt, ktorego
suma kwadratow odlegtosci od bokow trojkata jest
naymniejsza.

Rozwiazemy to zadanie, postugujac sie powyzsza
zasada Lagrange’a, a nastepnie zinterpretujemy
rozwigzanie w terminach tzw. symedian.

W naszym przypadku funkcja ¢(z) bedzie
(3) o(z) = 23 + 23 + 23,

gdzie x;, 9, T3 sa odleglosciami punktu P od bokéw
BC, AC, AB (rys. 1). Zakladamy jeszcze, ze z; > 0,
jesli z; lezy w tej samej polplaszczyznie co i sam
tréjkat, w przeciwnym przypadku bedzie x; < 0.



Oznaczmy jeszcze przez a, b, ¢ odpowiednie dlugosci
bokéw tréjkata. Pole tréjkata BPC wynosi fazy,
pole tréjkata AC'P wynosi 3bz, i pole tréjkata ABP
wynosi czs. Poniewaz w sumie daja pole calego
tréjkata S, to mamy dokladnie jedno ograniczenie na

z = (21,%2,23)

1 1 1
(4) f{z)= 5071 + Ebwg + 2C%3 S=0.

Rys. 1

Funkcje (3) i ograniczenie (4) sa dobre réwniez wtedy,
gdy punkt P lezy poza tréjkatem ABC (rys. 2).

A B
Rys. 2

Zgodnie z zasada Lagrange’a mamy uklad réwnan
¢'(z) = Af'(x), tan.

1 1 1
2.’121 = §AG, 2.’132 = 5/\5.} 2:1’,‘3 = '2'/\63

) lax —I—lbzz: +1cx =5
“aedd Nl B
Pierwsze trzy réwnania w (5) daja

“ I a i a &I
(6) Mo 0y Tl R

b
e b x4 ¢ x3
Pierwsza réwno$¢ w (6) méwi, ze punkt minimalny
lezy na prostej o przechodzacej przez wierzcholek C
i przecinajacej bok AB tak, ze odleglosci y1, y2 jej
punktéw od prostych CB i CA (rys. 3) spelniaja
zaleznosc¢

n a
7 ==,
(7) e
C
b
Y2 =
Y1
A e B
Rys. 3

Punkt P jest wyznaczony jako wspdlny punkt
przeciecia sie prostych l4, Ip i l¢ wychodzacych

z odpowiednich wierzcholtkéw. Latwo wykazad, ze te
proste przecinaja sie w jednym punkcie. Istotnie, jesli
dla punktu przeciecia sie prostych l¢ i l4 zachodza
pierwsze dwie réwnosci w (6), to réwniez i trzecia
rownosé jest prawdziwa.

Wydaje sie, ze proste la, Ip, lc powinny by¢

nam skad$ znane. Przypomnijmy sobie, jakie
naturalne proste stowarzyszone z tréjkatem
przecinaja sie w jednym punkcie. Sa to: dwusieczne
katéw wewnetrznych, srodkowe bokéw, wysokosci

i symetralne bokéw. Okazuje sie, ze l4, I, lc nie sa
zadnymi z powyzszych. Sa to tzw. symediany.
Symediang tréjkata nazywamy odbicie srodkowej

wzgledem dwusiecznej kata przy wierzcholku, przez
ktéry przechodzi $rodkowa (rys. 4).

Aby wykazaé, ze nasza prosta [¢ jest symediana,
skorzystamy z nastepujacej réwnosci
” BD| _ a*
|[AD| b’
gdzie D jest punktem przeciecia prostej AB
z symediana (rys. 4). Wzér (8) mozna znalez¢
w ksiazce [3] (mozna takze wyprowadzi¢ go samemu).

C

b
a
b2
#8]
B
A / ) vy
I
!
grodkowa i
. I
dwusieczna !
symediana /

Rys. 4

Niech 31, y2 beda odleglosciami punktu D od prostych
CB i C A oraz niech h oznacza wysokosé punktu C'
nad podstawa AB. Liczac na dwa sposoby pole
tréjkata BC'D, dostajemy

1

1
§Gy1 == 5 |BD|h.

Przeprowadzajac analogiczny rachunek dla
tréjkata ACD, otrzymamy

1 1

Stad mamy
y1 _ b|BD|
y2 a|AD|’
co na mocy (8) daje
. @
y2 b

Udowodniliémy zatem bardzo interesujaca wlasnosc:
Punkt przeciecia sie symedian trojkata jest punktem,
dla ktorego suma kwadratéw odleglosci od bokdow jest
najmniejsza.



3. Minimalizacja sumy n-tych
poteg odleglosci

Mamy teraz przypadek, gdy funkcja ¢ jest postaci

(9) on(@) = [21[" + |22]" + |23]"

i jedynym ograniczeniem jest warunek

1. 1 1
fle) = Eaxl + 5!}3‘:2 -+ 5623 — 5=0.

Wéwezas zgodnie z zasada Lagrange’a mamy

1
n—1
=Zha.
ney 3\a
n—1 1
(10) nxry = =Ab,
2
1
n;rg_l = 5)\(:,

skad otrzymujemy

n—1 n—1
Ty a 1 a
To b’ T3 ¢’

a co po przeksztalceniu daje nam

T2 b T3 s
Jedli teraz zalozymy, ze n — oo, to prawe strony
réwnosci w (11) daza do 1. To sugeruje, ze ciag

™ = (2™ 2{, 2"} punktéw minimum funkcji
¢n(z) dazy przy n — oo do punktu z(>), dla ktérego
23 = 28 = 2 tzn. (%) jest srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat.

Mozna inaczej dowieéé zbieznosci ciggu (™,
wykorzystujac metody analizy funkcjonalnej.
W przestrzeni wektorowej R® wprowadzamy normy

lzlln = ¥/]z1|" + |2 + |z3]",
||#]|co = max(|z1], |z2], |z3]).

Wiadomo, ze ||z||, — ||Z||e (patrz [2]). Punkty z(™)
realizuja minimum || - ||,,. Zatem punkt z(°) realizuje
minimum || - ||, czyli

min(max(|z1], |z2], |z3])),

Stad juz latwo otrzymaé, ze |.’;:(1°°)| = [;r:gm)| = |a:g>°)|.
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Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI
M 934. Srednice AB i CD okregu o promieniu R przecinaja sie pod katem c.

Punkt M lezy na okregu, a punkty P i () sa rzutami prostopadlymi punktu M
na $rednice AB i C'D. Udowodni¢, ze dlugosé odcinka PQ nie zalezy od wyboru
punktu M. Znalezé¢ dhugoéé PQ.

Rozwiazanie na str. 11

M 935. Na bokach AB, BC, CD, DA prostokata ABCD wybrano punkty
K,L,M,N odpowiednio, rézne od wierzchotkéw prostokata. Wiadomo, ze
KL | MNiKM 1 LN. Dowie§é, ze punkt S przeciecia odcinkéw KM i LN
lezy na przekatnej BD prostokata.

Rozwiazanie na str. 11

M 936. Punkt D jest srodkiem okregu opisanego na takim tréjkacie
ostrokatnym ABC, ze okrag przechodzacy przez punkty A, B, D przecina
odcinki AC' 1 BC w punktach M i N (oprécz A i B). Udowodnié, ze okregi
opisane na tréjkatach ABD i M NC maja réwne promienie.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 535. Na wysokosci 5 m jest zawieszona zaréwka o natezeniu 200 cd.

6

Najwicksze oSwietlenie jest pod zaréwka i zmniejsza sie réwnomiernie we
wezystkich kierunkach. Ile wynosi pole obszaru, wewnatrz ktérego oéwietlenie
jest nie mniejsze od 1 1x7

Rozwiazanie na str. 16

" F 536. Dwa plaskie zwierciadla tworza kat dwuscienny «. Na zwierciadla
te pada promien w plaszczyZnie do nich prostopadiej i odbija si¢ od obu.
Wyznaczy¢ kat, o jaki odchyli sie promien po odbiciu.

Rozwigzanie na str. 16



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co we Wszechswiecie piszczy?

Od dawna nic, bo Wszechswiat jest zbyt rzadki. Na
poczatku bylo jednak inaczej. Zeby sie o tym przekonac,
wystarczy zrobi¢ odpowiednio dokladne zdjecie mtodego
Wszechswiata, a nastepnie wykonaé precyzyjna analize
odksztalcen spowodowanych rozchodzacymi sie falami
dZwiekowymi. Obraz ,,Wszechéwiatka” dociera do

nas stale w postaci mikrofalowego promieniowania

tta. To promieniowanie reliktowe niesie informacje

o rozkladzie temperatury, w chwili gdy Wszechswiat
stal sie przezroczysty dla promieniowania na skutek
zrekombinowania elektronowo-protonowej plazmy

w atomy wodoru. Nastapilo to 300 tysiecy lat po
wielkim wybuchu, gdy temperatura spadla ponizej

3000 K.

Promieniowanie reliktowe jest chyba najdoskonalszym
przyktadem promieniowaniem ciala doskonale czarnego.
Obserwowany rozklad odpowiada obecnie temperaturze
okoto 2,7 K, gdyz rozszerzajacy sie Wszechswiat stale
stygnie.

Przestrzenny (katowy) rozklad mierzonej w pasmie
mikrofal temperatury nie jest idealnie jednorodny.
Najlatwiej dostrzec anizotropie zwiazana z naszym

(naszej Galaktyki) ruchem. Znacznie ciekawsze sa jednak

fluktuacje temperatury po raz pierwszy zmierzone
(opublikowane) w 1992 roku przez zesp6l eksperymentu
COBE (Cosmic Background Explorer). Odpowiadaja
one fluktuacjom gestosci, z ktérych powinien wywodzié
sie obecny rozklad materii we Wszechswiecie. Dane
zebrane przez COBE dowodza, ze amplituda tych
fluktuacji nie zalezy od skali katowe] w zakresie od 10
do 90 stopni. Jest to zgodne z przewidywaniami modeli
kosmologicznych.

Czas na tytulowy pisk. Dla mniejszych skal katowych,
rzedu jednego stopnia i jeszcze mniejszych, od dawna
oczekiwano zaobserwowania szeregu wzmocnien
fluktuacji. Polozenie pierwszego maksimum powinno
odpowiadaé tzw. horyzontowi akustycznemu, czyli
odleglosci, na jaka fluktuacja gestosci plazmy (czyli
fala dzwiekowa) zdazyla sie rozprzestrzeni¢ w czasie od
Wielkiego Wybuchu do rozdzielenia sie promieniowania
i materii. Nastepne wzmocnienia odpowiadalyby
kolejnym harmonicznym ,,pisku podstawowego”.
Amplitudy kolejnych wzmocnien i odpowiadajace im
skale katowe nioslyby informacje o podstawowych
parametrach kosmologicznych, takich jak stata
Hubble’a czy calkowita gestos¢ energii Qy oraz jej trzy
skladowe: gestos¢ barionowa 2, gestos¢ ciemnej materii
niebarionowej (2. i gesto$¢ energii zwiazana ze stala
kosmologicznag (2, .

Przez ostatnie dziesie¢ lat wykonano szereg pomiaréw
z wicksza niz w przypadku COBE katowa zdolnoscia
rozdzielcza. W tym roku dwa eksperymenty balonowe
BOOMERANG i MAXIMA-1 opublikowaly wyniki
bezapelacyjnie dowodzace istnienia pierwszego ze
spodziewanych maksiméw [1]. Jego polozenie na

skali katowej zalezy w zasadzie tylko od geometrii
Wszech$wiata zdeterminowanej caltkowita gestoscia

F &

energii. Wynika to stad, ze skoro potrafimy obliczyé
liniowy rozmiar horyzontu akustycznego i nasza droge,
jaka przebyly fotony promieniowania reliktowego, to
mierzony rozmiar katowy horyzontu akustycznego
zalezy tylko od tego, ile wynosi suma katéw

w odpowiednim tréjkacie réwnoramiennym. Jezeli,

w zgodzie z przewidywaniami modeli inflacyjnych,

Qp = 1, to przestrzen jest euklidesowa, czyli suma
katéw w dowolnym tréjkacie wynosi w. Wyniki analiz
dokladnych map promieniowania, zmierzonych przez
eksperymenty BOOMERANG i MAXIMA-1, okazaly
sie zgodne z tym przewidywaniem (w granicach bledu
pomiarowego).

Na marginesie warto zauwazy¢ zwiazana z tym
wynikiem eksplozje artykuléw o nales$nikach i siodlach,
w ktérych pogladowo tlumaczy sie, ze Wszech$wiat
jest plaski jak nalesnik, cho¢ mégltby by¢ krzywy jak
siodlo lub jak sfera. Z mojego do$wiadczenia wynika
catkowita bezuzytecznos¢, jezeli nie szkodliwosé
takiego ,,pogladowego” thumaczenia zwlaszcza ujemnej
krzywizny przestrzeni, gdyz siodlo (w przestrzeni
euklidesowej), w odréznieniu od przestrzeni o ujemnej
krzywiznie, nie moze mieé¢ symetrii obrotowej. Zeby
pojaé, o co chodzi, trzeba i tak najpierw zrozumie¢
jaka$ wersje zwiazku krzywizny z wartoscia sumy
katéw w trdjkacie. Gdzie wiec ta pogladowosé?

Wréémy jednak do naszych piskéw. Z dokladniejszej
analizy wynika, Ze ze zmierzonymi mapami
promieniowania reliktowego zgodne sa tylko te

wersje modeli inflacyjnych, w ktérych wystepuje

albo niebarionowa ciemna materia, albo stata
kosmologiczna, a najlepiej i jedno, i drugie. Wtedy
wyniki zgadzaja sie tez z innymi pomiarami, np.
ograniczeniami wynikajacymi z pomiaru przesuniecia
ku czerwieni odleglych supernowych typu Ia lub
pomiaréw struktury wielkoskalowej [2]. Dodatkowo
analiza wskazuje na wieksza niz wynikajaca z modelu
nukleosyntezy gestos¢ materii barionowej. Rozbieznosc
jest na poziomie 2-3 odchylen standardowych

(a nie 23, jak wydrukowano w artykule G. Mussera
we wrzesniowym Swiecie Nauki). Biorac pod uwage
skomplikowana interpretacje wynikéw, uznatbym to
raczej za zadziwiajaco dobra zgodnos¢.

Przysztodé pomiaréw promieniowania reliktowego
rysuje sie bardzo ciekawie. Czes¢ juz zebranego
materialu czeka jeszcze na opracowanie, a na wiosne
ma by¢ wyniesiony na orbite instrument MAP, dzieki
ktéremu powinnisémy uzyskaé¢ duzo dokladniejsze mapy
promieniowania. Natomiast w 2007 roku planowane
jest umieszczenie w tym samym punkcie Lagrange’a
L2 ukladu Ziemia-Slonce aparatu PLANCK, ktéry
powinien calkowicie wyzyska¢ muzyke parametréw
kosmologicznych utrwalona w promieniowaniu
doskonale czarnego mlodego Wszech$wiata.

Piotr ZALEWSKI

[1] Cosmology from MAXIMA-1, BOOMERANG & COBE/DMR
CMB Observations, A.H. Jaffe i inni, astro-ph/0007333
[2] A.E. Lange i inni, astro-ph /0005004
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Rzué monetsa!

Przypué¢my, ze chcielibySmy zagra¢ w nasza ulubiona gre, do ktérej
potrzebna jest szescienna kostka. Niestety, nie mamy zadnej kostki.

To jednak nie oznacza, ze nie mozemy zagra¢ w nasza gre. Jesli mamy
przy sobie np. monete, to mozemy jej uzy¢. Jesli jest to 50 groszy,

to kostke mozna kupié, ale nie o to chodzi — mozemy zastapié¢ rzut
kostka rzucaniem moneta. Sposdb jest taki: rzucamy trzy razy — mogto
wypas¢ 8 roznych wynikéw: OOO (1), OOR (2), ORO (3), ORR (4),
ROO (5), ROR (6), RRO (7), RRR (8). W ten spos6b otrzymaliémy
kostke osmiodcienna, ale to nie ma znaczenia: jesli ,wypadto” 7 lub 8,

to rzucamy moneta kolejne trzy razy — jesli znowu wypadlo 7 lub 8, to
dalej rzucamy i tak dalej. W ten sposéb zastapiliémy rzut kostka $rednio
czterema rzutami moneta. Jesli jesteSmy ,w lepsze] sytﬁacji materialnej”
1 mamy dwie czy trzy rézne monety, to mozemy sobie ulatwié¢ zadanie,
rzucajac nimi jednoczesnie.

Problem mozna uogélnié¢. Mozemy potrzebowaé innej kostki niz
szeScienna — w niektérych grach uzywa sie kostek majacych 4, 8, 10,

12 lub 20 $cian (wszystkie poza 10-§cienng maja zwykle postaé bryt
foremnych) oraz ,dwusciennych” monet. Teraz réwniez nie mamy
potrzebnej kostki — mamy monete lub inna kostke, ale nie te, co trzeba.
(Mozemy mieé tez, na przyklad, karty lub stoper — tych przedmiotéw
rowniez mozna w pewien sposéb uzyé¢ do losowania. )

Oto kilka prostych metod. Je§li mamy monete, a potrzebujemy kostki
czworosciennej, rzucamy dwa razy moneta — w podobny sposéb, jak
wczesniej. Jesli mamy monete i ,kostke tréjscienna” (niekoniecznie
prawdziwa) — mozna, réwniez w podobny sposéb, otrzymaé kostke
szeScienna. Jesli mamy kostke czworoscienng, a potrzebujemy
tréjsciennej, to rzucamy nia, az wypadnie 1, 2 lub 3 (podobna metode
stosowaliSmy juz wczedniej). Trzeba tylko pamietaé¢ o tym, zeby kazdy
wynik byt mozliwy i réwnie prawdopodobny.

Metody opisane powyzej (i podobne) mozna polaczyé. Mozna zastapié
kostke szeScienna moneta i tréjscienng kostka, tréjécienna kostke
czworo$cienng, czworodcienna kostke — moneta. Ta metoda jest lepsza od
pierwszej — wykonujemy $rednio mniej rzutéw. (Pierwsza metode mozna
tatwo poprawi¢ tak, zeby byla réwnowazna.)

Jednak dobra metoda nie musi powstawaé z polaczenia powyzszych.
Oto przyktad. Potrzebujemy kostki dziewiecio$ciennej, a mamy monete.
Rzucamy moneta 4 razy. Jest 16 mozliwoéci. Dla dziewieciu z nich

’ konczymy. W pozostalych przypadkach rzucamy moneta jeszcze raz,
kazda mozliwos¢ sie ,rozdwaja” i powstaje 14 mozliwoéci, z ktérych
9 konczy i zostaje 5. Rzucamy moneta jeszcze raz, 9 z 10 przypadkéw
konczy, a dla jednego, ostatniego powtarzamy procedure.
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Crzoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 397 (WT=2,76) i 398 (WT=1,07)
z numeru 3/2000

Marcin Peczarski — Warszawa 46,12
Michat Adamaszek Kety 45,01
Rafal Pikula — Wrocltaw 44,76
Jerzy Witkowski Radlin 42,31
Konrad Patkowski — Gdasisk 41,43
Barttomiej Dyda - Wroclaw 40,12
Bartlomiej Marczak — Warszawa 36,66

Trzy sumy powyzej 44 i trzy nowe
nazwiska! Panowie Peczarski, Adamaszek,
Pikuta: witamy w Klubie 44 M.

Klub 44

Ta metoda jest prawidlowa — i w pewnym sensie najlepsza, bo mozna
udowodnié, ze $rednia liczba wykonywanych rzutéw moneta jest
najmniejsza mozliwa. Jesli sie jej uwaznie przyjrzymy, zauwazymy,

ze nie jest ona w rzeczywistosci az tak skomplikowana. Jesli w danym
momencie liczba mozliwosci jest wieksza niz liczba $cianek potrzebnej
kostki — np. po 4 rzutach mamy 16 mozliwosci i 16 > 9 — to dziewiec

z nich numerujemy, a w pozostalych przypadkach rzucamy kolejny raz,
podwajajac liczbe mozliwosci. Jesli sie jeszcze uwazniej przyjrzymy, to
zauwazymy, ze mozna ja wykonaé dla dowolnej potrzebnej kostki, a takze
dla dowolnej (jednej) kostki lub monety posiadanej. .. Mozna udowodnié,
ze uogdblniona metoda (dobrze uogélniona) jest najlepsza pod wzgledem
liczby potrzebnych rzutéw.

Matq Delte przygotowat Eryk KOPCZYNSKI
na motywach swojej pracy
wyroznione] w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki w 1999 r.

V-4

Termin nadsylania rozwiazan:
311 2001

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadani 296 (WT=1,77), 297 (WT=2,29),
208 (WT=2,44) i 299 (WT=3,76)
z numeru 4,/2000 i 5/2000

Jarostaw Lazuka Warszawa 42,18
Marek Wdjcicki — Szezecin 35,68
Andrzej Nowogrodzki Chociandw 32,73
Alekasander Surma — Myszkdw 32,43
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,03
Tomasz Rudny — Warszawa 23,95

Rys. 1

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadail 2 numeru n w terminie do kofica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kaizde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki 1 z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci dancg:o zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczsbe osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.,
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 409, 410
Redaguje Marcin E. KUCZMA

409. Z dwéch tysiecy klockéw o rozmiarach 2 x 2 x 1 zbudowano szescian o krawedzi
diugosci 20. Dowiesé, ze istnieje prosta przecinajaca wnetrze tego szescianu, ale nie
przecinajaca wnetrza zadnego klocka.

410. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych istnieja liczby
rzeczywiste x1, T2, ..., Tn spelniajace warunki: |z;| <1dlai=1,2,...,n;
34zd+ . 422 =0; sitz2+...+zn =n/3.

Zadanie 410 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Zadania z fizyki nr 306, 307
Redaguge Jerzy B. BROJAN

306. Jaka minimalna silg trzeba dzialaé na klocek o cigzarze P, aby ruszyé¢ go
z miejsca (zob. rys. 1), jesli wspélczynnik tarcia miedzy klockiem a podlozem jest
rowny f7

307. Dwie jednakowe cewki, kondensator i zardweczke zestawiono w obwéd (rys. 2)
i podtaczono do Zrédla napiecia przemiennego. W ponizszych zdaniach wybraé
wilasciwe wersje wyrazéw w nawiasach 1 uzasadni¢. Opér uzwojen cewek mozna
pominad.

Gdy zwroty nawiniecia obu cewek byly zgodne, okazalo sie, ze podczas przesuwania
jednej cewki wzgledem drugiej przy pewnej szczegdlnej ich odleglosci zardweczka
Swieci sie (silniej/slabiej), niz przy innych sasiednich polozeniach. Gdy jedna

z cewek odwrdcono, tak ze zwrot jej nawiniecia byl przeciwny wzgledem drugiej,
réwniez wystapila taka szczegdlna odlegtodé cewek, dla ktérej zardweczka

Swiecita sie (silniej/stabiej). Gdy zwiekszono pojemno$é kondensatora i ponownie
poszukano obu tych szczegdlnych przypadkéw, okazalo sie, ze pierwszy z nich
wystepuje przy (wiekszej/mniejszej) odleglosci cewek, niz poprzednio, a drugi przy
(wiekszej,/mniejszej).
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Teoria Galois dla bardzo niecierpliwych

Permutacja na zbiorze {1,2,..., ,n}
nazywamy odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne tego zbioru na siebie.
Permutacje zapisuje sie np. tak:
(123456 : . .
. W zapisie tym pod kazda
231546 ;
liczba na gérze stoi jej 0bra7 przy danej
permutacji, czyli 1 na 2 2na3il
z powrotem na 1, 4 na 5, 5 z powrotem
na 4. Napis (kiksa ... km) OZNACZA
permutacje, ktora preeprowadza Ry
ko na ka, ..., kn_1 na ky, kn
na kj, pozostale zas elementy na siebie.
Napis (123)(45) oznacza po prostu

na ka,

zlozenie permutacji (123) i (45) (najpierw

wykonujemy (45) a pdiniej (123)).

Zbiér wszystkich permutacji na zbiorze
{1,2,...,n} oznaczamy przez Sp,.

Permutacje z S, dzialaja na
wielomianach od n zmiennych.
Dizialajac permutacja ¢ na wielomianie

w{Xi,..., Xn), otreymamy nowy taki
wielomian w?, 2e

w(X1, ..., Xn) =w( Xy, s Xotmy )
czyli np.

(x2-2x245x5)1% = x3_2X3+5X,.

tukasz WIECHECKI

Jesdli checesz dowiedzie¢ sie, jak dowodzi sie nieistnienia wzoréw na pierwiastki
wielomianéw stopni od 5 w gére, a nie lubisz §lecze¢ dniami i nocami nad
podrecznikami do matematyki ,,wyzszej”, to ten artykut jest dla Ciebie.
Ci, ktérzy sa ,,w temacie”, nie beda zawiedzeni, przedstawiamy tu bowiem
rozwiazanie historycznie do$¢ wezesne (co nie znaczy ghupsze), do$¢ rézniace sie
od tego, co przedstawiane jest w standardowych podrecznikach teorii Galois.
Rozwazamy ogdlne réwnanie n-tego stopnia

Xn‘f'n‘l"_an_l"— A a X +ap=0,

ktérego pierwiastkami sa Xy,..., X,,. Mamy wiec

X'+ an a1 X" T4 taX +a=(X—X1)...(X — X,),
z czego wynikaja wzory Viete'a:

S](.Xl, X )‘_ZX = —Qn_1

SQ(X],---;Xn): Z XXj_a‘n. 2
1<i<j<n

SS(Xl} . !Xﬂ) = Z XinXk = —Qn-3
1<i<j<k

\ Sn(Xl, ey X—n) = X]_XQ P Xn = (—1)"&0.

Rozpoczynajac walke o pierwiastki, mamy do dyspozycji liczby wymierne,
wspolczynniki a;, cztery dzialania arytmetyczne oraz operacje pierwiastkowania
dowolnego stopnia. Tymi wlasnie narzedziami chcemy zbudowa¢ wyrazenia na
pierwiastki. Na przyktad pierwiastkami wielomianu X? + a; X +ag = 0 sa

—a; + \fa.% — 4dag
2 1
a wielomianu X% 4+ a2 X% + a; X + ag

OO+ -0+ @

gdzie p=a; — % i q = ao — 4% + 2(%)>. Papieru nie starczyloby do wypisania
wzoréw stopien wyze_], ale da Sle:.

Konstruujac wzory na pierwiastki wielomianu, ktérego wspétezynniki

ag, a1, -..,a,_1 sa blizej niesprecyzowanymi symbolami, operujemy faktycznie na
wyrazeniach wymiernych zmiennych ag, a1, ...,a,-1, a takze tym, co powstaje

z nich przez wielokrotne wykonywanie operacji pierwiastkowania (dowolnego
stopnia). Chcielibyémy, aby jedno z takich wyrazen bylo pierwiastkiem
wielomianu. W naszych rozwazaniach wspolezynniki ag, ay,..., 0,1

zamienimy na wielomiany s; ze wzordéw Viete'a. Zauwazmy, ze wielomiany te

sa symetryczne, co oznacza, ze dowolne przestawienie zmiennych X; nie zmienia
tych wielomianéw, co wyraza wzdr: dla dowolnej permutacji o € S,, mamy

S‘i(Xl-:XQ:‘ v sXﬂ.) 3 S'i(er[l)':Xa'(Q)‘J

czyli w symbolice skréconej

Xcr(n}):

§8; = Sg.
Na poczatku naszej drogi mamy wiec do dyspozycji wyrazenia symetryczne.
Przy pierwiastkowaniu symetryczno$¢ wyrazenia moze jednak zmniejszy¢
sie, tzn. zbiér permutacji, ktére nie zmieniaja wyrazenia, moze by¢ po
spierwiastkowaniu mniejszy niz przed nim. Na przyklad wyrazenie (X; — X3)?
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(tzw. delta dla wielomianu stopnia 2) jest w pelni symetryczne, ale X; — X5
juz nie. Tak wiec wyobrazamy sobie, Zze w procesie znajdowania wzoréw

na pierwiastki przez kolejne pierwiastkowania (oczywiscie w miedzyczasie
wykonujemy cztery dzialania arytmetyczne na arsenale wygenerowanych
wyrazen) dokonujemy niejako desymetryzacji dostepnych wyrazen, dopdki nie
wpadnie nam w lapy jeden z pierwiastkéw (prawda, ze malo symetryczny?).
Bedziemy sie przy tym staraé, aby pozostawaé caly czas w domenie funkcji
wymiernych, czyli wyrazen postaci %;{——X—%, gdzie w i v sa wielomianami
zmiennych Xq,..., X,. gy

Powstaje tu jednak drobny problem. Przeciez pierwiastkujac pewna funkcje

wymierna (np. s; = Xj + Xa + ... + X, ), mozemy nie otrzymaé¢ znowu funkcji

wymiernej, lecz jakie$ paskudztwo (nie istnieje funkcja wymierna, ktéra bytaby
ﬁ réwna /X1 + X2 + ...+ X,, ). By¢ moze nie wychodzac poza obszar grzecznych

; funkcji wymiernych, nie da sie¢ otrzymac za pomoca naszych srodkéw zadnego

e e e pierwiastka, ale da sie to zrobié jaka$ droga okrezna, brodzac w blocie réznych
Niech O bedzie srodkiem okregu. . . i it Otz vi 5 dosé di z 1 1 — .z
Faleatiy Se.P £ 050 40 niewymiernych paskudztw. tqz DIrweza, 4ost diuga 1 malo eleklowna. cagsc
(przypadek, gdy P = O lub Q@ = O dowodu polega na wykazaniu, ze jesli pierwiastek X; jest osiagalny, to mozna to
deet dono Erywiny): Mo cawanalocie, zrobié, nie brudzac sie w ten sposéb. Pominiemy te czeéé dowodu i przejdziemy
ktérego wierzcholkami sa M, P,Q, O : S
mozna opisaé okrag, poniewas od razu do Grand Finale.

A MQO = ZMPO = 90°, przy . : i

czym odcinek MO jest jego érednica Lemat. Niech U(Xl, e Xﬂ) 1 ﬂ-(X], gk X‘n) (R 2 5) beda fun.kc;anu

o dlugoéci R. Mamy ZPMQ = a, wiee  wymiernymi (powiedzmy, o wspélczynnikach zespolonych, dla ustalenia uwagi),
e ;“fm “é()‘)km‘g opisany na APQM  akimi, ze uF = a. Jedli dla pewnej liczby naturalnej k funkcja a nie zmienia sie
ma sSrednice R).

przy dzialaniu permutacji o = (123) oraz 7 = (345), to u réwniez.

Dowdd. Zastosujmy o do réwnoéci u* = a. Dostaniemy o(u)* = o(a) = a, a wiec
o(u)® = u*. Zalozymy, 7e u # 0, bo tak bedzie przyjemniej. Wtedy mozemy
napisaé (%)“L =1, czyli o(u) = wyu, gdzie w, jest pewnym pierwiastkiem
stopnia k z 1. Dzialajac na ostatnia réwnos¢ przeksztalceniem o, otrzymamy
0?(u) = w2u i jeszcze raz o°(u) = wiu. No dobrze, ale 0 jest identycznodcia,
wiec 03(u) = u, a stad w3 = 1. Analogiczna argumentacja prowadzi do
wniosku, ze 7(u) = w,u, gdzie w, jest pierwiastkiem stopnia k z 1 oraz

w3 = 1. Stad o7(u) = wew,u i 027(u) = wiw,u. Jak latwo obliczyé, mamy

o1 = (12345) i o%r = (13452), a wiec (07)° = (027)® = id. Stad wnioskujemy
(Wowr)® = (wew,)® = 1. Poniewaz za$ wy = w8 (wyw, ) (wiw,) ™5, wiec na mocy
wyprowadzonych réwnosci w, = 1. Stad i z (wyw;)® = 1 dostajemy w? = 1.
Réwno$é w, = wbw-? daje wigc w, = 1. To koficzy dowdd. m

T

Jeden rzut beretem do mety:

Zasadnicze Twierdzenie Tego Artykulu
Nie istnieja wzory na pierwiastki réwnan stopnia wiekszego niz 4.

Dowéd. 7 lematu wynika, ze jakkolwiek by$my pierwiastkowali w obrebie funkcji
wymiernych, zawsze otrzymywane funkcje wymierne beda niezmiennicze przy
dziataniu permutacji (123) i (345) (startujemy od funkeji symetrycznych).

A to znaczy, ze nigdy nie dobijemy sie do Xy, ktory taki nie jest. Jest

jasne, ze w takim razie pozostalych pierwiastkéw réwniez nie osiagniemy.

Z opuszczone] pierwszej czesci dowodu wynika teraz teza. m

Metoda dowodu tu przedstawiona ma swoje zady i walety. Z jednej strony

dos¢ szybko prowadzi do celu, z drugiej zas nie wnikamy w niej za bardzo
i w struktfire algebraiczna zbioru permutacji, przez co mamy raczej zamknieta
Rozwiazanie zadania M 935, droge do rozmaitych uogélnien. Mozna sie pytaé, dlaczego w dowodzie lematu

Na czworokatach DMSN i BKSL mozna
opisac¢ okregi, poniewaz w obu z nich
jest para przeciwleglych katdéw prostych.

wzieliSmy wlasnie permutacje (123) i (345) oraz dlaczego zaden tego typu
trick nie przechodzi dla n = 3 i 4. Poza tym zwrd¢my uwage na jedna kwestie.

Wynika stad, ze ZDSN = ZDMN Udowodnilismy, ze jednego ogdlnego wzoru nie ma, ale moze dla kazdego

i ZBSL = ZBKL. Poniewa; konkretnego wielomianu, powiedzmy o wspdélczynnikach wymiernych, istnieja
£BKL = /ZDMN (odcinki MN i KL : v. St e udowodnilié Sl A ied

sa réwnolegle), wiee ZDSN = /BsL.  inne wzory. Slowem nie udowodniliSmy, Ze istnieje wielomian, powiedzmy

Oznacza to, ze punkty D, S, B leza na o wspdlezynnikach wymiernych, ktérego pierwiastki nie dadza sie osiagnad
jednej prostejpeayli-Sie. kb narzedziami: liczby wymierne, cztery dzialania arytmetyczne i operacje
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pierwiastkowania dowolnych stopni. To jak gdyby dwie rézne sprawy.

W dowodzie operowalidmy na symbolach, ktére z natury rzeczy nie podlegaja
zadnym nietrywialnym relacjom algebraicznym, wszystko byto tam dosé
sztywne. Jesli jednak w napisie symbolicznym

X Xt e ey X L+ g X0y =0
zastapimy literki a; konkretnymi liczbami, np. X° — X — 1 = 0, to wsp6lczynniki
beda spelniaé¢ rézne relacje, np. a? + ag = 0 (podstawowe wielomiany
symetryczne s; nie spelniaja zadnych tego typu relacji — to mozna wykazac)

i kto wie, czy przy odpowiednim manipulowaniu nie dobijemy sie do
pierwiastkéw tego jednego konkretnego wielomianu za pomoca naszych
ulubionych narzedzi. Faktem jest, ze akurat dla X™ — X —1 =0 (n > 5) jest
to niemozliwe (wynik z 1987 r.), ale teorie, ktéra pozwala rozpracowywaé takie
przypadki, stworzyl dopiero genialny Galois (1811-1832). Ale to juz za dluga

bajka. ..

L

e 2

Rozwigzanie zadania M 936.

Niech O bedzie érodkiem okregu przechodzacego przez A, B, D. Oznaczmy ZACB = ~,

LABC =8, LBAC = a. Mamy ZADB = 2v (D jest érodkiem odpowiedniego okregu). Poza
tym LAMB = JADB = L ANB = 2+ (wszystkie trzy katy sa oparte na tym samym luku
okregu o §rodku O). Stad LM BA = 180° — 24 — « oraz L NAB = 180° — 24 — 3. Nastepnie
LMOA=2/MBA = 360° — 4y — 20 oraz /NOB = 2/NAB = 360° — 4v — 28. Mamy réwniez
LAOB = 360° —2.ADB = 360° — 4y (£ AOB oznacza tutaj kat zawierajacy punkt D).

Mamy wiec

LMON = LACOB — LMOA — LNOB = (360° — 4v) — (360° — 4y — 2a) — (360° — 4y — 23) =
= —360° + 47 + 2a + 28 = 2.

Ostatecznie LMON = 2+, Jesli zatem odbijemy tréjkat MNC wzgledem prostej M N, to punkt €
wwyladuje” na okregu opisanym na AABD. wynika z tego, fe promienie okregdw opisanych

na AADB i AMNC sa réwne.

Eksploracja przestrzeni kosmicznej
najdonioslejszag zdobycza XX wieku

Krzysztof ZIOEKOWSKI

Na poczatku 1999 roku amerykanska telewizja

CNN przeprowadzila sondaz majacy wskazaé, ktére

z dziesigciu zaproponowanych wydarzen konczacego sie
stulecia mozna uznaé za najwazniejsze. Prawie potowa
(48%) sposrod ponad 45 tys. respondentéw uznala,

ze byl to lot czlowieka na Ksiezyc w 1969 r. Nastepnie
wymieniono Holocaust (15%) i zrzucenie bomby
atomowej na Hiroszime (15%). Na czwartym miejscu
(9%) znalaz! sie pierwszy lot samolotu braci Wright

w 1903 r. Wyniki tej ankiety nie tylko potwierdzaja
powszechna na ogél opinie, ze wiek XX byt okresem
ogromnych kontrastéw, ale takze wydaja sie ujawniac
aktualno$¢ odwiecznych marzen czlowieka o wzbiciu
sie ponad Ziemie, symbolizowanych ciagle zywym

w kulturze euroatlantyckiej mitem o Dedalu i Ikarze.
Ich urzeczywistnienie jest wynikiem wysitku wielu
pokolen, rozpoczetego u progu czaséw nowozytnych
niezwyklymi projektami maszyn latajacych Leonarda
da Vinci.

W drugiej polowie XX stulecia wykrystalizowala sie
nowa dyscyplina wspélczesnego przyrodoznawstwa,
taczaca dzieki wykorzystaniu technik kosmicznych

12

rozne elementy poznawcze i aplikacyjne fizyki,
astronomii i nauk o Ziemi. Okreéla sie ja zwykle
mianem badan kosmicznych. Za jej poczatek

mozna przyja¢ wystrzelenie pierwszego sztucznego
satelity Ziemi w dniu 4 pazdziernika 1957 r. oraz
pierwszy lot kosmiczny czlowieka 12 kwietnia 1961 r.
Po 40 latach od tamtych wydarzen eksploracja
przestrzeni kosmicznej jest juz czyms tak naturalnym
1 oczywistym, ze obecnie nawet nie bardzo zdajemy
sobie sprawe z tego, jak wiele zawdzieczamy rozwojowi
nauki i techniki w tym zakresie.

Aktywnosé czlowieka w przestrzeni kosmicznej

obejmuje obecnie cztery rodzaje dzialalnosci:

— skierowang ku Ziemi, sluzaca réznym
dziedzinom nauk o Ziemi oraz ich zastosowaniom
w meteorologii, telekomunikacji, nawigacji,
teledetekeji itp.;

— wykorzystujaca unikatowe warunki przestrzeni
kosmicznej (np. préznie, stan niewazkosci) do
eksperymentowania w dziedzinie fizyki, chemii,
biologii, medycyny itp., a takze do wykonywania
réznych zadan produkcyjnych;



— dotyczaca badan otoczenia Ziemi przez
sondowanie cial Ukladu Slonecznego i przestrzeni
miedzyplanetarnej;

— zmierzajaca do lepszego poznania Wszech§wiata
dzieki mozliwosci prowadzenia obserwacji
astronomicznych spoza atmosfery ziemskiej.

Dotychczas odbylo sie¢ prawie 4 tys. startow rakiet,

w wyniku czego poza Ziemia znalazlo sie okolo

25 tys. roznych obiektéw. Sposréd nich mniej wiecej
17 tys. juz nie istnieje (najczesciej ulegly spaleniu

w atmosferze ziemskiej), a okolo 8 tys. krazy wokot
Ziemi lub porusza sie w dalszych rejonach przestrzeni
miedzyplanetarnej. Liczbe czynnych sztucznych
satelitow i sond kosmicznych ocenia sie obecnie na
ponad 600. Kilka obiektéw skonstruowanych reka
ludzka zdolalo juz oddali¢ sie od Slonca bardziej

niz najdalsza planeta Ukladu Slonecznego. Na
czterech ciatach niebieskich (Ksiezycu i trzech
planetach: Wenus, Marsie i Jowiszu) dzialaly
przyrzady zbudowane przez czlowieka, a jedno
(Ksiezyc) odwiedzili ludzie. W przestrzeni kosmicznej
przebywalo prawie 400 oséb, a rekordzista spedzil na
orbicie okoloziemskiej ogélem niemal 750 dni (podczas
trzech lotow).

Spojrzenie na Ziemie z przestrzeni kosmicznej

dalo mozno$¢ badan réznych zjawisk i proceséw
zachodzacych w atmosferze i na powierzchni w duzej
skali. Sposréd nauk o Ziemi pierwsza skorzystala

z tego meteorologia, dostrzegajac latwosé otrzymania
z orbity okoloziemskiej globalnego obrazu atmosfery.
Pierwszy satelita meteorologiczny zostal uruchomiony
w 1960 r. Od polowy lat 70. satelity takie zaczeto
umieszczaé na tzw. orbicie geostacjonarnej. Jest

to orbita kolowa, polozona w plaszczyznie réwnika
ziemskiego, na ktérej okres obiegu jest réwny okresowi
obrotu Ziemi. Poruszajacy sie po takiej orbicie obiekt
znajduje si¢ wiec stale nad jednym punktem réwnika
w odleglosci 35,8 tys. km od powierzchni Ziemi.
Dlatego satelita meteorologiczny znajdujacy sie

na orbicie geostacjonarnej moze stale monitorowac
przebieg proceséw pogodowych na tym samym
obszarze Ziemi.

Drugim po meteorologii najpowazniejszym

obecnie uzytkownikiem orbit geostacjonarnych jest
telekomunikacja. Pierwsze proby wykorzystania
sztucznych satelitéw w tej dziedzinie siegaja takze
1960 r., ale pierwsza transmisja telewizyjna przez
Ocean Atlantycki odbyta sie w 1962 r. Najwiekszym
dzi$ satelitg telekomunikacyjnym jest amerykanski
obiekt Galaxy XI wystrzelony 22 grudnia 1999 r.

za pomoca rakiety Ariane 4 Europejskiej Agencji
Kosmicziiej: jego masa wynosi 4500 kg, a rozpietosé
(wraz z panelami baterii slonecznych) siega 31 m;
ma funkcjonowaé przez 15 lat. Obecnie krazy wokdt
Ziemi po orbicie geostacjonarnej okolo 250 czynnych
satelitéw lacznosciowych i meteorologicznch.
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Zblizonym do zagadnien lacznosei satelitarnej jest
problem nawigacji. Pierwszy satelitarny system
nawigacyjny powstal juz na poczatku lat 60.

Ale precyzyjne okreélenie pozycji w dowolnym
punkcie globu ziemskiego, niezaleznie od warunkdw
atmosferycznych oraz zaréwno w dzien, jak i w nocy,
umozliwil dopiero dzialajacy w pelni od 1993 r.
system GPS (ang. Global Positioning System)
zbudowany przez Departament Obrony USA.
Sktada sie on z 24 satelitéw, krazacych po prawie
kotowych, rozmaicie usytuowanych orbitach,

w odleglosci okolo 20 tys. km od powierzchni Ziemi.
Ich ruchy zostaly tak zaplanowane, aby w kazdym
momencie, z kazdego punktu powierzchni Ziemi,
mozna bylo odebrac¢ sygnaly radiowe co najmnie]j

4 satelitow. Kazdy satelita stale emituje dane

o swoim polozeniu w przestrzeni oraz dokladny
czas z pokladowego zegara atomowego. Informacje
te, odebrane przez uzytkownika wyposazonego

w specjalny odbiornik, umozliwiaja obliczenie jego
pozycji na Ziemi z dokladnoscia okolo 30 m. Kody
wojskowe pozwalaja na osiagniecie jeszcze wiekszej
dokladnosci, a najnowsze udoskonalenia systemu daja
nawet dokladno$¢ milimetrowa.

Kolejnym wielkim obszarem zastosowan sztucznych
satelitéw Ziemi jest teledetekcja. Pierwszym obiektem
przeznaczonym do systematycznego Sledzenia

calej powierzchni Ziemi byl satelita Landsat,
wystrzelony w 1972 r. na prawie kolowa orbite
biegunowa, ktéra przebiegala na wysokosci okoto

900 km. Ogrom informacji uzyskiwanej z satelitéw
teledetekcyjnych znalazl zastosowanie w bardzo
wielu dziedzinach. Globalne monitorowanie stanu
$rodowiska naturalnego dostarcza danych zaréwno

o jego zasobach, jak i zanieczyszczeniach czy
zagrozeniach, ktorych, by¢ moze, nie jesteSmy jeszcze
nawet §wiadomi. Przyktadem obiektu przeznaczonego
do takiego caloiciowego monitorowania Ziemi jest
amerykanski satelita Terra wystrzelony 18 grudnia
1999 r. Trudno wreszcie nie wspomnie¢ i o tym,

ze prawie wszystkie z omdéwionych funkeji sztucznych
satelitéw Ziemi znajduja zastosowania militarne,

a wiec niewiele informacji na ten temat przenika

do wiadomosci publicznej. Pozostaje tylko ufad,

ze sa to gléwnie satelity zwiadowcze, stuzace przede
wszystkim do kontroli przestrzegania porozumien
miedzynarodowych, zwiekszajac bezpieczenstwo
poszczegdlnych panstw i catego globu.

Dzigki technikom kosmicznym przestrzen okoloziemska
pelni role unikatowego laboratorium badawczego.

Z jego mozliwosci najwiecej czerpie fizyka kosmiczna,
ktorej jednym z gléwnych zadan jest poznanie
podstawowych zjawisk fizycznych w bezposdrednio
otaczajacej Ziemie przestrzeni. Fizyka kosmiczna jest
w znacznym stopniu fizyka plazmy poddanej dzialaniu
zmiennych pdl elektrycznych i magnetycznych.
Specyfika plazmy kosmicznej, w odréznieniu od



typowej sytuacji laboratoryjnej, jest brak §cianek
Lnaczynia” niszczacych samoistne procesy plazmowe,
oraz olbrzymie rozmiary, a zatem stosunkowo dlugie
skale czasowe charakterystycznych proceséw. Dzieki
temu w laboratorium kosmicznym mozna prowadzié
badania i eksperymenty absolutnie niewykonalne

w warunkach ziemskich.

Innymi obszarami wykorzystania laboratorium
kosmicznego sa: inZynieria materialowa oraz

biologia i medycyna kosmiczna. Prace w tych
dziedzinach prowadzone sa niemal od samego
poczatku dziatalnoéci cztowieka w przestrzeni
pozaziemskiej, w szczegdlnosci nalezaly do gléwnych
punktéw programéw pierwszych okoloziemskich
lotéw zalogowych, a nastepnie prac prowadzonych

w stacjach orbitalnych (w latach 70. radzieckie

stacje Salut i amerykanski Skylab, rosyjski Mir

w latach 1986-1999). Od 1998 r. powstaje na orbicie
okotoziemskiej miedzynarodowa stacja kosmiczna
Alfa. Warto tu wspomnie¢ o dokonaniach polskiego
astronauty Mirostawa Hermaszewskiego, ktéry na
przelomie czerwca i lipca 1978 r. spedzil kilka dni na
poktadzie Saluta 6. Chociaz jego lot zostal naduzyty
propagandowo dla doraznych celéw politycznych i dzis
z tego pewnie powodu odchodzi raczej w niepamied,
to jednak nie nalezy zapominaé, ze umozliwit
polskim naukowcom wykonanie kilku interesujacych
eksperymentdéw. Do najciekawszych nalezalo
zbadanie, jak w warunkach mikrograwitacji przebiega
proces krystalizacji z fazy cieklej pewnego typu
potprzewodnikéw. Zachodzaca w warunkach ziemskich
konwekcja utrudnia otrzymanie jednorodnych stopéw
takich pélprzewodnikéw, a ich jako$é i wlasnosci
fizyczne zaleza wlaénie od jednorodnodci materiatu.

Najbardziej spektakularne osiagniecia w badaniach
kosmicznych przyniosto sondowanie Ukladu
Stonecznego. Obiekty zbudowane przez czlowieka
dotarly juz do wszystkich planet z wyjatkiem
Plutona. Przelatywaly tez przez glowy i warkocze
komet oraz zblizaly sie do planetoid. Pierwsze

sondy migdzyplanetarne kierowano, oczywidcie,

ku Ksiezycowi. Rywalizacja miedzy dwczesnymi
mocarstwami w jego zdobywaniu doprowadzila

do tego, ze juz w 1969 r., czyli zaledwie 12 lat po
wystrzeleniu pierwszego sztucznego satelity Ziemi,
czltowiek stanal na powierzchni Ksiezyca, a na

dalsze osiagniecia nie trzeba bylo dlugo czekaé.

W latach 70. zobaczylidémy np. pierwsze zdjecia
powierzchni najblizszych planet — Wenus i Marsa

~ wykonane z pokladu sond, ktére na nich lagodnie
ladowaly (radzieckie Wenery na Wenus i amerykanskie
Vikingi na Marsie). Dzigki pracy tych i wielu

innych sond zostal zwielokrotniony zaséb wiedzy

o Wenus i Marsie oraz rozwiane falszywe wyobrazenia
i koncepcje zwigzane np. ze stynnymi dawniej
kanatami marsjanskimi. W tym tez czasie nastapily
pierwsze przeloty sond kosmicznych kolo najwiekszych
planet Ukladu Stonecznego. W grudniu 1973 r. zblizyl
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sie do Jowisza Pioneer 10, a rok péiniej przeleciata
kolo niego bliZniacza sonda Pioneer 11, ktéra
nastepnie dotarta do Saturna, mijajac go we
wrzesniu 1979 r. Dzieki tym misjom odkryto np.
pasy radiacyjne wokét Jowisza i poznano szczegély
jego rozleglej magnetosfery, a takze zaktualizowano
wartosci mas planet i ich ksiezycéw. Byly one jednak
dopiero wstepem do jednego z najwickszych osiagnieé
w ramach eksploracji przestrzeni kosmicznej, jakim
jest niewatpliwie lot dwéch sond Voyager.

Niezwyklos¢ misji Voyager bierze sie nie tylko

z dostarczenia przez obie sondy ogromu informacji

o wszystkich czterech wielkich planetach, lecz takze
stad, ze opusciwszy juz Uklad Sloneczny sa ciagle
czynne i by¢ moze za kilka lat doniosa o przekroczeniu
granicy heliosfery. Byloby to bezposrednim
potwierdzeniem wielu dociekan teoretycznych
dotyczacych obszaru dominacji plazmy wiatru
stonecznego nad plazma os$rodka miedzygwiazdowego.
Sondy Voyager zostaly wystrzelone z Ziemi w 1977 r.
Przez uklad Jowisza przelecialy w 1979 r., odkrywajac
m.in. pier§cienie Jowisza i aktywno$é wulkaniczna
ksiezyca lo. Voyager 1, po przelocie kolo Saturna

w 1980 r., jest obecnie najodleglejsza sonda kosmiczna
— we wrzesniu 1999 r., czyli w 22 lata po swym starcie,
znajdowal sie w odleglosci ponad 75 j.a. od Stonica.
Voyager 2 zblizyl si¢ do Saturna w 1981 r., a nastepnie
do najdalszych planet Ukladu Slonecznego: Urana

w 1986 r. i Neptuna w 1989 r. Ogromna czgséé

tego, co dzi§ wiadomo o tych odleglych olbrzymach
planetarnych, jest zashuga tej wlasnie sondy.

Po sukcesach misji Voyager kolejne radykalne
wzbogacenie wiedzy o Jowiszu i jego ksiezycach
nastapilo w drugiej polowie lat 90. za sprawa sondy
Galileo, ktéra od grudnia 1995 r. jest sztucznym
satelita najwiekszej planety. Jej zawdzieczamy m.in.
odkrycie oceanu ptynnej wody pod niezbyt gruba
skorupa lodowa na powierzchni satelity Jowisza

o nazwie Europa, dzieki czemu ksiezyc ten stal sie
drugim po Marsie obiektem Ukladu Stonecznego,

na ktérym — by¢ moze — warto poszukiwaé Zycia.
Dalszego wzbogacenia wiedzy o Saturnie oraz

jego pierécieniach i ksiezycach oczekuje sie po

r. 2004, w ktérym doleci do tej planety i stanie sie
jej sztucznym satelita sonda Cassini wystrzelona

w pazdzierniku 1997 r. Ostatnie dziesieciolecie
przynioslo tez znaczne poglebienie znajomosci
blizszych Ziemi planet. Z pokladu sztucznego satelity
Wenus o nazwie Magellan wykonano w latach
1990-1993 pomiary radarowe, ktére umozliwity
opracowanie mapy calej powierzchni tej planety,
niewidocznej z powodu spowijajacej ja stale grubej
warstwy chmur. Z kolei krazaca wokél Marsa od
1997 r. sonda Mars Global Surveyor dostarcza zdjeé
powierzchni czerwonej planety, z ktérych tworzona
jest szczegdlowa mapa Marsa. Program ten jest juz
nawet odczytywany jako poczatek przygotowan do lotu
cztowieka na Marsa, choé przebiega nie bez przykrych



porazek, jak np. niedawne fiasko misji Mars
Surveyor "98.

Rosnace zainteresowanie malymi cialami Uktadu
Stonecznego wynika przede wszystkim ze zrozumienia,
ze komety i planetoidy sa pozostaloSciami materii,

z ktérej powstal Uktad Stoneczny, zawieraja wiec
informacje o naszej przeszlosci. Pierwszego przelotu
przez warkocz komety Giacobiniego—Zinnera,

w odleglosci okolo 8000 km od jadra, dokonala we
wrzesniu 1985 r. sonda ICE (ang. International
Cometary Ezplorer). W marcu 1986 r. cala flotylla
sond kosmicznych dokonala obserwacji ze stosunkowo
niewielkiej odleglosci oraz przeprowadzila badania

mn situ stynnej komety Halleya, ktéra wtedy wlasnie
znowu byla w poblizu Stonca. Najglebszego zanurzenia
si¢ w glowe komety dokonata zachodnioeuropejska
sonda Giotto, ktéra mineta jadro w odleglosci

okoto 600 km z predkoscia 68 km/s. Najbardziej
spektakularnym rezultatem byto uzyskanie

obrazu jadra komety Halleya, gdyz dotychczas

nie tylko nie dalo sie zobaczy¢ zadnego jadra
kometarnego, ale nawet nie bardzo bylo wiadomo,

czy stanowia one jedna bryle materii. W 1992 r.
sonda Giotto przeleciala jeszcze przez glowe komety
Grigga—Skjellerupa, dostarczajac ciekawych informacji
o emisji gazu i pylu z jej jadra oraz o strukturze jego
otoczenia plazmowego.

Pierwsze obrazy planetoid z bliska przekazala

sonda Galileo. Po starcie z Ziemi w 1989 r., zanim
osiagnela Jowisza w koncu 1995 r., zblizyla sie

w pazdzierniku 1991 r. do Gaspry i w sierpniu 1993 r.
do Idy. Wykonane przez nia zdjecia Idy ujawnity
obecnos¢ satelity tej planetoidy, co bylo pierwszym
obserwacyjnym potwierdzeniem przypuszczenia,

ze niektére mate planety moga mie¢ ksiezyce. Pierwsza
sondg przeznaczona do badan planetoid jest NEAR
(ang. Near Earth Asteroid Rendezvous) wystrzelona

w lutym 1996 r. Wprawdzie jej celem jest Eros, ale
juz w czerwecu 1997 r. przeleciala kolo Matyldy, ktérej
osobliwoscia okazala sie jej gestoéé, znacznie mniejsza
niz innych planetoid. W lipcu 1999 r. w odlegloéci
zaledwie kilku kilometréw od powierzchni malenkiej
planetoidy Braille przeleciala sonda Deep Space 1,
ktéra w 2001 r. ma sie jeszcze zblizyé do dwéch komet.
Planowane sa nastepne misje do komet i planetoid.

Dzis sondy kosmiczne penetruja wprawdzie

niemal caly Uklad Sloneczny, jednak dalsze
obszary Wszechswiata pozostaja niedostepne dla
tej metody badawczej i astronomia opiera sie
nadal wylacznie na obserwacjach. Dzieki jednak
wyniesieniu instrumentéw astronomicznych poza
atmosfere ziemska astronomia zyskala moznoéé
sledzenia promieniowania cial niebieskich w calym
zakresie widma elektromagnetycznego. Obserwacje
prowadzone z orbity okoloziemskiej wolne sa
ponadto od najrozmaitszych zaklécenn powodowanych
przez atmosfere. Zrewolucjonizowalo to badania
astronomiczne i wrecz niewyobrazalnie rozszerzyto
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wiedze o Wszechswiecie w ciagu zaledwie kilku
ostatnich dziesiecioleci.

Pierwsze orbitalne obserwatoria astronomiczne
zostaly uruchomione w koncu lat 60. Do najbardziej
plodnych naukowo obiektéw mozna zaliczy¢ satelite
IUE (ang. International Ultraviolet Explorer)
prowadzacego w latach 1978-1996 obserwacje nieba
w nadfiolecie. Wsrod wielu satelitéw przeznaczonych
do odbioru promieniowania rentgenowskiego
szczegolnie zastuzonym wydaje sie ROSAT, ktéry
dzialal w latach 1990-1998. Przegladu calego

nieba w dalekiej podczerwieni dokonal satelita

IRAS (ang. Infrared Astronomical Satellite)

w 1983 r. Obserwacjom promieniowania z pogranicza
podczerwieni i milimetrowych fal radiowych
poswigcona byla w latach 1989-1993 misja COBE
(ang. Cosmic Background Explorer), ktérej jednym

z najwazniejszych rezultatéw bylo odkrycie anizotropii
promieniowania tta, majacej fundamentalne znaczenie
kosmologiczne. Satelita Hipparcos, dzialajac w latach
1989-1993, umozliwil opracowanie — znacznie
dokladniejszego niz dotychczasowe — katalogu
pozycji, ruchéw wlasnych i jasnosci 1,2 mln gwiazd,
na ktérego podstawie m.in. stwierdzono, ze skala
odleglosci obserwowalnego Wszech$wiata jest mniej
wiecej 10% wieksza, niz dotychczas sadzono. Nie
mozna wreszcie nie wspomnie¢ o najdoskonalszym
chyba narzedziu wspdélczesnej astronomii, jakim

jest Teleskop Kosmiczny Hubble’a. Umieszczony

na orbicie okoloziemskiej w 1990 r. wstawil sie
wieloma odkryciami i dostarczyl ogromnie duzo
cennych obserwacji najrozmaitszych obiektéw. Jest
pierwszym instrumentem powstajacego w przestrzeni
kosmicznej wielkiego obserwatorium astronomicznego
— drugim jest teleskop promieniowania gamma

im. Comptona uruchomiony w 1991 r., a trzecim
teleskop rentgenowski Chandra wystrzelony w 1999 r.

Na zakonczenie trzeba spytac, czy to wszystko
uzasadnia tytulowa teze tego artykulu. Zastanawiajac
sie nad odpowiedzia, warto jeszcze zdac sobie
sprawe z tego, ze w badaniach kosmicznych upatruje
sie dzi$ jeden z podstawowych mechanizméw
postepu cywilizacyjnego. Poczatkowo — podobnie
jak w przeszlosci, kiedy sila napedowa rozwoju
techniki byly gléwnie wojny — tym, co przede
wszystkim prowadzilo do spektakularnych osiggnieé
w tzw. podboju Kosmosu, byla rywalizacja miedzy
dwoma mocarstwami — Stanami Zjednoczonymi
Ameryki Pélnocnej i Zwiazkiem Socjalistycznych
Republik Radzieckich — stanowiaca istotny element
6wcezesnych rozgrywek politycznych. Przy koficu

XX wieku, gdy drugie z wymienionych mocarstw juz
nie istnieje, a rywalizacja przeradza sie powoli we
wspolprace, eksploracja przestrzeni kosmicznej coraz
wyrazniej przejmuje role kluczowego stymulatora
wzrostu gospodarczego oraz staje sie najbardziej
plodnym obszarem narodzin nowych technologii

i postepu wielu kierunkéw nauki i techniki.
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Patrz w niebo

Obecnos¢ uktadéw planetarnych przy wielu gwiazdach nie jest juz w dzisiejszych
czasach zadna rewelacja. Zreszta juz np. obserwacje Syriusza, przeprowadzone

w latach 1850-1920, wykazaly, ze ma on satelite. Okazala sie nim wprawdzie

nie planeta, lecz druga gwiazda, bialy karzel, Syriusz B, ale idea obserwacji jest
do dzis ta sama. Obserwuje sie mianowicie okresowe zmiany polozenia gwiazdy
(jezeli lezy ona dostatecznie blisko) lub okresowe zmiany predkosci radialnej,
gdy wskutek duzej odleglodci tylko one sa mierzalne. W ciagu ostatniego stulecia
mocno zmienily si¢ techniki obserwacyjne i wykorzystujac zjawisko Dopplera,
mozna mierzy¢ predkodci radialne z dokladnoscia metréw na sekunde.

Nic wiec dziwnego, ze z pomiaréw takich mozna wydedukowaé nie tylko sam
fakt posiadania satelity (planety) przez gwiazde, lecz takze ksztalt orbity
niewidocznej planety. Regularny sinusoidalny przebieg zmian predkosci

radialnej gwiazdy dowodzi, oczywiscie, ze planeta obiega ja po orbicie kolowej,
a generalnie z przebiegu predkosci radialnej mozna wyliczy¢ mimosréd

orbity planety. Skoro planety, jak sie obecnie przyjmuje, powstaja w wyniku
kondensowania sie resztek mglawicy dajacej poczatek gwiezdzie, to dzialajace
przez diugi czas w takiej mglawicy opory osrodka powinny nadaé¢ mlodym
planetom orbity zblizone do kolowych — co obserwujemy w naszym Uktadzie
Slonecznym. Tymczasem odkrywa sie rowniez planety na orbitach o duzych
mimosrodach, np. przy 70 Virginis, HD 114762 lub 16 Cygni B. W tym ostatnim
przypadku mimosrod orbity oceniono na 0,69, co przy znajomosci innych jeszcze
parametréw ukladu $wiadczy, ze odleglosé planety od gwiazdy zmienia sie

w granicach od 84 do 425 mln km.

Jako przyczyne powstania silnie eliptycznych orbit rozwaza sie bliskie spotkania
planet w formujacym sie ukladzie planetarnym. Sprawa jednak nie jest

prosta, gdyz wydaje sie, ze w wyniku pojedynczego spotkania jedna planeta

nie moze przekazac¢ drugiej tyle momentu pedu, by ta ostatnia przeszla na

orbite ,kometarna”. Z innych mozliwosci rozwaza sie wiec — na razie dosé
ogolnikowo — spotkanie z planeta o orbicie lezacej w innej plaszczyZnie, spotkanie
z dwiema planetami niemal na raz, czy wreszcie uzyskanie momentu pedu juz na
wezesnym etapie zycia ukladu planetarnego od szybko rotujacej protogwiazdy.
Nikt zreszta nie twierdzil, ze nie moze by¢ wielu przyczyn eliptycznosci orbit. Na

dzien dzisiejszy problem pozostaje otwarty.
Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory Droga Mleczna rozciaga sie od wschodu do zachodu

i przechodzi prawie przez zenit. Widaé¢ w niej (cho¢by przez lornetke) mnéstwo
otwartych gromad gwiazd. Sa to dosé¢ luzne zgrupowania gwiazd o jednakowym
wieku i sktadzie chemicznym, a rézniacych sie tylko masa. Gromady te sa
ponadto bardzo mlode w skali kosmicznej i nietrwale. Przyczyna tej nietrwalosci
jest pole grawitacyjne calej Galaktyki, ktore kaze réznym czesciom gromady
obiegaé¢ centrum Galaktyki w réznym tempie. Gromada stopniowo ulega

wtedy rozciggnieciu i jako zbyt slabo zwigzana wlasng grawitacja rozprasza

si¢ po uplywie kilku milionéw lat — cho¢ sa tez znacznie trwalsze. Wiasnie
teraz w poblizu zenitu widaé¢ golym okiem pare pieknych gromad otwartych
oznaczonych jako h i x Perseusza. Oczywiscie, jeszcze piekniej widaé je przez
mala lunete czy nawet lornetke.

Wenus jest w Strzelcu i $wieci jasno po zachodzie Storica, a Mars w Pannie
i wschodzi dopiero po pélmocy. Jowisz 1 Saturn sa w Byku i obie planety
widaé przez cala noc; dokladniej — Saturn 19 XI, a Jowisz 28 XI znajduje
sie w opozycji do Slonca, czyli w przeciwnej niz Slorice stronie nieba. Pelnia
Ksiezyca wypada 11 XI, a néw 25 XL Zadnych zakry¢ jasnych gwiazd

w listopadzie nie ma.

T.K.
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BB Tomrnes
limatins

przyjmuje postaé¢ 0 - Isoo0 = 0, a z tego, niestety, niczego
wywnioskowaé sie nie da.

Dla n = 2000 poprawne rozwiazanie zadania wyglada

nastepujaco:
2w 2
#n— 00 / sin® 2000zdz = f 1_iz‘l@o—"’”dx -
0 0
MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (23) ¢ sin4000z |
Wyjasnienie oszustwa (23): Przedstawiony rachunek jest 2 8000 |,
prawie poprawny. Zawodzi tylko dla n = 2000, kiedy to
réwnosc Zatem o i 2000
L I":{ dlzzfmod
1000000 " " S JWR
GRY (17)

Dokonanie pelnej analizy gry KREGLE prowadzi do
nastepujacej tabeli liczb Grundy’ego k(n) pozycji zlozonej
z n kregli stojacych obok siebie:

0 0 |12 4 |24 4 [36 4 |48 4 |60 4 |72 4 |84 4
A U N 25 1 |37 1 |49 1 |61 1 |73 1 |85 1
2 2 |14 2 |26 2 |38 2 |50 2|62 2 |74 2 |86 2
3 3|15 7 |27 8 |39 3 |51 8 |63 8 |75 & |87 B
4 1 |16 1 |28 5 (40 1 |52 1 |64 1 |76 1 |88 1
5 4 |17 4 |20 4 |41 4 |53 4 |65 4 |77 4 |89 4
6 3 |18 3 |30 7 |42 7 |54 7 |66 T |78 T |90 7
7 2 |19 2 |31 2 |43 2 |55 2 (67 2 |79 2 [91 2
8 1 |20 1 |32 1 |44 1 |56 1 [68 1 |8 1 |82 1
9 4 |21 4 |33 8 |45 8 |57 4 |69 8 |81 8 |93 8
10 2 |22 6 [34 6 |46 2 |58 2 |70 6 |82 2 |94 2
11 6 |23 7 |35 7 |47 7 |59 7 |71 7 |83 7 |95 7

Powyzsza tabela daje wartosci k(n) dla wszystkich liczb
calkowitych nieujemnych n. Okazuje sie bowiem, Ze

k(n + 12) = k(n) dla n > 71. Tak wigc mozemy z niej
odezytaé, ze k(1000000) = £(76) = 1.

Nietrudno zauwazy¢, ze w tabeli tej nie wystepuje (poza
n = 0) liczba 0. Fakt ten mozna wyjasni¢ w bardzo prosty
sposéb. Otéz liczba Grundy’ego 0 oznacza, ze wygrywajaca

strategiec ma gracz drugi, podczas gdy przy dodatniej
liczbie Grundy'ego wygrywa gracz rozpoczynajacy.

Jezeli zaczynamy gre KREGLE od pozycji zlozone] =
kregli ustawionych obok siebie, latwo wskazaé¢ strategie
wygrywajaca dla gracza pierwszego. W pierwszym rzucie
powinien on potoczyé kule w sam Srodek rzadku kregli.
Jedli liczba kregli jest nieparzysta, straci wowczas jeden
kregiel, jesli parzysta, dwa kregle. Tak czy owak, pozostawi
dwa rzadki kregli jednakowej licznodci. Dalsza rozgrywka
odbywa¢ sie bedzie na dwéch egzemplarzach tej samej gry.
Cokolwiek wykona gracz drugi na jednym egzemplarzu,
gracz rozpoczynajacy powtérzy na drugim. A to, jak juz
wiemy, jest gwarancja powodzenia.

Skoro tak prosto wyglada strategia w tej grze, po co nam
tabela liczb Grundy’ego? No ¢6z, mozemy by¢ postawieni
przed koniecznodcia wykonania ruchu w pozycji nie majacej
w sobie zadnej symetrii. Wyobrazmy sobie, ze stajemy do
gry KREGLE z precyzyjnie rzucajacym, ale nie znajacym
wygrywajacej strategii przeciwnikiem.

Zaczynamy od 37 kregli ustawionych w rzadku i przeciwnik
w swoim pierwszym ruchu straca szesnasty kregiel od
brzegu, pozostawiajac dwa rzedy majace 15 i 21 kregli.

QARaaaaaannt quaaaanuuttfaauu

Wygrana mamy juz w kieszeni. Wystarczy wybraé¢ jeden z trzech (lub szeiciu, jedli rozrézniamy nieistotna kolejnos¢
ustawienia skupisk kregli) wygrywajacych ruchéw prowadzacych du pozycji

10 QOO00RANTTT QOaaanmutfhaau

211 21
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LHOTnaaaaaanntt qooaannuuty  Quu

15 11 8
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