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Liczby zespolone

czterema sposobami

Suma to taki punkt, ze 0z (21 + 22)22
jest réwnoleglobokiem; iloczyn to taki
punkt, ze tréjkaty 01z i Ozz2(21 - 22) sa
podobne i maja te sama orientacje.

Liczba (r, ¢) ma, jak latwo zauwazyé
wspolrzedne kartezjanskie r(cose, sing).

Jezeli okreslimy dodawanie i mnozenie punktéw plaszczyzny, z wyréznionymi
punktami 0 i 1, w sposéb przedstawiony na rysunku, to otrzymamy liczby
zespolone. Ten szybki, jasny sposéb wprowadzenia liczb zespolonych — zwany
geometrycznym — okazal sie jednak malo praktyczny.

Spéjrzmy teraz na te liczby inaczej, jak na wektory o poczatku w 0. Poniewaz
wszystkie maja ten sam poczatek, wiec bedziemy je nazywaé tak jak ich

konce. Kazdy z nich moze by¢ uzyskany z wektora 1 za pomoca podobienstwa
spiralnego o érodku 0 (podobienistwo spiralne to zlozenie jednokladnosci i obrotu
o tym samym $érodku; jedynie wtedy obojetna jest kolejnos¢ wykonywania

tych przeksztalcen). Dodawanie liczb zespolonych w tej postaci — nazwijmy ja
wektorowq — to skladanie przesunie¢ odpowiadajacych skladnikom, natomiast
mnozenie to sktadanie podobienstw spiralnych (prosze na rysunku sprawdzic,

7e wektor 1 przy wykonaniu podobienistw spiralnych, odpowiadajacych z; i 22,
stanie sie wektorem (21 - 22)).

Takie ujecie liczb zespolonych pozwala zauwazy¢, ze kazda z nich jest okreslona
przez liczbe r méwiaca, ile razy musial si¢ przedtuzy¢ wektor 1, aby ja otrzymac
i liczbe ¢ méwiaca, o jaki kat wektor 1 musial sie obréci¢. Pierwsza z tych

liczb nazywamy modutem liczby zespolonej, a druga argumentem. Jezeli
przedstawimy liczbe zespolona w postaci (r, ¢), to — wobec powyzszych uwag

— wzdér na mnozenie bedzie wygladal tak:

(r1, #1) - (r2, @2) = (r1-72, 1+ p2).
Przetlumaczenie tego na zwykle wspélrzedne kartezjaniskie daje (bez
rachunkéw!) wzér zwany nazwiskiem de Moivre'a
r1(cos 01, siny) - Ta(cos pa, sin@z) = (r1 - 72) (cos(pr + p2), sin(1 +92)),
co tatwo sie uogélnia na wzory méwiace o potggowaniu i pierwiastkowaniu liczb
zespolonych.
Trzecia postaé liczb zespolonych to przedstawienie ich bezposrednio za pomoca
wspbtrzednych kartezjanskich. Dodawanie ma wéwcezas bardzo prosta postaé
(a,b) +(c, d) = (a+ ¢, b+d),
bo tak sie przeciez dodaje wektory. Natomiast wzér de Moivre’a pozwala
zobaczy¢, 7e i wzér na mnozenie nie jest wiele bardziej skomplikowany:
(a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc).
Oto uzasadniajacy to rachunek: jedli (a, b) = (r1 cos 1, 71siny),
a (¢, d) = (racos gz, r2s8in pa), to

(a,b) - (¢,d) = (r1cospy, risin ©1) - (r2 co8 2, rasinps) = ({1 - 7o) cos(1 + @2), (r1-r2)sin(pr + P2)) =

= (ry-r2) (cos (P COS P — SiN ] Sin o, €OSs 1 8in s + sin g cos (pg) =

=(r1 cOS 1 * T2 COS P2 — T1 8iN ) - P2 SIN P2, T1COS Py - T28iN P2 + T1SiN P - Ty COS ¢2) = (ac — bd, ad + bc).

Gdy z = (a, b), uzywane s3 tez oznaczenia
Rez=a,Imz=0.

Oczywiicie mozna te sposoby mieszaé.
Czesto zapisuje sie np. liczby w postaci
algebraicznej za pomoca modulu

i argumentu

r(cos @ + ising).
Jest to szczegdlnie wygodne, poniewaz
e’ = cosp +ising,

ale to juz postaé z zupelnie innej bajki.

Mozna uczynié¢ teraz dwie obserwacje. Pierwsza to ta, ze kazda liczba zespolona
da sie przedstawi¢ jako
(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1).

Zauwazmy, ze (1,0) to po prostu 1 — kazdy moze sprawdzi¢, jak sig przez (1, 0)
mnozy. Natomiast

(0,1)’=(0:-0-1-1,0-1+1-0)=(-1,0),
co jest zwykla minus jedynka, co tez mozna sprawdzi¢ mnozac. Liczba (0, 1)
jest oznaczana przez i (od imaginarius), nazywana jednostkq urojong i stanowi
wielka tajemnice dla réznego rodzaju filozoféw (bo jak to mozliwe, aby kwadrat
byt ujemny. .. ). Tak algebraicznie ujete liczby zespolone to sumy a + b, gdzie
a i b to liczby rzeczywiste. Rachunki na nich przeprowadza si¢ tak jak na
wielomianach, pamietajac zawsze, ze i = —1. Na przyklad wzér na mnozenie
wyprowadza sie przy tej interpretacji tak:

(a+1ib) - (c+id) = ac + aid + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + be).
Jest to najstarszy i najczeéciej stosowany sposéb uzywania liczb zespolonych.

Marek KORDOS



Rys. 1. Rzut stereograficzny.

Punktowi A przypisujemy punkt A’.
Obrazem prostej AB jest okrag na sferze
przechodzacy przez punkty A’, B' oraz
biegun pélnocny (oo).

Rys. 2. Obracamy miske i reutujemy.

Przeksztalcenie tozsamoéciowe jest
homografia. Przeksztalcenie odwrotne
do homeografii oraz zlozenie dwéch
homografii tez jest homografia.
Homografie tworza zatem grupe
odwzorowan plaszczyzny domknietej
na siebie. Grupa odwzorowan ,zwyklej
plaszczyzny” na siebie jest grupa
przeksztalcen liniowych.

krzywa
daje sig Sciagnaé
do punktu

krzywa si¢ ,,zaczepia”
1 nie mozna jej $ciagnac
do punktu

Rys. 3. Przyklad obszaru jednospdjnego
(a) i obszaru, ktéry taki nie jest (b).

Homografie
i przeksztalcenia wiernokatne

Witold SADOWSKI

Odwzorowaé péiplaszczyzne w kolo. I to tak, by katy pomiedzy dowolnymi
krzywymi na pélplaszczyznie i ich obrazami w kole byly takie same. . .

Latwo powiedzie¢! Ale czy to w ogéle mozliwe? Jak zmiescié nieograniczona
péiplaszczyzne w malenkim kole? I jeszcze nie powyginaé katéw?! To jakies
magiczne sztuczki. .. Ale sprébujemy. Postawmy najpierw na plaszczyznie
sfere i zrzutujmy cala plaszczyzne na sfere tak, jak pokazuje rysunek 1. Nasza
pélplaszczyzna przejdzie na ,miske” ustawiona pionowo. Gdybyémy teraz te
»miske” ustawili poziomo (rys. 2), a potem zrzutowali w druga strone (ze sfery
na plaszczyzng), to otrzymalibyémy wnetrze kola. Byé moze znalezlismy wiec
to odwzorowanie, o ktére chodzi, o ile przy rzutowaniu na sfere (i ze sfery) katy
miedzy krzywymi zostaly zachowane.

Na szczgscie jest tak w istocie, co mozna do$¢ Zmudnie, ale nietrudno wykazadé.
Wiemy zatem, jak mozna odwzorowaé pélplaszczyzne w kolo, ale wzoru na

to przeksztalcenie jak nie mieliémy, tak nie mamy. Czas zatem go poszukaé.
Moglibysmy, oczywiscie, sprébowa¢ zapisa¢ formalnie to, co powiedzielismy
dotad, ale p6jdZzmy inng droga. Wykorzystamy fakt, ze dowolnemu punktowi
plaszczyzny odpowiada liczba zespolona. Zauwazmy najpierw, ze przy
rzutowaniu na sferg obrazem plaszczyzny byla sfera bez punktu (bez bieguna
péinocnego). Dodajmy ten punkt do sfery, co odpowiadaé bedzie dodaniu

do plaszczyzny punktu co. Otrzymamy tzw. plaszczyzne domknieta. (Taka
plaszczyzna jest dla nas wygodniejsza, gdyz prosta y = 0 z dotaczonym
punktem oo, jako brzeg gérnej péiplaszczyzny, przejéé ma teraz na brzeg kota,
czyli okrag.)

Zastanéwmy sie, jakie moga by¢ najprostsze i ,najprzyzwoitsze” przeksztalcenia
na plaszczyznie domknietej? Na ,zwyklej plaszezyznie” wiadomo: liniowe az + b.
A na domknietej mozna jeszcze ,swobodnie” przechodzié¢ na punkt co, wiec
przeksztalcenie % tez jest niczego sobie. Ogdlnie rzecz biorgc interesowaé nas
beda przeksztalcenia postaci gf}_%, gdzie ad — bc # 0 (po co ten warunek?),

a, b, c,d — liczby zespolone. Nazywaja sie one homografiami. Jak widaé ze

wzoru, homografia powstaje ze zlozenia trzech przeksztalcen: najpierw mamy
przeksztalcenie liniowe w = cz + d, potem wykonujemy tzw. inwersje s = %,

a na koniec znéw przeksztalcenie liniowe As + B, ktérego wspétczynniki A

i B Czytelnik z latwoscia wyliczy. Poniewaz przeksztalcenie liniowe az + b to
zlozenie podobiefistwa spiralnego wyznaczonego przez liczbe a (patrz str. 1)

z przesunigciem o wektor b, wiec przy tym przeksztalceniu katy pozostaja bez
zmian. Mozna réwniez wykazaé, ze inwersja —i- zachowuje katy miedzy krzywymi,
skad latwo juz dostrzec, ze takze dowolna homografia jest przeksztalceniem
wiernokatnym (zachowujacym katy miedzy krzywymi). Podobnie jak rzut
stereograficzny (rys. 1) homografie zamieniaja proste w proste (ewentualnie

w okregi) oraz okregi w okregi (ewentualnie w proste). Skorzystajmy z tej
wlasnoéci i wybierzmy trzy rézne punkty prostej y = 0 (np. —1, 0 oraz 1),
»hakazujac im” przejscie w trzy rézne punkty okregu jednostkowego (np.
odpowiednio w i, —1, —i). Otrzymamy w ten sposéb trzy latwe réwnania,

z ktérych natychmiast wyliczymy wzér homografii j—;: Poniewaz prosta

y = 0 (z dolaczonym punktem oo) jest brzegiem zaréwno dolnej, jak i gérnej
polplaszczyzny, wystarczy teraz tylko sprawdzié, czy dowolny punkt z wnetrza
gérne]j pélplaszczyzny (np. i) znajdzie sie we wnetrzu kota. Latwo spostrzec,

ze jest tak w istocie. W ten sposéb okazuje sie ostatecznie, ze wzér naszego
przeksztalcenia ma wyjatkowo prosta postaé, gdy uzyjemy do jego wyrazenia,
liczb zespolonych. Mozna zaproponowaé Czytelnikowi wyrazenie tego wzoru za
pomoca wspélrzednych rzeczywistych i rozstrzygniecie, czy réwniez ,rzeczywisty
wzor” jest ,najprostszy z mozliwych”.
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Na koniec warto zauwazy¢, ze homografie to, oczywiscie, nie jedyne

[ 0

przeksztalcenia wiernokatne. Nietrudno bowiem spostrzec, ze jedli funkcja ma

w danym obszarze rézna od zera pochodna, to jest wiernokatna: przybliza sie
przeciez w malym otoczeniu danego punktu przez przeksztalcenie liniowe, ktére
— jak stwierdziliémy wczeéniej — zachowuje katy. Skoro zatem funkcji takich jest
doéé¢ duzo, to moze i obszaréw, ktére mozna wiernokatnie odwzorowaé w koto
jednostkowe, jest wiele? Moze gérna péiplaszczyzna nie byla pod tym wzgledem
wyjatkowa? Odpowiedz na to pytanie daje twierdzenie Riemanna. Okazuje sie,

7e kazdy obszar jednospéjny, czyli taki, w ktérym kazda krzywa zamknieta da

Rys. 4. Pas naciety wzdluz pélprostej
czy tez soczewke moina wiernokatnie
odwzorowaé w kolo.

sie éciagnaé¢ do punktu (patrz rys. 3) i ktérego brzeg sklada si¢ z wigcej niz
jednego punktu, mozna wiernokatnie odwzorowa¢ w koto jednostkowe.

———%

Choé to moze byé zaskakujace, liczb rzeczywistych nie
da sie arytmetycznie (a wiec za pomoca dodawania,
odejmowania, mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania
dowolnego naturalnego stopnia) wyrézni¢ wérod

liczb zespolonych. Oznacza to, ze nie ma takiego
wyrazenia arytmetycznego, ktére spelnione byloby
przez liczby zespolone, bedace liczbami rzeczywistymi
i tylko przez te liczby. Aby mozna bylo liczby
rzeczywiste zdefiniowaé, potrzebne sa jakie$ srodki
niearytmetyczne — np. sprzezenie, ktore kazdej liczbie
zespolonej z przyporzadkowuje liczbe zespolong z

Fs——¢

{
T

majaca te sama czes¢ rzeczywista co z, ale przeciwna
cze$é urojong. Dowdd tego faktu jest (jak dowdd
kazdej niemoznoéci) doéé¢ technicznie skomplikowany.
Polega on na wskazaniu takiego automorfizmu

(czyli przeksztalcenia zachowujacego wymienione
wyzej dzialania arytmetyczne) liczb zespolonych,
ktéry miesza liczby rzeczywiste z innymi liczbami
zespolonymi. Skomplikowana jest wlasnie konstrukcja
takiego automorfizmu: dla dociekliwych mozna podac,
ze konieczny jest tu (podobnie jak do bazy Hamela)
pewnik wyboru.

il A

i Zadania

! 1

| S

Redaguje Eukasz WIECHECKI

M 931. Przez érodek n-kata foremnego poprowadzono prosta I, a nastepnie
obliczono sume S kwadratéw odleglosci wierzcholkéw n-kata od tej proste;j.

Udowodnié, ze S nie zalezy od wyboru [.
Rozwigzanie na str. 13

M 932. Niech A; A3 A3 A4 bedzie czworokatem wypuklym. Udowodnié,

ze A1 Ag * A2A4 < A1A2 . A3A4 + A2A3 . A1A4, Przy Cczym réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie mozna opisa¢ okrag.

Rozwiazanie na str. 5

M 933. Wierzcholki kazdego z dwéch tréjkatéw réwnobocznych na plaszczyznie
ponumerowano liczbami 1, 2, 3 przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara,
a nastepnie wierzchotki o tych samych numerach polaczono odcinkami.
Udowodnié, ze érodki trzech otrzymanych w ten sposéb odcinkéw tworza tréjkat

Rys. 1

réwnoboczny (byé moze zdegenerowany do punktu).
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Fwa CZUCHRY

1
Impedancja kondensatora o pojemnosci C jest réwna Con’ a cewki
wi
o indukcyjnoéci L: Lwi, gdzie w jest czesto$cia pradu zmiennego w obwodzie.

Impedancja opornika jest réwna jego oporowi.

Rys. 2

3

F 533. Znalez¢ impedancje obwodu przedstawionego na rysunku 1.
Rozwigzanie na str. 9

F 534. Czy mozna tak dobraé wartoéci oporéw R; i Rz (rys. 2), aby impedancja
przedstawionego obwodu byla rzeczywista dla calego zakresu czestosci?
Rozwigzanie na str. 16



Metoda Newtona, iteracje i fraktale

Anna ZDUNIK

»Rzeczywista” metoda Newtona.
Tym razem w jest wielomianem

o wspélezynnikach rzeczywistych,

a z, jest jednokrotnym pierwiastkiem
tego wielomianu. Wybieramy punkt
startowy zg. Okredlamy ciag z,:
w(zn)
w'(zn)
w punkcie z, rysujemy styczna do
wykresu, z,41 jest punktem przecigcia
tej stycznej z osiag z. Jedli tylko

punkt startowy zp jest dostatecznie
blisko z., to ciag z, na pewno jest
zbiegny do z. i to bardzo szybko. Niech

Intl = Tn — Inaczej moéwiac:

w(z)
g(z) =z — w'(2) - Weedy zny1 = g(2n)-
Zauwazmy, ze g(z.) = z. i g'(z.) = 0.

Metoda Newtona polega wiec na
iterowaniu (skladaniu) funkeji g. Jedli
w jest wielomianem, to g jest funkcja
wymierng. Metoda Newtona stosuje sie
oczywiscie nie tylko do wielomiandw!

v/ L. Carnot byt nieufny wobec ,hierogliféw analizy”.
Jako przyklad niebezpieczenstw plynacych z ich uzycia
podawal taki ,zespolony” rachunek: —a = /—a+\/—a =

Va2 = a.

v Holomorficznej funkcji f = u + iv odpowiada
pole wektorowe [u, —v] opisujace pozbawiony wiréw

przeplyw niescisliwej cieczy.

Rozwazmy wielomian p(z) = 22 + 1. Oczywiscie, nie istnieje taka liczba
rzeczywista z, ze p(z) = 0. Ale w liczbach zespolonych to réwnanie ma dwa
rozwigzania. Sa to: i oraz —i. Przewaga liczb zespolonych nad rzeczywistymi
polega na tym, ze kazdy wielomian

T-U(Z) =a,z" + {lﬂ_lzn_l +...+a1z+ag
(wspétczynniki a; moga by¢ zespolone) ma doktadnie n pierwiastkéw
zespolonych (liczac z krotno$ciami) — zob. str. 8.

Wezmy wielomian w(z) stopnia n i zalézmy (dla uproszczenia), ze ma doktadnie
n réznych pierwiastkéw. Mozna teraz prébowaé znaleZé pierwiastki wielomianu
za pomocy jakiej$ znanej metody iteracyjnej. Z praktyki ,rzeczywistej” znamy
metode stycznych Newtona (rysunek).

Spréobujmy przenie$¢ ja na ,grunt zespolony”.

Wzdr iteracji juz mamy; trzeba znowu wziaé punkt startowy zp i wyliczaé
kolejne z, wedlug wzoru

w(zy)

wi(z,]"

Trzeba tylko umieé wykonywaé cztery dzialania na liczbach zespolonych

i powiedzie¢, czym jest pochodna w’ (w sensie zespolonym) naszego wielomianu.
Cazytelnik zgodzi sie na pewno, ze jesli tylko istnieje (a istnieje) dobrze
zdefiniowany sposéb rézniczkowania w sensie zespolonym (patrz str. 10), to
pochodna naszego wielomianu powinien byé wielomian

w'(2) =napz" 1+ (n—1)a,_12" 1 +... foas

Zn+l = Zn —

Okazuje sie, ze (tak jak w metodzie ,rzeczywiste]”) jesli punkt startowy zo

jest dostatecznie blisko (na plaszczyznie) pierwiastka wielomianu z., to ciag
punktéw plaszczyzny (czyli liczb zespolonych) z, zbliza sie do z,. A jedli nie jest
dostatecznie blisko?

Powiemy, ze metoda Newtona dziala w punkcie startowym zg, jesli ciag
20y Z1y+ -y 2n - - -, OkreSlony powyzej, jest zbiezny do ktéregos pierwiastka naszego
wielomianu.

Dla kazdego wielomianu jest wiele punktéw, w ktérych metoda Newtona

na pewno nie dziala. Pouczajacy przyklad: w(z) = 2% + 1, co bedzie, jeéli
wybierzemy zp € R? Poza tym zdarza sie, ze otrzymujemy we wzorze klopotliwe
dzielenie przez zero, wtedy metoda tez ,nie dziala”.

Mozemy teraz spytaé, jak w takim razie dla ustalonego wielomianu w wyglada
podzial calej plaszczyzny na n + 1 czesci: do pierwszej zaliczymy te punkty
startowe, dla ktérych metoda Newtona nie dziala; kazda z pozostalych n czedci
sktada sie z punktéw startowych dajacych w granicy jeden z n pierwiastkéw
naszego wielomianu w.

Pozostawie dociekliwemu Czytelnikowi odgadniecie, jak wyglada ten podzial
np. dla wielomianu z? + 1. Prawdziwy galimatias zaczyna sie i tak dopiero
od n = 3. A fraktale? Prosze spojrze¢ na tylng strone okladki (rysunki na nia
przygotowal Krzysztof Baranski).

v/ Jak pisze Laurence Young, jeszcze w 1820 roku
studenci inzynierii w Paryzu wzniecili bunt przeciwko
liczbom zespolonym twierdzac, ze sa one zupeinie
bezuzyteczne, a ponadto w ogodle nie istnieja. Nie
dziwi zatem fakt, ze trzy wieki wczeéniej pionier ich
uzycia — Cardano — zostal uwieziony pod zarzutem
uprawiania czarnej magii. . .



NMoia de

O pozytkach z nieistniejacych zwierzat

Czesto zdarza sie tak, ze aby rozwiazac¢ problem z jakiej$ dziedziny,
najlepiej wyjs¢ poza jej ramy, ,na zewnatrz” znalezé rozwiazanie

O tym, jak rozwiazaé pewne
Jrzeczywiste” problemy, korzystajac
ze §wiata liczb zespolonych, mozna
przeczytaé w tym numerze Delty.

i triumfalnie powréci¢ do pierwotnego zagadnienia, choéby nawet
istnienie $wiata, w ktérym rozwiazanie znaleziono, byto nieco. .. watpliwe.

Jest to prawda znana od stuleci, bowiem juz cale wieki temu potrafiono

— np. dla powiekszenia majatku — skorzystaé ze ,zwierzat, ktore nie
istnieja” (a w kazdym razie z takich, ktérych my nie mamy). Ponizsza
historia jest tego ilustracja (opowie$¢ wzorowana jest na dawno chyba na
tych tamach nie cytowanej Lilavati Szczepana Jelenskiego):

Pewien czlowiek pozostawil w spadku trzem
swoim synom 17 koni; zaznaczy!l jednak

w testamencie, ze najstarszy ma otrzymac
polowe, sredni jedna trzecia, a najmlodszy jedna
dziewiata tej spuscizny, przy czym zadnego

konia nie mozna zabi¢ w celu podzielenia sie
jego miesem. Sprzedaz koni na targu i podzial
pieniedzy tez nie wchodzily w gre. Cale
nieszczescie polegalo oczywiscie na tym, ze 17
nie dzieli sie ani przez 2, ani przez 3, ani przez 9:
polowa z 17 to 83, jedna trzecia to 52, a jedna
dziewiata to 1%. Bracia poszli wiec do znanego

z madrosci starca, a on podpowiedzial im takie
rozwiazanie: pozyczcie od sasiada jeszcze jednego
konia i dopiero wéwczas dokonajcie podziatu. Tak
tez uczynili i wtedy najstarszy brat otrzymat

@

Rozwigzanie zadania M 932.
Wprowadimy na plaszczyinie uklad wspolrzednych tak, by A; byl jego Srodkiem, a Az lezal na

9 koni, a $redni 6. Najmlodszy zmartwiony (bo
jego bracia otrzymali wiecej, niz im sie nalezalo,
a wiec musi to by¢ jego kosztem) zaglada do
stajni i c6z widzi? Trzy rumaki! Mégt nie tylko
oddaé sasiadowi owego pozyczonego konia, ale
takze sam otrzymal wiecej, niz sie spodziewal.

Widaé, gdzie lezy wyjasnienie tego radosnego

bl I I S
dla wszystkich finahu: 3 - 3 - 3= 18’

ojciec nie rozdzielil catego swego majatku miedzy
synéw. Slowa testamentu mozna jednak rozumieé
tak: najstarszy syn ma dostaé nie mniej niz
polowe koni, $redni nie mniej niz jedna trzecia,

a najmlodszy nie mniej niz jedna dziewiata.

I jeszcze jeden wniosek: warto mieé¢ dobre uktady
z sasiadami. . .

Matqg Delte przygotowat Marcin ADAMSKI

a zatem

dodatniej pdlosi OX. Niech 21, 22, 23, 24 (21 = 0) beda liczbami zespolonymi reprezentujacymi
wierzcholki A, A2, A3, Ay odpowiednio. Wtedy A; A

|z — 25| (1,3 =1,2,3,4). Mamy

Aq_ nastepujaca, latwa do sprawdzenia tozsamosé

L(AaA Ay + LI+

5

Z nieréwnosci |u +v| < |

2 A3A4) =

(22 — 21)(24 — 2a) + (23 — 22) (24 — 21) = (24 — 22)(23 — 21).
- |v| spelnionej dla dowolnych liczb zespolonych u, v wynika
g — 23|+ |z3 — 22| - |24 — 21| Z |24 za| - |23

czyli zadana nieréwnoéé. Réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy argumenty liczb

(22 z1)(z4 z3) i (23 z1) sa rdwne. Niech oyj Arg (z; — z;j) dla i # j. Poniewas przy
mnozeniu liczb zespolonych argumenty dodaja sie, wiec rdwnodé argumentow liczb (zo — 21 ){24 — 23)
i (23 — 22)(z4 — 2z1) oZnacza a4) + ags = a1 + ayz = aygz. Mamy dalej

L(A2A;A4) 4 (A2 A3A4) = gy + .!'r — (m — a3za) — r}.m: = 7 + (41 + a3z — aq3)
(p. Tys.), a wiec ré6wnosé¢ oy + age = 21 + g3 = g3 jest réwnowazna réwnodcei

m, co nalezalo wykazaé.



Pt
A 0

Aby skonstruowaé n-kat foremny,

wystarczy znaleié punkt
Ay =n=e

gdyz kolejne wierzcholki n-kata to

A = E:. k =2,3,...,n (patrz mnozenie

liczb zespolonych, str. 1). Oczywiscie,

wl =¢72 ) jedli my = ma (mod n).

2Zwifn
’

A. Poniewaz £3,, jest pierwiastkiem
réwnania z° = Eps
B. Poniewaz wéwczas istnieja takie liczby
calkowite r, s, 2e mr + ns = 1. Mamy
E = Emv‘+ﬂs e sr 5”

ma = Smn — Bnm’

C. Poniewaz £ = £],.

Bo na przyklad [6385312 = £16¢4 =

1
=20 = £% | poniewaz 3* = 16 (mod 17)
oraz 3'? = 4 (mod 17) (patrz tabelka).

O konstrukcjach wielokatéw foremnych
Mikotaj ROTKIEWICZ

Sprébujmy sprecyzowaé pojecie konstrukeji geometrycznej. Klasyczna
konstrukcja geometryczna polega na tym, ze majac dany zbiér punktéw na
plaszczyznie, znajdujemy nowe punkty w wyniku przeciecia sie prostych

oraz okregéw ,dopuszczalnych”. Okreslenie ,,dopuszczalne proste” oznacza
proste przechodzace przez pewne punkty ze zbioru danych punktéw, a przez
ydopuszczalne” okregi rozumiemy okregi o srodku w danym punkcie i promieniu
bedacym odlegloscia pewnych dwdch danych punktéw. W ten sposéb
rozszerzamy poczatkowy zbiér danych punktéw o nowo skonstruowane punkty
i bazujac na punktach rozszerzonego zbioru, kre§limy nowe okregi i proste,
ktérych punkty przeciecia znéw rozszerzaja nasz zbiér danych punktéw itd.
Uznamy, ze jaki$ punkt jest konstruowalny, jesli po skonczonej liczbie krokéw
punkt ten da sie dolaczyé do zbioru danych punktéw.

Na czym wiec bedzie polega¢ konstrukcja n-kata foremnego? Na konstrukcji
punktu &, = e RS poczatkowy zbidr danych punktéw przyjmowaé
bedziemy zawsze zbiér {0,1} C C. Latwo mozna wykazaé, ze jesli liczby z;,
z9 sa konstruowalne, to réwniez liczby 2129, 21 + 22, 21/ 22, qz1, gdzie g jest
liczbag wymierna, oraz ,/z; sa konstruowalne. Zatem jesli liczby a, b, ¢ sa
konstruowalne oraz a jest pierwiastkiem réwnania az? + bx +c = 0, to « jest
tez konstruowalna.

Nastepujace spostrzezenie redukuje problem konstruowalnosci n-kata foremnego
do n bedacego liczba pierwsza. Niech P(n) oznacza zdanie ,mozna skonstruowad
n-kat foremny”. Wéwczas s
A. Jesli P(n), to P(2n).
B. Jesli liczby m i n sa wzglednie pierwsze oraz P(n) i P(m), to P(mn).
C. Jedli n = rk i liczby k, r sa naturalne oraz P(n), to P(k).
Okazuje sie, ze jedynymi liczbami pierwszymi n, dla ktérych zachodzi P(n) sa
tzw. liczby pierwsze Fermata, czyli liczby pierwsze postaci
B =22
Dowéd tego ladnego twierdzenia Czytelnik moze znalei¢ w ksiazce
M. Brynskiego Elementy teorii Galois.

Dla k =0,1,2,3,4 otrzymujemy liczby 3, 5, 17, 257, 65537. Sa to jedyne znane
liczby pierwsze w ciagu Fj. Wobec powyzszego zachodzi

Twierdzenie. P(n) <= n = 2'p;p, - -+ p;, dla pewnych réznych liczb pierwszych
Fermata p,---,p; oraz liczb calkowitych ¢,j > 0, przy czym gdy j =0, to i > 2.

Dla przykladu przedstawiamy szkic konstrukcji 17-kata foremnego, czyli
konstrukcji £ = &17.

W ponizszych rachunkach wykorzystamy fakt, ze liczby 3%, dla i =0,1,...,15,
daja wszystkie mozliwe reszty (oprécz 0) przy dzieleniu przez 17.

i 0{1(2 (3 [41]5[(6 |T |8 |9u|10.|10 {12
10 |13 |5 |15 |11 (16 (14 |8 |7 | 4

13 |14 |15
12 |12 |6

3 mod 17 |1 |3 |9

& jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego
(- -") =2~ (€ +& )z +1.

Bedziemy wiec probowali skonstruowaé liczbe £3u + §3B. Jest ona pierwiastkiem
wielomianu

(@— (€ +&Ne- (" +&7) =
— 2:2 = (530 + 63‘ + g38 + £3l2 )3; + é31 + 535 + 539 + 5313_
Prosze sprawdzi¢! Liczby £3° + ¢3" +¢3° + €37 oraz €' + € + ¢ + " 59

6



odpowiednio pierwiastkami wielomianéw

o 4 8 12 2 ] 10 14
= T 8 Dl HE T 28 )=
=2 (€ +€ + 4.+ )21
(prosze sprawdzi¢!!! wykorzystujemy tutaj réwnosé e S it -1)
oraz

(m W (531 +£35 +£39 + 5313))(:8 i (£33 +£37 +E311 _lr_ g315)) -
=z’ - (&31 +&8 +¢% +‘..+£315)3:— 1.

P{{zostago skoglstruowa.é lig:zby {30 + 532 + 534 +...+ 53“ oraz
£ +65 +6% +... 4+ €%, S3 one pierwiastkami wielomianu

Ciekawa wlasnoécig tych rachunkéw jest
to, ze nie ulegaja one duzej zmianie, jesli 3% 3° 32 34 gid o g 33 3% 318,y

liczbe 3 zastapimy inna liczba, ktéra jest (.’L' (£ il o e ))(I (ﬁ g il b g R ))

tzw. pierwiastkiem pierwotnym modulo = 5':2 +x —4.
17, na przyklad liczbg 10. Méwimy, Zze a

jest pierwiastkiem pierwotnym modulo  Mamy jeszcze jeden problem. Ktérym z pierwiastkéw, =1E¥1T czy =1=vIT

liczba pierwsza p, jedli najmniejsza . 30 32 g4 314 : T .
dodataly lesb calkowite &, taks, o jest €2 + &% +&° +...+£&° 7 To samo dotyczy poprzednich tréjmianéw
a* = 1(mod p), jest liczba k = p — 1. kwadratowych. Czytelnikowi proponujemy przeniesienie powyzszej algebraicznej

konstrukcji 17-kata foremnego na papier za pomoca cyrkla i linijki. Powodzenia!

To samo z linijka i cyrklem w reku

Oczywiscie, praktyczne wykonanie konstrukeji siedemnastokata tymi
przyrzadami raczej nie powinno odtwarzac krok po kroku rozwiazania
algebraicznego. W ten sposéb moze by¢ krétsze i mie¢ swdj specyficzny wdziek.
Nie znam jednak zdecydowanie zalecajacej sie prostota praktycznej konstrukcji.
Za najbardziej elegancka uchodzi konstrukcja H.-W. Richmonda pochodzaca

z 1893 roku (prawie stulecie po Gaussie!). Oto ona.

Zaczynamy od nakreslenia dwéch prostopadlych $rednic
/ c okregu, w ktéry chcemy wpisac siedemnastokat (rysunek).
S s iy Na promieniu OC odktadamy jego jedna czwarta,
: otrzymujac punkt J. Na prostopadlej érednicy znajdujemy
\ taki punkt FE, ze kat OJFE jest jedna czwarta kata OJ Py,

Py

a nastepnie taki punkt F', ze /FJE = 45°. Kre$limy
teraz polokrag o koricach Py i F' — przecina on OC
K o w punkcie K. Teraz z kolei kreslimy pélokrag o srodku E
J . przechodzacy przez K, otrzymujac na érednicy duzego
okregu punkty N3 (blizej Py) i N5. Wystawione w tych
punktach proste prostopadle do tej érednicy przecinaja
Ns F/ 15) \ E N3 IP 0 duzy okrag w punktach Ps i P5 (oraz, co jest w dolnej,
niewidocznej czesci rysunku, w punktach Py4 i Py3).

—

Odkladajac jeszcze cigciwe P3Ps po przeciwnej stronie Ps, otrzymujemy P;.
Odcinek PyP; to bok siedemnastokata foremnego wpisanego w duzy okrag

(po drodze znalezli$my jeszcze cztery inne jego wierzcholki). Polecam jako
trudne zadanie sprawdzenie, ze ta konstrukcja jest dobra, jako wskazéwke
dajac uwage, ze lepiej zajmowac sie katami niz odcinkami. Dokladniej:
Richmond wykorzystatl kilkakrotnie spostrzezenie, ze pierwiastkami réwnania
z? + 2zctg2a — 1 = 0 sa tga i —ctg a. Oczywidcie, moga istnie¢ zapewne i inne
drogi uzasadnienia tej konstrukcji. Z przyjemnoscia wydrukujemy zreczny

(i niedtugi) dowéd poprawnosci tej konstrukcji, o ile tylko kto$ z Czytelnikéw
nam go nadesle.

H.S.M. Coxeter umieszcza po konstrukcji Richmonda zadanie: skonstruuj
\\ // cyrklem i linijkqg 51-kqt. To juz teraz nie jest trudne. Jako wskazéwke dodajmy,
ze robi sie to podobnie, jak konstrukcje 15-, 85- i 255-kata. Skonstruowaé 256-kat
jest (oczywiscie?) duzo latwiej. Natomiast konstrukcja 257-kata jest juz znacznie
3.5=15 trudniejsza. Wykonali ja Richelot i Schwendenheim (w 1898 roku).

M.K.



Zasadnicze twierdzenie algebry
Pawet STRZELECKI

Zasadnicze twierdzenie algebry ma wiele dowodéw, wykorzystujacych rézne
galezie matematyki, od topologii po teorie funkcji analitycznych. Sa wéréd nich
dowody ladniejsze i brzydsze, prostsze i trudniejsze; skadinad takie oceny sa
wzgledne, zaleza bowiem od gustu, cierpliwosci i wyksztalcenia tego, kto przez
dowdd chcialby przebrnaé. Bardzo elementarny dowéd, pochodzacy od Gaussa,
odwoluje sie tylko do prostych wlasnosci liczb zespolonych i funkeji cigglych.

Jak zawsze, na poczatku trzeba uporaé si¢ z oznaczeniami. Wezmy wiec
: % =3 n—1 :
Jesli wiadomo juz, ze kazdy wielomian wielomian ’P(z) oo anzn +an-_12 +ertar1z+ag ’ gdZ]'e nz ]‘? oraz
stopnia n > 1 o wspélczynnikach g, a1, ..., a, S liczbami zespolonymi. Bez zmniejszenia ogélnoéci zatézmy, ze

zespolonych ma przynajmnicj jeden lan| = 1. Aby wykaza¢, ze P ma pierwiastki, udowodnimy dwa lematy.
pierwiastek zespolony, to z twierdzenia '

Besauta syntka natychmiast, 3e kaddy  Lepnat 1. Punkeja & - |P(2)| osigga na ptaszczyznie zespolonej swdj kres dolny.
taki wielomian ma n pierwiastkdéw

(liczonych z krotnosciami). Lemat 2. Jesli |P(2)| = inf{|P(z)| : z € C}, to P(z) = 0.
7 obu lematéw otrzymujemy natychmiast prosty

Whiosek (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy, rézny od stalej,
wielomi itezynni ch ma pierwi zespolony.
Faissdanmie Wilersirasas: ik omian o wspotczynnikach zespolony a pierwiastek zespolony
f jest funkcja ciagla o wartoéciach

; Dowéd lematu 1. Z nieréwnosci tréjkata dla modutlu wynika, ze
rzeczywistych, okredlona na kole

domknietym Kp := {z : |z] < R}, to oy a s . 1l
istniejg takie punkty zg,z1 € Kg, e |P(Z)| = |Z|n L2 nTl G gl Ty ZT'(: Z |z|n (1 = |_F;|Lr ____ %) =
f(z0) = dub: T Rl
zEKR n-  max a; ;
fz) = sup £(2). > |z|‘"-(1 - 'J‘EST’H) dla |z| > R > 1.
zEK R
Kolo domkniete mozna zastapié i _ 4 : ; ;.
dowolain swartys bodbioesn Biorac odpowiednio duze R, np. R = 2(1 + nmax|a;|), przekonujemy sie,
plaszczyzny zespolonej. Stosujemy to ze nieréwnoéci |P(z)| > 3R"™ > |ag| = |P(0)| zachodza dla wszystkich |z| > R.

twierdzenie do funkeji ciaglej okredlonej

weoter Tz} < [P(a]. Zatem wewnatrz kola domknietego {z : |z| < R} istnieje punkt, w ktérym

warto$¢ funkeji | P| jest mniejsza niz w jakimkolwiek punkcie na zewnatrz

tego kota. To za$, wprost z definicji kresu dolnego, oznacza, ze liczby

inf{|P(z)| : z € C} oraz inf{|P(2)| : |z| < R} sa réwne. Drugi z tych kreséw
Jest osiggany w pewnym punkcie 2o € C (to wynika z twierdzenia Weierstrassa).

Dowdd lematu 2. Przypusémy, wbhrew tezie lematu, ze P(zp) # 0. Wolno
Jesli P(zp) € Ry, to obracamy uklad fomed v i ‘esti bzl ista Hadatoim. Wes Bieals
aripblcmsdiniyeh = il taiokyeis zalozy¢, ze (z0) = m Jest liczbg rzeczywista dodatnia. Wezmy licz ¢
wielomian P przez odpowiednio dobrana @ € (0, mm(l, m)) 1 zbadajmy zachowanie wielomianu P na oqugu o srodku zg
liczbe zespolona o module 1. i promieniu p. Wykorzystujac dwumian Newtona, otrzymamy tozsamodé
i
P(z + 0¢®) = ) " ar(20 + 0e*)* =
i () k=0

= :P(Zo)—I—wl(gn)geib‘_’_”._’_w"(zl))gneéné',

Pt gdzie w;(zp) sa wspélczynnikami zaleznymi od wielomianu P i liczby zg,
k@\ \\ ale nie od . Nietrudno zauwazy¢, ze ktéras z liczb w;(2o) nie znika, bowiem
//\l'2 v w przeciwnym razie wielomian P bylby staly na okregu |z — zp| = g, a wielomian
& v Q(z) = P(z) — P(z9) mialby nieskoficzenie wiele pierwiastkéw! Niech k bedzie
L |P(z0)| najmniejsza liczbg naturalna, dla ktérej wy(20) # 0. Wtedy z tozsamosci (*)
e 2 otrzymamy

. |P(20 + 0e™)| = |P(20) + wk(20) 0™ + wyrazy wyzszych rzedéw| <
< |P(20) + wi(20)0"e™®| + C o1,

Kat 6o dobrany jest tak, by wektory gdzie mozna wzia¢ np. C = 1+ n - max; |w;(20)|-.

wi (20)0"e* %0 (na rysunk :
Kotoretn) oras B(aoy minty pescerne” Kladac 0 = 6 i= (m — arguwy(20))/k, dostaniemy stad (patrz rysunek)

zwroty; wtedy dlugosé ich sumy jest
réwna réznicy ich diugosei, a wiec
mniejsza od m = |P(zy)|. Dla malych ; 2 ol .
PRI i Wit Dla wszystkich dodatnich ¢ < |wg(z9)|/C prawa strona tej nieréwnosci jest

wplywu na te nieréwnosé. mniejsza od m = P(z9) = |P(20)| = inf |P|. Ta sprzecznosé konczy dowdd.

|P(20 + 0e'®)| < m — |wi(20)|* + Co**L.
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A po co w fizyce liczby zespolone?

Tomasz HOFMOKL

Zagadnieniu temu poéwigcony jest
artykul Wilodzimierza Ducha ,,Czym jest
kognitywistyka” Kegnitywistyka i media

w edukacji nr 1{1998)7.

Rozwiazanie zadania F 533.
Przy obliczaniu impedancji ,zastepczej”

stosujemy takie same reguly, jak
przy obliczaniu oporu zastepczego.
Impedancja Z; kondensatora i cewki
polaczonych réwnolegle jest dana wzorem
1 1 1
et et e ot
Z1 Lwi To1
stad
Lwi
Z e
1 - LCw?
Impedancja calego obwodu wynosi wiec
z e Lwi
f=R4+ —
1 — LCw?

Od zarania dziejow ludzkoéé stara sie zrozumie¢ otaczajacy Swiat. By¢ moze
ta dazno$¢ do zrozumienia jest jednym z wazniejszych wyréznikéw czltowieka

w stosunku do calego otaczajacego go $wiata materii ozywionej. Co to znaczy
zrozumie¢? Zrozumienie to odwolanie sie do pewnego modelu swiata. Dla
cztowieka szukajacego przyczyny choroby w ramach magicznego modelu $wiata
zrozumienie oznacza odkrycie, kto rzucit urok na chorego. Dla czlowieka
szukajacego wyjasnien w ramach wspélczesnej medycyny zrozumienie choroby
moze oznaczal ustalenie rodzaju zakazenia. Ten prosty przyklad pokazuje, jak
istotny jest w kazdym procesie poznawczym wybor modelu swiata.

Wybér ,modelu §wiata” ma lub powinien mie¢ réwniez praktyczne znaczenie.
Powinien umozliwia¢ analize obserwowanych zjawisk, a w szczegdlnosci
odwzorowywa¢ w ramach przyjetego modelu przebieg rzeczywistych proceséw.
W takich ramach powinno byé mozliwe obliczenie wynikéw zalozonego procesu.

Sprébujmy obliczyé prawdopodobienstwo wystania przez rozzarzona do
czerwonoéci podkowe w kuzni promieniowania podczerwonego o diugosci fali
zawartej w zakresie (A, A + A)). Przed takim problemem staneli fizycy pod
koniec XIX w. Problem dawal sie rozwiazac klasycznie, ale céz z tego, jezeli jego
przewidywania prowadzily do sprzeczno$ci z wynikami doswiadczen. Podkowa,
w modelu klasycznym, powinna emitowac¢ nieskonczona energie, co oczywiscie
nie mialo i nie moglo mieé¢ miejsca. Bylo to dobrze juz dzis znane zagadnienie
promieniowania ciata doskonale czarnego. Jego rozwiazanie przedstawit Max
Planck na posiedzeniu Niemieckiego Towarzystwa Fizycznego w grudniu 1899 r.
w Berlinie. Wynik byl poprawny, ale Planck musial zbudowaé¢ nowy model emisji
i pochlaniania promieniowania elektromagnetycznego zakladajacy, ze emisja

i pochlanianie przebiega porcjami — do fizyki wkroczyly kwanty, a wraz z nimi
nowy sposéb opisu zjawisk — mechanika kwantowa. Ona za$ nie przewiduje,

co zdarzy sie na pewno. Pozwala jedynie obliczy¢ prawdopodobienstwo zajscia
okreslonego procesu, a wigc musimy zmieni¢ radykalnie nasze podejscie do
obliczania przewidywan teoretycznych. Musimy skorzysta¢ z innego modelu
rzeczywistosci.

Gdy Redakcja Delty poprosila mnie o wyrazenie opinii o tym, jakie znaczenie
maja w fizyce liczby zespolone, od razu nasunelo mi sie znacznie szersze pytanie:
jakie znaczenie ma dla fizyki matematyka? To, co teraz powiem, by¢ moze dla
wielu oséb zabrzmi jak herezja — jest to w kazdym razie mdéj osobisty poglad.

Sktaniam sie do poréwnania matematyki do bardzo zaawansowanych klockéow
Lego™. Mozemy z nich zbudowaé¢ model, na przyktad, domku i z pewna
niewielka dokladnoscia wyciagaé wnioski, czy konstrukcja rzeczywista bedzie
dobrze wygladac, a nawet, czy ustawiona na zboczu géry bedzie stabilna.
Badania modelu moga dostarczy¢ nam informacji o rzeczywistym zachowaniu
sie domu. Moze w przypadku klockéw Lego™ informacji tych nie bedzie

zbyt wiele i zbyt cennych, ale pokazuje to, Zze badanie modelu, o ile jest on
dobrze dobrany, dostarcza informacji o rzeczywistym zachowaniu sie obiektu.
W mechanice kwantowej operujemy innymi pojeciami niz w mechanice
klasycznej (newtonowskiej). Zderzenia dwéch czastek elementarnych nie mozemy
przybliza¢ za pomoca zderzenia dwéch kul bilardowych. Nie potrafilibysmy
bowiem odtworzy¢ bardzo wielu obserwowanych zjawisk. Aparat matematyczny
uzyteczny do opisu zderzenia kul bilardowych nie pasuje do opisu zderzen
czastek elementarnych. Nasze  klocki lego” okazuja sie niewystarczajace.

Nie mamy narzedzia, ktore pozwoli okre§li¢ poprawnie prawdopodobienstwo
zajécia interesujacego nas procesu. Musimy skorzysta¢ z pojecia funkcji falowej.
Funkcja ta jest funkcja zespolona i dopiero kwadrat jej modulu daje nam miare
prawdopodobienstwa procesu, ktéry faktycznie funkcja ta opisuje.

Odpowiadajac wiec bardzo krétko na postawione w tytule pytanie, po co nam
liczby i funkcje zespolone, mozemy stwierdzi¢, ze pozwalaja na wieksza swobode
modelowania — sa po prostu bardziej zaawansowana wersja klockéw Lego™.

W wielu galeziach fizyki, jak dotychczas, ten rodzaj klockéw jest niezbedny.
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Pochodna zespolona, czyli funkcje holomorficzne

Piotr HAJEASZ

O wielomianach i homografiach mozna
przeczytaé wiecej w artykulach na
stronach 2 i 8.

Dla usuniecia watpliwoéci podajmy
precyzyjng definicje granicy (*). Mdéwimy,
ze granica ta jest réwna f'(zq), jezeli

dla kazdego ciagu liczb zespolonych

hp — 0, hy # 0 iloraz liczb zespolonych
(f(z0 + hn) — f(20))/hn dazy do

f'(z0). Przypomnijmy, ze ciag liczb
zespolonych w,, dagzy do w, jezeli
odleglodé w, od w dazy do 0.

Pochodne zespolone maja podobne
wlasnosci do pochodnych rzeczywistych:
(Fxa) =f ¢, (f9) =fa+fd,
(f/9)" = (f'g— fg')/g" oile g # 0.

Dokladniej: o funkcji holomorficznej
zakladamy, ze jest okreslona w zbiorze
otwartym i Ze jest rézniczkowalna

w sensie zespolonym w kazdym punkcie
dziedziny. Funkcje holomorficzne
nazywane sg tez funkcjami
analitycznymi.

Liczby rzeczywiste x utozsamiamy

# liczbami zespolonymi postaci

x +i-0=(z,0), czyli przy interpretacji
geometrycznej liczbom rzeczywistym
odpowiada o x.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg
oo

Z an(z—20)".

n=0
Jest to funkeja zmiennej zespolonej z.
Szereg potegowy wolno rézniczkowaé
wyraz po wyrazie

n=0
= Znan(z =0 i
=0

a wigc szereg potegowy okresla funkcje
holomorficzna.

Funkcje holomorficzne majg ladna
interpretacje geometryczna. Po pierwsze,
sa one odwzorowaniami ze zbioru na
plaszczyinie w zbidr na plaszezyinie.
Otdz funkeje holomorficzne o pochodnej
roznej od zera to dokladnie odwzorowania
wiernokgtne, czyli takie, ktére zachowuja
katy i orientacje. Patrz rowniez artykul
na stronie 2.

Funkcja f(z) =2? dlaz > 0i —z2 dla

x < 0 jest rééniczkowalna. Jej pochodna
to f'(x) = 2|x|, wiec funkeja f nie ma
drugiej pochodnej dla £ = 0. Moéna
podaé przyklad funkcji rézniczkowalnej,
ktéra nie ma drugiej pochodnej w zadnym
punkcie.

Obiektem naszych rozwazani beda funkcje zespolone, czyli funkcje zmiennej
zespolonej przyjmujace wartosci zespolone. Przykladem takiej funkcji jest
wielomian w(z) = ap2"™ + ap_12""1 + - -+ + a1 2 + a9, gdzie wspélczynniki

Qp, - -+, 60 53 liczbami zespolonymi. Innym przykladem jest funkcja wymierna
— iloraz dwéch wielomianéw, a w szczeg6lnoéci homografia L(z) = %;-j_’—j.

Pochodng funkcji zespolonej okreslamy na obraz i podobienistwo pochodnej
funkcji rzeczywistej. Méwimy, ze funkcja f(z) jest rézniczkowalna (w sensie
zespolonym) w punkcie zy € C, jezeli istnieje granica

. (20 +h) — f(20)

1 ;
(%) frit h

Granice te oznaczamy przez f'(zp) i nazywamy pochodng (w sensie zespolonym)
funkcji f.

Funkcje rézniczkowalne w sensie zespolonym nazywamy funkcjami
holomorficznymi.

Wielomian jest funkcjg holomorficzna, rézniczkujemy go tak samo jak wielomian
zmiennej rzeczywiste] w'(z) = na,z" '+ (n — Da,_12" "2 +--- +a;.

Wiele funkeji takich jak np. €”, sinz, cosz,... ma swoje odpowiedniki wéréd
funkeji zmiennej zespolonej. Funkcje e definiujemy wzorem
o0 W
z
e = Z s dla kazdego z € C.
T
n=0
Jedli wiec z = & + 7 - 0 jest liczba rzeczywista, to wartoéé e® jest réwna wartoéci
funkcji rzeczywistej e®, ktéra to funkcje (mam nadzieje) niektérzy z Czytelnikéw
mieli szanse poznaé w szkole éredniej.

Rézniczkujac wyraz po wyrazie szereg potegowy wystepujacy w definicji e,
otrzymujemy. .. z powrotem ten sam szereg, czyli (e*)" = e*.

Mozna udowodni¢, ze dla z = = + iy jest e* = e®(cosy + isiny), stad za$ latwo
otrzymujemy stynne wzory Eulera:

ei¥ — e~ el + e~

— COB P = —mrraet

Wzory te podsuwajg pomyst rozszerzenia definicji funkcji sin ¢ i cos ¢ na
przypadek zmiennej zespolonej

sing =

eiz fady e—':'z eiz o e—iz
sing = ———— co§Sz = ——
27 ! 2
Korzystajac z faktu, ze (e*)’ = e*, latwo wykazaé¢ réwnosci (sin z)’ = cos z,
(cosz)' = — sin z. Réwniez latwo sprawdzié, ze sin® z + cos? z = 1. Zdarzaja sie

jednak niespodzianki: cosi = (e”! +e)/2 > 1.
Tak wiec sin z, cos z, podobnie jak e*, sa funkcjami holomorficznymi.

Whbrew pozorom podobienstw miedzy funkcjami zmiennej rzeczywistej
i zmiennej zespolonej nie jest zbyt wiele. Funkcje holomorficzne maja bowiem
wiele zdumiewajacych, magicznych wrecz, wlasnosci.

Jezeli funkcja zmiennej rzeczywistej jest rézniczkowalna, to nie musi by¢ ona
dwukrotnie rézniczkowalna. W przypadku pochodnej zespolonej jest zupelnie
inaczej: kazda funkcja holomorficzna f(z) ma nieskonczenie wiele pochodnych!
Co wiecej, w otoczeniu dowolnego punktu zy moze zostaé ona zapisana w postaci
szeregu potegowego (szeregu Taylora)

S n : F™ (20)

f(z)=> an(z—2)", gdze a,= S

n=0
Moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja f(z) ma osobliwosé w jakim$ punkcie, tzn. f(z) nie
jest zdefiniowane w jakim$ punkcie. Na przyklad f(z) = (2 — )7 ma osobliwoéé
w punkcie 2z = i, a funkcja f(z) = e!/* ma osobliwo$¢ dla z = 0.
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Zadanie. Korzystajac ze wzordw
podanych w tekscie, przedstawi¢ funkcje
sin z 1 cos z w postaci szeregu potegowego
dla zg = 0.

Dokladniej: residuum res;, f okreslone
jest w przypadku, gdy funkcja f nie
jest okreslona w zp, natomiast jest
holomorficzna w pewnym otoczeniu zp.
Tak jest w przypadku funkcji (z — i)_T
oraz e/,

Piszac ,dla wielu calek”, chcielismy
zagnaczy¢, ze w sformulowaniu
twierdzenia zostaly pominiete pewne
dodatkowe zalozenia.

Funkcje holomorficzne maja bardzo
liczne zastosowania poza sama
matematyka. Stosuje si¢ je, migdzy
innymi, w elektronice, aerodynamice,
hydrodynamice, optyce i wielu innych
dziatach fizyki.

Jest wiele ksiazek po$wieconych
funkcjom holomorficznym, na przyktad:
F. Leja Funkcje zespolone, PWN,
Warszawa 1979.

Dowdd twierdzenia o liczbach pierwszych
mozna znaleié w ksigzce: W. Narkiewicz,
Teoria liczh, PWN, Warszawa 1990.

Gauss wysunal swoja hipoteze,

badajgc funkcje w(x) dla konkretnych
wartoéci z. Korzystal z metod statystyki
matematycznej.

Do niedawna najstynniejsza hipoteza
w matematyce bylo Wielkie
Twierdzenie Fermata, zostalo ono
jednak udowodnione przez A. Wilesa
w 1994 roku, co wykluczylo je z grona
szlachetnych hipotez. Heroiczny
wyczyn Wilesa zostal opisany

w ksiazkach: A.D. Aczel, Wielkie
Tuwiierdzenie Fermata, Proszynski i S-ka,
Warszawa 1998 oraz S. Singh,
Tajemnica Fermata, Prészyfiski i S-ka,
Warszawa 1999,

Jezeli funkcja f(z) ma osobliwo$¢ w punkcie zp, to mozemy w tym punkcie
wyliczyé pewna ,magiczna’ liczbe res,, f, zwana residuum funkcji f

w punkcie zg. Liczbe te obliczamy za pomoca konkretnego i nietrudnego wzoru
(niestety, z braku miejsca nie przytaczamy definicji residuum). Magia tej liczby
wynika z jej zdumiewajacych wlasnoéci.

Residuum pozwala, miedzy innymi, na obliczenie wielce skomplikowanych calek,
szeregéw, iloczynéw nieskoficzonych. .., w ktérych wcale nie ma mowy o liczbach
[=e}

zespolonych! W szczegdlnoéci pozwala ono na obliczenie wielu catek [ f(x)dz,
—0QQ

w ktérych f(z) jest funkcja rzeczywista.

Dla wielu takich calek postepujemy, jak naste¢puje. Funkcje f(z) zamieniamy na
funkcje zespolona f(z). Funkcja f(z) moze mie¢ osobliwoéci w wielu punktach.
Zalézmy, ze w gornej pétplaszczyznie (tzn. dla z = z + iy, y > 0) ma ona
osobliwoéci w punktach z1, 22, ..., 2,. Wowczas

/ f(z)dz = 27rz‘zn:reszkf.
e =1

k

Metoda ta pozwala, miedzy innymi, na latwe obliczenie catki

T dz
_ beR 2 2
f:z:2+2a,3:+b’ LEER, @ <0

Postepujemy tak. Funkcje, ktéra chcemy scatkowaé, zamieniamy na funkcje
zmiennej zespolonej f(z) = 1/(22 + 2az + b). Mianownik ma dwa pierwiastki
zespolone 21 2 = —a + ivb — a?, czyli funkcja f(z) ma osobliwo$¢ w dwéch
punktach: z; i z2. Tylko jedna z tych osobliwosci znajduje si¢ w gérnej
poétplaszczyinie, zy = —a + ivb — a®. Wprost z definicji residuum wynika, ze
res,, f = 1/(2ivb — a?), skad

f—L—2wires f———r—-—
x2 4+ 2ax+b R

Ta zdumiewajaco prosta metoda (i jej modyfikacje) jest najbardziej efektywna
metoda, pozwalajaca na obliczanie skomplikowanych catek, w ktérych a prior:
nie ma mowy o liczbach zespolonych.

Inne zastosowania dotycza teorii liczb. Jedno z najbardziej spektakularnych
to tzw. twierdzenie o liczbach pierwszych. Twierdzenie to, udowodnione

w 1896 roku przez Hadamarda i Vallée-Poussina, jest jednym z najwigkszych
osiagnie¢ matematyki XIX wieku. A oto i ono.

Jezeli w(z) jest liczbg liczb pierwszych nie wigkszych niz z, to lim W =1,
T—00

Twierdzenie to glosi, ze dla duzych z liczba m(x) jest réwna w przyblizeniu .

Okoto roku 1800 Gauss wysunal przypuszczenie, ze twierdzenie to powinno
by¢ prawdziwe, nie umial go jednak udowodni¢. Dopiero zastosowanie bardzo
zaawansowanych metod funkcji holomorficznych przyniosto efekt. Otéz
nietrudno udowodnié nastepujacy wzér Eulera

o0 1 =] 1
I |
n=0 n=1

L= Pn
gdzie s > 1, p,, za$ jest n-ta liczba pierwsza. Wzdr ten sprowadza badanie
[=o]
funkcji m(z) do badania funkcji {(s) = Y. = (funkcja dzeta Riemanna).

n=>0
Genialny pomyst polega na takim rozszerzeniu definicji funkcji ¢, by za s méc
podstawiaé liczby zespolone (to nie jest proste!). Wéwczas ¢ staje si¢ funkcja
holomorficzng z jednym punktem osobliwym dla s = 1. Wtasnie badanie funkcji
holomorficznej ¢ bylo podstawa dowodu twierdzenia o liczbach pierwszych.
Funkcja ¢ nadal kryje w sobie wiele tajemnic. Najwigksza z nich to slynna
hipoteza Riemanna, ktéra méwi, gdzie znajduja sie miejsca zerowe funkcji C.
Obok hipotezy Poincarégo jest to najstynniejsza hipoteza w matematyce.
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Skad sie wziely

liczby zespolone?

Wzér byl taki

z3 +az = b,

4 lutego 1535 roku Tartaglia odkryl, ze przez zmyslne podzielenie sze$cianu
mozna doj$¢ do algorytmu rozwiazujacego dla dodatnich a i b réwnanie

czyli z3+az—b=0.

Y LR B e A
P s i Ty

z czego wynika, ze otrzymany pierwiastek byl takze dodatni.

Wycinajac przy
przeciwleglych wierzcholkach
szescianu o krawedzi A -
szescian o krawedzi B "
i szescian o krawedzi z, |
mozemy dostrzec, ze |
pozostalosé daje sie podzielic B
na trzy jednakowe ,cegietki”

— prostopadlosciany - o
o krawedziach dlugosci A, B vz
i x. Stad mamy A

Oto sposéb Tartaglii. A —r
U
I

A% = B% 4+ 2% £ 34ABz, czyli z° +3ABz = A® — B®,
co jest réwnaniem takim, jak wyjSciowe. Mamy wiec
a=3AB i b=A%- B3
Podstawiajac p = A3, g = B3, otrzymujemy

gy b daje q* +bg o
= - 1 - q = CcO daje = —
o7 P—9q ) Je g o7’

skad mamy (g jest dodatnie!)

Pq

b2 + a3 b b2 + a3 + b

=pl—4+ === i p=4/—+—=+-.

q 4 27 2 £ + 27 2
Wracajac do rysunku, mamy

z=A—-B= V——-%‘

czyli wladnie wzér Tartaglii.

4
I
-

Od razu powstal problem, jak ogdlny jest ten wynik,
czyli — czy wzér mozna stosowac bez ograniczen

na a i b, oraz czy da sie go uogélni¢ na przypadek
»pelnego” réwnania trzeciego stopnia. Na drugie
pytanie odpowiedzZ jest pozytywna i ma proste
uzasadnienie: jesli w réwnaniu

Y+sy’+ty+u=0
podstawimy y = x — %3, to wyraz z druga potega
zniknie. Pozostaje zatem pierwszy problem.

Gdy nie mamy wstretu do liczb ujemnych

(i rachowania), to sprawdzamy bezposrednio, iz
np. do réwnan

22 —6z—-9=0, m3—6m+9=0,
wzor sie nadaje (uwaga na znak przy wyrazie
wolnym!). Latwo tez stwierdzamy, jaka jest granica
takiej bezproblemowej stosowalnosci wzoru: jest

to warunek, by wyrazenie pod pierwiastkiem
kwadratowym bylo nieujemne, czyli znak b nie
odgrywa zadnej roli, natomiast musi by¢

27
St Lo p2
=N 2

Co jednak zrobi¢, gdy warunek ten nie jest speliony?

7 faktu, ze wielomian stopnia trzeciego dla bardzo malych liczb (ujemnych,

o duzych wartodciach bezwzglednych) przyjmuje wartosci ujemne, a dla bardzo
duzych — dodatnie, wynika, ze zawsze ma pierwiastek rzeczywisty. Stad pokusa,
aby jakimi$ zrecznymi manipulacjami uzyska¢ ten pierwiastek réwniez, gdy
podany warunek nie jest spelniony (takie réwnanie nazywa sie nieprzywiedine;
pézniej okazalo sie, ze ma zawsze az trzy pierwiastki rzeczywiste). Stosowne
manipulacje zaproponowal Cardano dziesie¢ lat pdézniej. Manipulacje te to

rachowanie na liczbach zawierajacych skladnik /0 m. a (gdzie a > 0), jak
pisano, co jest zakamuflowanym oznaczeniem dla /—a = \/a - /—1. I tak

po raz pierwszy zapisano liczby zespolone. Istota tych zabiegéw, méwiac
dzisiejszym jezykiem, bylo takie operowanie nowymi obiektami, aby wykazaé,
ze odejmowane we wzorze Tartaglii pierwiastki stopnia trzeciego reprezentuja
liczby zespolone o takich samych cze$ciach urojonych. I wtedy okazalo sie,

ze takim sposobem mozna zawsze za pomoca wzoréw Tartaglii znalez¢

pierwiastek rzeczywisty rownania stopnia trzeciego.

Napisalem wyzej, ze Cardano manipulowal ,obiektami”, zamiast ,liczbami”.
Uzylem tego zwrotu dlatego, ze sam Cardano uzywanych przez siebie liczb
zespolonych wcale za liczby nie uwazal. Méwil on o swoich manipulacjach,
ze jest to hiperbola intelektualna: umyst matematyka potrafi wzniesé¢ sie na
niedostepne dla profanéw wyzyny, tam obcowa¢ z niedostepnymi dla nich

Wzory, ktére podal Tartaglia, sa dzis
nazywane wzorami Cardano, a to z dwdch
przyczyn. Pierwsza to ta, ze je tak bardzo
uogdlnil, druga za$ taka, ze pierwszy je
opublikowal. Czy to stuszne — historycy
spieraja sie bez konca.
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obiektami, by — po uzyskaniu rozwigzania réwnania — z gotowym wynikiem na
Ziemie do profandéw powrdcié. Status przyzwoitych liczb dla liczb zespolonych
wywalczyl dopiero Gauss, dowodzac w 1799 roku ich domknietosci algebraicznej
(czyli tego, ze kazdy wielomian — rézny od stalej — o wspélczynnikach
zespolonych ma zespolony pierwiastek — patrz str. 8).

Marek KORDOS

22 +6z+7=0



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kalamarnica Schrodingera

Kalamarnice (kalmary, Teuthoidea) to podrzad
dziesieciornic (Decabrachia, Decapoda) z gromady
glowonogéw ( Cephalopoda). Nalezy do nich najwigkszy
bezkregowiec (Architheuthis dex) o dlugoéci 30 metréw.

Kalmar to po angielsku squid, a SQUID to akronim
utworzony z pierwszych liter okreslenia Superconducting
QUantum Interference Device. ,Choé nie mruczy, to ten
maly nadprzewodzacy pierscien najbardziej przypomina
jednoczesnie zywego i martwego kota Schrodingera” [1].
Na Marcowym Spotkaniu American Physical Society dwie
grupy fizykéw oglosity, ze w odpowiednich warunkach prad
moze pltyna¢ w SQUIDzie w obie strony naraz. Poniewaz
prad ten jest zwiazany z ruchem milionéw elektronéw, to
jest to najbardziej makroskopowy obiekt, jaki udalo sie
zaobserwowa¢ w dwoéch stanach kwantowych jednoczesnie.

Catkowity strumieni pola magnetycznego przechodzacego
przez nienadprzewodzacy $rodek nadprzewodzacego
pierscienia SQUIDu jest skwantowany, tzn. réwny
wielokrotnosci fundamentalnego kwantu strumienia. Jezeli
zewnetrzne pole wzrodnie do utamka tej fundamentalnej
wartosci, to w pierscieniu wzbudza sie prad kompensujacy
nadmiar lub niedobér pola. Prad moze zosta¢ wzbudzony
albo w jedna strone — tak aby strumien wzrdst do jednego
kwantu, albo w druga — tak aby calkowity strumien byt
zerowy. Zastanawiajace piekno mechaniki kwantowej
polega na tym, ze w takim przypadku prad moze zostaé
wzbudzony naraz w obydwie strony.

Sprébujcie to sobie wyobrazi¢. Bez zapisania postaci
funkcji falowej za pomoca liczb zespolonych nie jest

to tatwe. (Chyba ze szukaé analogii w zachowaniach
politykéw.) Jest to nie tylko trudne do wyobrazenia,
ale réwnie trudne do sprawdzenia. Kazdy przyzwoity

i zlokalizowany uklad kwantowy ma dyskretne poziomy
energetyczne. Jezeli strumient zewnetrznego pola
magnetycznego jest rézny od polowy fundamentalnego
kwantu, to przerwy pomiedzy kolejnymi poziomami
energetycznymi dla pradu plynacego w jedng i druga
strone sg troche rézne. Schizofreniczna katamarnica

@

Rozwigzanie zadania M 931.
Niech O bedzie srodkiem n-kat:

A e

jego wierzcholtkami,

R= |04, £(1,OA))=a, ¢ = . Mamy wtedy
(g
3 S o ] . _h Y "
S5 =R"[sin” o +sin” (e + @) + sin"{x + 2¢) + .. . + sin" (e + (n — 1)g)].
- . £ e | i P’ 3 . .
Stosujac wzdr sin® 8 = 1(1 — cos23) przeksztalcimy powyzsza sume
. - 24 o . 3
do postaci § = LR*(n — T), gdzie
T =cos2a + cos(2a+ 2¢) + cos(2a+4¢) + ... +cos(2a + (2n — 2)p).
Ze wzoru BEulera wynika, ze
T = Re[ei"2% 4 ¢i(2a+2¢) | i(2at4a) 1 Gi{2at(2n—2)8)
Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mamy
L1 eiZne
T =HRel[e™ -
' 1 els
" . . ol . e 2
Poniewaz ¢ = 4w, a e =1, wiec T = 0. Mamy wiec § = £ R*n,

co nie zalezy od .
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moze absorbowac obie czestosci odpowiadajace przejsciom
pomiedzy kolejnymi poziomami, a kalmar zasadniczy

(o zdecydowanych pogladach) tylko jedna z nich. Wtasnie
absorpcje obu czestosci udalo sie zaobserwowadé, co
dowodzi, ze rzeczywiscie prad w SQUIDzie moze plynaé
w obie strony jednoczeénie.

Kwantowe kalmary moga znalez¢ szereg zastosowan przy
badaniu podstaw mechaniki kwantowej i budowaniu
prototypdw komputerdw kwantowych. W tej samej
dziedzinie poszukuje sie sposobéw na splatanie funkeji
falowych. Chodzi o to, ze funkcja falowa, opisujaca stan
kilku obiektéw, moze nie by¢ rozkladalna na iloczyn
funkcji falowych poszczegdlnych elementéw. Przykladem
moglaby by¢ para jondw, ktdre jednoczesnie znajduja
si¢ albo oba w stanie podstawowym, albo oba w stanie
wzbudzonym. Mierzac stan jednego z nich, dowiadujemy
sie o stanie drugiego. Kontrolowane przygotowywanie
takich splecionych stanéw wielu elementéw bedzie jedna
z podstaw, na ktérych oparte beda komputery kwantowe
(o ile powstana).

Grupa naukoweéw [2] wykorzystata pomyst [3]

i zademonstrowata splatanie az czterech jonéw *Bet

na zadanie — za pomoca jednej serii pulséw laserowych.
Splatanie mozliwe jest dzieki temu, ze poczatkowo
znajdujace sie w podstawowym stanie jony przeprowadzane
sg parami do stanu wzbudzonego w taki sposéb, aby

ich prawdopodobieiistwo przejécia bylo bliskie 1/2,

a prawdopodobienstwo wzbudzenia tylko jednego jonu

z pary bylo jak najmniejsze. Niestety, splatanie, cho¢
statystycznie istotne, na razie nie okazalo sie bardzo
skuteczne. Nie tra¢my jednak nadziei. W koncu nie $wieci
wyplataja koszyki.

Piotr ZALEWSKI

[1] A. Cho, Physicists unveil Schrédingers SQUID,
Science 287(31.3.2000)2395,

[2] C.A. Sackett i inni, Experimental entanglement of four
particles, Nature 404(16.3.2000)256,

[3] K. Mplmer i A. Sgrensen, Multiparticle entaglement of hot
trapped ions, Phys. Rev. Lett. 82(1999)1835.

X

Rozwigzanie zadania M 933.
Niech A;A2A3 1 By Ba Bz beda danymi tréjkatami rdwnobocznymi,
C4,C2, C3 — édrodkami odeinkdéw Ay By, Az Ba, A3 B3 odpowiednio,

ay; biyes —1

iczbami zespolonymi reprezentujacymi punkty A;, B;, C;.

To, ze tréjkat A1 Az As jest réwnoboczny, jest rownowazne rdwnosci
ey i i g T
az — 1] = € (as —ay) (A1 A3 powstaje 2z Ay Ao przez obrét o 3
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara). Analogicznie
by — by =€ 3 (ba — by).
Poniewaz C'; jest drodkiem odcinka A; B;, wiec ¢; = ._I,_ (a; + bs).

Z powyzszych rdwnosci wyprowadzamy
1

1 L. 2 I
cy=dr=(eadby) — S leriby) = lag—ay) 4 lby —by) =
) i 1 % S
= :eal? (ao —ay1) + :ca' S(by —b1)=¢'T(ez — 1),
czyli ca — c1 = €' (c2 — c1), co oznacza, ze tréjkat CqCa2Cy jest
réwnoboczny (lub Cy = Ca = Cj).
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoédci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 407, 408 Redaguje Marcin E. KUCZMA

408. Przez punkt P, lezacy wewnatrz tréjkata ABC

o srodku ciezkosci G, prowadzimy proste PD, PE, PF
réwnolegle odpowiednio do prostych AG, BG, CG; punkty
D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB.
Wrykazaé, ze suma pél tréjkatéw PAF, PBD i PCE nie
zalezy od polozenia punktu P.

Zadanie 408 zaproponowala pani Joanna Jaszuriska z Warszawy.

407. Dana jest liczba naturalna n oraz n-elementowy
zbiér M, zawarty w zbiorze {1,2,3,...,2n}, nie
zawierajacy zadnej pary liczb o sumie réwnej 2n 4+ 1.
Suma wszystkich liczb ze zbioru M jest znana i wynosi S.
Obliczyé sume kwadratéw wszystkich liczb ze zbioru M.

UWAGA: listy ligowe Klubu 44 M i F

tym razem wyjatkowo na str. 16. Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6 /2000
Przypominamy tre$é¢ zadan:
403. Ciagi b(0), b(1), b(2), ... oraz d(0), d(1), d(2), ... sa okredlone 404. Udowodnié, ze liceba wszystkich podzialéw zbioru {1,2,...,n}
wzorami: b(0) = d(0) = 1, b(n+1) = 2*(") d(n41) = 10%07} Znalegé na zbiory niepuste, rozlaczne, jest rowna wartosci, jaka przyjmuje
najmniejsza liczbe naturalna n, dla ktdrej b(n) > d(44). w punkeie & = 0 pochodna n-tego rzedu funkcji f(x) = exp(e® — 1).

403. Udowodnimy, ze dla liczb naturalnych n > 2 zachodzi nieréwnosé podwdjna
6d(n — 1) < b(n + 2) < d(n).

Dla n = 2 jest to prawda (6 - 10 < 2'® < 10'°). WeZmy liczbe naturalna n > 2

i zalézmy, ze nieréwnoéé jest prawdziwa dla tej liczby n. Wéwczas

_ ob(nt2) | <29 <109 = d(n + 1),
b(n+3) =2 { S 98dn=1) _ ggd(n—1) 5, gdln-1) . 10dn=1) _ gdn=1) . g} > 6d(n);

otrzymali$my teze indukcyjna. Z udowodnionej nieréwnosci wynika, ze b(46) < d(44)
oraz b(47) > 6d(44) > d(44). Zatem szukana liczba jest réwna 47.

FO () = (i Anp - ke’”)f(a:) + (i Ank e’”)e*f(m] =
k=1 =

404. Niech S, i bedzie liczba podzialéw zbioru {1,2,...,n}
na k niepustych rozlacznych podzbioréw (n > k > 1). Jest

jasne, ze e

(1) Snj=Snn=1 dla n=123,.... = (ZkAnkekm +2An k—1 ekw).f(w) =
Wezmy pod uwage dowolny podzial zbioru {1,2,...,n,n+1} k=1 k=2

na k niepustych rozlacznych podzbioréw (2 < k < n). n+1

Podziat taki uzyskujemy z podzialu zbioru {1,2,...,n} na
k podzbioréw przez dolaczenie elementu n+1 do jednego

z tych k podzbioréw, albo z podzialu zbioru {1,2,...,n} na
k—1 podzbioréw przez utworzenie dodatkowego podzbioru 4 A e
jednoelementowego {n+1}. To daje zaleznos¢ rekurencyjna (4) st T el

@  Eamae et Ssy - ey mEkBRS () Antre=kAnitdnry da n2k22

9 A FE ) 5 g o) Stad przez indukcje wynika stusznoéé wzoru (3) dla stalych
Uwaga. Liczby S, & sa /;:Mlm' liczbami Stirlinga drugiego Ay & okreslonych wzorami (4), (5) (Ze Miarten vy — 1)‘

N S, to n-ta liczba Bella. , - s i 5
?:1 o ’ Z réwnoéci (4) oczywidcie wynika, ze An1 = Ann =1

dla wszystkich n. Tak wiec zaleznosci rekurencyjne dla
liczb A, i sa identyczne ze wzorami (1), (2) dla liczb Sy k.
Zatem Spx = Aprdlan>k> 1.

= (Z Ant1,k Ekz)f(w),
k=1

gdzie

An+1, 1= An,la

rodzaju, a suma B, =

Zajmiemy sie teraz przedstawieniem pochodnej n-tego rzedu
funkcji f(x) = exp(e® — 1). Wykazemy, ze ma ona postac
®) (@) = (3 Anee) f(a)

k=1

Pozostaje zauwazyé, ze f(0) = 1, i wobec tego

dla pewnych stalych A, 1, ..., Ann. Dla n =1 wzér (3)

zachodzi ze stala A1 = 1, bowiem f'(z) = e® f(z). Ustalmy
n > 1. Jedli réwnoéé (3) zachodzi dla tej liczby n (i pewnych
stalych A, k), to rézniczkujac te réwnosé otrzymujemy

14

() = (Z A ) 10) = Z S

jest liczba wszystkich podzialéw zbioru {1,2,...,n} na
zbiory niepuste, rozlaczne.
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Rys. 3

Uwzglednienie w tym rachunku silty
odérodkowej mv? /R moze budzié
watpliwoéci, gdys rozpatrujemy tu
przejicie od luku do prostej poziomej,
na ktorej ta sila nie wystepuje. Jesliby
jednak czlon ten pominaé, to nierdwnosé
zostalaby naruszona jeszcze silniej, czyli
wyciagniety wniosek pozostaje i tak

W mocy.

Wyprowadzajac z zasady zachowania
energii wzér na vz, pominelidmy energie
ruchu obrotowego wozka wokdl drodka
masy, gdyz jest kilkadziesiat tysiecy razy
mniejsza od energii ruchu postepowego.

Rys. 4

Zadania z fizyki nr 304, 305 Redaguje Jerzy B. BROJAN

304. Poziomy stél wykonuje okresowy ruch poziomy wedtug wykresu (rys. 1). Jedli na
tym stole potozymy klocek i zaczekamy odpowiednio dlugo, to jak bedzie zalezeé jego
érednia predko$é przemieszczania sie¢ od wspélezynnika tarcia pu, okresu T ruchu stolu
oraz predkoéci ruchu jednostajnego stolu vy 1 v2?

305. Do irédia napiecia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uy = 30 V
przytaczono obwéd sktadajacy sie z diody (doskonalej, tzn. o zerowym oporze

w kierunku przewodzenia i nieskoficzonym oporze w kierunku zaporowym), opornikéw
10 © i 20 €2 oraz kondensatora o duzej pojemnosci (rys. 2). Do jakiego napiecia
naladuje sie kondensator po dlugim czasie? Pojemnoéé kondensatora jest tak duza, ze
to napiecie osiaga wartos¢ stala.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2000
Przypominamy tres¢ zadan:

300. Przedstawiony na rysunku 3 przekro] pochylni sklada sie z odecinka o diugodci [ =2 m
nachylonego pod katem o« = 30° do poziomu oraz dwéch hukéw o promieniu B = 10 m gladko

taczacych ten odcinek z pdélprostymi poziomymi. Na gdrnym poziomie postawiono wézek i nadano
mu bardzo niewielka predkosé w prawo, Czy w czasie zjazdu wdézek oderwie sie jedna para kélek od
podloza? Korpus wozka jest jednorodna plytka prostopadloscienna o dlugodci d = 5 cm 1 wysokosci
h = 20 em (trzeci wymiar jest nieistotny), osie kilek sa osadzone na koncach dolnego boku plytki
(tzn. w odleglodei 5 em), a mase kélek, ich promien i tarcie nalezy pominaé. Uwaga: wystarczajace
jest rozwiazanie przyblizone, sluszne dla podanych wartosci liczbowych.

301. Z jednorodnego drutu o oporze p na jednostke dlugosci wykonano pieciokat foremny o boku a.

Ile wynosi wartosé indukcji magnetycznej B w érodku tego pieciokata, jeséli do dwéch sasiednich
wierzchotkdéw pieciokata preylaceyé frodlo napiecia U7 Pominaé pole przewoddw doprowadzajacych
i przyjac¢ wzgledna przenikalnoéé magnetyczna osrodka réwna 1.

300. Rozwazmy okolice koiica pochylni, gdzie wézek przestaje zjezdzaé po tuku,

a zaczyna poruszac sie po dolnym poziomie. Z punktu widzenia dynamiki ruchu
obrotowego wokét srodka masy jest to przejécie od ruchu obrotowego z predkoscia
katowa w = v/ R (gdzie v — predkosé liniowa, ze wzgledu na male rozmiary wézka

w przyblizeniu jednakowa dla réznych jego punktéw) do spoczynku (braku obrotu).
Ta zmiana predkosci katowej nastepuje w przedziale czasu od miniecia korica pochylni
przez pierwsza 0§ wézka do miniecia jej przez druga of, zatem pomijajac zmiany
predkosci liniowej, otrzymujemy czas ¢t = d/v i przyspieszenie katowe ¢ = w/t = v2/Rd.
Podstawiajac do II zasady dynamiki ruchu obrotowego znalezione £ oraz moment
bezwladnoéci I = (1/12)m(d? + h?), znajdujemy moment sity wzgledem $rodka

M = I¢; z drugiej strony moment ten nie moze przekracza¢ wartosci obliczonej dla
przypadku granicznego, w ktérym przednie kota prawie odrywaja sie od podloza.
Wtedy Mmax = Fd/2, gdzie sile reakcji podloza F podstawimy réwna sumie sily
cigzkodci i sily odérodkowej, tzn. F' = mg + mv?/R. Otrzymaliémy zatem warunek
przejazdu na czterech kolach w postaci nieréwnosci

1 2 2y v md v?
ettt _— — — 1.
m (& +h) 73 <3 &+ ®

Jako wniosek z zasady zachowania energii podstawiamy tu
v® = 2g(2R(1 — cosa) + Isina),
a nastepnie mozemy skréci¢ mg. Po wprowadzeniu danych liczbowych przekonujemy

sie, ze warto$¢ lewej strony przekracza wartos¢ prawej o okolo 20%, czyli przednie kola
zerwa kontakt z podlozem.

Innymi ,podejrzanymi” punktami sa: przejscie od wypuklego tuku do réwni pochytej
oraz przejscie od réwni pochylej do wklestego tuku — wedlug obliczen autora w zadnym
z nich nie nastapi oderwanie si¢ kétek od podloza. Mozna takze rozpatrywaé sam

ruch po tuku, ktéry ze wzgledu na nachylenie jest przyspieszony, a zatem w ruchu
obrotowym takze wystepuje przyspieszenie — jednak tutaj wymagany moment sily jest
co najmnie] kilkadziesiat razy mniejszy od maksymalnego momentu sil reakeji kélek,
wiec oderwanie nie nastapi z cala pewnoscia.

301. Pole magnetyczne w §rodku pieciokata jest suma pdl wytworzonych przez jego
pie¢ bokéw, przy czym dla czterech bokéw polaczonych szeregowo (gérna galaz

na rys. 4) wklad ten jest jednakowy co do kierunku, zwrotu i wartosci, natomiast

dla piagtego (dolnego) boku ma przeciwny zwrot. Poniewaz opér dolnego boku jest
czterokrotnie mniejszy, wiec plynie przez niego czterokrotnie wiekszy prad i widzimy,
ze wypadkowe pole magnetyczne jest réwne zeru. Taki sam wynik otrzymalibyémy
dla dowolnego n-kata foremnego, przy zasilaniu dotaczonym do dowolnych dwdch jego
wierzcholtkéw (lub w érodkach bokéw).
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Patrz w niebo

Croldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 395 (WT=1,12) i 396 (WT=3,30)
% numeru 2 /2000

Tomasz Wietecha — Tarndw 48,02
Rafal Pikuta - Wroclaw 43,69
Marcin Peczarski — Warszawa 42,20
Jerzy Witkowski — Radlin 41,24
Michat Adamaszek - Koty 41,18
Andrzej Jézwik — Kielce 37,72
Konrad Patkowski — Gdansk 37,60

Weteran Tomasz Wietecha kotniczy
w efektownym stylu juz czwarta runde.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 294 (WT=1,75) i 205 (WT=1,83)
z numeru 3 /2000

Jarostaw Bazuka — Warszawa 34,93
Andrzej Nowogrodzki Chociandw 32,24
Aleksander Surma — Myszkdw 31,76
Marek Wdjcicki ~ Szczecin 31,62
Grzegorz Mitosd — Mielec 24,40
- . .

Pazdziernik
Rozwigzanie zadania F 534.
Impedancja obwodu wynosi

Ry Ro Lwi

1+ RiCwi Ra+ Lwi’

Wydzielajac w powyiszym wyrazeniu
czedd rzeczywista 1 urojona, mamy

Ry Ra L
T (14 Ry Cw)?

; R2G
W CWETT

Impedancja obwodu bedzie rzeczywista,

tzn. jej czesd urojona bedzie rdwna zeru,
dla

Bien /L
Gl Ve

Promieniowanie rentgenowskie zalicza sie do promieniowania
wysokoenergetycznego. Jego typowej dlugosci fali rzedu 1 nm odpowiada
czesto$¢ promieniowania réwna 3 x 1017 Hz, co po pomnozeniu przez stalg
Plancka daje energie kwantu rzedu 2 x 10716 J = 1200 eV. Taka $rednia energie
maja czastki gazu w temperaturze 15 mln K, czyli zblizonej do temperatury
wnetrza Sloiica. Mozna by wiec przypuszczaé, ze kazde 7rédlo promieniowania
rentgenowskiego musi by¢ gorace, i byloby to praypuszczenie shuszne, ale tylko
dla termicznego sposobu wytwarzania tego promieniowania. Tymeczasem sa inne
sposoby. Oczywiscie, na wytworzenie kazdego kwantu trzeba zawsze co najmniej
tyle energii, ile wynosi energia kwantu — zasady zachowania energii nie da sie
oming¢ — ale do tego nie potrzeba temperatury wnetrza Slorica. Na przyklad,
lampy rentgenowskie emituja tzw. promieniowanie hamowania powstajace,

gdy pedzaca czastka naladowana (elektron) zostanie gwaltownie zahamowana

w zderzeniu z przyciagajaca ja elektroda (anoda).

Chyba jednak malo kto przypuszczalby, ze Zrédlami promieniowania
rentgenowskiego moga by¢ obiekty pozbawione wlasnych #rédel energii

i tak ze swej natury zimne jak komety. Fakt ten ujawnil w 1996 roku
sztuczny satelita Rosat, wykrywszy promieniowanie X u komety Hyakutake.
Powstaly trzy hipotezy na temat pochodzenia tego promieniowania: jest

to skutek oddzialywania komety z wiatrem slonecznym, jest to sloneczne
promieniowanie X rozproszone przez materie komety, badz wreszcie jest to
promieniowanie hamowania powstajace przy oddzialywaniu rozproszonych

w przestrzeni swobodnych elektronéw z atomami komety. Dzié§ wydaje

sie, ze najbardziej prawdopodobna jest pierwsza mozliwo$é. Mechanizm
powstawania wtedy promieniowania X jest wysoce nieoczywisty. Przypuszcza
sie, ze wielokrotnie zjonizowane atomy wegla, azotu i tlenu, obecne w wietrze
slonecznym, oddzialuja z czasteczkami wody zawartej w glowie komety w ten
sposdb, ze kazdy jon zabiera czasteczce wody jeden elektron, stajac sie wtedy
jonem w stanie wzbudzonym. Przejsciu z tego wlasnie stanu wzbudzonego do
podstawowego towarzyszy emisja fotonu rentgenowskiego. Jezeli czasteczce
wody zabierze elektron atom helu, to przechodzac do stanu podstawowego, moze
wyswieci¢ foton o mniejszej energii, mianowicie nadfioletowy. Promieniowanie
nadfioletowe réwniez zostalo zaobserwowane u komet. A czy nie jest to
powstawanie promieniowania ,z niczego”? Oczywiscie, ze nie, bo przeciez Slorice
musialo wezesniej zuzy¢ pewna ilos¢ energii na zjonizowanie atoméw wegla,

azotu, tlenu i helu.
Tomasz KWAST

W kierunku potudniowym nisko nad horyzontem widaé¢ wieczorami najjasniejsza
gwiazde Ryby Poludniowej — Fomalhaut. Nad nia znajduje sie rozlegly, ale malo
wyrazny zodiakalny gwiazdozbiér Wodnika. W jego poludniowej czeéci lezy
jedna z najwiekszych na naszym niebie mglawic planetarnych NGC 7293, zwana
Slimak lub — jak kto woli — Helix, gdyz wyglada jak dwa zwoje kosmicznej

linii $rubowej. Mglawice mozna dostrzec za pomoca co najmniej lornetki, jej
jasnosd¢ wynosi 6,5 mag. Jest to otoczka odrzucona kiedys przez zaawansowana
ewolucyjnie gwiazde, ktéra przez teleskop byloby widaé¢ w centrum mglawicy.
Gwiazda ta to dawny czerwony olbrzym pozbawiony teraz zewnetrznych
warstw, a wiec obiekt bardzo goracy, cho¢ slaby — jej jasno$¢ wynosi 13,3 mag,
a temperatura lekko przekracza 100 000 K. Taka wiasnie struktura tych
obiektéw, tzn. mglawica planetarna plus goraca gwiazda w jej centrum, jest
bardzo powszechna, gdyz obiekty te powstaja praktycznie wedlug jednego

- scenariusza.

Wenus wida¢ w Wadze po zachodzie Stonica, a Marsa w Lwie przed wschodem.
Jowisz i Saturn sa w Byku i obie planety widaé¢ od péznego wieczora do rana.
Pehia Ksiezyca wypada 13 X, a néw 27 X. W pazdzierniku Ksiezyc nie zakryje

zadnej jasnej gwiazdy. TK
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ZADANIE: Obliczy¢ calke oznaczona
2w

/sin na - sin 2000xdx,

0
gdzie n jest liczba naturalna.

Rozwigzanie: Oznaczamy szukana calke przez I,,, a nastepnie wykonujemy dwukrotnie catlkowanie przez czesci:

am 20 2w
I, = /sin na - sin 2000zdx = sinnx - (*ﬁgf"m) ' - /n cosnx - (15925030—0003) da = %ﬁ cos na - cos 2000xdx =
0 i
n N L sin 2000z n [ n?
- . —n M )de = ———— [ sinnz - sin2000zde = ——— - I, ,
T R ( 2000 ) 2000 ] (Einng) ( 2000 ) = 4000000 ] SR ne R AT = 2boo00n
0 0
ey
skad % -1, =0. Zatem I, = 0. OdpowiedZ: Wartos$é danej catki oznaczonej wynosi 0.
JWR

GRY (17)
Pozycja |Liczba Grundy’ego
3 kregle 3 w0 i X T g
Yosveis | Tl Ciandysge \Y grzebKF‘{F{GL‘E, ktora opisaliSmy lprzed miesigcem, sumy

2 2 gier pojawiaja sie w naturalny sposéb. Pelne zrozumienie

1 1 8 kregli gry polega, jak zwykle, na wyznaczeniu liczby Grundy’ego
1,1 1+21=0 7 9 k(n) pozycji zlozonej z n kregli ustawionych obok siebie.

4 kregle i 6 & . 1 5 Bez trudu ustalamy, ze k(0) =0, k(1) = 1 i k(2) = 2, gdyz

3 3 1 i 5 1 I‘; 4 - 5 w tych przypadkach gra KREGLE nie rézni si¢ od gry

2 ) 9 , 5 9 i d =8 NIM. W pozycji zlozonej z 3 kregli mamy 3 mozliwosci
152 1422=3 2,4 % 1al=3 wykonania ruchu (ruchy prowadzace do identycznych
1,1 l4+21=0 3,4 3401=2 pozycji utozsamiamy). Ruchy te przedstawione sa w tabeli

5 kregli 3,3 3+23=0 obok. Mozemy straci¢ dwa kregle, pozos‘tawiajq,cbjeden
5 kol (liczba Grundy’ego takiej pozycji wynosi 1). Mozemy
4 1 straci¢ jeden kregiel, przy czym moze to byé kregiel
" s 3 S 1 9 8 1 skrajny (pozostaja wtedy dwa kregle stojace obok siebie)
1 ' 2 1 +z 9 _ 3 7 2 lub érodkowy (co prowadzi do pozycji zltozonej z dwdéch
2 , 2 2452=0 Lt Lomit =g samotnie stojacych kregli). Prowadzi to do pozycji o liczbie
) 22= 1,6 1423=2 , ol L
2.6 9423 =1 Grundy’ego odpowiednio 2 i 0. Zatem k(3) = 3, gdyz 3 jest
6 kregli 9 : 5 2424=6 najmniejsza liczba calkowita nieujemna niewystepujaca
5 4 3.5 3424=7 wérod liczb 0, 11 2.
4 1 3,4 3421=2 . i "
1,4 e dod i gt =6 Podobjnfe postepujemy w celu wyznaczenia dalszych
1.3 1493=2 ‘ wartosci k(n).
2,3 2423=1 1 Ioreah . . : i o
i ’ 3 3 4 2 = 0 7 powyzszych rozwazan mozna otrzymaé wartodcei k(n) dla
: ool 9 4 n < 10. Dla przyktadu przyjrzyjmy sie analizie pozycji
7 kregli 8 . zlozonej z 8 kregli. Istnieje 8 mozliwoséci wykonania
18 1421=0 . ias
6 3 17 P ruchu. Mozemy stracic¢ jeden lub dwa kregle z brzegu,
‘ 1 2 R . . . . . . .

5 4 2.7 Dl e pozostawiajac 6 lub 7 kregli sto_]qcxch obok siebie. Mozemy
L5 14+24=5 2,6 2423=1 tez straci¢ jeden lub dwa kregle, dzielac pozostale kregle
1,4 1421=0 3,6 3423=0 na dwie grupki. Prowadzi to do pozycji majacych liczbe
2,4 2421=3 - 3424=7 Grundy’ego 0, 2, 3, 5 i 6. Tak wiec k(8) = 1, gdyz 1 jest
2,3 2423=1 4,5 1+24=5 najmniejsza liczba caltkowita nieujemna niewystepujaca
334 3+423=0 4,4 1+21=0 wérdd wyzej wymienionych.

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
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