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O pochodzeniu pierwiastkow
Monika SZYMKOWIAK

7 czego sklada sie Wszech$wiat? Jakie pierwiastki chemiczne sa w nim zawarte
i w jakich proporcjach? To pytanie bardziej dociekliwa czes¢ ludzkosci zapewne
zadawala sobie od dawna, jednak musialo ono pozostaé¢ bez odpowiedzi az

do poczatku naszego stulecia, kiedy to rozwdj astrofizyki i podstawowego jej
narzedzia — spektroskopii — pozwolil na coraz dokladniejsze badanie skladu
chemicznego odleglych cial niebieskich.

Pierwszym pozaziemskim obiektem, ktérego sktad zbadano, bylo, oczywiscie,
Storice. Okazalo sie, ze sklada sie ono z grubsza w jednej czwartej z helu,

a reszta to wodér. Pézniej naukowcy skierowali swa ciekawosé ku innym
gwiazdom i materii miedzygwiazdowej. Wyniki obserwacji wskazywaly
jednoznacznie, ze wszystkie te obiekty maja zblizony sktad chemiczny!

Pod koniec lat trzydziestych opracowano juz pierwsze tabele przedstawiajace
rozpowszechnienie pierwiastkéw we Wszech$wiecie. Gdy tego dokonano, przed
naukowcami pojawilo sie nowe wyzwanie: teoretyczne wyjaénienie takiego
wlasnie stanu rzeczy.

Pierwszym, ktéry sie o to pokusil, byl G. Lemaitre. Wysunat on hipotezg,

7e Wszechéwiat zaczal sie od stanu, w ktérym calkowita jego energia
skoncentrowana byla w przestrzeni o promieniu kilku minut §wietlnych. Ten
stan Lemaitre wyobrazal sobie jako jadro gigantycznego Pierwotnego Atomu.
Atom taki bylby niestabilny radioaktywnie i rozpadalby si¢ na fragmenty, ktore,
réwniez niestabilne, rozpadalyby sie dalej i ulatywaly w przestrzei kosmiczng.
Podzial ten zatrzymuje sie na pierwiastkach trwalych lub na pierwiastkach

o dlugim czasie zycia.

Hipoteza ta byla bardzo ogélnikowa i trudno bylo méwic o jakiejkolwiek jej
weryfikacji. Dopiero po jej usci§leniu przez M. Meyera i E. Tellera mozna bylo
dokona¢ jej konfrontacji z 6wczesnymi obserwacjami. Wéwczas zwolennikow
tej teorii spotkalo rozczarowanie. Okazalo sie, ze nie potrafi ona wyjasnic,
skad wziely sie lekkie pierwiastki. A przeciez to z nich wlaénie zbudowany jest
Wszechéwiat w ponad 99%!

Kilkanaécie lat pézniej w kosmologii zyskal popularno$é model rozszerzajacego
sie Wszech$wiata, zaproponowany przez Friedmana, a rozwoéj fizyki jadrowej
istotnie zmienil stan wiedzy o procesach, ktére moga zachodzi¢ w warunkach
wysokiej gestosci, ciénienia i temperatury, jakie musialy panowa¢ w pierwszych
chwilach po Wielkim Wybuchu. Znajac dobrze te dwie galezie fizyki, G. Gamow
opracowal zupelnie inna od poprzednich teorie powstawania pierwiastkéw we
Wszechéwiecie. Wiedzial on, ze w modelu Friedmana gestos¢ promieniowania
zmienia sie jak czwarta potega temperatury, natomiast gesto$¢ materii — jak

jej trzecia potega. Poniewaz temperatura roénie w miare cofania si¢ w strong
Wielkiego Wybuchu, to odpowiednio wczesnie gesto$¢ promieniowania musiala
przewyzszaé gestoéé materii. Stad prosty wniosek: we wczesnych etapach
ewolucji Wszechéwiat zdominowany byl przez promieniowanie! Gamow
wyobrazal sobie wczesne stany materii jako bardzo Scisnigty gaz neutronowy
zanurzony w kapieli promieniowania elektromagnetycznego o bardzo wysokiej
temperaturze. Gaz ten zaczal sie rozpada¢ na protony i elektrony, gdy ci$nienie
jego spadlo w nastepstwie ekspansji Wszech$wiata. Wychwytywanie ciagle
jeszcze obecnych neutronéw przez nowo utworzone protony doprowadzito do
powstania jader deuteru, a nastepne wychwytywanie neutronéw do utworzenia
ciezszych jader. Wkrétce wspélprace z Gamowem podjeli R. Alpher i H. Bethe
(stad opracowana przez nich hipoteze do dzié nazywa sie a-(3-7). Starali sig oni
wyznaczy¢ ksztalt krzywej obfitoéci pierwiastkéw we Wszechéwiecie i poréwnad
ja z krzywa sporzadzona na podstawie dostepnych wéwczas obserwacji. Okazalo
sie, ze o ile dla lekkich pierwiastkéw krzywe niemal sie pokrywaja, o tyle
produkcji ciezszych teoria nie potrafita dobrze wyjaéni¢. Wkrétce tez zaczeto
zwraca¢ uwage na inne jej mankamenty. C. Hayashi zauwazyl, ze w odpowiednio
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wysokiej temperaturze (to jest okolo 10'° K) Wszechéwiat powinien byé
wypelniony nie neutronami, lecz mieszaning protondéw i neutronéw, a takze
elektronami, pozytonami, neutrinami i antyneutrinami. Przemiana neutronéw
w protony i odwrotnie zachodzi¢ musiala dzieki reakcjom z udziatem stabych
oddziatywan. Dzieki nim poczatkowe obfitosci protonéw i neutronéw byly
niemal réwne.

Teoria a-3-v napotkala tez inne trudnosci. Okazuje sie, ze w przyrodzie

nie wystepuja trwale jadra atomowe o liczbach masowych 5 i 8, przez ktére
powinien przebiegaé lancuch kolejnych przemian. Poza tym “He jest jadrem
o duzej energii wiazania. Oznacza to, ze w praktyce mechanizmy a-3-v moga
wyprodukowaé tylko znikome ilosci ciezszych pierwiastkéw. Przeciwnicy tej
teorii twierdzili zlosliwie, ze wyjasnia ona powstanie wszystkich pierwiastkow
tablicy Mendelejewa az do helu wlacznie. Mimo to hipoteza ta nadal cieszyta
sie popularnoscia. Przede wszystkim dlatego, ze nie byto lepszej. Poza tym
dobrze pasowala do modelu Friedmana rozszerzajacego sie $wiata. Spodziewano
sie, ze rozwdj fizyki jadrowej przyczyni sie do wyjadnienia syntezy ciezszych
pierwiastkéw.

Tymczasem rozwoj kosmologii poszedl nagle w nieoczekiwanym kierunku.

H. Bondi i T. Gold opracowali model Wszech§wiata stanu stacjonarnego.

W modelu tym przez caly czas nastepuje kreacja materii tak, by pomimo
jego rozszerzania sie zachowal on stala gestosé. Taki Wszechéwiat nie byt
nigdy gesty i goracy, nie bylo wiec w nim miejsca na procesy a-G-vy. Wtedy
to E.M. Burbidge, G.R. Burbidge, A. Fowler i F. Hoyle zaproponowali
konkurencyjna teorie nukleosyntezy (nazywamy ja w skrécie BBFH). Méwi
ona, ze izotopy pierwiastkow chemicznych powstaja z wodoru droga przemian
jadrowych we wnetrzach gwiazd oraz podczas wybuchéw supernowych. Podczas
tychze wybuchéw jadra powstalych ciezszych pierwiastkéw chemicznych
wzbogacaja przestrzen kosmiczna, tak ze kolejne pokolenia gwiazd i galaktyk
juz od poczatku zawieraja ciezkie pierwiastki. W ten oto sposéb dokonuje sie
chemiczna ewolucja Wszechswiata.

Teoria BBFH szybko odniosta sukces. Stala sie mocnym argumentem dla
zwolennikéw kosmologii stanu stacjonarnego. Jednak po poczatkowym okresie
zafascynowania zauwazono powazne jej mankamenty. Przede wszystkim
porownano przewidywania z obserwacjami. Wedlug oszacowan BBFH
rozpowszechnienie helu wynosi 1-4%, podczas gdy obserwacje wskazywaly
wyraznie na okoto 25%! Podobny problem dotyczyl deuteru, ktéry przeciez

w ogole nie jest syntetyzowany w gwiazdach, lecz spalany. Poza tym teoria nie
wyjasniala pochodzenia wodoru, zakladala jego istnienie a priori, nie byla wiec
kompletna.

Wreszcie, gdy potwierdzono obserwacyjnie istnienie mikrofalowego
promieniowania reliktowego, model stanu stacjonarnego zostal ostatecznie
zdyskwalifikowany i teoria a-3-v powrdcita do task. Byla juz wtedy dokladniej
opracowana i to wlasnie na gléwnych zalozeniach tej teorii opiera sie
wspolczesna standardowa teoria pierwotnej nukleosyntezy. Wiadomo, ze miala
ona miejsce zaledwie kilka minut po Wielkim Wybuchu, czyli o wiele wczesniej
niz powstaly wszystkie obiekty astronomiczne. Glownym jej produktem jest

hel 4, a to ze wzgledu na jego duza energie wiazania oraz wspomniany wczeéniej
brak stabilnych jader atomowych o liczbach masowych 5 i 8. W znikomej ilosci
powstaje tez lit 7, hel 3 oraz deuter. Produkcji ciezszych pierwiastkéw skutecznie
przeciwdzialaja bariery kulombowskie.

Obfitosci powstalych w czasie pierwotnej nukleosyntezy pierwiastkéw
mozemy wyznaczy¢ z teorii, co wymaga juz skomplikowanych obliczen
numerycznych. Obfitosci te zaleza od panujacych we wczesnym Wszechdwiecie
warunkow, ktorych, rzecz jasna, doktadnie nie znamy. Wyznaczenie
rzeczywistego rozpowszechnienia pierwiastkéw z obserwacji oraz poréwnania
go z wyznaczonym teoretycznie, przy zalozeniu pewnych warunkéw, daje nam
zatem informacje o wczesnym Wszechéwiecie.
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Skad natomiast wziely sie cigzsze pierwiastki? W latach 50. E. Salpelter

i F. Hoyle opracowali teorie ich syntezy w gwiazdach. Moga one powstawac

pomimo braku stabilnych jader atomowych o liczbach masowych 5 i 8
dzieki reakcji 3Alfa, w ktérej z trzech jader helu 4 powstaje jadro wegla 12.
Wysoka temperatura i ci$nienie panujace w gwiazdach o masach rzedu masy
Slonca i ciezszych stwarzaja warunki sprzyjajace do jej zajscia. W jeszcze
masywniejszych gwiazdach przez kolejne przylaczanie jader helu 4 powstaja

jadra pierwiastkéw takich jak tlen, neon czy magnez. W najwigkszych
i najgoretszych gwiazdach moga powstawaé jeszcze cigzsze jadra, do jader
e z grupy zelaza wlacznie. Na tym jednak konicza sie mozliwosci spokojnej

gwiazdowej syntezy. Produkcja ciezszych jader wymaga juz doprowadzenia
energii z zewnatrz. Energia taka moze by¢ uzyskana jedynie podczas wybuchu
supernowej. Nie dziwmy sie wiec, ze szlachetne metale, takie jak srebro czy
zloto, sa tak cenne: trzeba bylo eksplozji o energii rzedu 10* J (o blasku
poréwnywalnym z jasnoscia galaktyki), by powstaly.

Brzeg dowolnej érodkowo symetrycznej figury 7 krawedzi wielocianu foremnego tworzymy linie
wypuklej miesci si¢ miedzy dwiema elipsoidami lamana zamknieta przechodzaca przez wszystkie
jednokladnymi w stosunku /n, gdzie n to wymiar wierzcholki wieloScianu jeden raz. Uwazamy za
przestrzeni, w ktorej wszystko sie odbywa. Na jednakowe te lamane, ktére daja sie nalozy¢ przez
plaszczyznie wiec brzeg dowolnej figury wypuklej obracanie. Dla czworoscianu i szedcianu jest tylko
miesci sie miedzy dwiema elipsami jednokladnymi jedna taka lamana, dla dwunastoscianu dwie, dla
w stosunku v/2. oémioécianu 3, a dla dwudziestoscianu az 33.

Czytelnicy pisza

W Delcie styczniowej z biezacego roku przypomnieliSmy nastepujacy problem:
przy jakiej ilosci ptynu w butelce $rodek ciezkosci jest najnizej?

, Bylo tez podane tam szczegblne rozwiazanie — mianowicie dotyczace sytuacj,
;ﬁ gdy butelka (7) ma ksztalt walca. Sugerowaliémy tez, ze podane tam
Rozwiazanie zadania M 930. rozwiazanie, Cth:

Zalézmy, ze kolorujemy na bialo wtedy, gdy $rodek ciezkosci catosci lezy na powierzchni ptynu

i czarno. Rozwazmy nieskoncze ciag ) . . E e e
nie przecinajacych sie wewnetrznie jest prawdziwe nie tylko w rozpatrzonym przypadku i prosilismy Czytelnikéw
kwadratow 3 x 3 polozenych ,wzdluz o podanie ogélnego i prostszego od naszych rachunkéw rozwiazania.

przekatnej” (rys). Wérdd nich znajdziem)

dwa jednakowo pokelorowane (liczba I rzeczywiécie takie rozwiazanie, zawierajace wyniki moich nocnych rozwazari
yokolorowan kwadratu 3 x 3 dwoms: . 5 = -

pokolorowan fwadrati & Sdwoma - _ jak pisze — nadestal nam Pan Marcin Peczarski. Oto ono.

kolorami jest skonczona). Na przekatnej

kazdego z tyvch kwadratéw sa dwie

Rozwazmy naczynie o dowolnym ksztatcie napetnione ptynem do pewnej

kratki tego samego koloru (powiedzmy ok

czarnego). Rozwazmy przeciecie wysokosc%.

odpowiednich poziomych i plonowych —— . i ; L I 1
paséw przechodzacych przez te kratki. Jezeli poziom plynu w naczyniu lezy ponizej srodka cigzkosci, to dolanie do
NHI): EROOINS Jeciaii i orooty keatel naczynia niewielkiej ilosci plynu spowoduje obnizenie srodka cigzkosci, gdyz
tego przeciecia jest czarna, to wraz z . w v oa E i e it & i %
odoowiednin koathkamt (s gzakntasl srodek ciezkosci dodawanego plynu lezy ponizej srodka cigzkosci naczynia

z ptynem przed dodaniem.

bedzie ona tworzy¢ szukany tr
Jesdli zaé wszystkie cztery kratl 1 biale,

to dowolne trzy z nich tworza szukany Jezeli natomiast poziom ptynu w naczyniu lezy powyzej srodka cigzkosci, to
tréjkat. odlewanie z naczynia niewielkiej ilosci ptynu spowoduje réwniez obnizenie §rodka
ciezkodci, gdyz $rodek ciezkosci ujmowanego ptynu lezy powyzej srodka cigzkosci
naczynia z ptynem przed jego ujeciem.

Z tych dwdch faktow wynika, ze podwyzszanie poziomu plynu, gdy s$rodek
ciezkosdci lezy powyzej tego poziomu, oraz obnizanie poziomu ptynu, gdy srodek
. ciezkosci lezy ponizej tego poziomu, powodujg obnizanie potozenia srodka
ciezkodci. Zatem Srodek ciezkosci lezy najnizej, gdy znajduje si¢ na powierzchni
plynu.

c.b.d.u.

Sadzimy, Ze prostszego rozwiazania raczej juz nie ma. Dziekujemy.

Redakcja

P.S. Podobne rozwiazanie przystal tez Pan Adam Smélski.
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Pytanie dodatkowe: A czy kwadrat

(Mozemy ogre

zawsze istnieje?

sy ¢ sie

do dwdch kolordw.)

sacych przez

Konrad BANASZEK

Zapewne kazdy uzytkownik komputera chcialby, zeby jego urzadzenie dziatato
jeszcze szybciej 1 mialo jeszeze wieksza pamie¢. Powody po temu sa rozmaite.
Jedni pragneliby dokltadniej poznaé¢ tajemnice Wszechswiata. Innym zalezy

z kolei na bardziej prozaicznych zastosowaniach, jak np. przewidywanie pogody.
Sa wreszcie i tacy, ktérym marza sie jeszcze mocniejsze wrazenia podczas
zmagan z wyimaginowanymi przeciwnosciami losu na ekranie komputera.

Droga do zwiekszenia wydajnosci komputeréw prowadzi obecnie jedna. Jest

nig miniaturyzacja, wkraczajaca powszechnie wkraczajaca powszechnie w nasze
codzienne zycie. Miniaturyzacja nie moze jednak postepowaé w nieskonczonosc,
przynajmniej na pewno nie zgodnie z dotychczasowymi zasadami dzialania
ukladéw elektronicznych. Trudno jest bowiem wyobrazié sobie éciezke w ukladzie
scalonym, ktorej szerokos¢ bylaby poréwnywalna z rozmiarami atomu, a prad
nia plynacy skladal sie z pojedynczego elektronu. Procesy w takiej skali
opisywane sa przez mechanike kwantowa. W zjawiskach przez nia opisywanych
pojawia sie wiele nieoczekiwanych efektow: czastki zachowywuja sie czasem jak
fale, a fale — jak czastki.

Mozna jednak popusci¢ wodze fantazji i zastanowi¢ si¢ nad dzialaniem
komputera zlozonego z pojedynczych ukladéw kwantowych. Przede

wszystkim musimy znalezé sposéb na kodowanie bitéw, czyli podstawowych
zero-jedynkowych cegietek informacji, ktorymi postuguje sie komputer. Dobrym
kandydatem do przechowywania jednego bitu informacji jest pojedynczy atom,
gdy z jego struktury energetycznej wybierzemy dwa poziomy i przypiszemy

im wartodci logiczne 0 i 1. Wprowadzajac odpowiednie oddzialywanie miedzy
dwoma lub wiecej atomami, mozna otrzymac rézne wyniki, w zaleznosci od
stanu poczatkowego ukladu, czyli — w jezyku informatyki — wykonywac operacje
logiczne na stanach wejéciowych. Sktadajac razem wiele takich elementarnych
operacji, daloby sie zbudowac¢ komputer, ktéry w pelni zastugiwalby na
przydomek: kwantowy.

Komputer kwantowy ma istotnie nowe cechy w poréwnaniu z jego klasycznym
odpowiednikiem. W mechanice kwantowej bowiem czastki wykazuja wlasnosci
falowe. Dzieki temu mozemy dodawac rézne stany kwantowe — czyli tworzy¢ ich
superpozycje — na podobnej zasadzie, jak dodaja sie drgania w ruchu falowym.
Kazdy z atoméw na wejsciu ukladu logicznego nie musi by¢ wiec w Scile
okreslonym stanie 0 lub 1. Mozemy je przygotowa¢ w stanie superpozycji
bedacej kombinacja réznych stanéw kwantowych. Nasz uktad logiczny
przetworzy wtedy rdwnolegle kazdy ze skladnikéw i dostarczy na wyjsciu
superpozycje wynikéw odpowiadajacych poszczegélnym stanom wejsciowym.

Brzmi to bardzo obiecujaco, ale pozostaje jeden podstawowy klopot

— odczytanie wyniku obliczen. Na koncu musimy dokonaé pomiaru i sprawdzic,
ktére z atoméw znajduja sie w stanie 0, a ktére w stanie 1. Pomiar taki
dostarczylby jednak informacji tylko o jednym ze sktadnikéw superpozycji.
Pomocna analogia jest tutaj doswiadczenie z dyfrakcja elektronéw, w ktorym
obserwujemy na ekranie rozklad wiazki elektronéw po przej$ciu przez szczeline.
Pojedynczy elektron moze zostaé zarejestrowany w réznych punktach ekranu

z pewnym prawdopodobienstwem. Zaobserwowanie polozenia jednego elektronu
méwi nam jednak niewiele o pelnym obrazie dyfrakcyjnym. Dopiero wielokrotne
powtorzenie dodwiadczenia przynosi pelny rozklad prawdopodobienstwa

na ekranie. Podobnie, aby otrzymaé¢ informacje o wszystkich sktadnikach
superpozycji przetworzonych przez komputer kwantowy, musieliby$my
wielokrotnie powtorzy¢ wszystkie operacje logiczne i koficowy pomiar.

Jest na to jednak rada. Otéz trzeba w pelni wykorzystaé¢ dobrodziejstwa
mechaniki kwantowej i sklonié¢ poszczegdlne skladniki superpozycji do
interferencji. Tak jak sktadajac razem drgania falowe, mozemy je wzmacniac
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albo wygasza¢ (méwimy wtedy o interferencji konstruktywnej badz
destruktywnej), podobnie interferencja kwantowa pozwala nam manipulowad
yudziatem” stanéw skladowych w superpozycji. Przypusémy, ze naszym
zadaniem jest znalezienie rozwiazan spelniajacych pewien okreslony warunek.
Okazuje sie czesto, ze najlepszy algorytm dla zwyklych (klasycznych)
komputeréw sprowadza sie do pracowitego sprawdzenia, ktdre z potencjalnych
rozwigzan spelnia wymagane warunki. Komputer kwantowy moze przetworzy¢
réwnolegle superpozycje potencjalnych rozwiazan, i to w taki sposéb, aby

te spelniajace zadany warunek ulegaly interferencji konstruktywnej, czyli
wzmocnieniu, natomiast pozostalte interferowaly destruktywnie i zostaly
wygaszone. Pomiar stanu wyjéciowego przyniesie nam wtedy te odpowiedz,
ktérej wlasnie szukamy.

Przyktadem problemu obliczeniowego powyzszego typu jest rozklad liczby
naturalnej na czynniki pierwsze. Zlozono$¢ tego problemu roénie niesltychanie
AR . szybko wraz z liczba cyfr. Jest to praktycznie wykorzystywane w powszechnie
1% '@;‘t_‘ WY uzywanych protokotach szyfrujacych z tak zwanym kluczem publicznym. Majac
4 dwie liczby pierwsze, nietrudno jest znalezé ich iloczyn. Co wiecej, mozna go
oglosi¢ wszem i wobec bez szczegélnej obawy, ze ktos$ znajdzie jego rozklad na
czynniki pierwsze. Procedura kodujaca uzywa tylko tego iloczynu, natomiast
do odkodowania zaszyfrowanej informacji potrzebna jest juz znajomos¢ obu
czynnikéw. Dzieki temu rozszyfrowaé wiadomos¢é moze tylko autor klucza.

Komputer kwantowy (gdyby kto$ go zbudowal, oczywiscie) bylby w stanie
znalez¢ rozklad na czynniki pierwsze, uzywajac znacznie mniejszej liczby
operacji. Stanowiloby to powazne zagrozenie dla bezpieczenstwa protokoléw
szyfrujacych z kluczem publicznym. Mechanika kwantowa oferuje jednak
co$§ w zamian — kwantowe systemy kryptograficzne, ktérych bezpieczenstwo
gwarantuje calym swoim autorytetem. Ale to juz nastepna historia. ..

Tajemnica liczb Fermata

Wielu badaczom $wiata liczb marzyto si¢ uzyskanie cudownego wzoru, ktéry
dawalby wylacznie liczby pierwsze. Prébowano wykorzystywac rézne formuty,
z ktérych dwie pozostaly przedmiotem rozwazan do dzi$. Chodzi mianowicie
o liczby postaci 2™ — 11 2™ + 1 (m € N). Mozna wykaza¢, ze jesli 2™ — 1
jest liczba pierwsza, to m jest réwniez liczba pierwsza. Liczby M, = 2F — 1
(p — liczba pierwsza) nazywamy liczbami Mersenne’a. Liczby My, Ms, Ms,
M7 sa pierwsze, ale juz liczba Mj; jest zlozona. Prawdopodobnie wérdd liczb
Mersenne’a jest nieskoriczenie wiele zaréwno liczb pierwszych, jak i ztozonych.
Najwieksza znana liczba pierwsza Mersenne’a byta w 1999 r. liczba Mggr2s93.
i Jeéli natomiast liczba 2™ + 1 jest pierwsza, to m = 2" (n € NU {0}). Fermat
przypuszczal, ze zachodzi twierdzenie odwrotne. Oznaczmy F, = 22" + 1.
S S —— Wprawdzie liczby Fy, Fy, Fa, F3, Fy sa pierwsze, ale juz liczba F5 jest zlozona.
d ramki do oporu Do chwili obecnej wykazano, ze liczby Fj, Fg, . .., Fas sa ztozone (i niektére
nmniejszego prees a Po wlaczenin inne)_

ramki do obwodu w punktach A i B
mamy Liczby Fermata maja nieoczekiwany zwiazek z geometria. Otéz Gauss
! i ' udowodnil, ze jesli s = 2*F,, F,,, ... Fy,,, k>0, gdzie Fy,,, Fp,,...,Fy, 53
ré6znymi liczbami pierwszymi Fermata, to mozna skonstruowaé s-kat foremny
L e, za pomoca cyrkla i linijki. Nieco pézniej Wantzel wykazal twierdzenie odwrotne.
" 1 2+ + 1)  Od czaséw Fermata (1640 r.) nie znaleziono nowej liczby pierwszej F,,. Obecnie
o wri 2ry +ar ar(z+2)  pierwsza podejrzana jest Fby (majaca 5050446 cyfr). Gdyby okazala si¢
Stosunek opordw jest réwuy pierwsza (co raczej jest watpliwe), to na podstawie twierdzenia Gaussa mozna
i SRR by skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki Fa4-kat foremny. Jest to wielokat
o ogromnej liczbie bokéw (na rysunku wygladatby praktycznie jak kolo).
Podanie konstrukcji takiego wielokata to zadanie karkolomne. Byloby moze
R R B S e lepiej, gdyby okazalo sie, ze poza Fy, Fy, Fy, F3, Fy nie ma innych liczb
cbrzyratiamyen o) pierwszych Fermata. Czy jednak da sie to udowodnic?

Rozwigzanie zadania F 531.
e

hol
g0 bok

Po wlaczeniu ramki w punktach B i C

Witold BEDNAREK
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Fatalny fraktalny dywan

— Nie jest zle — powiedzial Jasio. — Jest fatalnie.
— dodal po chwili i zaprosit swych przyjaciol

do érodka. Jacek z Agatka weszli do pokoju. Na
podlodze lezal dywan w ksztalcie kwadratu. Nie
bylo w nim nic nadzwyczajnego oprécz tego,

ze w samym S$rodku mial wypalona dziure.

— Bawile$ sie zapatkami? — zdziwil sie Jacek.

— Nie jestem dziewczynka i nie mam zapalek

— mruknal Jasio, a Jacek i jego siostra niemal

w tej samej chwili przypomnieli sobie, ze w zeszly
piatek Jasio kupil sobie zestaw mlodego chemika.
— Nie o to zreszta chodzi, skad sie ta dziura
wzieta. Trzeba co$ z niag zrobié. Tym bardziej
ze... to jest dywan sasiada. Mialem mu go
wytrzepad i... Sami widzicie.

— Moze da sie zaszyc?

— Gdziez tam! Za duza dziura.

Przez chwile milczeli zrezygnowani.

— No to moze réwno wytniemy? — zaproponowala
Agatka. — Taki kwadracik na $rodku. .. Bedzie
troche ladniej. . .

— Nie ma wyjscia — westchnal po chwili namystu
Jasio i spytal — Pomozecie?

— Pomozemy! — zawotlali radosnie. Kiedy juz bylo
po wszystkim, Jacek
pokrecit glowa.

— Mogloby by¢ ladnie;j.
Gdyby jeszcze zrobi¢ takie
same dziurki dookota.
Tylko mniejsze. O takie. ..
Dal przykiad.

— No i co$ ty zrobil? Teraz
to juz chyba rzeczywiscie
musimy takie dziurki

L] ] [ ] | dorobié.
— I co? Nie mialem racji?
N 1 - spytal Jacek, gdy wycieli
nastepne 8 kwadratowych

dziur. - Slicznie, prawda?
— Rzeczywiscie, teraz to ten
dywan jest taki... taki...
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— zaczela Agatka, ale nie mogta skonczyc.

— No jaki?

— Taki. .. podobny do siebie!

w2

— No, tak, bo jakby wycia¢ taki maly kwadracik,
to ten maly kwadracik znéw bylby taki jak caly
dywan.

— Ja wiem! Takie co$, co si¢ da podzieli¢ na
mniejsze czesci, z ktorych wszystkie sa takie jak
to co$, tylko mniejsze, to sie nazywa fraktal!

— pochwalil sie swa wiedza Jasio i Jacek juz
wiedzial, za co chwilami nie lubi swojego
najlepszego kolegi.

— Qjej!- zapiszczala Agatka — To zrobiliSmy
fraktalny dywan!

— Zrobilismy fatalny dywan — zimno wycedzit
Jacek. — Zeby on byl fraktalny, to trzeba jeszcze
dorobi¢ dalsze dziury. Przeciez widzisz, ze kazdy
maly kwadracik ma tylko jedna dziure, a ten duzy
osiem wiecej.

— No to kazdemu malemu dorébmy po osiem! —
zaproponowala Agatka.

— To wtedy duzy bedzie mial o 64 wiece;j!

Doo,oo0o0o0n0an

EDD nDannnDD

Oooao mlm mf m e
0 oo oOoao
DDD DDD
Oooao Oooao

(b [ m e m

DDEI EII:]D I:I[:’EI

OO0O0OoO0o0ooaao

— No to jeszcze wytnijmy 64 w kazdym malym!!
— To w duzym bedzie. ..

— Przestancie sie wydziera¢! Wiecie, kto pode
mna mieszka. . . — trzeZzwo przypomnial Jasio.
Uspokoili sie.

— Ale. .. to chyba nie jest dywan...

— Nie, to nie jest dywan aspiranta Sieczko, ale
jak bedziemy tak wrzeszczet, to przyjdzie nas
upomniec.



Przez chwile byto cicho.

— No to co? To nie da sie tak zrobi¢, zeby ten
dywan byt fraktalny?

— Da sie, tylko trzeba wycina¢ w nieskoniczonosé.
— Ojej, a my musimy za godzine wraca¢ do domu
— zmartwila si¢ Agatka. — A poza tym, jakbySmy
tak wycinali... to z tego dywanu zostalyby same
dziury. ..

— Eeetam. Popatrz, to by zostalo i to. I tutaj.

— Aha, ale to by byla tylko taka jedna nitka, tylko
ze tak pozawijana i pozawijana. ..

— Czyli dywan bylby jednowymiarowy.

— Niby tak. Ale on by byt troche... — Agatka

nie mogla znalez¢ stowa. — taki... Bardziej
wymiarowy. ..

— Péttorawymiarowy — mruknal zlosliwie Jacek.

— Glupek — obrazita sie na brata Agatka.

— A moze Agatka ma racje? Moze ten dywan ma
jeszcze taki inny wymiar?

— No, na pewno — znéw ironicznie odezwal sie
Jacek — Fraktalny moze?

— Dlaczego nie? Tylko jak go okreslic... Hmm,
popatrzcie, ten dywan. .. jakby go tak powycinaé
w nieskonczono$é, sktadalby sie z 8 mniejszych
kwadracikow o boku 3 razy mniejszym niz ten
duzy. ..

— To moze ma wymiar 8/3? — zaproponowala
Agatka. Jacek popukal sie w glowe. — Przeciez 8/3
jest wieksze od dwéch. Agatka umilkia.

— Gdyby zwykly kwadrat pocia¢ na kwadraty

o boku 3 razy mniejszym, to bytoby ich 9. A jakby
pocia¢ na kwadraty o boku 2 razy mniejszym,

to byloby ich cztery — zastanawial sie Jasio. —
Kwadrat ma wymiar 2. Wiec trzeba wymysli¢ taka
funkcje, zeby f(2,4) = f(3,9) = 2. I jeszcze zeby
£(3,8) bylo miedzy 1 a 2. Macie jaki$§ pomyst? Jak
z 2 1 4 wyliczy¢ dwéjke? No, i zeby tak samo z 3

i 9 réwniez wyliczy¢ 2... My$leli przez chwile.

— Wiem! — zawolal Jacek — 32 = 9, a takze 22 = 4!
— Aha! - ucieszy! sie Jasio. — To musi by¢
logarytm!

~ Loga. .. co? — spytala Agatka.

— Logarytm z jakiej$ liczby N > 0 przy podstawie
p > 01irdznej od 1, to taka liczba b = log, N, ze

p® = N — wyrecytowal Jasio. — Wiec np. log,4 = 2,
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bo 22 =4, a log; 9 = 2, bo 3% = 9. Diatego log, N
to nasza funkcja f(p, N).

Agatka spojrzala na Jasia z podziwem, a Jacek

z politowaniem. Ech, ten Jasio! Jak on sie
popisuje, zeby tylko zaimponowac kobiecie.

— To jaki wymiar ma ten dywan z dziurami?

— To bedzie. .. log, 8. Czyli jaka$ liczba miedzy
1a2,bo3'=3<8,a3 =9>8 Chodimy do
drugiego pokoju. Tam mam kalkulator.

— Okotlo 1,893 — o$wiadczy!t triumfalnie Jasio, gdy
zobaczyt wynik.

— Czekaj, czekaj. — powiedzial Jacek. — To jaka

w koficu jest definicja tego wymiaru fraktalnego?
— Masz fraktal. Rozkladasz go na N czesci, kazda
taka sama jak calos¢, tylko mniejsza p razy.

To wymiar fraktala wynosi: log, V.

— No dobrze, ale czy to dziala w innych
wymiarach? SprawdZmy, czy si¢ zgadza dla
szescianu.

— To bedzie np. jak dla kostki Rubika. .. Szescian
mozesz rozlozy¢ na. .. 27 szeScianéw o boku 3 razy
mniejszym. I mamy: log; 27 = 3, bo 3% = 27.

A szeScian jest trojwymiarowy! To dziata!

— A odcinek? :

— Odcinek mozesz pocia¢ np. na cztery odcinki
cztery razy kroétsze. I masz log, 4 = 1. Super!

— Stuchaj, Jasiu — powiedzial Jacek. — Ten wymiar
jest okreslony tylko dla takich samopodobnych
figur. Ale czy ty mys$lisz, ze kwadrat, szescian

i odcinek to sa fraktale? Przeciez one sa

zupelnie. . . takie... normalne.

— To pewnie fraktale sa tylko wtedy, gdy ich
wymiar fraktalny jest wiekszy od tego zwyklego.
Topologicznego — powiedzial Jasio, a Agatka znéw
popatrzyla na niego z duma. Jacek pokrecit glows.
Wpcale nie chcialby mieé takiego przemadrzalego
szwagra.

— A ja kiedy$ slyszalam — powiedziata Agatka —
ze brzeg platka $niegu to tez fraktal. Policzmy dla
niego!

W tej samej chwili ustyszeli jednak jaki$ hatas

w pokoju, z ktérego niedawno wyszli. Pobiegli

z powrotem. Okazalo sie, ze to zemdlala mama
Jasia. Kiedy ja ocucili, spytala:

— Synku, co ty zrobile§ z dywanem pana
Sierpinskiego? Przeciez bedziemy musieli ten
dywan odkupié! Czy ty wiesz, jak trudno dzi$

o pieniadze?

Jasio westchnal, spuscil glowe i pomyslal: czy to
zawsze tak w zyciu jest, ze kiedy tylko czlowiek
zacznie sie zajmowaé jakim$ powaznym naukowym
problemem, to od razu musi wraca¢ do szarej
codziennosci?

Matq Delte przygotowat Witold SADOWSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Antu, Kueyen, Melipal i Yepun

Nic wam nie méwig te stowa? Nic dziwnego. Nie kazdy
zna jezyk Mapuczéw (Araukan), Indian zyjacych

w Chile i Argentynie. Ja akurat nie znam. Slowa te
maja jednak szanse upowszechnié sie w calej globalnej
wiosce. Oznaczaja odpowiednio: Stonce, Ksiezyc, Krzyz
Potludnia i Syriusza. Zostaly nimi ochrzczone cztery
gléwne, osmiometrowe teleskopy ukladu VLT (Very
Large Telescope). Ten najwiekszy optyczny instrument
astronomiczny budowany jest przez ESO (European
Southern Observatory) na (gérze) Cerro Paranal na
pustyni Atacama w Chile, w poblizu zwrotnika.

Obserwatorium Paranal jest kompletowane stopniowo.
W kwietniu przekazano astronomom do uzytku
drugi teleskop (Kueyen) i zainstalowano ostatnie
gléwne lustro (Yepun). Teleskopy Antu, Kueyen,
Melipal i Yepun beda mogly pracowaé osobno

lub wspdélnie. W tym drugim przypadku ich
polaczona moc zbierania $wiatla bedzie odpowiadaé
pojedynczemu szesnastometrowemu teleskopowi.
Beda mogty by¢ uzyte w trybie interferometrycznym
pozwalajacym na obserwacje z nadzwyczajna
zdolnoscia rozdzielcza — w analogii do stynnego
do$wiadczenia Hanbury—Browna i Twissa, w ktérym
po raz pierwszy wyznaczono rozmiary gwiazd [1].

Kazdy z czterech teleskopéw pozwala na zainstalowanie
trzech niezaleznych instrumentéw. W tej chwili (maj)
cztery (z ogélnej liczby dwunastu) juz dzialaja. Sa to
FORST1 i FORST?2 (Focal Reducer/low dispersion
Spectograph), ISAAC (Infrared Spectrometer

And Array Camera) i UVES (UV-Visual Echelle
Spectrograph). Uzyskiwane wyniki juz teraz, na kilka
lat przed catkowitym skompletowaniem obserwatorium,
zadziwiaja tak swoja jakoscia i oryginalnoscia, jak

i dostrzegalnym nawet dla laika pieknem (patrz
okladka).

Okazuje sie, ze wysokiej klasy instrument potrafi
umozliwi¢ dokonanie zaskakujacych obserwacji
w najmniej spodziewanych miejscach.

Rys. 1

Trzech astronoméw prowadzilo obserwacje kartowatych
galaktyk w grupie galaktyk w Pannie za pomoca
instrumentu FORST1 zamontowanego w ognisku
Cassergraina teleskopu Antu [2]. Uwaza sie,

ze odleglodci tych galaktyk mogzna skutecznie
wyznaczac za pomoca metody SBF (fluktuacji
jasnoéci powierzchniowej). Polega ona na rejestracji
doktadnego obrazu galaktyki za pomoca kamery CCD
i pomiarze fluktuacji jasnosci od piksela do piksela
odpowiadajacej fluktuacjom liczby niewyodrebnionych
w uzyskiwanym obrazie gwiazd. Amplituda takich
fluktuacji jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci
badanej galaktyki. Fluktuacje te sa wyluskiwane
poprzez odjecie od rejestrowanego obrazu odpowiednio
wygladzonego tla galaktyki.

Zastosowanie tej procedury do zarejestrowanego
obrazu galaktyki IC3328 (rys. 1) okazalo si¢ bardzo
zaskakujace. Odkryto regularna spiralna strukture
(rys. 2). Nie jest ona widoczna na pierwszym zdjeciu,
gdyz amplituda jasnoéci wynosi zaledwie 3%.

Jakie jest zrédlo tej najdelikatniejszej i najmniejszej
spirali galaktycznej? Zaobserwowany w 1C3328
spiralny wzér dowodzi, ze galaktyka zawiera cienki
dysk. Dostepne dane nie pozwalaja na rozréznienie
miedzy samym dyskiem a dyskiem zawartym

w sferycznym halo. Struktura galaktyki moze byé
wedlug autoréw albo efektem plywowym (po bliskim
przejsciu innego obiektu), albo tzw. wahadlowo
wzmocnionym szumem (swing amplified noise) [2].
Tak czy inaczej IC3328 bedzie musiala zmienié¢ swoja
przynaleznos¢ grupowa.

Jak widaé, juz rozgrzewka VLT jest emocjonujaca.
A to przeciez nie jedyne budowane urzadzenie
obserwacyjne o wyjatkowych mozliwoéciach! Chyba
pierwsza katastrofa nowego tysiaclecia bedzie
astronomiczna kleska urodzaju.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Hanbury-Brown, R.Q. Twiss, Nature 177(1956)27,
178(1956)1046,
[2] H. Jarjen, A. Kalnajs i B. Bingeli, astro-ph/0004248.

Rys. 2
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Patrzac na wykres sumy réznic miedzy liczba ortéw

i reszek, uzyskany w doswiadczeniu z Festiwalu,
zauwazy¢ mozna kilka niepokojacych faktéw. Gdyby
moneta, ktéra rzucano, byla symetryczna, to réznice
powinny oscylowa¢ w poblizu 0. Tymczasem wykres
przez wieksza cze$¢ czasu przebywal ponad osia x,
wskazujac na przewage liczby ortéw nad liczbg reszek.
Po okresie zalamania koniunktury orléw (w okresie od
momentu pojawienia sie 150. goscia az do goscia nr 237,
gdzie przewaga liczby reszek nad liczba orléw wyniosta
54) i po okresie burzliwej, ale dodatniej stabilizacji
(miedzy wizyta trzechsetnego a pieésetnego goscia)
zaczela sie hossa, konczaca sie w momencie zakonczenia
do$wiadczenia na réznicy, wynoszacej 70 ortéw. Szkoda,
ze juz nikt nie zobaczy, jak dlugo trwalaby ta hossa

i jakim wynikiem moglaby sie zakonczy¢. I szkoda,

ze nie sa to notowania spélki gieldowej, w ktora
zainwestowaliSmy nasze oszczednosci.

Czy taki przebieg do$wiadczenia moze nam co$
powiedzie¢ o prawdopodobienstwie wyrzucenia

orta? Czy shusznie podejrzewamy, ze moneta jest
asymetryczna i jak wielka jest ta asymetria? Zazwyczaj
do oszacowania prawdopodobienistwa zdarzenia A

9

Andrzej DABROWSKI

Jednym z do$wiadczen wykonywanych w ubieglym roku przez gosci Festiwalu
Nauki w Warszawie bylo rzucanie moneta. Kazdy z uczestnikéw doswiadczenia
rzucal moneta 10 razy. Do komputera wpisywano réznice miedzy uzyskana liczba
ortéw i reszek. Na ekranie komputera, po wizycie k-tego goscia, rysowany byt
wykres krzywej ri, bedacej réznica liczby ortéw i reszek, uzyskanych dotad

Opis doswiadczenia z rzucaniem moneta znalezé mozna w prawie kazdym
podreczniku rachunku prawdopodobienistwa. Rzadko jednak spotkamy zapis
wynikow takiego doswiadczenia, bo zapewne autorzy podrecznikéw stwierdzili,
ze oprocz ,smrodku dydaktycznego” zadnych ciekawych wnioskéw nie mozna
wyciagna¢ z konkretnych danych. Bo c6z ciekawego jest w nudnym ciagu

serie 10 rzutéw

bierze sie jego czesto$¢ w serii n doswiadczen, czyli
utamek postaci

In (4)

pn(A): i

gdzie [, (A) jest liczba do$wiadczen, w ktérych
wystapito zdarzenie A.

Oznaczajac przez liok (,,0") liczbe orléw po wizycie
k-tego goscia, a liczbe reszek przez [y (,,R”),
otrzymamy réwnosc

T = llﬁk (,,O”) o= llok (‘J}R“) — Q’EIUk (”O'ﬂ) — 10k.

Czestos¢ orltéw po wizycie k-tej osoby mozna wiec
zapisa¢ wzorem

i

2 20k

Obserwacje krzywej réznic pozwalaja nam oszacowac
prawdopodobienistwo wyrzucenia orta w dowolnym
momencie naszego doSwiadczenia. W momencie
absolutnej bessy dla ortéw czesto$¢ wypadniecia orta
byla réwna

Pr =

1 —54
pagr=o b

—— =~ (,4889.
2 20-237 i



Kiedy po kolejnych wahaniach krzywa réznic wzniosta
sie na wysokos¢ 46 po wizycie 440 osoby, czestosé
ortéw byla réwna
ol 46
Puo=35" 36400
Najwyzsza warto$¢ réznicy liczby orléw i reszek,
rowna 70, osiagnieto po wizycie 710 osoby. Oznacza
to, ze w tym momencie czestos¢ orléw byla réwna
1 70
Pro =3+ 3070
co mogloby wskazywaé na stabilizacje wokél wartosci
0,505. Nie wiadomo, jak dalej potocza sie losy naszej
krzywej i zwiazanej z nia czestosci orlow.

~ 0,5052.

~~ 0,5049,

Twierdzenie, zwane mocnym prawem wielkich liczb,
moéwi, ze z prawdopodobienstwem 1 czestosci ortéw
beda sie zbliza¢ do rzeczywistego prawdopodobienstwa
wypadniecia orla, gdy liczba do$wiadczen bedzie
zmierza¢ do nieskonczonosci. Ale my nie mamy ochoty
czekaé az tak dlugo.

Pierwszy dowdd mocnego prawa wielkich liczb, uzyskany w latach

1916-1917, pochodzi od wloskiego matematyka F.P. Cantellego

Ale co mozemy juz teraz powiedzie¢ o tym
prawdopodobienstwie? Nasze doswiadczenie
zakonczylo sie po wizycie 726 oséb, kiedy to réznica
liczby orléw i reszek wyniosta 58. Czestosé ortéw na
zakonczenie eksperymentu wyniosta
ol 58

Pre =5 + 95726
Prawdziwa wartos¢ p prawdopodobienstwa
wypadniecia orla mozna oszacowaé, poslugujac sie
pojeciem przedziatu ufnosci.

~ 0,5040.

Kazda seria doswiadczen konczy sie wynikiem
nieprzewidywalnym: liczba ortéw i liczba
otrzymanych reszek. Na podstawie tych wynikéw
mozemy skonstruowaé przedzial (tez losowy) o tej
wlasnosci, ze prawdopodobienstwo, iz zawiera on
liczbe p, jest co najmniej réwne . Taki przedzial
nazywamy przedziatem ufnosci na poziomie

ufnosci v. W przypadku przedzialu, zawierajacego
prawdopodobienstwo p wyrzucenia orla, przedziatl taki
ma postac

IPn —dn (7) »Pn +dn (’T)] .

Oznacza to, ze jego Srodek jest réwny czestosci p,,
a blad oszacowania p wyraza sie wzorem

dn(m) = 2(y) /oL =)

n
Wspélezynnik z (), wyrazajacy wplyw poziomu
ufnosci 4 na blad oszacowania parametru p, latwo
obliczy¢, gdy wykonamy duza liczbe rzutéw n.

Wystarczy, ze liczba pomiardw jest wieksza od 50.

W tym przypadku z () jest liczba o tej
wlasnosci, ze zmienna losowa Z o standardowym
rozktadzie normalnym spelnia warunek |Z| < z ()
z prawdopodobienistwem réwnym .

Rozklad normalny nazywamy standardowym, jeéli jego wartos

oczekiwana jest rowna 0, a odchylenie standardowe 1
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Zazwycza] poziomy ufnosci wybiera sie réwne 0,95
lub 0,99, co jest réwnowazne przyjeciu wartosci
z () = 1,96 lub odpowiednio z (v) = 2,58.

Wréémy do danych, zebranych w trakcie
eksperymentu: oszacowanie prawdopodobiefistwa
wyrzucenia orla po wizycie 237. goscia za pomoca
przedzialu ufnosci na poziomie 0,95 mialo blad réwny

0,4889 (1 — 0,4889)
1’96\/ 10 - 237

Dokladnos¢ przedzialu ufnosci zwiekszala sie w miare
zbierania informacji

~ 0,0201.

nr goscia 237 440 710 726
blad 0,0201 |0,0148 | 0,0116 | 0,0115

Uwzgledniajac obliczone wartosci czestosci, mozemy
juz poda¢ przedzialy ufnosci na poziomie 0,95 dla
prawdopodobienstwa wyrzucenia orta.

nr goscia przedzial ufnosci
237 [0,4688, 0,5090]
440 [0,4904 , 0,5200]
710 [0,4933, 0,5163]
726 [0,4925, 0,5155]

W kazdym przypadku wartos$c¢ p = % miescita sie

w przedziale ufnosci, co oznacza, ze mogliby$my uznac
na podstawie wynikéw tego do$wiadczenia, iz moneta,
ktéra rzucano, byla symetryczna. Sceptyk moze
jednak wybra¢ dowolnie inna warto$¢ z przedziatlu
ufnosci jako réwnie dobra. Po zakonczeniu wszystkich
eksperymentéow wiemy jedynie, i to nie na pewno,

bo z prawdopodobienstwem co najmniej 0,95,

ze prawdziwa warto$¢ prawdopodobienstwa wyrzucenia
orta miesci sie w przedziale [0,4925, 0,5155].

Omawiajac fluktuacje réznicy liczby ortéw i reszek,
zwrociliSmy uwage na wartodci maksymalne

i minimalne tej réznicy. Maksimum obliczone po k
kolejnych wizytach gosci jest losowa, niemalejaca
funkcja k. Podobnie, minimum jest losowa, nierosnaca
funkcja k. Jak wielkie wartosci moga osiagnaé te
funkcje w miare wzrostu liczby przeprowadzonych
rzutéw? Oto wykres kolejnych maksimoéw i minimow
w zaleznosci od numeru kolejnego uczestnika
doswiadczenia.

60 v i

40 H—

201 )




Jak wida¢, maksima rosna powoli, minima ustabilizowaly sie na poziomie
wartodci —54. Interesujaca bylaby odpowiedz na pytanie, czy maksima moglyby
rosna¢ do nieskonczonosci, a minima male¢ do minus nieskonczonosci, gdyby
obserwacje trwaly bardzo dlugo.

Rosyjski matematyk A. Chinczyn udowodnil w 1924 roku twierdzenie,
dotyczace tempa wzrostu liczby sukceséw S,, w n kolejnych niezaleznych
prébach, w ktérych prawdopodobienstwo sukcesu jest stale i wynosi p.
Twierdzenie to nosi nazwe prawa iterowanego logarytmu. Stwierdza ono,
ze z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi réwnosc¢

Qs
lim sup S o =1
V2np(1—p)lnlnn
Réwnoéé ta oznacza, ze dla duzych n maksimum Sy, S, ..., S, jest réwne

w przyblizeniu, z prawdopodobienstwem 1, liczbie
np + /2np (1 — p)Inlnn.

Przez symetri¢ latwo zauwazy¢, ze

(= i
lim inf BTt = -1,
V2np(1—p)lnlnn
co oznacza, ze dla duzych n minimum Sy, Ss,..., S, jest réwne w przyblizeniu,

z prawdopodobienstwem 1, liczbie

np —v/2np (1 - p)Inlnn.

Thumaczac to na wartosci réznic 7y liczby oriéw i reszek po wizycie k-tego
goscia, otrzymamy oszacowanie wazne z prawdopodobienstwem 1

max {r1,72,...,Tk} = 20k (p B %) +44/5kp (1 — p) Inln 10k,

min{ry,rq,...,rx} ~ 20k ( - %) - 4\/5kp(1 —p)Inln 10k.

Zakladajac, ze p = %, czyli ze moneta jest symetryczna, otrzymamy oszacowanie
max {ry,72,...,7k} = 2V 5kInln 10k,
min {ry,72,...,7x} =~ —2V5kInln 10k.

Ze wzoréw tych wynika, ze maksima i minima

w miare zwigkszania liczby rzutéw beda zmierzaly

do odpowiednich nieskonczonosci, choé¢ dos¢ wolno.
Poréwnujac na tym samym wykresie rzeczywiste
wartosci maksymalnych i minimalnych réznic

z oszacowaniem z prawa iterowanego logarytmu,
zauwazymy, ze nasze obawy, iz réznice liczby ortéow

i reszek sa duze, byly bezpodstawne. Po wizycie
ostatniego goscia moglibysmy oczekiwa¢ nawet réznicy
réwnej 175 (lub —175).

150
100
50

—50 g, o S A
—100
—150

Zjawiska, zwiazane z tak prostym doswiadczeniem, jak
rzut moneta, dostarczaja nam, jak wida¢, materialu
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do wielu niebanalnych rozwazan. Pozostalo nam do
rozstrzygniecia jeszcze wiele ciekawych pytan.

Obserwujac réznice miedzy liczba ortéw i reszek,
zauwazamy, zZe czasami ta réznica wynosi 0, co
oznacza, iz w tych momentach zréwnala sig liczba
ortéw i reszek. Stalo sie tak 12 razy: podczas wizyty
gosci numer 1, 24, 59, 127, 152, 153, 282, 388, 462,
471, 539, 594. Sredni czas powrotu do zera wyni6st
okoto 50 gosci. Od ostatniego zera odwiedzily stoisko
jeszcze 132 osoby i nie wida¢ nadziei na wyréwnanie
ortéw i reszek. W konicu do$wiadczenia bylisSmy
$wiadkami hossy orléw, réznica doszla do wartosci 70.
Czy kiedykolwiek powrdcimy do 07 Jaki jest naprawde
éredni czas powrotu?

Sredni czas powrotu do réznicy réwnej —6 tez wynosi
okolo 50 gosci. Czy tak bedzie zawsze? Dla dowolnej
wartosci réznicy? Czy, obserwujac w momencie k jakas
réznice, mozemy po dostatecznie dhugim czasie dojsc
do dowolnej pomysélanej przez nas réznicy? Jesli tak,
to z jakim prawdopodobienstwem?

Mam nadzieje, ze pytania, ktére tu postawilem,
zainteresowaly niektérych Czytelnikéw. By¢ moze
bedzie okazja, aby do nich powrdcié.



Wir w zlewie, czyli o pozornych efektach pozornej sity

Fwa CZUCHRY

Rys. 1

W latach szesédziesiatych w laboratorium MIT w Bostonie (42°N) wykonano
nastepujace doswiadczenie (Nature 1962, 196, (4859), 1080-1081), polegajace na
praktycznym zrealizowaniu dobrze ugruntowanego teoretycznie faktu, ze woda
splywajaca ze zbiornika tworzy obracajacy sie w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara spiralny lej (na pétkuli péinocnej). W tym celu wykonano
okragly zbiornik o promieniu 2 metréw i 15 cm wysokosci. W samym srodku
dolnej Scianki zbiornika znajdowal si¢ otwor odplywowy, z ktdrego prowadzila
6-metrowa pionowa rura zakonczona korkiem. Zbiornik ten wypelniano woda
tak, aby krecila sie ona w kierunku ruchu wskazéwek zegara. Nastepnie
odczekano 24 h na ustanie wszelkiego makroskopowego ruchu czasteczek

wody. Jej powierzchnia byla w tym czasie przykryta plastikowa folia, aby
wyeliminowa¢ ewentualne prady powietrza; kontrolowano tez temperature

w calym pomieszczeniu w celu unikniecia pradéw termicznych. Gdy wszystkie
przygotowania zostaly ukonczone, z rury odplywajacej wyciagnieto korek. Caly
proces sptywania wody trwat 20 minut. W ciagu pierwszych 12-15 nie bylo
widocznego obrotu. Okolo 15. minuty pojawil sie widoczny, stale narastajacy
obrot splywajacej wody w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
Pod koniec doswiadczenia ruch ten byl juz dobrze widoczny i jeden obrét trwal
3-4 sekundy. Podobne doswiadczenie wykonano pare lat pézniej w Sydney

w Australii (Nature 1965, 207, (5001), 1084-1085).

W niektérych podrecznikach fizyki demonstruje sie dzialanie sity Coriolisa

na przykladzie wody odplywajacej ze zlewu czy umywalki. Na polkuli
péinocnej woda ta ma tworzy¢ wir krecacy sie przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara, a na poétkuli poludniowej — w kierunku zgodnym. Motyw ten jest
wykorzystywany w wielu filmach i powiesciach sensacyjnych. Pozwala on, na
przyklad, porwanemu w nieznane miejsce bohaterowi okresli¢ podczas mycia
zebéw, na jakiej potkuli sie znajduje. Zapewne porwany moégltby réwnie dobrze
skonstruowaé podreczne wahadlo Foucaulta i dokonujac niezauwazenie przez
wiele godzin zmudnych oberwacji, okresli¢ nawet swoja szerokos¢ geograficzna
(o ile oczywiscie nie bylby przywiazany do lézka). Przypuszczajac, ze porywacze
sa na tyle profesjonalni, iz nie pozwola na wiele godzin odosobnienia ani

na obserwacje nocnego nieba, rzeczywiscie zostaje tylko woda odplywajaca

z umywalki.

Sita Coriolisa jest to pozorna sila bedaca kinematycznym efektem obrotu

Ziemi wokél wlasnej osi. Predkosé liniowa powierzchni Ziemi jest wieksza

na nizszych szerokosciach geograficznych, czyli blizej réwnika, a mniejsza na
wyzszych szerokodciach. Jesli wiec jakis obiekt, moze to by¢ prad morski lub
powietrzny, porusza sie poludnikowo na dluzszym dystansie, jego ruch musi
kompensowa¢ zmiany predkosci liniowej powierzchni Ziemi na danej szerokosci.
Na pétkuli péinocnej powoduje to odchylenie w prawo od kierunku ruchu, na
pétkuli potudniowej w lewo. Poniewaz zazwyczaj obserwujemy ruch wzgledem
ustalonego miejsca na Ziemi, obrét jej powoduje obserwowane dzialanie na kazdy
poruszajacy sie obiekt jakiej$ ,sity”. ,,Sile” te nazywamy sila Coriolisa.

Mozna sobie wyobrazi¢ dzialanie tej sily na duzych dystansach. Pasaty, czyli
wielkie masy powietrza przenoszace sie znad zwrotnikowych obszaréw wyzu
atmosferycznego do réwnikowej strefy nizu, maja kierunek péinocnowschodni,
zamiast spodziewanego péinocnego. Odleglos¢ przebywana przez te wiatry

(23 stopnie szerokosci geograficznej!) jest wystarczajaco duza, aby odchylenie od
ruchu potudnikowego — ,prostoliniowego” w ukladzie wspélrzednych zwigzanym
z nieinercjalnym uktadem odniesienia powierzchni Ziemi — bylo zauwazalne.

Jak ten mechanizm moze wyglada¢ dla wody splywajacej do rury? W ruchu
czasteczek wody zblizajacych sie do otworu odprowadzajacego wode mozna
wyodrebnié¢ dwie sktadowe predkosci (rys. 1). Jedna z nich jest skladowa
pozioma zwiazana z naplywaniem wody z dalszych obszaréw zbiornika w okolice
odplywu. Druga skladowsa jest pionowe odplywanie do kanalizacji. Poza

.



Rys. 2

Dla poréwnania podajemy, ze
prezyspieszenie Ziemi ze strony Slofica
wynosi 6 mm/s?, a Slofica ze strony
centrum Galaktyki 2 A/s%.

m Zadania

Rys. 1

Rys. 2

najblizszym otoczeniem samego odplywu skladowa pozioma predkodci jest
wieksza od skladowej pionowej. I to z ta wlasnie sktadowa (pozioma) zwiazany
jest efekt Coriolisa majacy tworzy¢ spiralny lejek. Dziatanie sily Coriolisa na
skladowa pionowa powodowaloby tylko odchylenie strumienia wody na wschéd.
Taka sita nie tworzy jednak momentu skrecajacego, a wiec mogacego wywolac
ruch wirowy. Z kolei sktadowa pozioma sity Coriolisa zwiazana z pozioma
sktadowa predkosci powoduje odchylenie od kierunku ruchu w prawo (na pétkuli
péinocnej). Dochodzi wiec dodatkowy kierunek ruchu wody, prostopadly do
zwigzanego z poczatkowym naplywaniem bezposrednio w kierunku lejka.
Wypadkowa tych dwéch predkosci daje spiralny tor ruchu wody (rys. 2).

Taki jest model teoretyczny. W wannie albo w zlewie kuchennym predkosci

i przedzialy czasu sa jednak znacznie mniejsze niz dla pasatéw czy antypasatow,
dla ktérych efekt Coriolisa obserwujemy. Woda odplywajaca do kanalizacji

ma zwykle predko$¢ mniejsza niz metr na sekunde. To daje przyspieszenie
odchylenia od kierunku ruchu zwiazane z efektem Coriolisa rzedu 100 mikronéw
na sekunde do kwadratu. Zalézmy, ze woda splywa wprost do zlewu. Przecietna
czasteczka wody znajduje sie w odleglosci dziesieciu centymetréw od odplywu.
Wtedy 100 mikronéw na sekunde odpowiada predkosci katowej réwnej okolo
dwustu mikroradianom na sekunde. Czyli jeden obrét na godzine. Zmniejszajac
rzad wielkoéci o jeden, mamy jeden obrét na kilka minut. Niezaleznie od czesto
przypadkowego poczatkowego momentu pedu wody (powstatego z poczatkowych
zaburzen, nieregularnego ksztaltu naczynia), efekt powyzszy jest raczej
nieobserwowalny w warunkach domowych. Wystepujace dodatkowe zaburzenia
sa tak duze, ze efekt Coriolisa sam w sobie nie wplywa zauwazalnie na kierunek
ruchu wody.

Redagugje fukasz WIECHECKI

M 928. Udowodnié, ze dla dowolnego pokolorowania n kolorami kratek
nieograniczonej kartki papieru w kratke mozna znalez¢

a) prostokat, ktérego wierzcholki lezg w érodkach kratek tego samego koloru,
a boki sa réwnolegle do linii siatki,

b) [ poziomych i m pionowych prostych, ktére przecinaja sie w érodkach Im
kratek tego samego koloru (I, m — dowolne liczby naturalne).

Rozwiazanie na str. 4

M 929. ZnaleZé przyklad pokolorowania dwoma kolorami kratek nieograniczonej
kartki papieru w kratke, dla ktérego nie znajdziemy nieskonczonego zbioru
prostych poziomych i nieskoficzonego zbioru prostych pionowych przecinajacych
sie w érodkach kratek tego samego koloru.

Rozwigzanie na str. 2

M 930. Udowodnié, ze dla dowolnego pokolorowania dwoma kolorami kratek
nieograniczonej kartki papieru w kratke mozna znalezé prostokatny tréjkat
réwnoramienny, ktérego wierzcholki sa srodkami kratek tego samego koloru.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 531. Ramka prostokatna, wykonana z przewodnika, zostala wlaczona

do obwodu elektrycznego najpierw w punktach A i B (rys. 1), a nastepnie

w punktach B i C. W pierwszym przypadku opér ramki jest réwny Ry,

w drugim Ry = 1,6R;. Jaki jest stosunek oporéw boku wiekszego do mniejszego?
Rozwiazanie na str. 5

F 532. Wyznaczy¢ op6r miedzy punktami 11 2 (rys. 2), jesli kazdy z trzech
oporéw jest réwny 1 €. Pomina¢ opér przewodnikéw laczacych.
Rozwiazanie na str. 16
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
30 XI 2000 i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Termin nadsylania rozwigzari:

Czoléwka ligi zadaniowej 3 y 3 ;
Klub 44 F Zadania z fizyki nr 302, 303
po uwzglednieniu ocen rozwiazan 4
zadas 202 (WT=3,46) i 203 (WT=2,20) lvedaguje Jerzy B. BROJAN
z numeru 2/2000

Jarostaw Lazuka — Warszawa 34,93

302. Przewodzaca kula o promieniu r sklada sie z dwoch zetknietych pétkul. Jaka jest

Andrzej Nowogrodski — Chocianéw 32,24 wartoéc sily odpychajacej te potkule, jesli tadunek calej kuli wynosi Q7

Aleksander Surma — Myszkdw 31,76

;‘““'e“ W‘S&i;"f’: % i:lﬂi“i“ zziz 303. Dwa jednakowe naczynia o Sciankach nie przewodzacych ciepla sa polaczone

rzegorz Milo: — Mielec 5 A, - . . .

Tomasz Rudny Warszawa 22,18 rurka z zaworem (kranikiem). Poczatkowo w jednym naczyniu znajdowal sie gaz
pod ci$nieniem p i w temperaturze T, a w drugim naczyniu byla préznia. Otwarto
zawdr, tak ze ci$nienia sie wyréwnaly. Jaka bedzie wtedy wartosé ciénienia p'

Czoléwka ligi zadaniowej oraz temperatur T1 i T2 w naczyniach? Gaz jest doskonaly, a stosunek jego ciepel
Klub 44 M wlasciwych wynosi v = ¢p/cy.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 393 (WT'=3,13) i 394 (WT=1,29)

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2000
z numeru 1,/2000

Jarostaw Lazuka — Warszawa 45,48 PrZypOmina‘m}' t.reS’é Za.da.ﬁ_:
Tomasz Wietecha — Tarndw 43,60
Rafal Pikula =~ Wroctaw 42,57 208. Na poziomym stole lesy jednorodny pret o ciezarze zym sila jego nacisku na stél
Je_rzy Witkowaki =dtadiin 40,12 jest rowno rozlozona (dla kazdego jednostkowego odcinka preta jest jednakowa). Jedli wspélezynnik
Michal Adamaszek - Kety 40,06 i i A S _ et R 3 .
Marcin Peczarski - Warszawa 37,87 cla preta o stol wynos: f, ka sila trzeba dzialaé¢ na koniec preta w kierunku poziomym
Andrzej Jogwik - Kielce 3T, T2 i prostopadlym do preta, aby ruszvé go z miejsca?
Pan Lazuka konczy druga 299, Walcowa plytka szklana mogze mieé¢ wlasciwosci soczewki, jesli wspdlezynnik zalamania szkta
czterdziestoczteropunktowa runde. jest rézny w rdznych punktach phytki i se lezynnik ten zalezy od odleglosci od
osl optycznej r wedlug wzoru n(r) g iia sie przy przesunieciach wad
Jakie warunki musza spelniaé parametry w podanym wzorze, aby plytka o grubosci d byla soczewka
o ogniskowej 7 Zakladamy, ze ogniskowa jest znacznie dluzsza zardwno od gruboscei, jak i od
srednicy plytki.
= 298. Ewentualny ruch preta bedzie jego obrotem wokél osi O lezacej w nieznanej
—_ odleglosci x od punktu przylozenia sity (pomijamy dowdd, ze oé ta przechodzi przez
S . - . -
— prosta, na ktérej lezy pret). Sily tarcia statycznego sa zatem skierowane zgodnie
2 =] z rysunkiem 1 (gdzie F' — szukana sila zewnetrzna, | — dtugoéé preta). W stanie
e rownowagi ich calkowity moment wzgledem gérnego kofica preta jest réwny zeru, tzn.
—
] x 1
-] sds = Sds.
r O
= ] T
—
B Stad x = I/+/2, zatem laczna sila tarcia skierowana w prawo jest réwna F = Pf/V?2,
-— - -
R w lewo — F_= Pf(1 — 1/v/2), a szukana sita F wynosi F = F — F_= Pf(v/2 - 1).
IS
Rys. 1 299. Warunek skupiania sie wiazki promieni w ognisku jest réwnowazny temu, ze czas
przejscia kazdego promienia od odleglego Zrédla przez soczewke do ogniska jest
— jednakowy (szczegdlnie latwo sie o tym przekonaé rozpatrujac kolejne powierzchnie
—L falowe). Poniewaz w o$rodku o wspélczynniku zalamania n czas przejécia jest
r &“‘“x_& proporcjonalny do iloczynu drogi przez n, wiec — pomijajac pionowe przesuniecie
I promienia w plytce — otrzymujemy wzdr (zob. rys. 2)
e n(r)d+ 4/ f? + r? = const.
Biorac pod uwage zalozenie o dlugiej ogniskowej f, przyblizamy pierwiastek
7 wyrazeniem f + r?/2f. Po podstawieniu wzoru na n(r) nietrudno stwierdzié,
ze parametr ng nie ma znaczenia, parametr 3 ma warto§é 2, a parametr « réwna sie
Rys. 2 —-1/(2fd).
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® Zadania z matematyki nr 405, 406
Redaguje Marcin E. KUCZMA

' —— 405. Przez srodek I okregu wpisanego w nieréwnoramienny tréjkat ostrokatny
e ABC poprowadzono okregi ka, kg, kc: okrag ka jest mniejszym z dwéch okregéw
@ przechodzacych przez I, stycznych do prostych AB i AC; okregi kg i k¢ sa okreslone

analogicznie. Okregi kp i kc przecinaja sie w punktach I, P; okregi kc i ka przecinaja
si¢ w punktach I, Q; okregi k4 i kg przecinaja sie w punktach I, R. Dowiesé, ze srodki

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XTI 2000

okregéw opisanych na tréjkatach AIP, BIQ, CIR sa wspétliniowe.

406. Czy istnieje rosnacy ciag liczb pierwszych p1, pz2, ps, ..., w ktérym kazdy wyraz
(poczawszy od drugiego) jest nie mniejszy od $redniej arytmetycznej dwéch wyrazow

z nim sasiadujacych?

Zadanie 406 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2000

Przypominamy tre$¢ zadan:

401. Wyznaczyé wszystkie pary liezb calkowitych a > 1, n > 1 o tej

wlasnoéci, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby a™ 1 jest dzielnikiem

401. Niech (a, n) bedzie para liczb calkowitych o wymaganych
wlasnoéciach i niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym
liczby n. Przyjmijmy, ze p¥||n (napis ten oznacza, ze n dzieli sie
dokladnie przez p w potedze k; to znaczy, dzieli sie przez p*, ale
nie przez p*+1). Mamy réwnosé

(1) apk—].:(a—-l)-A, gdzie A:apk“1+...+a+1.

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p' liczby A. Jest to takze
dzielnik liczby Pyl 1, wiec i liczby a™ — 1, wiec i liczby a — 1
(warunek zadania). Zatem a = 1 (mod p'), skad

0=A=1+4...414+1=p* (modyp'),
czyli p’ = p. To dowodzi, ze A jest potega liczby p oraz ze liczba
a — 1 dzieli sie przez p. Okreslamy wykladnik m > 1 przez
warunek: p™|la — 1.

Przypusémy, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Wykazemy, ze
wowczas

(2) PPl -1 (r=0,1,2,..)).

Dla r = 0 jest to prawda. Ustalmy r > 0 i zalézmy indukcyjnie,
ze

(u — liczba niepodzielna przez p).

W takim razie

P i
1o (wp™+ + 1)9_ i Z(?)(upmw)a o

j=1
p Py
=p- upm+r+p‘ P;l 'u2p2m+2r+ Z(?)(upm+r)3=
J
=3

= up™ ¥+ 4 (skladniki podzielne przez p?™+2r+1).

Ta liczba dzieli sie dokladnie przez p™+"+1; mamy teze
indukcyjna.

W udowodnionej wlasnosci (2) przyjmijmy r = k; zgodnie
ze wzorem (1) otrzymujemy zaleznoéé p™+*||(a — 1) - A.
Skoro za$ p™||a — 1, dostajemy wniosek, ze p*¥||A. Wczedniej
stwierdziliSmy, ze A jest potega liczby p. To by znaczylo,

ze A = p*. Taka réwnoéé nie jest jednak mozliwa, bowiem
a —1> p*(a—1) (nieréwnosé¢ Bernoulliego).

Sprzecznosc jest rezultatem przypuszczenia, ze p jest liczba
pierwsza nieparzysta. Zatem p = 2. A poniewaz p jest dowolnie
wybranym dzielnikiem pierwszym liczby n, wynika stad, ze’

n = 2%, Liczba A jest wiec potega dwéjki (choé niekoniecznie
o wykladniku k).
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402. Dwusieczna kata DAB réwnolegloboku ABC D przecina proste
BC i CD odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze srodek
okregu opisanego na trojkacie C'K L lezy na okregu opisanym na

trojkacie BCOD

Wykazemy, ze k = 1. Przypusémy, ze k > 2, a wiec 4|n. Kazdy
dzielnik pierwszy liczby a2 + 1 jest takze dzielnikiem liczby

at — 1, wiec i liczby a™ — 1, wiec i liczby a — 1 (warunek
zadania), wiec i liczby a? — 1. Wniosek: liczba a? 4 1 nie ma
dzielnikéw pierwszych wiekszych od 2; jest wiec potega dwdjki.
Mamy sprzecznos¢, bo a > 1 jest liczba nieparzysta i wobec tego
a? +1=2 (mod 4).

To dowodzi, ze istotnie k = 1; stad n = 2. Liczba A we
wzorze (1) jest réwna a + 1. Jak wykazaliémy chwile wczesniej,
jest to potega dwdjki.

Dostajemy odpowiedz: tylko para postacin =2, a =2 — 1

(s — liczba calkowita; s > 1) moze mieé wlasnoéé, o ktéra chodzi
w zadaniu. Na odwrét, latwo sie przekonaé, ze kazda taka para
ma owa wlasnoscé.

402. Oznaczmy przez O srodek okregu opisanego na tréjkacie
CKL, przez M — érodek boku CK tego tréjkata, a przez E —
punkt prostej AD wyznaczajacy prosta CE||AK. Tréjkat KOC
jest réwnoramienny (|OK| = |OC|). Zatem

|LZOKC| =90° — |LMOK| =90° - |LMOC| =
=90° — |LCLK| = |L{OCL|.
Jedli |AB| > |AD, to |LOKB| = |LOKC)|, |LOCD| = |LOCL|.
Jesli zas |AB| < |AD)| (jak na rysunku),
to |ZOKB| =180° — |LOKC|, |£OCD| = 180° — |£OCL|.
W kazdym przypadku z uzyskanej réwnoéci |LOKC| = |LOCL|
wynika réwnoéé |[LOKB| = |L0CD|.

Tréjkat ABK przystaje do tréjkata EDC; tak wiec |KB|=|CD|.
Ponadto |OK| = |OC|. Wobec tego tréjkat OK B przystaje do
tréjkata OCD, i w efekcie |/BOK| = |/ DOC|. Z tej réwnosci

z kolei wynika réwnoéé |/ BOD| = |/KOC!|. Skoro wreszcie

|[LKOC|=2-|LMOC| =2-|.LCLK| = |LBCD|,

zatem, ostatecznie, |/ BOD| = |/BCD)|. Stad wynika, ze punkt
O lezy na okregu wyznaczonym przez punkty B, C, D.




Patrz w niebo

Wrzesien

Rozwigzanie zadania F 532.
|J

otencjaly punktdéw oznaczonych

jed:

di iemat przedstawiamy tak

cyframi sa rowne. Dlatego

Teoria budowy wewnetrznej gwiazd dowodzi, Zze nasze Slorice zyje juz

w przyblizeniu 5 mld lat i pozyje jeszcze drugie tyle. Energia emitowana przez
Storice i wszystkie normalne gwiazdy pochodzi z reakcji termojadrowych
toczacych sie w ich wnetrzach, gléwnie z przemiany wodoru w hel. Reakcje

te ze zrozumialych powodéw zachodza tym intensywniej, im wyzsza jest
temperatura, okazuje sie jednak, ze ta zaleznos¢ od temperatury jest niezwykle
silna. I tak wydajnosé cyklu protonowego (czyli reakeji zachodzacej w czystym
wodorze) zalezy od temperatury w potedze 4 — w kazdym razie w warunkach
panujacych w centrum Slonca. Jezeli paliwem gwiazdy jest woddr z domieszkami
peliacymi role katalizatoréw (sa nimi wegiel, azot i tlen), to zaleznos¢
wydajnosci dominujacego wtedy cyklu CNO od temperatury jest jeszcze
silniejsza: wykladnik potegi jest wéwczas dwucyfrowy. Poniewaz gwiazda
masywniejsza pod wlasnym ciezarem moze materie bardziej $cisnac i bardziej
ogrza¢, naturalna konsekwencja tego jest, ze gwiazdy masywne swieca silniej, ale
tez — uwaga! — zyja krécej, choé maja wieksze zapasy paliwa niz gwiazdy o malej
masie.

Gwiazda-kandydatka na supernowa, czyli majaca mase 10 mas Slorica, zyje
kosztem wodoru przez okoto 20 mln lat, Slorice (ktére supernowa nie bedzie)

— jak juz wspomnielismy — pozyje 10 mld lat, a gwiazda o masie np. 0,1 masy
Slonica? Obiekt o takiej masie jest niemal na granicy ,bycia gwiazda’, teoria
bowiem przewiduje, ze przy masie 0,08 masy Slonica i mniejszej kula wodoru nie
jest juz w stanie pod wlasnym ciezarem rozgrza¢ sie na tyle, by w jej centrum
ruszyly reakcje termojadrowe. Obliczenia modelowe pokazuja, ze gwiazda

o masie 0,1 masy Slorica formuje sie juz przez ponad miliard lat, a gdy wreszcie
zacznie $wieci¢ kosztem wodoru, to minie niemal 6 bilionéw lat, zanim go
wyczerpie. Przyczyny tego sa dwie. Po pierwsze, w centrum tak malo masywnej
gwiazdy panuje temperatura zaledwie 4 mln kelwinéw, a wiec paliwo zuzywane
jest bardzo powoli — gwiazda §wieci wtedy z moca rzedu 1/1000 mocy Slorica.
Po drugie, w stosunkowo niskiej temperaturze cala materia gwiazdy jest malo
przezroczysta, przez co produkowana w centrum energia, nie mogac sie stamtad
wydostaé jako promieniowanie, wymusza konwekcje materii w calej objetosci
gwiazdy. W ten sposéb do centralnego reaktora dostaje sie wodér pochodzacy
nawet z powierzchni gwiazdy, inaczej méwiac — gwiazda jest stale jednorodna
chemicznie i zuzywa paliwo bardzo dokladnie. W rezultacie moze zyé¢ dluzej, niz
wynosi obecny wiek Wszech$wiata. Pod koniec tak niestychanie dlugiego zycia
gwiazda taka staje sie helowym bialym karlem i kontynuuje swiecenie juz tylko
kosztem stygniecia.

Tomasz KWAST

Oprécz pierwszej reprezentantki cefeid, o ktérych pisaliSmy miesiac temu, delty
Cefeusza, mozna by na wrzesniowym wieczornym niebie zobaczy¢ w Lutni
reprezentantke innego typu cefeid, mianowicie gwiazde RR Lyrae. Do tego
potrzebna jest co najmniej lornetka, gdyz gwiazda ta ma jasno$¢ zmieniajaca
sie w granicach od 7,1 do 8,1 mag. Gwiazdy przedstawione miesiac temu to tzw.
cefeidy klasyczne, jasne olbrzymy, ktérych okresy zmian blasku licza dziesiatki
dni. Gwiazdy typu RR Lyrae to tez gwiazdy pulsujace, nieco slabsze, choé¢
réwniez jasniejsze od Slorica, i o okresach zmian jasnosci nie przekraczajacych
jednego dnia. Stanowia najliczniejsza grupe gwiazd pulsujacych, znamy ich
niemal 7000. Znajduja sie we wszystkich gromadach kulistych, a pojedyncze
egzemplarze réwnomiernie otaczaja cala Galaktyke.

Wenus znajdujaca sie w Pannie widaé¢ po zachodzie Slonca, Marsa zas w Lwie
przed wschodem Slorica. Jowisz i Saturn sa w Byku i obie te planety wida¢ od
poznego wieczora do rana. Pelmia Ksiezyca wypada 13 IX, néw 27 IX. Jesien
zaczyna si¢ 22 IX, czyli odtad noce sa juz dluzsze niz dni. Ksiezyc zadnej jasnej
gwiazdy we wrzesniu nie zakryje.

Tk
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Przyjrzyjmy sie dokladnie pozornemu podzialowi tego

prostokata na takie same cztery czeéci, biorac pod lupe
° punkt, w ktérym powinny spotka¢ sie zgodnie trzy z tych
Umatind S0

#—> 00 T

Wyjasnienie oszustwa (22): ; 7|

|

Pole kwadratu jest réwne polu prostokata tylko =
w przyblizeniu, bo i sktadanie prostokata z czeéci jest tylko '
przyblizone.

Rys. 2
Kwadrat zostal podzielony na dwa trapezy i dwa tréjkaty
prostokatne (rys. 1).

—
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\

Dwa gérne wielokaty maja wierzchotki dokladnie

w punkcie kratowym (rys. 3), podczas gdy
przeciwprostokatna dolnego tréjkata przechodzi nieco
powyzej (dokladnie 8 - % — 3 = ;5 jednostki) tego punktu
Jednak z tych czedci nie da sie dokladnie zlozyé prostokata (rys. 4).

o bokach 81 21.

. \\ E Rys. 3 Rys. 4
L \
\

Rys. 1

JWR

Czy gra w rozwazanym przez nas sensie jest gra

w KREGLE? Wyjasnijmy najpierw, na czym polega ta

gra. Na poczatku gry ustawia sie w rzadku kregle (rys. 5).

Zawodnicy na przemian tocza kule w kierunku kregli.

Przegrywa ten, kto nie straci w swoim ruchu zadnego

kregla. Rys. 5

Trzeba przy tym dodaé, ze kula moze stracié dwa sasiednie
kregle (rys. 6), jak réwniez moze straci¢ tylko jeden kregiel
(rys. 7). Nie jest mozliwe stracenie w jednym rzucie dwéch
kregli, ktére nie sasiaduja ze soba.

Nasi gracze doszli do takiej wprawy, ze precyzyjne

wykonanie rzutu nigdy nie stwarza problemu. Gracz straca Rys. 6
te 1 tylko te kregle, ktére zamierza. Nikt nie przegrywa

dlatego, ze nie trafil w kregiel. Przegrywa sie tylko dlatego,

ze kregle sie skoficzyly i nie ma juz czego stracié.

Bez trudu spostrzezesz, Drogi Czytelniku, ze tak opisana
rozgrywka jest gra w przyjetym przez nas sensie.
Jej analize przeprowadzimy za miesiac. Rys. 7

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jaroslaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl



Zadania II i IIX
etapu Olimpiad
przedstawimy
w Delcie 6/2001

Dodatek Olimpijski

Zadania I stopnia
Olimpiady Fizycznej, Matematycznej i Astronomicznej
2000/2001

XLIV OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2000/2001

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (pierwsza seria)

1. Dochodzace do powierzchni Ziemi promieniowanie
stoneczne wskutek zjawiska ekstynkeji ulega
pochlanianiu i rozpraszaniu, powodujac, ze Storice
$wieci nieco stabiej. Zmiane jasnosci Storica (Am),
obserwowanego na wysokosci h nad horyzontem,
mozna obliczy¢ z przyblizonego wzoru
0.2

"~ cos(90° = h)’
Znajdz szerokos$¢ geograficzna, dla ktorej
w dniu réwnonocy w poludnie iloé¢ padajacego
promieniowania stonecznego (na jednostke powierzchni
w jednostce czasu) jest réwna promieniowaniu
padajacemu na powierzchnie Marsa w poblizu réwnika,
gdy Storice §wieci tam w zenicie. W atmosferze Marsa
efekt ekstynkcji mozna pominac.

2. W momencie, gdy kometa byla odlegla o 0,6 AU od
Stonca i 0 0,8 AU od Ziemi, jej odsloneczny warkocz
osiagnal dlugoéé katowa 2°. Jaka byla wtedy katowa
odlegloéé komety od Storica (elongacja) i liniowa
dhugosé jej warkocza? Zaldz, ze orbita Ziemi jest
okregiem.

3. W prostokatnym ukladzie wspéirzednych, w ktérym
na osi pionowej zaznaczamy godziny, a na osi poziomej
date, przedstaw wykresy:

— wschodu i zachodu Storica,

— wschodu i zachodu Ksiezyca,

— wschodu i zachodu komety C/1999 S4 (LINEAR)
w lipcu i sierpniu 2000 r. w Warszawie. Oméw warunki
widocznosci komety w tych dwéch miesiacach. Dane
dotyczace Slonca i Ksiezyca znajdz samodzielnie.



Efemerydy komety podaje tabelka:

data rektascensja deklinacja
2000 2000

30 06 2000 gata4 417 142°53,2'
5 07 2000 02"49,68™ +47°06, 6'
10 07 2000 03"20,66™ +53°17,0'
15 07 2000 04"41,52™ +61°44,0'
20 07 2000 08"16,06™ +63°07,9
25 07 2000 11"01,01™ +41°05, 3'
30 07 2000 11"56,45™ +18°36, 3'
4 08 2000 12"18,82™ +05°13,2'
9 08 2000 12h29,65™ —02°31, 4’
14 08 2000 12%35,50™ —Orn o
24 08 2000 12841 20 —13°00 6"
3 09 2000 12h44,17™ ~16°22 8"

ZADANIA OBSERWACYJNE

1. Zaprojektuj i wykonaj prosty przyrzad do
pomiaréw obserwowanej srednicy Ksigezyca.
Wykonanym instrumentem dokonaj serii obserwacji
w ciagu miesiaca i wyznacz, o ile zmienila sig
zaobserwowana $rednica Ksiezyca.

2. Przeprowadz obserwacje plam na Slonicu na obrazie
wytworzonym przez teleskop na ekranie. Wyznacz
érednia wartod¢ liczby Wolfa z przeprowadzonych przez
siebie obserwacji.

Uwagal!!

Zachowaj szczegd6lng ostroznosé przy kierowaniu
przyrzadu na Slonce. Pamietaj, Ze nie wolno
patrzeé przez przyrzad bezposrednio na Slorce,
bo grozi to uszkodzeniem wzroku!

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
réwniez nadestaé opracowane wyniki innych wlasnych
obserwacji prowadzonych w latach 1999-2000,

a w szczegolnosci obserwacji pozycji, jasnosci

i ksztattu komety C/1999 S4 (LINEAR).

INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla
uczniéw szkél srednich.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan
zawodéw I1 stopnia i III stopnia odbywa sie w warunkach
kontrolowanej samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy
nadestaé, do 16 pazdziernika 2000 r., rozwiazania

3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd
zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do korica pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy

przestaé wraz z rozwiazaniami zadan drugiej serii
zawoddw I stopnia, do 20 listopada br. Decyduje data
stempla pocztowego. Nadeslanie rozwigzania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego
udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadesltania rozwiazan wiekszej liczby
zadan z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda
rozwiazania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii i jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawod6w I stopnia nalezy przestaé
za podrednictwem szkoly pod adresem: KOMITET
GEOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ,
Planetarium Slaskie, 41-500 Chorzéw,

skr. poczt. 10, w terminach podanych w p. 3 i 5.
Decyduje data stempla pocztowego.

8. Rozwiazania zadaii powinny byé krétkie i zwiezle, ale

z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych nalezy poda¢ ich
zrédlo. Jako dane traktuje sie réwniez podrecznikowe stale
astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac na
oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz
oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.)
nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem. W nagléwku
zadania o najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo:
rok i miejsce urodzenia, pelna nazwe szkoly, jej adres, klase
i jej profil oraz adres prywatny (z kodami pocztowymi).

10. O uprawnieniach laureatéw i finalistéw decyduja
senaty wyzszych uczelni. Wéréd nagréd dla najlepszych
znajduja sie teleskopy.

ZALECANA LITERATURA

e obowiazujace w szkolach érednich podreczniki do
przedmiotéw Scishych;

e H. Chrupala, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych; Zadania olimpiad astronomicznych
XXVI-XXXV (w dwéch czesciach);

e H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania

z astronomii z rozwigzaniami;

J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

J. Mietelski, Astronomia w geografii;

E. Rybka, Astronomia oegdlna;

David H. Levy, NIEBO — Poradnik uzytkownika;

D.L. Moché, Astronomia — Przewodnik po Wszechswiecie;

Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

atlas nieba; obrotowa mapa nieba;

czasopisma: Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie,

Swiat Nauki, Delta, Fizyka w Szkole.
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LII OLIMPIADA MATEMATYCZNA

ZADANIA KONKURSOWE ZAWODOW I STOPNIA

I SERIA

1. Rozwigza¢ w liczbach calkowitych réwnanie
22000 | 90001999 — 1999 4 902000

2. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC
i AC tréjkata ABC. Odcinki AD i BE przecinaja
si¢ w punkcie P. Punkty K i L leza odpowiednio na
bokach BC' i AC, przy czym czworokat CLPK jest
réwnolegltobokiem. Dowiesé, ze

AE BD

BE ™~ DK

3. Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2,
ze nierdwnoscé

" n-1, , 2 2
T1Ty 4+ ToZz+ ...+ Tp_12, < T(:nl +af+...+al)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich
L1y T2yeeay iy

4. Rozstrzygnaé, czy w szeéciennym pudeltku
o krawedzi 4 mozna umiesci¢ 65 kul o $rednicy 1.

II SERIA

5. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2
i dowolnej liczby pierwszej p liczba

n?’ 4 pP

jest zlozona.

6. Liczby caltkowite a, b, x, y spelniaja réwnanie

2000
a + bv/2001 = (uc 8 y\/20[}1) .

Udowodnié, ze a > 44b.

7. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC' o kacie
prostym przy wierzchotku A. Punkty D i E leza na
przeciwprostokatnej BC, przy czym /DAE = 45°.
Okrag opisany na tréjkacie ADE' przecina boki
AB i AC odpowiednio w punktach P i . Dowies¢,
ze BP + CQ = PQ.

8. Rozstrzygnac, dla jakich par liczb naturalnych m
i n prostokat o bokach dlugosci m i n mozna —l
pociac na czesci przystajace do figury na
rysunku. Kazdy z czterech kwadratéw na S
rysunku ma bok dlugosci 1. —

III SERIA

9. Dowies¢, ze wéréd dowolnych 12 kolejnych liczb
catkowitych dodatnich istnieje liczba nie bedaca suma
10 czwartych poteg liczb catkowitych.

10. Dowies¢, ze wewnatrz dowolnego tréjkata ABC
istnieje punkt P o nastepujacej wlasnosci: Kazda
prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwéd
tréjkata ABC w takim samym stosunku, w jakim
dzieli ona jego pole.

11. Uklad liczb calkowitych dodatnich ¢;,cs,...,¢,
nazwiemy dopuszczalnym, gdy za pomoca wagi
szalkowe]j i dwéch kompletéw odwaznikéw o ciezarach

€1,Ca,...,C, mozna zwazy¢ dowolny przedmiot

o cigzarze bedacym liczba naturalna nie
przekraczajaca 2(c; + o + ... + ¢, ). Dla kazdej liczby
n wyznaczy¢ maksymalna sume n liczb tworzacych
uklad dopuszczalny.

Uwaga: Odwazniki mozna kla$¢ na obie szalki wagi.

12. Rozpatrujemy ciagi liczb caltkowitych

Tg, Z1,- -, 2000 Spelniajace warunki

o =0 el =l ketadl dllais a1 0wt 2000
Znalez¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia

|.’B1+$2+.‘.+$2000| 3

Rozwigzania powyzszych zadari (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitety
okregowego Olimpiady wtasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia
10 pazdziernika 2000 r. — I seria
10 listopada 2000 r. — II seria
11 grudnia 2000 r. — III seria

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pdsniejszym nie bedq rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/~olimp/



O
ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
0 OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojewoddztwa pomorskiego:

KOOM - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojewodztwa $laskiego: >

KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojewédztwa malopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdw.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:
KOOM - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1, pok. 223,
20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki Uniwersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lodz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Matejki 48/49, 60-769 Poznan.

Dla wojewédztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewodztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewédztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH
OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-goldapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. §wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warmirisko-mazurskie
z wylaczeniem powiatéw: ketrzynskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. malopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dz (woj. t6dzkie).

KOOFw Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Torun (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroctaw (woj. wroctawskie).

iv



L OLIMPIADA FIZYCZNA

&

—~ ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesylaé¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej

w terminach: czesé I — do 25 pazdziernika br., czesé¢ II — do 15 listopada br. O kwalifikacji do
0 zawoddéw II stopnia bedzie decydowac suma punktéw uzyskanych za rozwiazania zadan czesci I i IL
Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znaleZ¢ w broszurze i na afiszu

rozestanych do szkél érednich.

CZESC I (termin wysylania rozwiazai — 25 pazdziernika 2000 r.)

Podaj lub wybierz i krétko uzasadnij prawidlowa odpowiedz (za kazde z 15 zadairi mozna otrzymaé maksimum

4 punkty).

Uwaga: Rozwiazania zadan nalezy zamiesci¢ w kolejnoéci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢ ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imie oraz adres domowy autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly, klase oraz nazwisko

i imie nauczyciela fizyki.

1. Samochéd w chwili rozpoczecia hamowania

jechal z predkoscia 90 km/h. Po osiagnieciu pewnej
predkosci minimalnej samochdd zaczal przyspieszac

az do ponownego osiagniecia predkosci 90 km/h. Od
chwili rozpoczecia hamowania do chwili ponownego
osiagniecia predkosci 90 km/h uplynela 1 minuta, za$
samochdd przebyt 1 kilometr drogi. Oblicz najmniejsza
predkosé samochodu, wiedzac, ze ruch samochodu

byl poczatkowo jednostajnie opdzniony, a nastepnie
jednostajnie przyspieszony.

2. Silnik rakietowy zuzywa tyle samo paliwa w ciagu
jednej sekundy podczas préby w fabryce, kiedy

jego przemieszczenie, a wiec i praca zwigzana

7 przesunieciem, sa réwne zeru, jak i podczas lotu
rakiety, kiedy praca zuzyta na wyniesienie rakiety jest
duza. Wyjasnij ten paradoks.

3. Wézek z chronografem (urzadzenie zostawiajace

w rownych odstepach czasu slady wzdhuz przebywanej
drogi) pchnieto w strone takiego samego wézka
stojacego na linii ruchu. Drugi wézek byt obciazony
dodatkowym ciezarkiem o masie 0,5 kg. Wozki
polaczyly sie i dalej toczyly sie razem. Na tasmie
ulozonej wzdluz trasy pierwszego wozka chronograf
pozostawil §lady, jak na rysunku 1.

Wyznacz mase nieobciazonego waézka.

Rys. 1

4. Dwie sprezyny o dlugosciach [y, Io
i wspélezynnikach sprezystosci k1, k2 przecieto

Rys. 2

w polowie ich dhugosci. Poléwki dwéch réznych
sprezyn polaczono koncami, w wyniku czego powstal
uktad przedstawiony na rysunku 2. Wspotczynnik
sprezystosci tego ukltadu jest réwny

3) max(kl, kz),

b) Vkiks,

c) (1/2)(k1 + k2),

d) 2k1k2/(k’1 = kz)

5. Jak wysoko nalezy sie wznies¢ nad Biegunem
Pénocnym, aby zobaczyé satelite geostacjonarnego?

6. Wiazka elektronéw przechodzi przez dodatnio
naladowana okladke kondensatora plaskiego pod
katem 30° (rys. 3). Napiecie miedzy okladkami wynosi
100 V. Z jaka minimalna wartoscia energii kinetyczne]j
elektrony osiagaja druga okladke?

Rys. 3

7. Na rysunku 4 pokazane s3 tory czastek
naladowanych elektrycznie. Tory przecinaja
plaszczyzne p, ktéra oddziela obszar jednorodnego
pola magnetycznego B od prostopadlego do niego,
jednorodnego pola elektrycznego E.

Okreél znaki ladunkéw czastek poruszajacych sie po
tych torach.

ET\ T\ T’\tp
o PR o o Do ok

a) b) a)

Rys. 4



8. Promienie trzech koncentrycznych, metalowych

sfer wynosza odpowiednio r; =1 cm, r; = 10 cm

i r3 = 20 cm. Na sferach umieszczone sa ladunki réwne
odpowiednio: Q; =2-1078 C, Q3 = Q3 = —Q;. Oblicz
wartos$¢ potencjatu na powierzchni pierwszej sfery przy
zalozeniu, ze w nieskoriczonos$ci potencjal jest réwny
Zern.

9. Uklad elektryczny sklada sie z trzech identycznych
baterii (rys. 5). Co wskazalby doskonaly woltomierz,
a co doskonaly amperomierz, jezeli wlaczono by go

w uklad miedzy punktami A i B?

E,VJ.‘

I|E'V¥ i
1 I

Rys. 5

10. Na doskonale odbijajace zwierciadlo plaskie pada
prostopadle wiazka swiatla o dlugosci fali 400 nm.
Cisnienie, jakie wywiera promieniowanie na lustro,
wynosi 4 - 1078 N/m2. Jaka jest liczba fotonéw
padajacych na 1 cm? lustra w ciagu jednej sekundy?

11. Dwa pryzmaty o katach 30° — 60° — 90° wykonano
z roznych gatunkoéw szkla, pierwszy o wspélezynniku
zalamania $wiatla 1,70, drugi o wspdétczynniku 1,40.
Pryzmaty sklejono ze soba jak na rysunku 6. Na
pierwszy pryzmat pada prostopadle do powierzchni
promien $wiatlta. Jaki jest kat padania promienia
wchodzacego do drugiego pryzmatu?

1,40

Rys. 6

12. Na siatke dyfrakcyjna o stalej d = 3 pm pada
wigzka $wiatta monochromatycznego pod katem 50°
(rys. 7). Stwierdzono, ze jedna z ugietych wiazek
pobiegla dalej prostopadle do plaszczyzny siatki.

Podaj dwie przykladowe wartosci dlugosci fali, dla
ktérych moglo zajsc¢ takie ugiecie.

oils

siatka

Rys. 7

13. Do pomiaru gestosci cieczy uzywa sie areometréw.
Przyrzad taki ma postaé cienkiej rurki obcigzonej na
jednym konicu, a postugujemy sie nim, pozwalajac mu
plywac¢ swobodnie w badanej cieczy. W zaleznosci

od gestosci cieczy areometr zanurza sie glebiej lub
plycej. Na rurce jest zamieszczona skala wycechowana
w wartoSciach gestosci cieczy w zaleznosci od
glebokosci zanurzenia do danego poziomu.

Ktoéry z ponizszych rysunkéw najlepiej opisuje wyglad
tej skali, jezeli przekrdj rurki jest staly?

— 0,8 kg ol =105 8
T 10
sl
e
e D
el d
_1,4_ _112
U — 1,4
— 1,6 —1,6

a) b) )

Rys. 8



chlodzaca na zewnatrz pomieszczenia, w drugim

— strona chlodzaca skierowana do wnetrza
pomieszczenia. W trzecim pomieszczeniu znajduje
sie zwykly grzejnik elektryczny. Lodéwki i grzejnik
pobieraja jednakowa moc z sieci. W ktérym
pomieszczeniu po dlugim czasie bedzie najcieplej,

a w ktérym najzimniej (ewentualnie w ktorych
pomieszczeniach bedzie jednakowa temperatura)?
Otwoér w Scianie jest dobrze uszczelniony tak, ze nie
ma przewiewu obok lodéwki.

14. W osolonej wodzie jajko plywa zanurzone w 95%
swojej objetosei. Jezeli umieécimy nad osolona woda
warstwe czystej wody, wtedy polowa objetosci jajka

plywa w wodzie osolonej, a polowa w czystej wodzie.
Jaka jest gestosc jajka, a jaka osolonej wody?

15. W dwdch sposrdd trzech jednakowych pomieszezen
wybito w Scianach otwory na zewnatrz i umieszczono
w nich lodéwki bez drzwiczek, w pierwszym — strona

CZESC 1II (termin wysylania rozwiazan — 15 listopada 2000 £}

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiescié¢ nazwisko i imie¢ oraz adres domowy autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly, klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki. Do
pracy nalezy dolaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 20 punktéw.

T1. Udowodnij, ze moment bezwladnosci
jednorodnego trojkata wzgledem osi do niego
prostopadtlej i przechodzacej przez srodek masy
wyraza sie wzorem

Iy = (1/27)m(d% + d3 + d3) ,

gdzie da, dg 1 dc oznaczaja dlugosci srodkowych tego
trojkata (rys. 1), a m jego mase.

€

- T

A B

Rys. 1

T2. W jednorodnym polu magnetycznym

B = By sinwt znajduje sie metalowy walec

o promieniu r i dtugosci I (I > r). O§ walca jest

rownolegta do kierunku pola B. Opér wlasciwy metalu

jest réwny p. Wzgledna przenikalnoéé magnetyczna

jest réwna 1.

a) Oblicz srednia moc cieplna wydzialana przez prady
wirowe. Efekt samoindukcji mozna zaniedbaé.
Wskazéwka: oblicz najpierw érednia moc
wydzielana w cienkim pierscieniu walcowym
zawartym miedzy promieniami z a = + dux,

a nastepnie wykonaj sumowanie (catkowanie) po
wszystkich pierscieniach.

b) Jaki warunek musza spelniaé¢ parametry walca aby
zalozenie o pominieciu efektow samoindukeji byto
prawdziwe?

Wskazowka: pordéwnaj wartoéé¢ indukcji pola By,
(pochodzacego od pradéw wirowych) w punkcie
lezacym na osi walca z polem B.

c) Czy rzeczywista (wynikajaca z efektu
samoindukcji) wartos¢ wydzielonej mocy jest
wigksza, czy mniejsza od obliczonej w punkcie a)?

T3. Jednoatomowy gaz doskonaly poddano cyklicznej
przemianie, ktora przedstawia wykres 2. Wiedzac,

ze stosunek temperatury najwyzszej do najnizszej

(w skali bezwzglednej), jaka osiaga gaz podczas
przemiany, wynosi 16, oblicz sprawnosé tego cyklu.

A

P

izochora

izobara

Rys. 2



D1. Masz do dyspozycji:
— standardowe ogniwo typu R6,
— amperomierz pradu stalego o zakresie do 2 A,
— woltomierz o zakresie do 2 V,
— oporniki o znanej opornosci,
- zegarek z sekundnikiem,
— kabelki polaczeniowe, krokodylki.

A. Wyznacz calkowity ladunek elektryczny, ktéry
przeplynie przez dane ogniwo do momentu
catkowitego jego rozladowania. Poréwnaj go z tak
rozumianym catkowitym ladunkiem elektrycznym
akumulatora samochodowego 12 V /45 Ah.

B. Zaplanuj i wykonaj dodatkowe pomiary zwigzane
z ogniwem typu R6 tak, aby przedyskutowac
mozliwoéé zastosowania ukladu ogniw R6 (nowych)
zamiast akumulatora w samochodzie osobowym.
Tlu ogniw R6 nalezaloby uzy¢ i jak je polaczy¢,
aby otrzymaé zrédlo pradu stalego réwnowazne
akumulatorowi?

Uwaga 1. Jako opornikéw mozesz uzy¢ opornikéw
drutowych lub ceramicznych o opornosci w granicach
1-2 §2 i opuszczalnej mocy strat co najmniej 1 W.
Zamiast opornika mozesz uzy¢ opornicy drutowej ze
szkolnej pracowni fizyczne;j.

Uwaga 2. Nie uzywaj do pomiaréw ogniwa
alkalicznego.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przeslaé nalezy rozwiazania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych
zadan doéwiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktow.

D2. Majac do dyspozycji:

— naczynie o znanej pojemnosci,

— zegarek z sekundnikiem lub stoper,

— suwmiarke,
linijke, papier milimetrowy,

— kran z woda,
wyznacz warto$¢ przyspieszenia ziemskiego na
podstawie ksztaltu strumienia wody wyplywajace]
z kranu.

Przedstaw wyniki na wykresie umozliwiajacym
wyznaczenie przyspieszenia ziemskiego na

podstawie dopasowania prostej do wielu punktéw
do$wiadczalnych. Korzystajac z wykresu oszacuj blad
pomiarowy. Zaproponuj metode jego minimalizacji.

D3. Masz do dyspozycji:
— linijke plastikowa,
— uchwyt umozliwiajacy zamocowanie linijki
(np. dwa ciezkie kawatki metalu),
— papier milimetrowy,
— nitke,
— kawalki plasteliny lub inne cigzarki o znanej masie.

Sprawdz, ze warto$é¢ odchylenia konca linijki
pod wplywem przylozonej do niego sily F' jest
proporcjonalna do wartodci sity: Az = aF.

Wyznacz zalezno$é wspélczynnika proporcjonalnosci o
od dhugoéci linijki (mierzonej miedzy punktem
zamocowania linijki a koficem, do ktérego przylozona
jest sila F').
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