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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 2000 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.
W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2000 r. wynosi 6 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.
Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na IV kwartal 2000 r. wynosi 9 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska"·

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest równa cenie prenumeraty
krajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa, ul. Towarowa 28,
czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 - 1400.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na IIkwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wp laty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.

Numery archiwalne (od 1985 r.) mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub listownie.



Lancuchy Markowa a ryzyko kredytowe
Wojciech KURYLEK
Istnieje oczywista asymetria informacyjna miedzy bankami a kredytobiorcami.
Bank udzielajac kredytu ponosi ryzyko, gdyz nie ma pewnosci w momencie
podpisania umowy, ze naleznosc zostanie w calosci i terminowo splacona.

Banki, radzac sobie z tym problemem, zaczely na bazie dostepnych im
informacji klasyfikowac kredytobiorców ze wzgledu na prawdopodobienstwo ich
potencjalnego niewywiazania sie ze zobowiazan.

Mozemy zatem przyjac, ze kazdemu kredytobiorcy bank przypisuje pewna
ocene (numer ratingowy), bedaca liczba ze zbioru {l, ... ,K}. Im wyzszy numer
ratingowy, tym wieksze prawdopodobienstwo niewywiazania sie kredytobiorcy
z umowy, a najwyzsza K-ta klasa oznacza niewyplacalnosc kredytobiorcy.
Zalózmy, ze ocena taka przypisywana jest kredytobiorcom co kwartal. Co
kwartal kredytobiorca ma wiec szanse zmienic przypisany mu rating. Proces
ten opisywac bedziemy za pomoca tzw. jednorodnego lancucha Markowa.
Podejscie takie pomoze nam w okresleniu, jak bedzie sie zmienial w sensie
jakosci kredytowej sklad portfela kredytowego banku.

Lancuch Markowa to ciag zmiennych losowych (Xn)n=O,l, ... , w którym
stan w danej chwili zalezy jedynie od stanu w chwili poprzedniej.
W sposób bardziej formalny mozemy zapisac, ze dla n = O,l, ... zachodzi
P(Xn+l E An+llXn E An, .. ·, Xo E Ao) = P(Xn+l E An+1IXn E An).
Mówimy, ze lancuch jest jednorodny, jezeli prawdopodobienstwo przejsc
miedzy stanami nie zalezy od czasu, tj. dla n = O,l, ... zachodzi
P(Xn+l E An+llXn E An) = P(Xl E AllXo E Ao).

W rozpatrywanej przez nas sytuacji mozemy przyjac, ze powyzszy
ciag zmiennych losowych przyjmuje wartosci ze zbioru {l, ... , K}.
Prawdopodobienstwo tego, iz kredytobiorca w kolejnym okresie otrzyma ocene j
pod warunkiem, ze w okresie poprzednim otrzymal ocene i, oznaczmy przez Pij,

tj. Pij = P(Xl = jlXo = i) dla i, j = l, ... , K. Dla wygody, prawdopodobienstwa
przejscia jednorodnego lancucha Markowa mozemy zapisac w formie macierzy
n = (pij )i,j=l, ...,k. Macierz te nazywamy macierza przejscia. Niech ponadto
VI = (vi, ... , vi<) oznacza rozklad ratingów w pierwszym z analizowanych
kwartalów, tzn. niech liczba vI okresla, jaki procent wszystkich kredytobiorców
mial w tym okresie ocene i.

Jestesmy zainteresowani wyznaczeniem przyszlego rozkladu ratingów w
portfelu kredytowym banku. Jak latwo zauwazyc, wykorzystujac wzór na
prawdopodobienstwo calkowite, prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na
tym, ze losowo wybrany w n-tym kwartale kredytobiorca bedzie mial przypisany
j-ty rating, wyraza sie jako

K

n """ n-lVj = ~Vi Pij'
i=l

Rozklad vn = (vf, ... , v'K) daje sie wiec w latwy sposób przedstawic,
wykorzystujac macierz przejscia n

vn = vn-ln.

Latwo zauwazyc, ze

vn = VI(nt-l,
gdzie (nt-l oznacza n - l potege macierzy przejscia n.
Wystepujace w macierzy przejscia prawdopodobienstwa warunkowe Pij dla
i, j = l, ... , K, szacuje sie na podstawie danych z przeszlosci przez okreslenie
czestosci przechodzenia kredytobiorców miedzy róznymi ratingami. Zatem
w prosty sposób mozna okreslic na podstawie pewnej zaobserwowanej
w przeszlosci dynamiki zachowan kredytobiorców przyszly rozklad ratingów
w portfelu kredytowym banku. Zilustruje to przedstawiony dalej przyklad.
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Rozwazmy bank udzielajacy dlugoterminowych kredytów inwestycyjnych. Bank
sporzadza co kwartal rating kazdego z kredytobiorców, klasyfikujac go jako
kredytobiorce o dobrej kondycji finansowej (D), wyplacalnego kredytobiorce
o zlej sytuacji finansowej (Z) albo jako kredytobiorce niewyplacalnego (N).
Zalózmy, ze w ostatnich trzech kwartalach obserwowalismy nastepujace
zachowanie kredytobiorców:

Rating I kw.ZmianaII kw.ZmianaIII kw.Zmiana
ratingu

ratinguratingu

D 1000

D 1100D 1200
D

1500Z500 1700Z580 2000Z750
N

O N20 N50

D 400

D320 D380
Z

1400Z800 1300Z800 1380Z900
N

200 N180 N100

D

O DO DO

N
100ZO 300ZO 480ZO

N
100 N300 N 480

Jak latwo zauwazyc na podstawie powyzszej tabelki, liczba kredytów w portfelu banku
zwieksza sie z kwartalu na kwartal, gdyz bank udziela nowych kredytów podmiotom

znajdujacym sie w dobrej sytuacji finansowej. Wiedzac, ze w chwili obecnej w portfelu

banku znajduje sie 1900 kredytów o ratingu D, 1650 kredytów o ratingu Z oraz
580 kredytów niewyplacalnych (N), nalezy okreslic rozklad ratingów w portfelu

kredytowym banku za rok, zakladajac, ze liczba kredytów znajdujacych sie w portfelu
banku pozostanie w ciagu tego roku stala.

Aby byc zgodnym z wprowadzonymi wczesniej oznaczeniami, ponumerujmy
ratingi w nastepujacy sposób: D ---* 1, Z ---* 2, N ---* 3. Zalózmy ponadto,
ze proces generujacy zmiany ratingów jest jednorodnym lancuchem Markowa
o macierzy przejscia II = (Pij);,j=1,2,3. Macierz te nalezy oszacowac na podstawie
obserwacji zamieszczonych w powyzszej tabeli. Za oszacowania warunkowych
prawdopodobienstw przejsc przyjmujemy srednie czestosci przechodzenia miedzy
ratingami:

A 1 (1000 1100 1200)Pll = 3 1500 + 1700 + 2000 = 0,63791,

A 1 ( 500 580 750 )P12 = 3 1500 + 1700 + 2000 = 0,34984,

A 1 (O 20 50 )P13 = 3 1500 + 1700 + 2000 = 0,001 2255,

A 1 ( 400 320 380 )P21 = 3 1400 + 1300 + 1380 = 0,26908,

A 1 ( 800 800 900 )P22 = 3 1400 + 1300 + 1380 = 0,613,

A 1 ( 200 180 100 )P23 = 3 1400 + 1300 + 1380 = 0,11793,

A 1(0 O O)P31 = 3 100 + 300 + 480 = O,

A 1(0 O O)P32 = 3 100 + 300 + 480 = O,

A 1 (100 300 480)P33 = 3 100 + 300 + 480 = 1.

Jak latwo spostrzec, stan niewyplacalnosci (3) jest stanem pochlaniajacym,
tj. takim, którego prawdopodobienstwo opuszczenia jest równe zeru.
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_ Zadania

Czworoscian nazywamy
ortocentrycznym, jesli jego wysokosci
przecinaja sie w jednym punkcie.

Oznaczmy przez fr = (pij )i,j=I,2,3 otrzymanyestymator macierzy przejscia II.
Ma on nastepujaca postac

A (0,63791 0,34984 0,001 225 5)
II = 0,26908 0,613 0,11793 .

O O l

Ponadto z tresci zadania wiemy, ze obecny rozklad ratingów wyraza sie jako

1 (1900 1650 580)v = 1900 + 1650 + 580' 1900 + 1650 + 580' 1900 + 1650 + 580 '

czyli

VI = (0,46005, 0,39952, 0,14044).

Rozklad ratingów za rok (po czterech kwartalach) mozemy okreslic jako

v& = VI (fr)4.

Pozostawiajac trud obliczenia czwartej potegi macierzy II lubiacym rachunki
Czytelnikom, podaje tylko koncowy wynik

v5 = (0,31384, 0,34255, 0,34364).

Warto wspomniec, ze w stosowaniu wyzej wymienionej metody kluczowa role
odgrywalo zalozenie o tym, iz w ciagu najblizszego roku nie zwiekszy sie liczba
kredytobiorców. Zalozenie to wydaje sie jednak malo realistyczne. Powstaje
wiec pytanie: jaki bedzie rozklad kredytów za rok, zakladajac utrzymanie
sie dotychczasowej sredniej stopy wzrostu liczby kredytów udzielanych
kredytobiorcom znajdujacym sie w dobrej sytuacji finansowej? Odpowiedz
pozostawiam zainteresowanym Czytelnikom.

Artykul ten chcialbym zakonczyc nastepujaca konkluzja: nie sposób dzis
studiowac na przyzwoitym poziomie zarówno ekonomii, jak i finansów, nie majac
odpowiedniego przygotowania formalnego. Przygotowanie takie daje na pewno
studiowanie matematyki. Stad tez coraz bardziej popularne staje sie równolegle
studiowanie powyzszych kierunków i matematyki.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 925. Udowodnic, ze czworoscian jest ortocentryczny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazde dwie jego przeciwlegle krawedzie sa prostopadle.
Rozwiazanie na str. 6

M 926. a) Udowodnic, ze sumy kwadratów dwóch par przeciwleglych krawedzi
czworoscianu sa równe wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie trzeciej pary sa
prostopadle.
b) Udowodnic, ze czworoscian jest ortocentryczny wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
kwadratów przeciwleglych krawedzi sa równe.
Rozwiazanie na str. 7

M 927. Udowodnic, ze czworoscian jest ortocentryczny wtedy i tylko wtedy, gdy
odcinki laczace srodki przeciwleglych krawedzi sa równej dlugosci.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 529. Z sikawki strazackiej wyplywa strumien wody pod katem CI' = 35° do
poziomu. Struga wody pada w odleglosci l = 12 m od sikawki. Ile wody wylewa
sie w ciagu jednej minuty, jesli pole przekroju otworu wynosi S = l cm2? Opór
powietrza pomijamy.
Rozwiazanie na str. 16

F 530. Z otworu wywierconego w bocznej sciance naczynia na poziomie równym
jednej trzeciej slupa wody w naczyniu (rys.) wycieka strumien wody. Na jakiej
innej wysokosci trzeba wywiercic drugi otwór, aby zasieg obu strumieni byl
jednakowy?
Rozwiazanie na str. 11
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GRB 990123
Co kryje sie pod tym enigmatycznym skrótem? Nie
jest to bynajmniej numer rejestracyjny samochodu
poszukiwanego przez policje za przekroczenie
predkosci ... Jest to oznaczenie blysku gamma, który
przekroczyl wszelkie granice jasnosci znane dotychczas
astronomom!

Blyski gamma zostaly odkryte juz ponad 30 lat temu,
w roku 1967, przez amerykanskie satelity wojskowe
serii Vela. Satelity te mialy za zadanie monitorowac
wybuchy jadrowe na Ziemi i w przestrzeni kosmicznej.
Zamiast tego wykryly nowe kosmiczne zródla promieni
gamma. Przez kilka lat wyniki tych obserwacji byly
utajnione, naukowcy musieli sie bowiem upewnic, ze
maja do czynienia ze zjawiskami kosmicznymi, a nie
z jakas forma wybuchów jadrowych w przestrzeni
kosmicznej.

Do dnia dzisiejszego zarejestrowano pare tysiecy
blysków gamma. Oznaczane sa one symbolem GRB
(z angielskiego gamma-my burst) i data rejestracji.
Pojawiaja sie na niebie mniej wiecej raz dziennie.
Blyski moga trwac od kilku milisekund do paru tysiecy
sekund - istnieje jeden przypadek, kiedy podejrzewa
sie, ze zarejestrowano blysk trwajacy dwa dni! Blyski
gamma tworza wyrazne dwie grupy ~ blyski krótsze
i dluzsze niz kilka sekund.

Dzis wiemy, ze rozklad blysków gamma na niebie
jest izotropowy, to znaczy, ze pojawiaja sie one na
calym niebie zupelnie losowo. W latach 70. i 80.
astronomowie uwazali, ze swiadczy to o lokalnym
pochodzeniu blysków. Sadzono, ze sa rozlozone
równomiernie na niebie, podobnie jak gwiazdy naszego
bliskiego kosmicznego otoczenia. Gwiazdy odlegle
skupiaja sie w Drodze Mlecznej, nie sa wiec rozlozone
równomiernie na niebie. Sadzono, ze tak tez bedzie
w przypadku blysków gamma i ze czulsze instrumenty
zaobserwuja gromadzenie sie slabych blysków gamma
wzdluz Drogi Mlecznej. Okazalo sie jednak, ze jest

+90

Tomasz BULIK

inaczej. Wystrzelony w 1991 r. satelita CGRO
(Compton Gamma Ray Observatory) stwierdzil,
ze nawet slabe blyski sa rozlozone równomiernie
(rys. 1).

Wyniki te swiadczyly o tym, ze blyski gamma to nie
zjawiska lokalne, lecz potezne eksplozje w bardzo
odleglych zakatkach Kosmosu. Potwierdzenie tej
hipotezy przyszlo dopiero w roku 1997. Mianowicie
8 maja tego roku wlosko-holenderski satelita
Beppo-SAX zaobserwowal kilkudziesieciosekundowy
blysk. Na pozycje blysku skierowal kamere
rentgenowska i zaobserwowal znikajace zródlo
rentgenowskie. Jednoczesnie kilka teleskopów
optycznych prowadzilo obserwacje tego rejonu nieba
w poszukiwaniu zródla optycznego (tak zwanej
poswiaty) zwiazanego z tym blyskiem. Poszukiwania
te zakonczyly sie sukcesem, a potezny teleskop
Kecka na Hawajach znalazl w widmie poswiaty linie
emisyjne i absorpcyjne przesuniete ku czerwieni
(z = 0,835), tak jak to ma miejsce w widmach
odleglych galaktyk. Tak wiec po raz pierwszy
w sposób bezposredni potwierdzono, ze blyski gamma
zachodza w odleglosciach kosmologicznych (czyli
wyznaczanych przy wykorzystaniu prawa Hubble'a).

Blysk GRB 990123, jak juz wiemy, nastapil
23 stycznia 1999 r. Zaobserwowalo go kilka
satelitów. Byl to jeden z najjasniejszych blysków,
jakie kiedykolwiek zarejestrowano. Byl to tez
pierwszy blysk, jaki kiedykolwiek widziano w czasie
trwania blysku gamma równiez przez teleskop
optyczny. Stalo sie to mozliwe dzieki sieci GCN
i nowoczesnym zautomatyzowanym teleskopom.
Siec GCN (Gamma-my Coordinate Network) to
system przekazywania informacji o blyskach gamma
zarówno do calego srodowiska astronomicznego, jak
i do zautomatyzowanych teleskopów optycznych, dzieki
któremu od wykrycia blysku do skierowania w jego

+180

-90

180

Rys. 1. Miejsca ponad tysiaca zarejestrowanych przez BATSE blysków gamma, ukazanych we wspólrzednych galaktycznych, sugeruja
kosmologiczne powiazania tych zjawisk.
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strone teleskopu uplywa nie wiecej niz pól minuty.
Teleskop ROTSE (Robotic Optical Transient
Search Experiment) obserwowal miejsce blysku juz
w 25 sekund po jego wykryciu! Blysk ten trwal
ponad 100 sekund, a maksimum jasnosci mial mniej
wiecej w 40-50 sekund po wykryciu, to znaczy
kiedy ROTSE juz byl na niego skierowany! ROTSE
zrobil szesc zdjec (rys. 2), na których widoczny jest
zmienny obiekt, który najpierw pojasnial az do
ósmej wielkosci gwiazdowej, a pózniej zaczal zanikac.
W chwili najwyzszej jasnosci blysk GRB 990123 bylby
obserwowalny przez zwykla lornetke, gdyby tylko
wiedziec, kiedy i w jakim kierunku ja skierowac ...

Znajac odleglosci blysków i ich jasnosc widziana
z Ziemi, mozna wyliczyc ilosc energii wydzielonej
w blysku. Okazuje sie, ze jest ona ogromna. Blyski
gamma wydzielaja w ciagu kilku sekund podobna
ilosc energii, jaka Slonce wydzieli w ciagu calego
swojego zycia, czyli przez mniej wiecej 10 miliardów
lat! W promieniach gamma wydzielana jest energia
stanowiaca znaczaca czesc masy Slonca. W przypadku
blysku GRB 990123 (przypomnijmy, ze byl on jednym
znajjasniejszych ) ta ilosc energii to okolo 1049 J, co
odpowiada masie wiekszej niz masa Slonca. W czasie

trwania blysk GRB 990123 byl jasniejszy niz wszystkie
gwiazdy w obserwowalnym Wszechswiecie!

Jakie moga byc mechanizmy fizyczne odpowiedzialne
za tak olbrzymia eksplozje? Musi to byc kosmiczna
katastrofa, prawdopodobnie z powstaniem lub
tez udzialem czarnej dziury. Rozpatruje sie dwa
scenariusze: kolizje czarnej dziury i gwiazdy
neutronowej lub tez koncowy etap zycia bardzo
masywnej, szybko rotujacej gwiazdy o masie ponad
sto razy wiekszej od masy Slonca. W obu przypadkach
oczekuje sie powstania czarnej dziury otoczonej
pierscieniem (lub tez grubym dyskiem materii).
W takim systemie moga wytworzyc sie wyplywy
materii z predkoscia bardzo bliska predkosci swiatla.
Wyplywy takie zachowuja sie jak kosmiczne reflektory,
które swieca jedynie dokladnie w kierunku predkosci
wyplywu. Zauwazmy, ze oceniajac ilosc energii
w blysku, zakladalismy, ze zródlo swieci we wszystkich
kierunkach jednakowo. Jezeli zas mielibysmy do
czynienia ze swieceniem w jednym kierunku, to
niezbedna do tego energia moglaby byc o kilka rzedów
wielkosci mniejsza. Szczególy procesów fizycznych
toczacych sie w zródlach blysków gamma sa ciagle
zagadka i stanowia przedmiot intensywnych badan.

1999-01-23 09:47:18

1999-01-23 09:51:37

1999-01-23 09:47:43

1999-01-23 09:54:22

1999-01-23 09:48:08

1999-01-23 09:57:08

Rys. 2. Przebieg zjawiska GRB 990123 w zakresie optycznym. Istotna jest wzgledna jasnosc (intensywnosc) centralnego obiektu (w kólku)
w porównaniu do pozostalych gwiazd, których jasnosc jest stala.
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Rozwiazanie zadania M 925.
Wysokosci czworoscianu ABCD
poprowadzone z wierzcholków A i B
przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy
krawedzie AB i CD sa prostopadle.
(Plaszczyzna zawierajaca obie te
wysokosci zawiera równiez krawedz AB
i jest prostopadla do CD.) Wynika stad,
ze w czworoscianie ortocentrycznym
przeciwlegle krawedzie sa prostopadle,
a takze, ze jesli przeciwlegle krawedzie
czworoscianu sa prostopadle, to jego
dowolne dwie wysokosci przecinaja sie.
Trzeba wykazac, ze punkt przeciecia
jest zawsze ten sam. Niech wysokosci
poprowadzone z punktów A i B
przecinaja sie w punkcie E. Wysokosc
poprowadzona z wierzcholka C nie moze,
oczywiscie, lezec w plaszczyznie ABE.
Stad latwo juz zauwazyc, ze przechodzi
ona przez punkt E.

Tryptyk O liczbach pierwszych
Witold BEDNAREK

Twierdzenie Czebyszewa
Pafnutij Czebyszew udowodnil, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje co
najmniej jedna taka liczba pierwsza, ze n < p < 2n.

Wniosek. Jezeli Pk oznacza k-ta liczbe pierwsza, to

PkH < 2Pk dla k E N.

Dowód. Niech k oznacza dowolna ustalona liczbe naturalna. Zgodnie
z twierdzeniem Czebyszewa istnieje taka liczba pierwsza q, ze Pk < q < 2pk.

Mamy, oczywiscie, q 2 PkH' Tak wiec Pk+1 :S q < 2Pk, skad PkH < 2pk·

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej m> O suma
1 1 1 1

(*) 1+3+5+"'+
nie jest calkowita.

Dowód. Oznaczmy przez Pk najwieksza liczbe pierwsza nie wieksza od
2m + 1, gdzie m jest ustalona dodatnia liczba naturalna. Oczywiscie
Pk > 2. Zatem Pk jest liczba nieparzysta. Liczba Pk znajduje sie wsród liczb
1,3,5, ... ,2m + 1. Wykazemy, ze zadna z liczb 1,3,5, ... ,2m + 1, oprócz Pk,

nie jest podzielna przez Pk. Gdyby tak nie bylo, to wsród liczb 1,3,5, ... ,2m + 1
znajdowalaby sie liczba postaci [ . Pk, gdzie [ 2 3 jest liczba naturalna. Tak wiec
3Pk :S [Pk :S 2m + 1. Z okreslenia Pk mamy jednak PkH > 2m + 1. Wobec tego
PkH > 3Pk > 2Pk, co jest sprzeczne z wnioskiem z twierdzenia·Czebyszewa.

Po sprowadzeniu sumy (*) do wspólnego mianownika otrzymujemy
A 1 APk +B-+-=---
B Pk BPk

gdzie liczby A i B sa naturalne i B nie jest podzielne przez Pk. Liczba APBk+BPk

nie jest calkowita, gdyz licznik tego ulamka nie jest podzielny przez Pk.

Izolowane liczby pierwsze
Slynne twierdzenie Dirichleta glosi, ze jezeli liczby naturalne a i r sa wzglednie
pierwsze, to ciag arytmetyczny

a, a + r, a + 2r, ...

zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Rozwazmy ciag arytmetyczny
(15n + 8). Ciag ten zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Niech
P = l5no + 8 bedzie jedna z nich. Liczba P - 2 = l5no + 6 = 3(5no + 2) jest
zlozona. Podobnie, liczba P + 2 = l5no + 10 = 5(3no + 2) jest zlozona. Zatem
naj blizsza liczba pierwsza moze byc odlegla od P (w lewo lub wprawo) co
najmniej o 4.

Udowodnimy ogólnie, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje taka liczba
pierwsza P, ze najblizsza liczba pierwsza jest odlegla od P co najmniej o 2m + 2.
Niech qt bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 2m+2 + 2k, a qk
bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 2m+2 - 2k dla k = 1,2, ... , m.

R .. t t ( + + + - - 2m+2) dlozwazmy CIag ary me yczny ql q2 ... qmql q2 ... q;;, . n + a
n = 1,2,3, ... Z twierdzenia Dirichleta wynika, ze ciag ten zawiera nieskonczenie
wiele liczb pierwszych. Niech

- + + + - - - + 2m+2P - ql q2 ... qm ql q2 ... qm . no

bedzie jedna z nich. Liczba
2k - + + + - - - 2m+2 2kP + - ql q2 ... qmql q2 ... qm . no + +

jest podzielna przez qt, a wiec jest zlozona (k = 1,2, ... , m).

Podobnie, liczba
2k - + + + - - - 2m+2 2kP - - ql q2 ... qm ql q2 ... qm . no + -

jest zlozona, gdyz jest podzielna przez qk (k = 1,2, ... , m). Nalezy jeszcze
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uzasadnic, ze liczby 2m+2 + 2k i 2m+2 - 2k maja dzielnik pierwszy nieparzysty,
czyli ze nie sa potegami dwójki.

Przypuscmy, ze 2m+2 + 2k = 28 dla pewnych naturalnych m, k, s. Poniewaz
k ::; m i m ::; 2m-l, wiec 2m+2 +2k ::; 2m+2 +2m. Oczywiscie 2m+2 < 2m+2 +2k.

Wobec tego 2m+2 < 28 ::; 2m+2 +2m < 2m+3. Stad m +2 < s < m +3, co dla
naturalnych s i m jest niemozliwe.

Analogicznie wykazujemy, ze zalozenie 2m+2 - 2k = 28 prowadzi do sprzecznosci.

Róznica pierwiastków kolejnych liczb pierwszych
Niech Pk oznacza k-ta liczbe pierwsza. Wykazemy, ze kres dolny zbioru liczb
postaci VPk+1 - VPk dla k E N wynosi zero.

Przypuscmy, ze kres ten jest dodatni. Istnieje wiec taka liczba E > O, ze

VPk+1 - VPk ~ E dla k E N.
Wówczas

1 1 VPkH - VPk E-- - -- = ----- > ---- ------ >
VPk VPk+1 VPkPk+1 VPkPk+1 Pk+1

dla k E N.

Podstawiamy k = 1,2, ... , n i dodajemy te nierównosci

(1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1 1 1)
--- + --- + + ----- + ----- >E -+-+ +-+--
vPi,jP2 ,jP2 VP3 ... VPn-1 ~ ~ VPn+1 P2 P3 ... Pn PnH .

Po dokonaniu redukcji otrzymujemy
lIn 1---->EL-,vPi VPnH k=1 Pk+1

skad

n 1 1( 1 1) 1 1 1l;Pk+1 < ~ vPi- VPn+1 < ~ . vPi = EV2'

Wiadomo jednak, ze szereg zlozony z odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych
jest rozbiezny do nieskonczonosci. Otrzymana sprzecznosc dowodzi, ze szukany
kres dolny jest równy zeru.

Prawdopodobnie zachodzi wiecej, a mianowicie

lim (VPk+1 - v1ik) = O.
k--->oo

Inna hipoteza glosi, ze

Rozwiazanie zadania M 926.
a) Równosc AC2 + BD2 = BC2 + AD2
przepiszemy w zapisie wektorowym:

lAB + ECI2 + lEC + CDI2 =
= IECI2 + lAB + EC + CDI2, co po
rozpisaniu za pomoca iloczynu skalarnego
okazuje sie byc równowazne równosci

AB . CD = 0, czyli prostopadlosci
krawedzi AB i CD.

b) Wynika od razu z zadania M 925
i zadania M 926a.

VPk+1 - v1ik < 1 dla k E N.

Gdyby powyzsza nierównosc byla prawdziwa dla kazdego k, to wyniklaby z niej
nieudowodniona dotad hipoteza:

Miedzy dwoma dowolnymi kolejnymi kwadratami liczb naturalnych znajduje sie co
najmniej jedna liczba pierwsza.

Istotnie, niech n bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna· Niech Pk oznacza
najwieksza liczbe pierwsza mniejsza od (n + 1)2. Wówczas Pk+1 jest wieksze
od (n + 1)2, skad n + 1 < VPkH' Ponadto na mocy przyjetego zalozenia
VPkH < VPk + 1. Zatem n +1 < VPk +1. Stad n2 < Pk· Ostatecznie
otrzymujemy n2 < Pk < (n + 1)2.

Jesli jakas figura wypukla da sie pokryc za pomoca
100 kól jednostkowych, to zmieszcza sie w tej figurze co
najwyzej 74 rozlaczne jednostkowe kola. Oczywiscie liczba
100 nie jest tu zadna wyrózniona liczba - zawsze liczba
rozlacznych kól jednostkowych, mieszczacych sie w figurze
(nie bedacej kolem jednostkowym) wypuklej, jest mniejsza
od ~ liczby jednostkowych kól pokrywajacych te figure·

7

Dlaczego na zdjeciach rentgenowskich wymiary obrazów
przedmiotów sa zawsze wieksze od ich wymiarów
rzeczywistych? Otóz dlatego, ze zródlo promieni
rentgenowskich jest punktowe, wobec tego tez wiazka
promieni rentgenowskich jest rozbiezna i tym samym
"cien" przedmiotu jest zawsze wiekszy od samego
przedmiotu.



mala delia

Weekend w Kosmosie?

Ludzi na Ziemi przybywa, dostepna nam przestrzen kurczy sie ostatnio
coraz bardziej. Od czasów Kolumba niewiele juz odkrylismy, a z satelity
mozna zajrzec w kazdy zakatek naszego globu. Przydalaby sie wiec
jakas wyprawa w NIEZNANE. Ostatnio zaczeto juz nawet sprzedawac
przyszlym inwestorom dzialki na Ksiezycu (aczkolwiek jest to "ziemia
niczyja"). Kto wie, moze wiec niedlugo zaczna byc modne krótkie
wypady w Kosmos? Moze niekoniecznie od razu na jakies kolonie
czy osrodki ksiezycowe albo na inne planety. Moze - powiedzmy na
sam poczatek - na przyklad na stacje kosmiczne krazace po orbitach
okoloziemskich.

W naj prostszych do wyobrazenia sobie takich stacjach panuje stan
niewazkosci. Stan taki mozna tez zrealizowac, gdy sily grawitacyjne
i sily bezwladnosci równowaza sie. Tak sie dzieje, na przyklad, gdy
spadamy swobodnie w ziemskim polu grawitacyjnym. A ruch po orbicie
okoloziemskiej jest wlasnie szczególnym przypadkiem spadku swobodnego
(Delta 6/2000).

Czy mozna sobie wyobrazic zycie w takich warunkach? To, ze rózne
przedmioty sa utrzymywane w "calosci", zawdzieczamy glównie silom
oddzialywania wewnetrznego ~ silom przyciagania miedzy czasteczkami
substancji, z których sa zbudowane. Podobnie jest z ludzkim cialem
- pozbawione ciazacej nam sily grawitacji nie rozpadnie sie. Nic wiec nie
stoi na przeszkodzie, zeby przeniesc sie na jakis czas na stacje kosmiczna.
Wprawdzie mozna zbudowac taka, w której role grawitacji pelnilaby sila
odsrodkowa bezwladnosci, ale jest to bardzo skomplikowany i trudny do
zrealizowania projekt.

A wiec, musimy - przynajmniej w pierwszych, pionierskich, dostepnych
szerszemu gronu ludzi, lotach - pogodzic sie ze stanem niewazkosci.
Placac zapewne fortune za taka przejazdzke, oczekujemy mimo wszystko
zachowania pewnych standardów zycia. Na pewno jedzenie z tubek czy
puszek nie jest zbyt mile. Spanie w specjalnym hamaku mozemy jakos
przezyc. Ale... plynny pokarm z tubki na sniadanie? (chociaz lepiej sie
przemieszczajacy przez przewód pokarmowy). O nie. Raczej kanapka albo
tost, do tego goraca herbata lub kawa. I tu zaczynaja sie problemy ...

Siadamy do stolu i przypinamy sie do fotela. Wyjmujemy z celofanowego
opakowania kanapke, beztrosko ja gryziemy, okruszki spadaja na
stól. .. Ejze! Jak to: SPADAJA? Unosza sie dookola nas, wpadajac do
oczu, nosa ... Niezbyt przyjemne (i nadzwyczaj niebezpieczne). Lyk
herbaty? Prosze bardzo ... Chwila nieostroznosci i herbata zamiast

Tak wygladaja banki mydlane w wykonaniu Josepha Kerwina na Skylabie (1973).
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Mala Delte przygotowala Ewa CZUCHRY

znajdowac sie w naszym ukochanym kubku w misie, dryfuje sobie
beztrosko nad nasza glowa. No cóz, odpinamy sie od fotela, bierzemy
slomke i zaczyna sie polowanie. Nawet przyjemna zabawa, tym bardziej
ze polaczona z gimnastyka, której tak brakuje naszym miesniom
odzwyczajonym od opierania sie sile ciezkosci.

Oczywiscie w pogoni za lykiem herbaty nie wolno nam zapomniec
o noszeniu zawsze przy sobie róznych drobnych przedmiotów, nawet
pozornie nieprzydatnych w Kosmosie monet, które w razie zawisniecia
posrodku pokoju-kabiny pozwola nam dostac sie do którejs ze scian. Po
prostu rzucamy czyms w kierunku przeciwnym do tego, w którym chcemy
sie poruszac, reszta to juz zasada zachowania pedu, która - na szczescie
- obowiazuje wszedzie i we wszystkich warunkach.

Napilismy sie w koncu herbaty (która zreszta zdazyla w czasie tej
gonitwy mocno wystygnac), wlaczamy cos w rodzaju odkurzacza,
który wsysa wszystkie okruszki i resztki plynu. Zmeczeni i zziajani
idziemy wziac kapiel. .. No, moze nie od razu kapiel, bo bedziemy mieli
podobny problem jak z herbata - woda moze z nas splynac w "góre"·
Jak tu wiec w takich warunkach sie umyc? Moze prysznic? Skoro cos
w rodzaju odkurzacza posprzatalo po naszym sniadaniu, wiec moze
tez zasysac wode z prysznica. Pompujemy goraca wode do rury, której
otwór - zgodnie z naszymi przyzwyczajeniami, bo innych wskazan
nie ma - znajduje sie nad nasza glowa. Od dolu zasysamy powietrze
z kropelkami wody. Dziala!!! Jeszcze moze tylko maska tlenowa na twarz,
na wszelki wypadek, zeby sie nie zakrztusic.

Uff, juz po wszystkim, ubieramy sie i idziemy podziwiac blekitny
glob Ziemi, po to tu w koncu przyjechalismy. Szczesliwi cieszymy sie
mysla, ze mimo tych wszelkich niebezpieczenstw, jakie na nas czyhaly,
przynajmniej nie grozilo nam poslizgniecie sie na mydle ...

~~

\

A to Pet e Conrad, dowódca Skylabu, w wannie.
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Punkty wymierne na krzywych plaskich
Grzegorz LUKASZEWICZ

Krzywa Fermata

Krzywa Bacheta

Rozwazac bedziemy krzywe na plaszczyznie okreslone równaniami postaci
P(x, y) = o. Naleza do nich, na przyklad, prosta x + y-l = O, okrag
x2 + y2 -·r = ar> O, krzywa Fermata x4 + y4 - 1 = O, krzywa Bacheta
y2 _ x3 + a = O, a - calkowite, czy tez krzywa wykladnicza y - eX = O.

Interesowac nas beda punkty wymierne na tych krzywych, tj. punkty, których
obie wspólrzedne sa wymierne. Podstawowe pytania dotycza istnienia punktów
wymiernych na danej krzywej i metod znajdowania takich punktów.

Kazdy punkt na prostej x + y-l = O jest albo wymierny, albo ma obie
wspólrzedne niewymierne. Zauwazmy w tym miejscu, ze nie jest mozliwe, zeby
cala krzywa skladala sie z punktów wymiernych, gdyz punktów takich jest po
prostu za malo: jedynie przeliczalnie wiele, podczas gdy punktów na krzywej jest
tyle, co liczb rzeczywistych, a wiec nieprzeliczalnie wiele. Z drugiej strony zbiór
punktów wymiernych nie jest znów taki maly: w dowolnym kole znajdziemy
przynajmniej jeden punkt wymierny, co oznacza, ze zbiór tych punktów
jest gesty na plaszczyznie. Czy moze sie wiec zdarzyc, ze krzywa taki zbiór
"ominie" i nie bedzie na niej zadnego punktu wymiernego? Wydaje sie to malo
prawdopodobne, a jednak, nie szukajac daleko, na okregu x2 + y2 - 3 = O nie
ma ani jednego punktu wymiernego. Jest tak dlatego, ze dla liczb calkowitych
wzglednie pierwszych a i b, wyrazenie a2 + b2 nie dzieli sie przez 3. Fakt,
ze na krzywych xn + yn - 1 = O, n> 2, nie ma punktów wymiernych o obu
wspólrzednych dodatnich, wynika z udowodnionego dopiero w 1994 r. przez

A. Wilesa Wielkiego Twierdzenia Fermata. Istotnie: jesli punkt (~, ~) nalezy
do takiej krzywej, to (ps)n + (rq)n = (qs)n dla liczb calkowitych ps, rq, qs

róznych od zera i dodatnich. W szczególnym przypadku, dla n = 4, dowód
twierdzenia Fermata zostal podany juz w 1747 roku przez L. Eulera, od dawna
wiedziano wiec, ze na krzywej x4 + y4 - 1 = O jedynymi punktami wymiernymi
sa punkty: (-1, O), (1, O), (O, -1) oraz (0,1). Mozna takze wykazac, ze na
krzywej wykladniczej y - eX = O jest tylko jeden punkt wymierny: (0,1). Wynika
to z faktu, ze dowolna potega liczby e o wykladniku wymiernym i róznym od
zera jest nie wymierna.

Zupelnie inaczej przedstawia sie sytuacja na okregu: x2 + y2 - 1 = O, na
którym znajduje sie nieskonczenie wiele punktów wymiernych. Jak je znalezc?
Okazuje sie, ze jest na to prosta i efektywna metoda. Zaczynamy od zauwazenia,
ze np. punkt (0,1) jest wymierny i nalezy do rozwazanego okregu. Teraz przez
punkt (0,1) prowadzimy prosta o równaniu y = mx + 1, gdzie m # O. Prosta ta
przetnie nasz okrag w jeszcze jednym punkcie, którego wspólrzedne znajdziemy,
podstawiajac y = mx + 1 do równania okregu. Mamy x2 + (mx + 1)2 = 1, skad

x((l + m2)x + 2m) = O

i dostajemy
2m 1- m2

x = - ---2' Y = mx + 1= ---2·l+m l+m

Nietrudno zatem wykazac, ze (x, y) jest punktem wymiernym na okregu
jednostkowym wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba wymierna. Pozostawiamy
to inwencji Czytelnika. Punkt (O, -1) otrzymujemy kladac m = 00. Poniewaz
punkty wymierne znajdujemy w opisanej teraz metodzie za pomoca prostych
o nachyleniu wymiernym, wiec metoda ta znana jest pod nazwa metody
wymiernych nachylen.

Rozwazmy teraz krzywa Bacheta y2 - x3 + a = O, a E Z. Jesli pewien
punkt (x, y), y # O, nalezacy do tej krzywej, jest wymierny, to takze punkt

B = (x4 + Sax -x6 + 20ax3 + sax2)4y2' 8y3

- miejsce przeciecia naszej krzywej ze styczna do niej w punkcie A - jest
punktem wymiernym (Bachet odkryl to w 1621 r.). Jesli x, y # O i a # 1, -432,
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Rozwiazanie zadania F 530.
Niech h bedzie wysokoscia, na której
znajduje sie poszukiwany otwór. Przy
wyplywie z pierwszego otworu czasteczki
wody uzyskuja predkosc pozioma równa

v = J 2g ( H - ~ H ) = 2 jif-.
Czas ruchu czasteczki wody w strumieniu

f*Hwynosi t = - l a zasieg poziomy
3g

strumienia

s = vt = ~H.j2.
3

Podobnie zasieg drugiego struluienia
wynosi

s = 2.j(H - h)h.

H
h

Poniewaz zgodnie z warunkiem zadania
zasiegi obu strumieni luaja byc równe,
otrzymujemy

~Hh = 2.j(H - h)h,
co po odpowiednich przeksztalceniach
daje nam równanie na h

h2 _ Hh + ~H2 = O.
9

l
Rozwiazania tego równania to h, = "3 H

2

i h2 = 3H. Pierwsze rozwiazanie
odpowiada danelTIU strumieniowi, drugie
jest szukanym wynikiem.

to przez kolejne iteracje dostajemy nieskonczenie wiele punktów wymiernych
na krzywej y2 ~ x3 + a = O. Pozostaje pytanie, czy otrzymamy w ten sposób
wszystkie punkty wymierne na tej krzywej.

Opisane wyzej metody znajdowania punktów wymiernych mialy wspólna
ceche: znajomosc pewnego punktu wymiernego pozwalala nam wygenerowac
inne punkty wymierne na tej krzywej. Okazuje sie, ze metoda wymiernych
nachylen pozwala znalezc wszystkie punkty wymierne na krzywych (stozkowych)
opisanych wielomianami stopnia drugiego o wspólczynnikach wymiernych.

W przypadku krzywych eliptycznych (tj. krzywych opisanych przez pewne
wielomiany trzeciego stopnia), do których nalezy nasza krzywa Bacheta
(dla a l- O), sytuacja jest nastepujaca. W 1923 roku Mordell udowodnil, ze o ile
krzywa eliptyczna ma jakis punkt wymierny, to istnieje skonczona liczba
punktów wymiernych, z których mozna otrzymac droga prostych operacji
geometrycznych (kreslenia siecznych i stycznych) wszystkie punkty wymierne na
tej krzywej. Przyklad krzywej wykladniczej eX- y = O pokazuje, ze takie metody
nie zawsze dzialaja.

Ta przyroda jest nieglupia ...
Krzysztof REJMER
Tak spiewali kiedys Starsi Panowie w piosence o wiosnie nad Prosna, co zapewne
starsi Czytelnicy Delty doskonale pamietaja. Jednak w przypadku, o którym
mówi ten artykul, okreslenie nieglupia nie jest najlepsze, wypadaloby raczej
powiedziec - wyrafinowana.

To bedzie opowiesc o zuczkach. A wlasciwie o zukach lub raczej o jednym
gatunku zyjacym w Ameryce Poludniowej, który jest prawdziwa bestia, choc
jego krewni w Europie - mimo ze znacznie mniejsi - nie sa znowu az tak wiele
gorsi. Oto jak pisze o nich klasyk zoologii - Alfred Brehm:

Rodzaj Brachynus, zyjacy gromadnie pod naslonecznionymi kamieniami, znany

jest z tego, ze ciecz z gruczolów odwlokowych wyrzucana przez te chrzaszcze dla
obrony, eksploduje z trzaskiem w powietrzu, tworzac obloczek gazowy, a sama
wydzielina parzy dotkliwie dlonie, zwlaszcza jesli w gre wchodza wielkie gatunki
tropikalne.

Oznacza to ni mniej ni wiecej, ze bron biologiczna nie jest wynalazkiem
czlowieka, choc na usprawiedliwienie zuka bombardiera (angielska nazwa
bombardier beetle) rzec trzeba, iz uzywa jej wylacznie w celach obronnych.
Zreszta nie tylko on - w przyrodzie takich gatunków, na których niejedna
zaba i niejeden ptak sie sparzyly (czasami doslownie!), jest znacznie
wiecej. W przypadku bombardiera potencjalny napastnik musi liczyc sie
z mozliwoscia zostania opryskanym goracym, wodnym roztworem chinonu,
a wiec z niebezpieczenstwem poparzenia i podraznienia chemicznego, gdyz
roztwór chinonu jest zracy. Bombardier potrafi strzelac precyzyjnie we
wszystkich kierunkach, powtarzajac swój manewr seryjnie, do trzydziestu
uderzen w jednej serii, przy czym czas jednego wyladowania nie przekracza
30 ms.

Oczywiscie wiele zwierzat, poczynajac od mrówek, przez gasienice róznych
gatunków motyli, pajaki, a konczac na skorpionach i jadowitych wezach,
posluguje sie bronia chemiczna, ale specjalnoscia bombardiera, który obrone
chemiczna opanowal do perfekcji, jest umiejetnosc zgotowania nieprzyjacielowi
prawdziwie goracego przyjecia! W jego ciele znajduje sie zbiornik z wodnym
roztworem zawierajacym 25% nadtlenku wodoru H202 i 10% hydrochinonu.
Chinon jest zwiazkiem o pierscieniowej budowie i wzorze C6H4 O2, natomiast
wzór chemiczny hydrochinonu to C6H4(OHh. Zwiazki te znalazly przemyslowe
zastosowanie w fotografii oraz w garbarstwie. W trakcie wyladowania czesc
roztworu zostaje zmieszana z enzymami, dzieki którym zachodza nastepujace
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w.s.

Rys. l

Rys. 3

reakcje:

hydrochinon + H202 ---+ chinon + 2H20 (ciecz),

2H202 ---+ 2H20 + O2 (gaz).

Scisle mówiac, enzym jest konieczny jedynie do rozkladu hydrochinonu,
bowiem nadtlenek wodoru rozklada sie nader chetnie, o czym wie kazdy, kto
kiedykolwiek polewal skaleczenie woda utleniona.

Reakcje rozkladu hydrochinonu i perhydrolu sa egzotermiczne, to znaczy
przebiegaja z wydzielaniem sie ciepla. W przypadku perhydrolu wartosc
ciepla reakcji jest dobrze znana z eksperymentów - wynosi 22,6 kcal/mol
(w temperaturze 25°C). W przypadku rozkladu hydrochinonu moze zostac
znaleziona za pomoca obliczen elektrochemicznych - wynosi 48,5 kcal/mol
(w temperaturze 25°C). Jeden miligram roztworu, którym posluguje sie zuk
bombardier, zawiera 0,91 mikromola hydrochinonu i 7,4 mikromola nadtlenku
wodoru. Jesli hydrochinon rozklada sie calkowicie w reakcji z nadtlenkiem
wodoru, to tego ostatniego pozostaje jeszcze 6,49 mikromola w kazdym
miligramie, nastepnie ta pozostalosc rozklada sie na tlen i wode. W pierwszej
z reakcji wydziela sie cieplo 0,044 cal, a w drugiej 0,146 cal na jeden miligram
roztworu - razem 0,19 cal na miligram. Cieplo to zostaje zuzyte na ogrzanie
roztworu do temperatury wrzenia, a nastepnie na odparowanie jego czesci.

Zalózmy dla uproszczenia, ze temperatura wrzenia roztworu i jego cieplo
wlasciwe oraz cieplo parowania sa takie same jak w przypadku wody (cieplo
wlasciwe wody ma wartosc okolo jednej kalorii na gram). Przyjmujac,
ze temperatura poczatkowa wynosi 25°C, latwo obliczyc, iz do "zagotowania"
jednego miligrama roztworu potrzeba 0,075 cal. Pozostale 0,115 cal wystarcza
na odparowanie okolo 19% roztworu (cieplo parowania wody wynosi
okolo 600 cal/g). Z rachunków powyzszych wynika, ze glównym "dostawca
ciepla" jest reakcja rozkladu perhydrolu (okolo 77%). Pierwsza z reakcji ma
inne zadanie: dostarcza substancji o dzialaniu drazniacym. Powstajacy w trakcie
rozkladu perhydrolu tlen wywoluje znaczny wzrost cisnienia, dzieki czemu
drazniaco-parzacy ladunek moze zostac wyrzucony z duzym impetem.

Na zakonczenie pozostaje dodac, ze, oczywiscie, znalazlo sie kilku fizyków,
którzy wykonali serie typowo ludzkich, kalorymetrycznych eksperymentów na
zuku bombardierze, mierzac temperature sprayu wyrzucanego przez owada,
oraz rózne inne wielkosci, przytwierdziwszy uprzednio biedakowi do ciala
termozlacze, a nastepnie nasylajac na niego jeszcze biedniejsze w tej sytuacji
mrówki.

00000000000000000000

Nawet jesli wykres funkcji f(x, y) jest ciagly wzdluz
dowolnej prostej na plaszczyznie, to sama funkcja
ciagla byc nie musi. Nietrudno podac na to przyklad.
Na rysunku 1 proste kI i k2 sa styczne do okregu O
(o promieniu r), elipsy el (o malej pólosi równej r)

i elipsy e2 (o duzej pólosi równej r) w punktach
odpowiednio Al i A2. Funkcja f niech bedzie równa
zeru na obu elipsach, na zewnatrz duzej i w srodku
malej. Na okregu O niech ma wartosc 1 (oczywiscie
poza punktami Al i A2, w których okreslona jest juz
wartosc zero). Wykres funkcji uzupelniamy tak, by
obrazowal go rysunek 2, tzn., by wzdluz dowolnej
prostej, równoleglej do kI oraz k2 i zawartej pomiedzy
kI i k2, funkcja miala wykres jak na rysunku 3.
Funkcja f nie jest, oczywiscie, ciagla (w punktach
Al i A2), a jednak jest ciagla wzdluz dowolnej prostej
(dlaczego?) .
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Dziekujemy Jackowi Pliszce za zwrócenie uwagi na nowe mozliwosci
zarobkowania matematyków.

Ciekawa jest równiez zwiezle opisana szczególowa procedura
ewentualnego przyznawania nagród (niestety nie w pelni
jednoznaczna). Najwazniejsze jest to, ze rozpatrywane beda
tylko takie rozwiazania, które w dwa lata po opublikowaniu
w renomowanym czasopismie matematycznym o swiatowym
zasiegu beda cieszyc sie powszechna akceptacja srodowiska
matematycznego.

Bez zgody wszystkich wypracowujacych decyzje osób zadne
szczególy procesu rozpatrywania rozwiazania nie beda mogly
zostac ujawnione przed uplywem siedemdziesieciu pieciu lat
od zakonczenia sprawy. Matematyka jest wieczna.

Powyzsze problemy wybrano jako wazne, klasyczne pytania,
które pozostaja nierozwiazane od wielu lat. Oczywiscie
nawiazano równiez do slynnego wystapienia Davida Hilberta
w dniu 8 sierpnia 1900 roku na Drugim Miedzynarodowym
Kongresie Matematycznym w Paryzu. Hilbert oglosil
w swoim referacie 23 otwarte problemy matematyki,
które w ogromnym stopniu wytyczyly rozwój matematyki
w XX wieku. Jednym z problemów przedstawionych
przez Hilberta byla (obecnie na nowo "nominowana")
hipoteza Riemanna, która od ponad stu lat jest powszechnie
uwazana za jeden z najwazniejszych otwartych problemów
matematyki.

Intencja CMI Millennium Prize Problems nie jest, jak
twierdza fundatorzy, ukierunkowanie matematyki nastepnego
stulecia. Chodzi raczej o zwrócenie uwagi na pewien zbiór
pytan, które przez dziesiatki lat pozostaja bez rozwiazania,
pomimo intensywnych badan.

Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera
dotyczy rozwiazywania równan w liczbach calkowitych.
W ogólnym przypadku nie istnieje uniwersalna
metoda pozwalajaca stwierdzic, czy dane równanie
(o wspólczynnikach calkowitych) ma rozwiazanie, czy
nie. Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dy~ra stwierdza,
ze w pewnych specjalnych przypadkach da sie jednak
rozstrzygnac, czy równanie ma skonczenie wiele, czy tez
nieskonczenie wiele rozwiazan.

Znalezienie gladkich rozwiazan równania
Naviera-Stokesa
opisujacego przeplyw lepkiej cieczy. Problem to mniej wiecej
pytanie o to, jak znalezc predkosc i cisnienie plynu, gdy
znamy - odpowiednio regularne - sily na niego dzialajace.

Udowodnienie matematycznej poprawnosci
teorii Yanga-Millsa
sprowadza sie do wykazania, ze teoria czastek elementarnych
posluguje sie matematyka·

Hipoteza Riemanna
mówi o wlasnosci tzw. funkcji ( Riemanna. Funkcja ta jest
uogólnieniem na liczby zespolone funkcji, która kazdej liczbie
rzeczywistej s > 1 przypisuje sume odwrotnosci s-tych poteg
liczb naturalnych. Hipoteza Riemanna stwierdza, ze zera
funkcji (, które leza w prawej pólplaszczyznie, maja czesc
rzeczywista równa 1/2.

Hipoteza Poincarego
ma swoje zródlo w prostej obserwacji. Jesli na paczek
mamy nalozona gumke recepturke, to przesuwajac ja po
powierzchni paczka mozemy powolutku, bez rozerwan
sciagnac ja do punktu. Z obwarzankiem nie zawsze sie
to uda. Poincare wiedzial, ze wszystkie dwuwymiarowe
powierzchnie, w których kazda gumka da sie sciagnac
do punktu i które sa w jednym kawalku oraz nie maja
brzegu, wygladaja tak jak powierzchnia paczka, tzn.
daja sie bez rozerwan i zlepien przeksztalcic na sfere·
Hipoteza Poincarego mówi, ze trójwymiarowe powierzchnie
o wymienionych wyzej cechach wygladaja tak jak
trójwymiarowa sfera, czyli powierzchnia czterowymiarowej
kuli.

Hipoteza Hodge'a
wiaze sie z próba opisania ksztaltu skomplikowanych
obiektów, jakie spotyka sie w matematyce. Podstawowa
idea opiera sie na przyblizaniu ksztaltu danego obiektu
za pomoca sklejania klocków o rosnacym wymiarze.
Hipoteza Hodge'a glosi, ze pewne klocki, zwane cyklami
Hodge'a, daja sie zlozyc z pewnych innych klocków. (Aby
zrozumiec, o jakie konstrukcje i o jakie klocki chodzi,
nalezy skorzystac z rady Weinberga).

Problem P versus NP
zasadza sie w pytaniu, czy dla problemów, dla których
istnieje dosc szybki algorytm sprawdzajacy, czy dane
rozwiazanie jest poprawne, istnieje tez podobnie szybki
algorytm znajdujacy to rozwiazanie.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co oplaca sie studiowac?
Stevenowi Weinbergowi przypisywane jest powiedzenie,
ze aby cos osiagnac, nalezy po pierwsze studiowac
matematyke, po drugie studiowac matematyke i wreszcie
po trzecie - studiowac matematyke·

Latwo mu mówic, bo sam zdobyl Nagrode Nobla z fizyki
(co prawda do podzialu z Salamem i Glashowem).
Natomiast biednemu matematykowi wiatr w oczy wieje.
Za Medalem Fieldsa idzie jedynie slawa molojecka (nie
mozna go zdobyc po ukonczeniu 40 lat). Czy oplaca sie
wiec studiowac matematyke? Pytanie bardzo na czasie,
zwlaszcza dla tych, dla których "juz za rok matura" .

Czy sie oplaca? To zalezy dla kogo. Jezeli ktos np.
umie naprawde dobrze kopac pilke, albo jeszcze lepiej
okladac po ... twarzy wspólzawodników, to moze mu sie
studiowanie matematyki nie oplacac. Ale jezeli wszystkie
jego talenta poszly w logiczne, w abstrakcyjne myslenie,
to informujemy, ze oplacalnosc studiowania matematyki
istotnie wzrosla z dniem 24 maja 2000 roku. Uczciwie
trzeba jednak przyznac, ze jest to oplacalnosc warunkowa.
Samo studiowanie nie wystarczy. Trzeba jeszcze czegos
bardzo konkretnego dokonac.

Tego dnia na Spotkaniu Milenijnym odbywajacym sie
w College de France w Paryzu, przedstawiciele Clay
Mathematics Institute z Massachusetts oglosili siedem
Millennium Prize Problems. Nagroda za rozwiazanie
któregokolwiek z ponizszych problemów bedzie - oprócz
molojeckiej slawy - okragly milion dolarów.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

296. Natezenie pola grawitacyjnego jest dane wzorem g(r) = G~}r), gdzie M(r) jest
r

masa zawarta wewnatrz kuli o promieniu r, czyli M(r) = 47r J p(r)r2dr. Otrzymujemy
o

M(r) = 47rr3(po/3 - kr/4), g(r) = G· 47rr(po/3 - kr/4). Nietrudno przekonac sie,
ze jesli funkcja p( r) osiaga wartosc Po /4 dla r = R (promien planety), to g( r) osiaga
swoja maksymalna wartosc dla r = (8/9)R.

297. W mechanice kwantowej rozpatruje sie elektron jako tzw. paczke falowa, czyli
fale o ograniczonych rozmiarach przestrzennych (rys.). Okazuje sie, ze predkosc
przemieszczania sie calej paczki (czyli predkosc elektronu) nie jest równa predkosci
przemieszczania sie maksimów fali; pierwsza z tych predkosci nazywa sie predkoscia
grupowa, a druga - predkoscia fazowa. Wyprowadzony w tresci zadania paradoksalny
wzór oznacza w istocie, ze predkosc fazowa fali elektronowej jest dwukrotnie mniejsza
od jej predkosci grupowej.

296. Gestosc masy pewnej planety zalezy liniowo (tzn. wg wzoru p = Po - kr) od odleglosci r od jej
srodka, przy czym na powierzchni planety spada do 1/4 gestosci maksymalnej. W jakiej odleglosci od
srodka natezenie pola grawitacyjnego jest maksymalne?

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/2000
Przypominamy tresc zadan:

399. Niech n > l bedzie ustalona liczba naturalna. Ile jest permutacji (Xl,"" xn) zbioru {l, ... , n}
o tej wlasnosci, ze dla kazdego i = 1, ... , n-l róznica Xi - Xi+l dzieli sie przez i?

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/2000
Przypominamy tresc zadan:

400. Znalezc wszystkie pary funkcji f, g: lR --> lR majacych ciagle pochodne drugiego rzedu,
spelniajacych równania (jg)' = l'g' oraz (jg)" = f" g" i takie, ze iloczyn fg nie jest funkcja stala.

297. Jak wiadomo, ruch elektronu nalezy rozpatrywac jako rozprzestrzenianie sie fali o dlugosci
danej wzorem ,\ = h/p. Czestotliwosc tej fali z kolei mozemy znalezc ze wzoru /.I = E/h (wzór ten
najczesciej bywa podawany w zwiazku z kwantami promieniowania, ale jednak stosuje sie takze do
czastek majacych mase - vide równanie Schriidingera). Dla elektronu swobodnego E = Ekin = mv2/2
(o ile predkosc jest nieduza w porównaniu z predkoscia swiatla), a dalej, mnozac dlugosc fali przez
jej czestotliwosc, otrzymamy predkosc v = '\/.1 = E/p = v/2. Gdzie tkwi blad?

x•

x

x-

LI LI
1 1

44,•

t=l

t=2

Paczka falowa reprezentujaca elektron
(obraz w kolejnych chwilach).

399. Jest jasne, ze w dowolnej "dobrej" permutacji (Xl, ... , Xn) zbioru {l, ... , n}
ostatnie dwa miejsca musza byc zajete przez liczby 1 oraz n. Jesli ostatni wyraz takiej
permutacji jest równy n, bedziemy ja nazywali permutacja typu 0'; gdy ostatni wyraz
jest jedynka, bedziemy mówili, ze permutacja jest typu /3.

1), toJezeli (Xl, ... , Xn) jest "dobra" permutacja typu O' (a wiec jezeli Xn = n, Xn-l

(Xl, ... , Xn-d jest "dobra" permutacja zbioru {l, ... , n-l}, typu /3.

Jesli natomiast (Xl, ... ,Xn) jest "dobra" permutacja typu /3 (Xn = 1, Xn-l = n),
wówczas (Xl-1, ... , xn-l-l) jest "dobra" permutacja zbioru {l, ... , n-l}, typu 0'.

To ustala bijekcje miedzy "dobrymi" permutacjami zbiorów {l, ... , n} oraz
{l, ... ,n-l}. Zatem liczba "dobrych" permutacji jest taka sama dla kazdego n. Dla
n = 2 sa dwie takie permutacje. Stad wniosek, ze dla kazdego n istnieja dokladnie dwie
"dobre" permutacje.
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

Siódmym z kolei Weteranem Klubu 44 F
z08tal pan Toma8z Wietecha.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 290 (WT=2,91) i 291 (WT=2,16)

z numeru 1/2000

400. Niech f, g: IR .......• IR beda funkcjami spelniajacymi podane warunki. Mamy wiec
równania

(l) I'g+fg'=l'g'

oraz (f'g')' = ((fg)')' = f"g", czyli

(2) f"g' + I'g" = f"g"j

wiemy ponadto, ze w pewnych punktach pochodna (fg)' (równa iloczynowi f'g')

przyjmuje wartosci niezerowe.

Niech J bedzie dowolnym maksymalnym przedzialem, na którym f' g' :f= O (czyli
skladowa spójna otwartego niepustego zbioru {x: f' (x )g' (x) :f= O}). Rozwazajac
równanie (l) na przedziale J, mozemy je podzielic stronami przez niezerowy iloczyn
f'g', otrzymujac zaleznosc (f/f') + (g/g') = lj istnieje zatem funkcja h: J .......•IR

majaca ciagla pochodna i taka, ze
f l g l .

(3) - = - - h - = - + h na przedzIale J.f' 2 ' g' 2

Rózniczkujac stronami równania (~ - h)f' = f oraz (~+ h)g' = g dostajemy zwiazki

(~ - h)f" = (l + h')f', (~ + h)g" = (l - h')g' na przedziale J.

Mnozymy obie strony równania (2) przez O - h)O + h), uwzgledniajac powyzsze
zwiazki:

(~+ h)(l + h')f'g' + (~- h)(l- h')g'f' = (l + h')(l- h')f'g' na J.

Po podzieleniu przez f' g' i wymnozeniu wyrazen w nawiasach otrzymujemy równanie

(4) (2h + h') . h' = O na przedziale J.

Wezmy pod uwage zbiór otwarty U = {x E J: h'(x) :f= O}. Jezeli jest on pusty, to
h = const na przedziale Jj prawe strony wzorów (3) sa wielkosciami stalymi, ich suma
wynosi l, a zadna z nich nie jest zerem (równosc f/f' == O nie jest mozliwa). Mozemy
wiec oznaczyc te stale przez l/p oraz l/q; równania (3) przybieraja postac f' = pf,

g' = qg, i wobec tego

{ f(x) = AePx, g(x) = Beax dla x E J;

(5) . l l_A, B, p, q - stale :f= O, - + - - 1.
p q

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy zbiór U jest niepusty. Niech I bedzie dowolnym
maksymalnym przedzialem zawartym w tym zbiorze (czyli jego spójna skladowa).
Z równania (4) wynika, ze na przedziale I zachodzi równosc h' = -2h, wiec

(6) h(x) = ~Ce-2X dla x E I
(C - stalaj czynnik ~ wprowadzilismy dla wygody dalszych rachunkówj C :f= O, bo
h' :f= O na 1).

45,36
33,58
32,24
31,54
28,23
26,43
24,40

- Tarnów
- Warszawa
- Chocian6w

- Myszków
- Szczecin
- Kielce
- Mielec

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 391 (WT=2,96) i 392 (WT=1,24)

z numeru 12/1999
- Wroclaw 42,57
- Warszawa 41,06

Tarnów 39,18

- Kety 38,77
- Radlin 38,52
- Kielce 37.72

Rafat Piku la
Jaroslaw Lazuka
Tomasz Wietecha
Michal Adamaszek

Jerzy Witkowski
Andrzej J6zwik

Tomasz Wietecha
Jaroslaw Lazuka

Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma

Marek Wójcicki
Artur Arciszewski

Grzegorz Milos

Rozwiazanie zadania M 927,
iech K, L, /\1, N beda srodkami

krawedzi AB, BC, CD, DA
odpowiednio. Czworokat K LM N jest
równoleglobokiem, którego pary boków
8a równolegle do krawedzj AC i BD.
Równosc KM = LN jest równowazna
temu, ze K L/\I N jest prostokatem, a to
z kolei je.t równowazne prostopadlosci
krawedzi BD i AC. Stad i z zadania 925
wynika t.eza.

Gdyby którys z konców przedzialu I byl liczba a, nalezaca do przedzialu J,

wówczas z ciaglosci funkcji h' na J wynikalaby równosc h' (a) = -Ce-2"'; natomiast
z maksymalnosci przedzialu I (jako skladowej zbioru U) wyniklaby równosc h' (a) = O.
Sprzecznosc dowodzi, ze oba konce przedzialu I musza byc jednoczesnie koncami
przedzialu Jj to znaczy, ze I = J, wiec wzór (6) jest sluszny dla wszystkich x E J.

Równania (3) przybieraja postac

f(x) 1- Ce-2x e2x - C g(x) e2x + C-- ---- --- -- = --- dla x E J
f' (x) 2 2e2x ' g' (x) 2e2x .

Przyjmijmy: rp(x) = e2x - C, 1/;(x) = e2x + C. Przepisujac otrzymane równania jako
f / f' = rp/rp' oraz g/g' = 1/;/1/;' wnosimy, ze

(7) { f(x) = A(e2X - C), g(x) = B(e2X + C) dla x E J;A, B, C - stale :f= O.

Uzyskane w rozwazonych przypadkach wzory (5) i (7) przedstawiaja funkcje f i g na
przedziale J.

Przypuscmy, ze przedzial J nie wypelnia calego zbioru R, a wiec którys z jego konców
jest liczba rzeczywista ;3. Powtarzamy wczesniejsze rozumowanie: z ciaglosci funkcji f'
i g' wynika, ze

f' (;3)g' (;3) = {pqABi(P+a){3 dla f, g danych wzorami (5),4ABe {3 dla f, g danych wzorami (7);

jest to wartosc niezerowa. Natomiast z maksymalnosci przedzialu J jako skladowej
zbioru {x: f'(x)g'(x) :f= O} wynika, ze f'(;3)g'(;3) = O. Sprzecznosc dowodzi, ze
J = R. Tak wiec wzory (5) oraz (7) - teraz juz dla x E R - przedstawiaja wszystkie
pary funkcji, o jakie chodzi. Latwo sprawdzic, ze kazda taka para f, g istotnie ma
wymagane wlasnosci.
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Patrz w niebo

Sierpien

Rozwiazanie zadania F 529.
Ruch czasteczek wody rozpatrujemy jak
ruch ciala wyrzuconego ukosnie pod
katem a do poziomu. Dla poziomego
zasiegu wody lllalUY

v2 sin 20:
s=

g

a stad

M,gv = ---o
sin2a

Objetosc wody wylewanej w ciagu
l lninuty wynosi wiec

M,g 3
V = Svt = St -- "" 0.069 m .sin2a

Wspominalismy przy róznych okazjach (ostatnio PWN Delta 6/1999), jak
skutecznym narzedziem do wyznaczania mas obiektów niebieskich jest trzecie
prawo KepIera. Inaczej mówiac, mase obiektu centralnego, np. planety, latwo
jest wyznaczyc, jezeli tylko planeta ma satelite, wszystko jedno czy naturalnego,
czy sztucznego. Niestety, jest tez prawda, ze jezeli planeta nie ma satelity, to nie
da sie wyznaczyc jej masy. Dlatego masy Merkurego i Wenus byly znane jedynie
w przyblizeniu, dopóki kolo tych planet nie przelecialy sondy kosmiczne. To na
podstawie ich ruchu masy planet zostaly obliczone z wysoka dokladnoscia i to
bez uciekania sie do jakichkolwiek pomocniczych zalozen.

Dobrze by bylo, gdyby te sama metode dalo sie zastosowac do wyznaczania mas
galaktyk. Wiadomo wszak, ze duze galaktyki maja czesto satelity w postaci
mniejszych galaktyk lub gromad kulistych. Dla samych gromad kulistych
takimi satelitami moga byc ich wlasne gwiazdy poruszajace sie na peryferiach
gromad. Niestety, juz ruch gwiazdy wzgledem gromady, a tym bardziej jednej
galaktyki wzgledem drugiej, zachodzi tak powoli, ze nie ma mowy o wyznaczeniu
wszystkich jego skladowych. U takich satelitów mozna mierzyc tylko predkosc
radialna, tzn. skladowa wzdluz promienia widzenia. Pomiar predkosci radialnej
jednego satelity nadal nic nie daje. Jezeli jednak takich satelitów jest wiele, to
przy zalozeniu, ze ich ruchy sa przypadkowe, mozna na podstawie predkosci
radialnych oszacowac predkosci calkowite, a to za posrednictwem prawa KepIera
umozliwi oszacowanie masy ciala centralnego.

Procedure taka przeprowadzono niedawno dla galaktyki NGC 5084. Grupa
kanadyjskich astronomów zmierzyla predkosci radialne osmiu malych galaktyk
podejrzewanych o to, ze sa jej satelitami. Galaktyka NGC 5084 okazala sie
gigantem o masie siegajacej 1013 mas Slonca. Pamietajmy, ze nasza Galaktyka
ma mase szacowana na zaledwie 2 x 1011 mas Slonca, a jest przecietna
galaktyka spiralna. Przypuszcza sie, ze tak wielka masa NGC 5084 to skutek
jej zarlocznosci, czyli tzw. galaktycznego kanibalizmu. Widocznie w przeszlosci
wchlonela ona wiekszosc swoich mniejszych towarzyszek, co - jak sie wydaje
- jest w swiecie galaktyk zjawiskiem dosc czestym. Argumentem za tym bylby
fakt, ze niemal wszystkie z tych osmiu jej towarzyszek obiegaja ja w kierunku
przeciwnym do kierunku rotacji giganta. A symulacje numeryczne sugeruja,
ze obiekty obiegajace taka galaktyke "wstecz" sa odporniejsze na pozarcie.
Nawiasem mówiac, nasza Galaktyka, choc taka niepozorna, akurat zjada pewna
karlowata galaktyke polozona w Strzelcu.

Tomasz KWAST

Cefeusz jest gwiazdozbiorem okolobiegunowym i widac go w kazdej porze
roku, w sierpniowe noce jest jednak najwyzej na niebie. Jego jasna gwiazda,
delta, jest pewnego rodzaju gwiazda wzorcowa, od niej bowiem pochodzi
nazwa calego typu gwiazd zmiennych pulsujacych, cefeid. Jej zmiennosc
odkryli w 1784 r. dwaj angielscy astronomowie E. Pigott i J. Goodricke. Duzo
pózniej stwierdzono, ze u tego typu gwiazd jasnosc (absolutna) zalezy od
okresu zmian jasnosci. Cefeidy sa gwiazdami tak jasnymi, ze widac je nawet
w innych galaktykach, dzieki czemu umozliwiaja wyznaczanie odleglosci swoich
macierzystych galaktyk. Pomiar odstepu czasu miedzy kolejnymi minimami lub
maksimami jasnosci (bez precyzyjnego wyznaczania samej jasnosci) wystarcza
do okreslenia jej jasnosci absolutnej, a wtedy pomiar jasnosci widomej daje juz
odleglosc gwiazdy, a wiec i galaktyki. Przez caly rok widzimy tez inna cefeide,
mianowicie Gwiazde Polarna, ale jej jasnosc zmienia sie w tak malym zakresie,
ze bez przyrzadów nie da sie tego dostrzec.

Wenus jest w Lwie i z trudem widac ja po zachodzie Slonca. Mars jest w Raku
i jeszcze trudniej widac go tuz przed wschodem Slonca. Jowisz i Saturn sa
w Byku i planety te widac w drugiej polowie nocy. Pelnia Ksiezyca wypada
15 VIII, nów 29 VIII. Ksiezyc zakryje Marsa 28 VIII, ale zjawisko to bedzie
widoczne tylko ze Skandynawii i obszarów arktycznych.

T.K.
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Najgorsze przyblizenia liczby 7r (3)

y

2 3 x

Rys. 1

00 100Calka. Wychodzimy od wzoru J xg~l = arctgx O =~, któryO

geometrycznie oznacza tyle, ze pole pod wykresem funkcji okreslonej wzorem x2~1 dla x rzeczywistych dodatnich jest równe ~ (rys. l).

(3.141)

otrzymujemy

00

Korzystajac z tego, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f : [0,(0) -+ [0,(0), dla której calka J f(x)dx jest zbiezna, zachodzi równosc
00 o

J f(x)dx= nl~moo~(f(~) +fG) +f(~) + ... +f(n2n-1) +f(:)),
o

2( n2 n2 n2 n2 n2 ) (l l l l l )11"= lim - --+--+--+ ...+-----+--- = lim 2n --+--+--+ ...+-----+--- .
n~oo n n2+1 n2+4 n2+9 n2+(n2-1)2 n2+n4 n~oo n2+1 n2+4 n2+9 n2+(n2-1)2 n2+n4

Sens geometryczny wzoru (3.141) przedstawiony jest w przypadku n = 3 na rysunku 2.

Dla n = 5 powyzsza suma ma 25 skladników i daje przyblizenie
bedace ulamkiem o 39-cyfrowym liczniku i mianowniku. Jest
ono jednak dalekie od doskonalosci: 11" R:! 2,55439525.

y

Rys. 2

2 3 x

Przy n = 7 licznik ma 75 cyfr, a mianownik 74. Przyblizenie
11" R:! 2,7177795 bardziej przypomina e niz 11".

Biorac n = 10 i sumujac 100 wyrazów, otrzymujemy iloraz
181-cyfrowych liczb dajacy 11" R:! 2,84324218.

Trójke przekraczamy dla n = 22, kiedy to otrzymujemy
11" = 3,0053852. Licznik i mianownik ulamka, który wówczas
otrzymujemy, maja po 1118 cyfr.

Przy n = 100 mamy 11" R:! 3,111594, przy n = 200 wzór daje
11" R:! 3,1265928, natomiast dla n = 300 po wysumowaniu 90000
ulamków otrzymujemy 11" R:! 3,1315927. Ostatnie przyblizenie daje
az szesc dobrych cyfr po przecinku. Szesc z pierwszych siedmiu,
dodajmy, bo druga cyfra jest bledna, choc piec nastepnych jest
poprawnych.

JWR

GRY (15)
Analiza wartosci liczb Grundy'ego r6(n)

zamieszczonych w tabeli ponizej pokazuje,
ze nasz przeciwnik, który zaczyna gre, ma
pozycje wygrywajaca. Jego jedynym ruchem
wygrywajacym jest podzial wyjsciowego
stosu na stosy majace 17 i 20 bierek. Jezeli,
jak poprzednio, przeciwnik zacznie od takiego
wlasnie ruchu, pozostanie nam liczyc na blad
przeciwnika w dalszej fazie gry.

n r(n)r6(n)
1

O O

2
O O

3
1 1

4
O O

5

2 2

6

1 -
7

O O

8
2 1

9
1 3

10
O O n r(n)re(n)

11

21
12

13
13

3O

14
22

15

13

16

3O

17

24
18

43
19

32
20

O 4 n r(n)r6(n)
21

43
22

3O

23

O4
24

43
25

3O

26

O4

27

45
28

1O

29
23

30
-3 5 n r(n)r6(n)

31

1O

32

23
33

45

34

1O

35

23

36

45
37

14
38

23
39

45
40

14

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (22)
Kwadrat o boku 13 mozna podzielic na cztery czesci jak na
rysunku 3. Z tych czesci mozna zlozyc prostokat o bokach 8 i 21
(rys. 4).

Jak to mozliwe, ze pole kwadratu jest równe 169, podczas gdy
prostokat ma pole 1687

JWR

Rys. 3 Rys. 4

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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