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Slyszac dzwiek, potrafimy bardzo czesto okreslic, jakie jest jego zródlo.
Z latwoscia rozpoznajemy brzmienie perkusji, pianina czy kontrabasu. Gdy
dzwonia do nas przyjaciele, rozpoznajemy ich po glosie. Czy jednak w dzwiekach
zawarta jest "cala" informacja o ich zródlach? Jakie wlasnosci zródel dadza sie
uslyszec?

Zanim zajmiemy sie tymi pytaniami, poznajmy nieco blizej swiat dzwieków.
Wiekszosc z nich sklada sie z szeregu drgan o róznych czestotliwosciach.

, Czestotliwosci te tworza tzw. spektrum dzwieku. Drgania skladowe nazywamy
tonami czystymi lub alikwotami. Jezeli wsród tych czystych tonów jeden

'< wyróznia sie natezeniem, to mozemy okreslic tzw. wysokosc dzwieku, tzn. nasze
ucho (a w zasadzie mózg) jest w stanie wyodrebnic czestotliwosc tego
wyrózniajacego sie drgania (czestotliwosc podstawowa). Natomiast sklad
pozostalych alikwotów i ich natezenia decyduja o tym, jaka dzwiek ma barwe·
Czystych tonów jest nieskonczenie wiele, ale tylko czesc miesci sie w naszym
zakresie slyszalnosci.

To, jakie alikwoty sa generowane, zalezy od rodzaju ciala drgajacego oraz od
otoczenia, np. pudlo rezonansowe moze wzmacniac jedne, a wygaszac inne
alikwoty. Stad ten sam dzwiek (tzn. o ustalonej czestotliwosci podstawowej)
brzmi inaczej, gdy wydawany jest przez flet prosty i inaczej, gdy przez fortepian.

Niektóre ciala, np. bebny, powoduja takie drgania, w których nie mozna
wyróznic tej jednej podstawowej czestotliwosci, nie mozna wiec okreslic
wysokosci wydawanego przez nie dzwieku. Inne, np. dzwony, wydaja taki
dzwiek, w którym czestotliwosc podstawowa slabo sie wyróznia sposród innych.

Na poczatku naszego wieku H.A. Lorentz postawil nastepujaca 'hipoteze:
jezeli znamy wszystkie generowane alikwoty, to mozemy okreslic, jaka wielkosc
ma cialo, które drga. W rzeczywistosci Lorentz nie interesowal sie falami
akustycznymi, lecz falami elektromagnetycznymi powstajacymi w ciele doskonale
czarnym, ale poniewaz równanie falowe nadaje sie do opisu wszelkich fal, wiec
mozemy trzymac sie terminologii dzwiekowej.

Hipoteza Lorentza zostala niedlugo potem udowodniona przez Hermanna Weyla.
Weyl wykazal bowiem, ze zachodzi równosc

Anna ZATORSKA

Beben

Nieizometryczne obszary, dajace te same
alikwoty. Kratka sluzy latwiejszemu
porównaniu tych obszarów, podobnie jak
przerywane linie.

00

IDI = lim 27ft ~ e-Antt--->O L...J '
n=l

gdzie An to kwadraty czestotliwosci odpowiadajacych czystym tonom,
a IDI oznacza powierzchnie pewnego drgajacego obszaru D na plaszczyznie
np. membrany glosnika lub bebna.

W latach 50. A. Pleijel udowodnil, ze znajac wszystkie alikwoty, mozemy takze
okreslic obwód bebna (L)

L = lim 4y'27ft(~ e-Ant - ~).t--->O L...J 27ftn

Zachecony tymi sukcesami Mark Kac napisal slynna prace "Czy mozna uslyszec
ksztalt bebna?" (np. Wiadomosci Matematyczne 13(1971), 11-35), która nie
tylko rozpowszechnila bebnowa terminologie pochodzaca od Bersa, ale takze
dala poczatek licznym badaniom. Ostateczna odpowiedz na tytulowe pytanie
artykulu Kaca okazala sie negatywna. Na poczatku lat 90. podano przyklad
dwóch calkowicie róznych (nieizometrycznych) obszarów, które maja dokladnie
to samo spektrum, czyli te same alikwoty.

Mimo negatywnego rozwiazania hipotezy Kaca pytania o to, co mozna jeszcze
"uslyszec" w bebnie, sa nadal aktualne, np. jezeli w membranie sa jakies dziury,
to czy mozna okreslic, ile ich jest?

Na zakonczenie warto dodac, ze o bebnie mówilismy dla uproszczenia. Tak
naprawde problemy te dotycza wszelkich drgan i róznych obszarów, gdzie te
drgania zachodza.
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Determinizm, chaos i fraktale
Grzegorz SWIATEK
W latach 1605 i 1618 Jan Kepler opublikowal swoje trzy prawa ruchu planet.
Te proste reguly pozwolily wyjasnic ruchy planet na niebie w granicach bledu
obserwacji, wienczac wysilki uczonych od Arystarcha z Samos po Kopernika.
W roku 1687 Izaak Newton wykazal, ze postulowane przez niego prawo
grawitacji powszechnej, przy zalozeniu, iz oddzialywania miedzy planetami
mozna zaniedbac, prowadzi do jednego prawa ruchu planet, wyrazonego przez
równanie rózniczkowe

d2X GMX

dt2 - -lxr'
które implikuje trzy prawa Keplera. W równaniu tym X(t) oznacza polozenie
planety w chwili t, Slonce z zalozenia jest w poczatku ukladu wspólrzednych,
a G i M sa stalymi. Prawo powszechnego ciazenia dalo poczatek nowej
galezi nauki, zwanej mechanika nieba. Jednym z problemów mechaniki
nieba bylo przewidywanie trajektorii planet w sytuacji, gdy oddzialywan
miedzyplanetarnych nie mozna zaniedbac. Odpowiednim narzedziem okazal
sie tzw. rachunek zaburzen, który wprawdzie nie dostarczal dokladnego
rozwiazania, ale pozwalal wyznaczyc ciag coraz dokladniejszych przyblizen
orbity. Rachunek zaburzen odniósl spektakularny sukces w roku 1846, kiedy
to obliczenia oparte na anomaliach ruchu Urana pozwolily na dokladne
przewidzenie polozenia na niebie nieznanej uprzednio planety - Neptuna.
Osiagniecia te doprowadzily do umocnienia sie pogladu zwanego klasycznym
determinizmem. Glosi on, ze znajomosc praw ruchu i stanu ukladu w chwili
poczatkowej pozwala na przewidzenie jego przyszlosci. Matematycznym
wyrazem determinizmu jest równanie rózniczkowe. Jesli y jest zaleznym od czasu
wektorem w przestrzeni IRn, to równanie rózniczkowe ma ogólna postac

(2) dy = F(y, t).dt

Rozwiazanie zadania M 919.
Rozwazany trójkat rozcinamy trzerrla
prostymi równoleglymi do boków trójkata
i przechodzacymi przez wybrany punkt.

Otrzymamy w ten sposób trzy trójkaty
równoboczne i trzy równolegloboki.
Kazda z tych szesciu figur zawiera czesc
zacieniowana o polu równym czesci
niezacieniowanej .

To jedno równanie wektorowe oznacza uklad n równan skalarnych. Aby zapisac
w tej formie równanie (1), musimy uzyc wektora y o szesciu skladowych,
z których pierwsze trzy sa skladowymi X, trzy nastepne zas skladowymi wektora
predkosci dd~' Ta, w tym przypadku szesciowymiarowa, przestrzen wektorów y
jest zwana przestrzenia fazowa ukladu, w odróznieniu od trójwymiarowej
przestrzeni konfiguracyjnej wektorów x. Dla przykladu, dwa sposród szesciu
otrzymanych w ten sposób równan skalarnych maja postac

dYl dY4 GMYI
- - Y4 oraz - --~-~--
dt - dt - (yf + y~ + y~)3/2'

Odpowiednie twierdzenia teorii równan rózniczkowych orzekaja, ze o ile F
jest "rozsadna" funkcja, na przyklad majaca ciagle pochodne czastkowe
wzgledem wszystkich argumentów, to przy zadaniu warunku poczatkowego
y(to) w dziedzinie funkcji F istnieje jednoznaczne rozwiazanie spelniajace
ten warunek, które mozna przedluzac w obie strony w czasie tak dlugo,
jak pary (y(t), t) pozostaja w dziedzinie funkcji F. Ze wzgledu na ogólna
postac równania (2) klasyczny determinizm nie ograniczyl sie do problemów
z mechaniki nieba. Sadzono, ze gdyby znac poczatkowe polozenia i predkosci
wszystkich atomów i uwzglednic oddzialywania grawitacyjne, elektrostatyczne
i magnetyczne miedzy nimi, mozna by równiez przewidziec inne zdarzenia,
wlacznie z dzialaniami ludzkimi pozornie podlegajacymi wolnej woli. Ten ostatni
poglad nie budzi sympatii w swietle doswiadczen historii dwudziestego wieku.
Z drugiej strony, ogromny postep techniki obliczeniowej wydawalby sie sprzyjac
celom klasycznego determinizmu. Jego krytyka ze strony mechaniki kwantowej,
znajdujaca swój wyraz w polemice miedzy Bohrem i Einsteinem, jest zapewne
wielu Czytelnikom znana. Nie dotyczy ona jednak, jak sie wydaje, mechaniki
nieba, poniewaz efekty kwantowe dotycza malych mas i odleglosci. Mniej znany
jest atak na klasyczny determinizm ze strony czysto matematycznej. Zanim
przedyskutuje te krytyke, chcialbym wspomniec epizod z mojego dziecinstwa.
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W latach siedemdziesiatych w ramach programu Apollo zostal przeprowadzony
eksperyment: czlon rakiety zrzucono na powierzchnie Ksiezyca. Wywolalo to
wielki niepokój mojej Babci, która obawiala sie zaburzenia porzadku niebios
i konca swiata. Jak bede sie staral wykazac w tym artykule, obawy te nie byly
nierozsadne.

W latach 1889-1899 francuski matematyk, Remi Poincare, opublikowal wyniki
swoich badan nad mechanika nieba. Postawil on tak zwany problem trzech
cial, to jest trzech mas punktowych oddzialujacych grawitacyjnie w mysl zasad
klasycznej mechaniki Newtona. Jest to wiec minimalne uogólnienie problemu
dwóch cial, rozwiazanego przez KepIera i Newtona. Zagadnienie trzech cial
prowadzi do równania rózniczkowego w osiemnastowymiarowej przestrzeni
fazowej. Równanie to ma rozwiazanie jednoznaczne przy zadaniu warunków
poczatkowych. Poincare zauwazyl jednak, ze rozwiazanie to jest niemozliwe do
otrzymania nawet w przyblizeniu. Próba uzycia rachunku zaburzen doprowadzila
go do odkrycia, ze ciag przyblizen jest rozbiezny juz dla niewielkich czasów.
Nie ma tez nadziei na odgadniecie "wzoru" na rozwiazanie, bowiem Poincare
wykazal, iz rozwiazanie nie rozwija sie w szereg potegowy. Jedyna szansa
moze lezec w numerycznym rozwiazywaniu równania. Opcja ta jest bardziej
atrakcyjna dla nas, majacych do dyspozycji potezne komputery, niz byla dla
Poincarego. Blizsza analiza ukazuje jednak, ze takie numeryczne rozwiazania
moga byc bardzo dalekie od dokladnych.

Aby zrozumiec to zjawisko, przemyslmy dokladniej maly wycinek pracy
Poincarego, polegajacy na analizie zaburzen rozwiazan okresowych. Na przyklad
orbita Ziemi nie jest dokladnie okresowa, ale moga istniec orbity okresowe
zblizone do niej. Dla zrozumienia takich zaburzonych orbit Poincare przecial
wyjsciowa orbite okresowa w prostopadla do niej hiperplaszczyzna P. Ta
hiperplaszczyna moze przecinac orbite w w kilku punktach; wybierzmy jeden
z nich, O. Rozpatrzmy orbite bliska w, która z reguly nie jest juz okresowa,
i przecina P w punkcie X bliskim O. Po czasie bliskim okresowi w orbita
ta znów przetnie P w punkcie bliskim O, który oznaczamy przez H(X).
Otrzymujemy w ten sposób przeksztalcenie H z punktem stalym O. Badanie
kolejnych powrotów orbit do P sprowadza sie do iterowania H, tj. skladania go
z samym soba. Poincare zauwazyl, ze iteracje H moga prowadzic do niezwykle
skomplikowanych zachowan. W szczególnosci, mozna w dziedzinie H znalezc
obszar, który jest przez H scisniety w pewnych kierunkach, rozciagniety
w innych, zgiety i odwzorowany tak, ze jego obraz przecina wyjsciowy obszar.
Uproszczona ilustracja H na takiej poddziedzinie jest podkowa Smale'a pokazana
na rysunku.

Przeksztalcenie H jest tu obciete do kwadratu jednostkowego, który
jest odwzorowany w plaszczyne tak, iz górny pasek poziomy przechodzi
afinicznie na lewy pasek pionowy, dolny pasek poziomy zas na prawy pasek
pionowy. Zapiszmy wspólrzedne punktu X w ukladzie szóstkowym, jako
(0,VIV2···, 0,hlh2·· .). Jesli X jest taki, ze H(X) jest znów w kwadracie, to
hl równe jest 1 lub 4. Przeksztalcenie H jest okreslone tak, ze jesli hl = 1, to
H(X) = (0,lvlh2···, 0,h2h3·· .), gdy natomiast hl = 4, to

4

5

O ile H(X) jest znów w kwadracie, to mozemy dalej stosowac H. Ta procedura
nazywa sie iterowaniem H i jest mozliwa tak dlugo, dopóki obrazy punktu
pozostaja w dziedzinie, tj. w kwadracie. Chcac przewidywac przyszlosc
punktu X pod dzialaniem kolejnych iteracji H, musimy znac kolejne cyfry hn·
Pomiar polozenia X z dokladnoscia do 10-20, co odpowiada skali molekularnej
w odniesieniu do odleglosci miedzy planetami, daje 26 cyfr szóstkowych
(20/ IOglO6). Aby przewidziec przyszlosc na tysiac iteracji, trzeba by znac X
z bledem nie przekraczajacym 10-700. Zakladajac znajomosc poczatkowego
polozenia X z dokladnoscia do 10-20, spróbujmy przewidziec, czy obrazy jego
pozostana w kwadracie przez 30 iteracji.

3



(3) lim _lo_g_N_(k_),
k->oo log k

o ile istnieje, ma wiec interpretacje wymiaru zbioru. Zastosujmy te metode do

Byc moze nasza znajomosc pierwszych 26 cyfr wykaze, iz któras z nich jest
inna niz 1 lub 4. Wówczas mozemy odpowiedziec, ze nie. Jesli jednak taka
analiza wykaze, ze punkt pozostaje w kwadracie przez 26 iteracji, to prognoze
postawic mozemy tylko w terminach prawdopodobienstwa. Kazda z nastepnych
czterech cyfr jest 1 lub 4 z prawdopodobienstwem 1/3, a zatem punkt pozostanie
w kwadracie przez kolejne cztery iteracje z prawdopodobienstwem (1/3)4.
W ten sposób podkowa Smale'a, która z jednej strony jest prostym ukladem
deterministycznym, poza krótkimi czasami zachowuje sie w sposób losowy.
Deterministyczne wnioskowanie zaklada niemozliwa w praktyce idealna
znajomosc warunków poczatkowych, przy skonczonej zas, chocby ogromnej,
dokladnosci juz dla stosunkowo niewielkich czasów zachowanie ukladu daje sie
najlepiej opisac jako losowe. Uklady tego typu zwane sa chaotycznymi.

Powtórzmy jeszcze raz, ze problem trzech cial zawiera w sobie podkowy
Smale'a jako niewielkie wycinki. Wlasciwie zawiera ich nieliniowe i wyzej
wymiarowe wersje, co oczywiscie tylko powieksza chaotycznosc ukladu. Poza
tym, w rozwiazywaniu problemów mechaniki nieba niewielkie bledy wyplywaja

.~ nie tylko z ograniczonej dokladnosci ustalenia warunków poczatkowych, lecz
równiez z bledu arytmetyki komputera oraz zaniedbania efektów oddzialywan
sasiednich gwiazd, a nawet dzialan ludzkich w rodzaju tych, które niepokoily
Babcie· Czy moze istotnie dojsc do wielkiej katastrofy w rodzaju zderzenia
dwóch planet lub wyrzucenia jednej z nich poza Uklad Sloneczny? Dowód
oparty o mechanike nieba bylby bardzo trudny. W chwili obecnej matematycy
sklaniaja sie do pogladu, ze takich katastrof w dlugiej perspektywie czasowej
nalezy oczekiwac. Poglad przeciwny, stabilnosc Ukladu Slonecznego, glosilby,
ze cala nieprzewidywalnosc, o której mówilismy, odnosi sie tylko do ruchów
w ograniczonej skali i nie zaburza ogólnej struktury ukladu. Musialoby to
byc spowodowane przez jakis nieznany jeszcze mechanizm samoregulacyjny.
Teoria nie dostarcza rozstrzygajacego argumentu w zadna strone. Natomiast
orbit obliczonych na komputerach dotyczy krytyka Poincan§go sugerujaca,
iz sa one obarczone nie dajacym sie oszacowac bledem. Dokladniej, dla
stosunkowo krótkich czasów blad daje sie oszacowac, poniewaz komputer moze
wyznaczac wiazke rozwiazan, wsród których na pewno znajduje sie prawdziwe.
Tego typu obliczenia sugeruja, ze do wielkiej katastrofy nie dojdzie w ciagu
paru najblizszych milionów lat. Nieuchronnie jednak, i niezaleznie od mocy
komputera, przy przedluzaniu rozwiazania w przyszlosc wiazka taka w tempie
wykladniczym sie rozszerza i w koncu przestaje byc uzyteczna jako prognoza.

Przedyskutujmy na koniec geometryczne aspekty podkowy Smale'a. Rozwazmy
zbiór punktów A, które nigdy nie opuszcza podkowy. Zbiór ten sklada sie
z punktów, których wspólrzedna pionowa moze byc zapisana w ukladzie
szóstkowym przy uzyciu tylko cyfr 1 i 4. Geometrycznie jest to zbiór trudny
do przedstawienia, skladajacy sie z nieskonczenie wielu pionowych linii.
Pomimo iz linii tych jest nieskonczenie wiele, miedzy kazdymi dwiema jest caly
pasek rozlaczny z A. Nasuwa sie tu analogia ze znanym obrazem pierscieni
Saturna (zainteresowany Czytelnik moze zajrzec pod adres internetowy
http://ringmaster.arc.nasa.gov/saturn/voyager/voyager2.html).
Pierscienie te nie sa jednolite: skladaja sie z podpierscieni, miedzy którymi
sa przerwy. W miare rozwoju technik obserwacyjnych okazuje sie jednak, ze
nawet te podpierscienie, które wydawaly sie jednolite, maja przerwy, a zatem
ich struktura przypomina zbiór A. Próba ustalenia wymiaru A prowadzi do
ciekawego rezultatu. Jednym ze sposobów zdefiniowania wymiaru zbioru,
powiedzmy zawartego w kwadracie o boku a, jest dokonywanie podzialów
tego kwadratu na male kwadraty o boku a/k i ustalenie liczby N(k) tych
kwadratów, które przecinaja niepusto nasz zbiór. Jesli zbiór jest dwuwymiarowy,
N(k) powinno byc w stalej proporcji do k2. Jezeli jednak zbiór ten jest
jednowymiarowa krzywa, to oczekujemy, ze N(k) bedzie proporcjonalne do k.
Liczba

o •

• o
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o o

d

6~O

• o
O

4



_ Zadania

ustalenia wymiaru zbioru A z podkowy Smale'a, przyjmujac k = 6j. Wówczas
N(k) = 2j6j = 12j. Wskazuje to na wymiar log 12j /log 6j = log 12/log 6 =
1+ log6 2. Nieco bardziej wyrafinowane rachunki wykazuja, ze granica (3)
faktycznie istnieje. Wymiar jest zawarty miedzy l a 2, co odpowiada temu,
ze zbiór A jest za maly jak na dwa wymiary, lecz za duzy na jeden. Zbiory
o wymiarze róznym od liczby calkowitej zwane sa fraktalami. Fraktale
maja czesto wlasnosc samopodobienstwa polegajaca na tym, ze ich wycinki
w dowolnie malych skalach po powiekszeniu sa podobne do calego zbioru. Ma
te wlasnosc zbiór A, w którym desen, skladajacy sie z linii i dziur, powtarza
sie we wszystkich skalach. Wspólczesny matematyk, Benoit Mandelbrot,
znajduje fraktale w wielu zjawiskach naturalnych i modelach matematycznych.
Wspomnialem, na przyklad, o analogii z pierscieniami Saturna. Wyjasnieniem
powszechnej obecnosci fraktali moze byc fakt, ze sa one generowane przez
chaotyczne uklady dynamiczne. Byc moze sa to spekulacje. Niewatpliwie
jednak popularyzacja fraktali przyczynila sie do lepszego zrozumienia teorii
ukladów dynamicznych przez naukowców z innych dziedzin, jak i przez szersze
kregi spoleczenstwa. Efektowne obrazy fraktali generowanych przez nieliniowe
chaotyczne uklady dynamiczne mozna znalezc w Internecie pod adresem
http://www.cnam.fr/fractals/mandell.html.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 919. Wewnatrz trójkata równobocznego wybrano pewien punkt, a nastepnie
polaczono go z wierzcholkami trójkata oraz jego rzutami na boki trójkata
(rys. l). Wykazac, ze suma pól zacieniowanych trójkatów równa jest sumie pól
niezacieniowanych trójkatów.
Rozwiazanie na str. 2

M 920. Przez punkt wewnetrzny kwadratu poprowadzono proste równolegle do
jego boków i przekatnych (rys. 2). Wykazac, ze suma pól figur zacieniowanych
jest równa sumie pól figur niezacieniowanych.
Rozwiazanie na str. 6

M 921. W trapezie równoramiennym poprowadzono przekatne oraz wysokosci
z wierzcholków górnej podstawy (mniejszej, rys. 3). Wykazac, ze suma pól
trójkatów szarych jest równa polu pieciokata kolorowego.
Rozwiazanie na str. 7

Rys. l

Redaguje Ewa CZUCHRY

Rys. 2 Rys. 3

2

Rys. 4

F 525. Promien krzywizny wypuklej powierzchni soczewki wynosi 100 cm,
a wkleslej 20 cm. Czy jest to soczewka skupiajaca czy rozpraszajaca?
Wspólczynnik zalamania materialu soczewki wynosi 1,6.
Rozwiazanie na str. 8

F 526. Z plytki szklanej plasko-równoleglej wykonano trzy soczewki (rys. 4).
Okazalo sie, ze ogniskowa soczewek l i 2, scisle do siebie przylegajacych, jest
równa F, a soczewek 2 i 3 - f. Zakladajac, ze soczewki sa cienkie, znalezc
ogniskowa kazdej z nich.
Rozwiazanie na str. 16
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Rozwiazanie zadania M 920.
Rysunek pokazuje, jak z rozwazanych
cZesci kwadratu zlozyc na nowo kwadrat
tak) by rozwazana równosc pól stala sie
oczywista.

Hipoteza abc
Delta: Czy mozna w jednym zdaniu powiedziec, co to jest hipoteza abc?

Jerzy Browkin: W jednym zdaniu moze nie, ale w kilku na pewno tak.
Najpierw umówmy sie, ze dla danej liczby naturalnej n przez r(n) bedziemy
oznaczac iloczyn wszystkich róznych dzielników pierwszych liczby n. Jezeli
liczba n jest bardzo duza w porównaniu z liczba r(n), to nazywac ja bedziemy
liczba "bardzo zlozona". Za miare tej zlozonosci mozemy uznac liczbe

log n
logr(n) .

Mówiac troche mgliscie mozna powiedziec, iz hipoteza abc stwierdza, ze jesli c
jest suma dwóch wzglednie pierwszych liczb a i b, to liczba abc nie moze byc
liczba "bardzo zlozona".

Delta: W praktyce stosuje sie pewnie bardziej scisle wyslowienie tego faktu ...

Jerzy Browkin: Oczywiscie. Oto ono: Niech a oraz b beda liczbami
naturalnymi wzglednie pierwszymi, natomiast c ich suma, tzn.

NWD(a, b) = 1 oraz a + b = c.

Niech ponadto
log c

L(a,b) = -l -( b"ogr a c

gdzie r(n) jest okreslone jak wyzej. Hipoteza abc stwierdza, ze dla kazdej liczby
q > 1 istnieje tylko skonczenie wiele trójek a, b, c spelniajacych powyzsze warunki
i takich, ze L(a, b) > q.

Delta: Czy hipoteza abc to tylko problem interesujacy "sam w sobie", czy tez
jest ona powiazana z innymi twierdzeniami?

Jerzy Browkin: Hipoteza abc ma wiele bardzo powaznych konsekwencji.
Jest ona zwiazana z teoria krzywych algebraicznych, a takze z wieloma
twierdzeniami teorii liczb, np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata. Wynika
z niej mianowicie, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych
n, x, y, z spelniajacych warunki: n> 3 oraz NWD(x, y) = 1 i takich, ze

xn + yn = zn.

Wystarczy bowiem wziac a = xn, b = yn oraz c = zn i zauwazyc, ze

L(a,b) = nlogz > nlogz =:: > i.
logr(xyz) 10g(z3) 3 - 3

Ponadto z hipotezy abc wynika - jak dowiódl J.H. Silverman - ze dla
kazdego a 2: 2 istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze
aP-1 1= 1 (modp2).

Delta: Wydaje sie zatem, ze hipoteza abc jest bardzo silna. Jej dowód moze byc
wiec ogromnie trudny. Co do tej pory udalo sie osiagnac?

Jerzy Browkin: Wiemy na przyklad, ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu
z przedzialu a, ~*]znajduje sie nieskonczenie wiele wartosci L(a, b) dla róznych
trójek a, b, c, spelniajacych podane wczesniej zalozenia. Oczywiscie dazymy do
tego, by wykazac, ze przedzial takich punktów jest równy [l, 1], ale obecnie nie
wiemy nawet, czy sama liczba 1 ma rozwazana tu wlasnosc.

Delta: Wartosc l jest dosc oczywista w tym kontekscie, gdy tylko spojrzy sie na
definicje L(a, b). Wartosc ~*jest juz bardziej zagadkowa ...

Jerzy Browkin: To po prostu kolejny etap "wyscigu". Pierwszy przedzial,
jaki uzyskano, byl równy [l, ~].Potem wraz z M. Filaseta, G. Greavesem
i A. Schinzlem poprawilismy go do [l, i~]·Przedzial [l, ~*]to wynik
G. Greavesa i A. Nitaja.

Delta: Z hipotezy abc wynika, ze istnieje najwieksza wartosc L(a, b) dla a, b
okreslonych wyzej. Czy wartosc ta jest znana?
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Rozwiazanie zadania M 921.
Przy oznaczeniach z rysunku rozwazmy
trójkat ACM. Jego wysokosc jest równa
wysokosci trapezu, podstawa AM
- dlugosci srodkowej trapezu, a wiec
poie tego trójkata, jak równiez pole
trójkata BDN, jest równe polowie pola
trapezu. Wynika stad, ze pole czesci
wspólnej obu trójkatów (pieciokat) jest
równe polu figury nie pokrytej tymi
trójkatami.

A N M D

Jerzy Browkin: Istnieje hipoteza, ze jest ona mniejsza od 2. Nadal jest to
jednak tylko hipoteza. Najwieksza znana obecnie wartosc L(a, b) dla liczb a i b
wzglednie pierwszych wynosi 1,629912... dla a = 2, b = 39 . 109, c = 235. Znalazl
ja Eric Reyssat.

Delta: Czy do poszukiwania takich ekstremalnych wartosci L(a, b) wystarcza
kartka papieru, czy tez konieczne sa "superkomputery"?

Jerzy Browkin: Jeszcze niedawno wystarczal. .. kalkulator. Obecnie uzywa sie
juz raczej "superkomputerów".

Delta: Dziekuje za rozmowe.
Rozmawial W.S.

Hipoteza abcd
Niech a, b, c, d beda takimi liczbami calkowitymi róznymi od zera, ze

NWD(a,b,c,d) =1, labcdl>l, a+b+c+d=O

oraz kazda podsuma sumy a + b + c + d jest rózna od zera.

Okreslamy

L( b d) = log(max(lal, Ibl,lei, Idl))
a, ,c, log( r( abcd)) ,

gdzie r(n) jak zwykle oznacza iloczyn róznych dzielników pierwszych liczby n.
Hipoteza abcd stwierdza, ze dla kazdego q > 3 istnieje tylko skonczenie wiele
takich ukladów (a, b, c, d), ze L(a, b, c, d) 2: q.

Uwaga 1. Jezeli a + b = c spelnia zalozenia hipotezy abc, to p·odnoszac do
szescianu, otrzymamy przyklad dla hipotezy abcd

a3 + b3 - c3 + 3abc = O.

Latwo zauwazyc, ze jesli liczba abc jest podzielna przez 3, to L( a3, b3, c3, 3abc) =

= 3L(a, b, c), co wyjasnia, dlaczego w hipotezie abcd mamy liczbe 3.

Uwaga 2. Hipotezy abc i abcd dotycza liczb calkowitych. Mozna sformulowac
analogiczne hipotezy dla wielomianów (jednej zmiennej o wspólczynnikach
rzeczywistych), zastepujac logarytm liczby naturalnej przez stopien wielomianu.
Otóz hipotezy abc i abcd dla wielomianów zostaly udowodnione - przestaly wiec
byc hipotezami, a staly sie twierdzeniami.

Najlepszy znany przyklad dla hipotezy abcd pochodzi od najlepszego przykladu
znanego dla hipotezy abc, tzn. od przykladu Reyssata za pomoca podniesienia
do szescianu. W przypadku hipotezy abcd nie prowadzono poszukiwan dobrych
przykladów za pomoca komputerów ani bez ich pomocy. Jest to zatem pole do
popisu dla Czytelników Delty. Inny ciekawy problem, zwiazany z hipoteza abcd,
to pytanie, jak ja sformulowac, przy zalozeniu, ze liczby a, b, e, d sa parami
wzglednie pierwsze. Zapewne liczba 3 nie jest w tej sytuacji odpowiednia. To
równiez moze byc przedmiotem interesujacych eksperymentów Czytelników.

Jerzy BROWKIN

Rozwiazanie problemu Speedlimit z Malej Delty

Przypuscmy, ze wujek Zenon zbliza sie do miasteczka Speedlimit z predkoscia x mil
na godzine, gdy jest oddalony od Speedlimit o x mil. Kiedy znajdzie sie w odleglosci
l mili od miasteczka, jechac wiec bedzie z szybkoscia l mili na godzine. Najblizsze pól
mili pokona wiec z szybkoscia nie wieksza niz l mila/godz., co zajmie mu nie mniej niz
0,5 mili/(1 mila/godz.) = 0,5 godziny. Polowe pozostalej drogi (czyli 0,25 mili) pokona
z predkoscia nie wieksza niz 0,5 mili na godzine (dlaczego?), a zatem zajmie mu to nie
mniej niz 0,25/0,5 = 0,5 godziny. Pokonanie polowy pozostalej czesci drogi znów zajmie
mu nie mniej niz pól godziny itd., itd. Stad, zeby dotrzec do celu, potrzebowac bedzie
nie mniej godzin niz: 1/2 + 1/2 + 1/2 + ... = 00. A zatem do miasteczka Speedlimit nie
mozna w ten sposób dojechac w skonczonym czasie.
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Liczby jedynkowe
Witold BEDNAREK

Liczbe naturalna, której zapis dziesietny sklada sie z samych jedynek, nazywac
bedziemy liczba jedynkowa. Kolejne liczby jedynkowe to:

1, 11, 111, 1111, 11111,

Liczby jedynkowe maja ciekawe wlasnosci:

1. 11 ... 1 dzieli liczbe 11 ... 1 wtedy i tylko wtedy, gdy m dzieli n.'-v--' '-v--'
m cyfr n cyfr

2. NWD (11. .. 1, 11 ... 1) - 11 ... 1'-v--''-v--' '-v--'
m cyfr n cyfr NWD(m,n) cyfr

W szczególnosci liczby 11 ... 1 i 11 ... 1 sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko'-v--' '-v--'
m cyfr n cyfr

tA wtedy, gdy m i n sa wzglednie pierwsze.
3. Jesli p > 5 jest liczba pierwsza, to p dzieli 11 ... 1.'-v--'

p-l cyfr

4. Kazda liczba naturalna niepodzielna przez 2 i przez 5 ma wielokrotnosc
bedaca liczba jedynkowa.

5. Nie wiadomo, czy jakas liczba jedynkowa wieksza od 1 moze byc potega
liczby naturalnej (o wykladniku wiekszym od 1). Latwo jest wykazac, ze nie
moze byc to kwadrat; trudniej, ze nie moze to byc trzecia ani piata potega.
Problem, czy moze to byc p-ta potega dla p > 5, nie zostal rozstrzygniety.

6. Latwo jest wykazac, ze jesli 11 ... 1 jest liczba pierwsza, to n jest liczba'-v--'
n cyfr

pierwsza· Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (np. dla n = 3). Obecnie
znamy nastepujace liczby pierwsze jedynkowe:

11, 11 ... 1, 11 ... 1, 11 ... 1,'-v--' '-v--' '-v--'
19 cyfr 23 cyfry 317 cyfr

11 ... 1.'-v--'
1031 cyfr

7. Wykazemy, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze n
dzieli 11 ... 1.'-v--'

n cyfr

Rozwiazanie zadania F 525.
Aby odpowiedziec na pytanie, czy jest to
soczewka rozpraszajaca czy skupiajaca,
wyznaczmy wartosc jej zdolnosci
skupiajacej D. Dla D > O soczewka jest
skupiajaca, dla D < O rozpraszajaca.
Zdolnosc skupiajaca wyrazona jest

Pokazemy indukcyjnie, ze liczby n = 3k dla k = 1,2,3, ... , spelniaja postulowana
podzielnosc.

Dla k = 1, oczywiscie, 31 dzieli 111.

Zalózmy, ze 3k dzieli 11 ... 1 dla pewnego k E N, czyli'-v--'
3k cyfr

~=A'3k
3k cyfr '

co konczy dowód indukcyjny, gdyz liczba ujeta w nawias jest calkowita.

k

gdzie A jest liczba calkowita. Zatem 1039-1 = A . 3k, skad 103k = A . 3k+2 + 1.
Wobec tego

(A·3k+2+1)3-1
g

11 ... 1'-v--'
3k+' cyfr

wzorem

D = (n - l) (~ + ~),R, R2

gdzie: n wspólczynnik zalamania
materialu, R1, R2 prolnienie
powierzchni sferycznych soczewki.

Podstawiajac wartosci z tresci zadania,
otrzymujemy

D ~ -2,4 dioptrii,

czyli soczewka jest rozpraszajaca.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co widzi DAMA?
Lato, lato, lato czeka.
Razem z latem czeka rzeka.

Razem z rzeka czeka las
- a tam ciagle nie ma nas!

Juz za pare dni, za dni pare,
wezmiesz plecak swój i gitare.
Pozegnania kilka slów.
Pitagoras - bywaj zdrów!
Do widzenia wam - canto, cantare! [1]

Tak, to juz lada dzien! W poszukiwaniu wiekszego
kawalka swiata [2] wyrwa sie spragnione nowych
wrazen zastepy. A gdyby tak udalo sie odkryc jakis
nieznany lad, znalezc nowy najwyzszy szczyt, wytropic
nieznane nikomu zwierze? Mówicie, ze to niemozliwe?
Ze nie ma juz bialych plam na mapach? Sa, sa. Trzeba
tylko dobrze poszukac.

Nie wiemy np., z czego sklada sie wieksza czesc
materii Wszechswiata. A wiemy, ze nie wiemy,
z obserwacji dynamiki coraz wiekszych struktur
kosmicznych od galaktyk po wielkie skupiska galaktyk.
Im wieksza struktura, tym wieksza dysproporcja
miedzy efektami grawitacji a widocznymi zródlami
sily przyciagania. Niewidocznej, tzw. ciemnej materii
(ang. dark matter), musi byc duzo wiecej niz tej
swiecacej. Jednym z pomyslów na ten "wiekszy
kawalek Wszechswiata" sa tzw. WIMPy (ang.
Weakly Interacting Massive Particles), czyli slabo
oddzialujace masywne czastki przewidywane np. przez
modele rozszerzajace model standardowy czastek
elementarnych o supersymetrie (zobacz poprzedni,
specjalny numer Delty).

WIMPy, jezeli istnieja, wiaza sie grawitacyjnie ze
strukturami kosmicznymi, tworzac wokól nich mniej
lub bardziej kuliste otoczki. W jaki sposób przekonac
sie o ich istnieniu? Slabo oddzialujace WIMPy
bylyby bardzo dobrym przykladem gazu doskonalego
umieszczonego w potencjale grawitacyjnym danej
struktury. Ich obecnosc moglaby sie manifestowac
w postaci "wiatru wlasnego" wywolanego ruchem
obserwatora. Co pewien czas WIMP idealnie "trafia"
w jadro atomowe (tzn. nie tylko trafia do punktu
toto-lotka, ale jeszcze trafia szóstke). Wystarczy
zmierzyc energie kinetyczna uderzonego jadra, aby
zarejestrowac przejscie WIMPu. Byloby to takie
proste, gdyby nie róznego rodzaju tlo.

Naukowcy z eksperymentu DAMA (ang. particle DArk
MAtter searches with low activity scintillators at Gran

Sasso) postanowili wykorzystac sezonowa róznice
predkosci Ziemi wokól centrum Galaktyki w celu
wyeliminowania wplywu tla. W czerwcu predkosci
Ziemi wokól Slonca i Slonca wokól centrum Galaktyki
sumuja sie, a w grudniu odejmuja. W takim razie
wiatr wlasny WIMPów, mierzony czestoscia zliczen
w detektorze odrzutów jader, powinien wykazywac
wzgledna modulacje o nastepujacych cechach:

(i) sinusoidalnosc,
(ii) okres równy jednemu rokowi,

9

(iii) maksimum 2 czerwca,
(iv) wzgledna amplituda nie przekraczajaca 7%.
Dodatkowo modulacja powinna byc widziana tylko dla
malych energii odrzutu rzedu kilku keV (dla wiekszych
energii zmiana predkosci Ziemi bylaby zaniedbywalna
w stosunku do predkosci WIMPu przed zderzeniem).
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czas w latach

Zamieszczony rysunek przedstawia wyniki z czterech
lat zbierania danych za pomoca detektora zbudowanego
z ultraczystych krysztalów scyntylatora (jodku
sodu NaI). W celu zminimalizowania tla detektor
umieszczono w atmosferze ultraczystego azotu
w klimatyzowanym pomieszczeniu schowanym
w laboratorium w Gran Sasso we Wloszech, które
ukrywa sie we wnetrzu góry przebitej przez autostrade.
Z samego rysunku wynika, ze DAMA widzi dokladnie
to, czego szuka. Szczególowa analiza danych [3]
pozwala wyznaczyc mase WIMPów na okolo
50 GeV/ c2, a istotnosc statystyczna wyniku na 4(7.

Czy jest to w takim razie jedno z najwiekszych odkryc
fizyki? Wiekszosc specjalistów wypowiada sie na
ten temat z rezerwa. Z jednej strony nikomu nie
udalo sie wskazac innego niz WIMPy wytlumaczenia
opublikowanych wyników. Z drugiej jednak strony
nikomu - jak na razie - nie udalo sie potwierdzic tej
obserwacji. Jedna z konkurencyjnych grup badawczych
(CDMS) twierdzi nawet, ze wyklucza wynik DAMY,
ale same wyniki CDMS budza duzo wiecej zastrzezen.

Zastrzezenia budzi tez fakt, ze czulosc DAMY
wystarcza jedynie na zaobserwowanie WIMPów
o wyjatkowych cechach. Z jednej strony musza
oddzialywac z materia na tyle silnie, zeby DAMA
je widziala, a z drugiej strony na tyle slabo, aby
nie zdazyly dotad wzajemnie zanihilowac. Modele
przewidujace takie WIMPy istnieja, ale jezeli akurat
one odpowiadaja gustom Natury, to DAMA jest
wyjatkowa szczesciara·

Tak czy inaczej, choc na weryfikacje zeznan DAMY
trzeba bedzie poczekac jeszcze kilka lat, to chyba
zgodzicie sie ze mna, ze warto wybierac sie w droge,
nawet jezeli mamy zaledwie cien szansy na przezycie
fantastycznej przygody.

Piotr ZALEWSKI

[1] piosenka z filmu Szatan z siódmej klasy,
[2] Joanna Chmielewska Wiekszy kawalek swiata,
[3J preprint INFNjAE-OOjOl dostepny przez

http://www.lngs.infn.it



mala delIO

Trudnosci wujka Zenona
Jasio mial tylko dwóch wujków i kazdy z nich mial na imie Zenon.
Zeby ich jakos odrózniac, Jasio nazywal jednego wujka Zenonem
Marszalkowskim (bo mieszkal na Marszalkowskiej), a drugiego wujka
Zenonem z Alei (bo mieszkal w Alei Róz). Poniewaz imieniny obu wujków
wypadaly tego samego dnia, wiec w rodzinie przyjeto zasade, ze w latach
parzystych byly one obchodzone na Marszalkowskiej, a w nieparzystych
w Alei Róz. Niestety, wujek Zenon z Alei zawsze sie na imieniny drugiego
wujka spóznial. I zawsze mial na to wytlumaczenie.

Pierwsze wytlumaczenie, jakie Jasio pamietal, brzmialo tak: Szedlem
sobie Krucza, a przede mna facet z zólwiem. Mysle sobie - zaraz ich
dogonie. Doszedlem do miejsca, w którym przed chwila byli, ale w tym
czasie znów sie posuneli do przodu i musialem ich znowu gonic. Znowu
dotarlem do miejsca, w którym niedawno byli, a oni w tym czasie znów do
przodu. No ta ja za nimi, a oni znów ... I tak przez cala Krucza. A czy wy
wiecie, jak dlugo zólw idzie Krucza?!

Dwa lata pózniej nie bylo na Kruczej zadnego zólwia, ale wujek Zenon
z Alei znów sie spóznil. I znów sie tlumaczyl: Wyszedlem sobie z domu,
ide ulica i nagle mysl - czy ja w tej chwili ide, czy stoje? N o bo przeciez
w danej chwili musze byc w jakims miejscu, a nie w dwóch miejscach.
A skoro jestem w jednym miejscu, to stoje! Ojej - pomyslalem - to ja juz
nigdy nie dojde na imieniny Zenka ...
- Ale jakos doszedles - kwasno rzekl Zenon Marszalkowski. - Zawsze
stwarzasz jakies problemy! Popatrz, ciocia Klementyna mieszka na
Zoliborzu, ma dziesiec razy dluzsza droge niz twoja i nigdy sie nie spóznia.
- A to dlatego, ze w 10 razy dluzszym odcinku jest dwa razy mniej
punktów. - powiedzial Zenon z Alei i narysowal (na obrusie zreszta) taki
oto rysunek

Teraz widzicie, ze gdy ciocia Klementyna minie
jakis punkt, ja musze minac jakis punkt mu
odpowiadajacy. Dlatego, gdy ona jest juz u was,
zostaje mi jeszcze polowa drogi!

Tego roku Jasio oczekiwal, ze wujek Zenon
z Alei znów sie spózni i znów wymysli jakies
usprawiedliwienie. Kiedy wiec zobaczyl, ze wujek
przyszedl punktualnie, poczul sie troche
zawiedziony. Dopiero po dwóch godzinach
okazalo sie, ze wujek Zenon znów mial trudnosci
z przybyciem do celu. Tym razem jednak nie
w Polsce, ale w... Ameryce.
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- Pojechalem odwiedzic moja przyjaciólke, a ona
dala mi samochód, bym troche pozwiedzal. Jade
wiec sobie taka szeroka droga przez pustynie, a tu
nagle widze taki znak

SPEEDLIMIT
100

Szybko siegnalem po rozmówki i slowniczek,
patrze: "speed" - szybkosc; "limit" - ograniczenie.
Zwolnilem do 100 mil na godzine, jade dalej,



Mala Delte przygotowal Witold SADOWSKI 0

a za pól godziny znowu znak

SPEEDLIMIT
50

Jade wiec 50 na godzine, a za pól godziny patrze

SPEEDLIMIT
25

Zwolnilem do 25, a potem podobne sytuacje
powtarzaly sie kilka razy, az w koncu musialem
jechac 5 mil na godzine. Silnik z trudem chodzil,
ale jak przepisy, to przepisy. Wreszcie wyjechalem
zza zakretu, patrze, a tu

WELCOMETO
SPEEDLIMIT

Ledwie wujek Zenon z Alei skonczyl swa
opowiesc, niemal jednoczesnie rozlegly sie trzy
okrzyki.
5-letnia Ania spytala - Co to znaczy?
Ciocia Klementyna odpowiedziala - Witajcie
w Speedlimit,

a wujek Zenon Marszalkowski wykrzyknal - To
niemozliwe! Zadne miasteczko nie moze sie tak
nazywac!

- Jak ktos nie wierzy w zólwie na Kruczej, to
i w Speedlimit nie uwierzy - filozoficznie odparl
Zenon z Alei. - Ale gdybys na chwile przypuscil,
ze jest takie miasteczko, do którego zblizasz sie
z predkoscia x mil na godzine, gdy jestes od niego
oddalony o x mil, to powiedz mi, prosze, jak
myslisz, czy mozesz do tego miasteczka dojechac?

A Ty jak sadzisz, Czytelniku?

Paradoksy czy raczej aporie (trudnosci) wujek Zenon
z Alei pozyczyl przede wszystkim od starozytnego
filozofa Zenona z Elei. Matematycy radza dzis
sobie z trudnosciami Zenona glównie za pomoca
dwóch narzedzi: pojecia granicy i teorii mnogosci.
Czytelnik zainteresowany blizej ta problematyka
znalezc moze wiele interesujacych wiadomosci
w ksiazce J. Mioduszewskiego pt. Ciaglosc. Natomiast
rozwiazanie problemu Speedlimit znajduje sie w tym
numerze Delty.
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Ankieta dla Czytelników Delty
Jestesmy bardzo ciekawiopinii naszych Czytelników
- chcemy brac je pod uwage przy redagowaniu
czasopisma. Prosimy o wypelnienie ankiety, a takze
o rozwinieciewypowiedzina odrebnych kartkach.

Czytelnik o sobie:
1. Ucze sie. Jestem
(a) uczniem/uczennica szkoly .

(b) studentem/studentka na kierunku .

2. Pracuje
(a) jako nauczyciel szkoly podstawowej/

gimnazjum/sredniej i ucze .

(b) jako pracownik naukowy i/lub dydaktyczny
lub doktorant/doktorantka na kierunku .

(c) poza szkola, uczelnia i instytutem naukowym
w dziedzinie zwiazanej bezposrednio
z matematyka/fizyka/astronomia .

(d) w dziedzinie nie zwiazanej z zadna z tych nauk

3. Czytam Delte
(a) regularnie w prenumeracie
(b) regularnie bez prenumeraty
(c) dorywczo, ale czesto
(d) od przypadku do przypadku
(e) inaczej

Czytelnik o Delcie:

4. Uwazam, ze artykuly w Delcie w wiekszosci
(a) sa za trudne
(b) sa za latwe
(c) maja odpowiedni stopien trudnosci
(d) inaczej

5. Zapamietalem/lam nastepujace pozycje, które
mi sie spodobaly (z dowolnego okresu):

(a)

(b)

(c) .
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Dziekujemy

(c) .

(b)

(c) .

o o o oo o o o o o o o o o oo o o

Kanadyjscy geologowie odkryli kilka lat temu wielki
podmorski krater uderzeniowy na Atlantyku, okolo
200 km na poludniowy wschód od Nowej Szkocji.
Krater ma 45 km srednicy i 2,7 km glebokosci
z póltorakilometrowa góra centralna. Geologowie
oceniaja, ze 50 mln lat temu spadl tam obiekt
o srednicy do 3 km. Wydarzeniu temu mozna by
przypisac nawet wyginiecie dinozaurów.

Graf to pewna skonczona liczba punktów
(wierzcholków) i pewna skonczona liczba linii
(krawedzi) laczacych niektóre (byc moze wszystkie,
byc moze niektóre po kilka razy) pary tych punktów.
Wierzcholek jest nieparzysty, gdy jest koncem
nieparzystej liczby krawedzi. Prosze sprawdzic, ze nie
da sie narysowac grafu, który mialby dokladnie jeden
wierzcholek nieparzysty (a pozostale parzyste).

Z szesciu jednakowych (nie bedacych kwadratami)
rombów o katach mniejszych od 1200 mozna zestawic
powierzchnie wieloscianu dwoma sposobami - raz
tak, aby istnial wierzcholek, w którym zbiegaja
sie trzy katy ostre, drugi raz tak, aby byl tam
wierzcholek, w którym zbiegaja sie trzy katy rozwarte
(w istocie w obu przypadkach sa wtedy po dwa takie
wierzcholki). Otóz te wielosciany maja rózna objetosc.
Pouczajace moze byc cwiczenie, by najpierw zgadnac,
a potem sprawdzic, który ma wieksza.

o o o o o o o o o o o o o o o o o o

Czesto slyszy sie, ze satelita obiega Ziemie po
okregu, poniewaz dzialajaca na niego sila odsrodkowa
równowazy dosrodkowa (grawitacyjna). Tymczasem
pierwsza zasada dynamiki glosi, ze jezeli dzialajace
na obiekt sily równowaza sie, to obiekt porusza sie
jednostajnie po prostej. Cos wiec jest tu nie tak.
Otóz trzeba pamietac, ze wedlug wspomnianej zasady
dynamiki przyczyna ruchu ciala sa sily ze strony
innych cial, pól silowych i ewentualnie wiezów, nie
wlicza sie natomiast do nich sil bezwladnosci, a
taka jest np. sila odsrodkowa. Sily bezwladnosci
sa - przeciwnie - skutkiem ruchu, a nie jego
przyczyna. W przypadku satelity sila mv2/r jest
akurat sila dosrodkowa tozsama z sila grawitacji.
Obroncy wspomnianego na wstepie nieprawidlowego
rozumowania moga twierdzic, ze wlasnie dzieki
równowazeniu ciezaru przez sile odsrodkowa satelita
nie spada. Alez spada! Satelita bez przerwy spada
wskutek dzialania sily grawitacji! Majac jednak
specjalnie wybrane warunki poczatkowe ruchu
(obiegowa predkosc równa pierwszej predkosci
kosmicznej 7,9 km/s) nigdy naprawde na Ziemie spasc
nie moze, a skutkiem dzialania grawitacji przy takich
wlasnie warunkach poczatkowych ruchu jest kolowy tor
satelity.

o o o o o o o o o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o
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Brakuje mi w Delcie nastepujacych tematów:

(b)

(a)

9.
(a)

6. Mój stosunek do stalych dzialów jest
(a) Mala Delta:

pozytywny / obojetny /negatywny
(b) Zadania matematyczne:

pozytywny / obojetny /negatywny
(c) Zadania fizyczne:

pozytywny / obojetny / negatywny
(d) Liga zadaniowa - matematyka:

pozytywny / obo jetny / negatywny
(e) Liga zadaniowa - fizyka:

pozytywny / obojetny /negatywny
(f) Patrz w niebo:

pozytywny / obojetny /negatywny
(g) Miesiace astronomiczne:

pozytywny / obojetny /negatywny
(h) Gammalimatias:

pozytywny / obojetny /negatywny

7. Oczekiwalbym/labym w przyszlosci wiecej
materialów

(a) przegladowych, ogólnych
(b) szczególowych
(c) przydatnych do nauki .

(d) przydatnych do konkursów lub olimpiad

przedmiotowych .

(e) innych .

8. Wolalbym/labym widziec w Delcie artykuly
(a) dluzsze
(b) krótsze
(c) takie jak dotad
(d) inaczej .

10. Z zadowoleniem powitalbym/labym w Delcie
nastepujace formy prezentacji wiedzy:
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Pole pod cykloida Marek KORDOS

Rys. 2

C

BB'

Rys. 3

B'

obrotu. Slowem, gdy punkt P bedzie zakreslal luk
cykloidy od A do B, punkt Q bedzie zakreslal luk od B'

do C'. Narysujmy wiec (w dowolnym polozeniu) okrag
wyznaczajacy wyjsciowa cykloide (rys. 3). Punkt P

znajduje sie na górnym luku AB, a antypodyczny punkt Q
na luku B' C'. Gdziekolwiek jednak nie narysowalibysmy
okregu, jego srodek S bedzie lezal na prostej l. Prosta l

jest wiec osia symetrii narysowanego okregu. Zatem
obraz Q' punktu Q w symetrii wzgledem l bedzie dalej
lezal na okregu, a ponadto (patrz uwagi do rysunku 2)
na dolnym luku AB. Co wiecej, poniewaz S jest
srodkiem PQ, wiec (twierdzenie Talesa!) prosta l jest
równolegla do PQ', czyli PQ' II AC'.

Wlasnie, jak to sie ma do obliczenia pola pod cykloida?
Otóz bardzo prosto. Roberval zastosowal tu sinusoide o
osi l, majaca najnizsze punkty w A i C, a najwyzszy w B.

Nazywal ja towarzyszka cykloidy. Luk sinusoidy ma srodek
symetrii w punkcie O, podobnie jak prostokat AC' BB' i
soczewka AB. Zatem sinusoida dzieli tak prostokat, jak
soczewke, na polowy.

Rys. 4

Stad pole pod (pierwsza) polowa cykloidy to pól pola
prostokata plus pól pola soczewki. A wiec cale pole pod
cykloida to cale pole prostokata AC' BB' - czyli
2r . 7rr = 27rr2 - plus cale pole soczewki, czyli cale pole
kola, a wiec 7rr2. Lacznie zatem pole pod jednym lukiem
cykloidy od ostrza do ostrza to 37rr2.

Oczywiscie sinusoida nie jest jedyna linia, jakiej mozna
bylo uzyc w tym rozumowaniu. Polecam znalezienie kilku
innych linii nadajacych sie na towarzyszke cykloidy.

I tak stwierdzilismy, ze na kazdej prostej równoleglej do
AC' okrag wyznaczajacy cykloide i soczewka AB maja
przekrój tej samej dlugosci. Dla kuli i wydrazonego walca
Archimedes posluzyl sie woda. Tu mozemy wyobrazac
sobie, ze do naczynia w ksztalcie soczewki AB i w ksztalcie
wyznaczajacego cykloide okregu nalewamy sprawiedliwie
"plaska wode" - jej poziom bedzie w obu naczyniach rósl
tak samo, wiec napelnia sie tez jednoczesnie. Stad maja
jednakowe "plaskie objetosci", czyli pola.

D

C

Gilles Roberval, XVII-wieczny matematyk francuski,
pierwszy obliczyl to pole, poslugujac sie metoda podobna
do tej, której uzyl Archimedes do obliczenia objetosci kuli
- badajac przekroje - dzis te metode nazywa sie zasada

Cavalieriego. Przypomnijmy, ze cykloida to krzywa, która
zakresla ustalony punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po prostej. Sklada sie ona z luków polaczonych ostrzami.
Dlugosc luku od ostrza do ostrza jest równa 8r, co
obliczyl Christiaan Huygens, a kazdy moze to powtórzyc,
siegajac po Mala Delte z numeru 11/1999: dowód jest tam
zakodowany w rysunku 7.

Rys. l

Decydujacym krokiem w obliczaniu pola pod cykloida
jest stwierdzenie, ze pole otrzymanej soczewki AB jest
równe polu kola ograniczonego przez okrag wyznaczajacy
cykloide·

W tym celu dogodnie jest spojrzec na luk B' C' w jeszcze
jeden sposób - jest to krzywa, która zakresla antypodyczny
(polozony na drugim koncu srednicy) punkt do tego, który
zakresla wyjsciowa cykloide.

Faktycznie - jesli punkt P zakresli juz pierwsza polowe
cykloidy, to bedzie u góry, w punkcie B, i podczas dalszego
toczenia zakresli luk BC, taki sam, jak antypodyczny
punkt Q (znajdujacy sie na poczatku ruchu u góry,
w punkcie B') zakresli podczas pierwszej polowy

Luk cykloidy od ostrza do ostrza w sposób naturalny
miesci sie w prostokacie o wymiarach 2r x 27rr: wysokosc
to srednica toczacego sie okregu, a dlugosc to dlugosc
tego okregu. Na rysunku 2 druga polowa cykloidy
zostala przesunieta tak, aby sie znalazla nad pierwsza
polowa· Poniewaz prosta BC' jest osia symetrii cykloidy,
wiec symetria wzgledem równoleglej do niej prostej k,
przechodzacej przez srodek O prostokata AC' BB', naklada
luk B'C' na pierwsza polowe cykloidy. Narysujmy jeszcze
jeden obraz pierwszej polowy cykloidy, tym razem w
symetrii wzgledem O. Bez trudu stwierdzamy, ze jest to
równoczesnie obraz symetryczny luku B' C' w symetrii
wzgledem prostej l, równoleglej do AC' i przechodzacej
przez O (faktycznie: wykonanie symetrii wzgledem dwu
prostych prostopadlych to symetria wzgledem ich punktu
przeciecia) .
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2000

--
Klub 44

,• 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 403, 404
Redaguje Marcin E. KUCZMA

403. Ciagi b(O), bel), b(2), ... oraz dCO), dCl), d(2), ... 404. Udowodnic, ze liczba wszystkich podzialów zbioru
sa okreslone wzorami: {l, 2, ... ,n} na zbiory niepuste, rozlaczne, jest równa

b(O) = dCO) = 1, b(n+l) = 2b(n), d(n+l) = lOd(n). wartosci, jaka przyjmuje w punkcie x = O pochodna n-tego
Z l u ... l' b l dl k' . rzedu funkcji f(x) = exp(eX - 1).na ezc naJmmeJsza lCZ e natura na n, atorej .
ben) > d(44). Zadanie 404 zaproponowal pan Piotr Zmijewski z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/2000
Przypominamy tresc zadan:

2n

L(_1)ka% = w.
k=O

2n

a2n+l=U, a2n+2=V, L(-l)kak=s,
k=O

2n 2n 2

L(_1)ka%:::: (L(-l)kak)
k=O k=O

Dla n = O zachodzi równosc. Ustalmy n ::::O i przyjmijmy slusznosc dowodzonej tezy
dla tej liczby n. Wezmy pod uwage dowolne liczby ao, al, a2,·· . , a2n, a2n+l, a2n+2

tworzace ciag monotoniczny. Przyjmijmy oznaczenia

396. Dane sa dwie przecinajace sie sfery oraz szesc róznych punktów
A, B, C, D, E, F. Punkty A i B leza na jednej z tych sfer, punkty
C i D na drugiej; punkty E i F naleza do obu sfer. Punkt E lezy na
odcinku AC, a punkt F lezy na odcinku Br), który jest równolegly
do prostej przechodzacej przez srodki danych sfer. Dowiesc, ze rzuty
prostokatne odcinków AB i C D na prosta AC maja jednakowa
dlugosc.

395. Dowodzimy przez indukcje, ze jezeli liczby ao, al, a2, ... , a2n tworza ciag
monotoniczny, to

Pan Olszewski (Weteran) konczy juz
czwarta runde.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 387 (WT=1,97) i 388 (WT=1,27)

z numeru 10/1999
Janusz Olszewski - Suwalki 44,68
Andrzej Daniluk - Kraków 43,64
Krzysztof Zapisek - Warszawa 42,22
Rafal Piku la - Wroclaw 41,33
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 36,01
Jerzy Witkowski - Radlin 34,62

395. Liczby rzeczywiste ao, al, a2 l ... , a2000 tworza ciag
monotoniczny. Udowodnic, ze

2000

'"' k2L...,(-1) ak 2:
<=0

G

Zalozenie indukcyjne (dla ciagu ao, al, a2, ... , a2n) mówi, ze w ::::S2; teza indukcyjna
przybiera postac w - u2 + v2 :::: (s - u + V)2. Dla jej dowodu wystarczy wykazac, ze

S2 _ u2 + v2 :::: (s - u + V)2;

to zas wynika z przeksztalcenia

S2 _ u2 + v2 - (s - u + v)2 = 2(s - u)(u - v)

i ze spostrzezenia, ze liczby s - u = ao - al + ... + a2n - a2n+l oraz
u - v = a2n+l - a2n+2 sa jednoczesnie nieujemne lub niedodatnie. To konczy dowód
indukcyjny. Dla n = 1000 mamy teze zadania.

396. Oznaczmy przez Ol srodek sfery zawierajacej punkty A, B, E i F, a przez 02
srodek sfery zawierajacej punkty C, D, E i F. Równolegle proste 0102 i BD
wyznaczaja plaszczyzne, która przecina obie sfery wzdluz ich okregów wielkich.
Jednym z punktów przeciecia tych okregów jest F; oznaczmy ich drugi punkt
przeciecia przez G. Odcinki BG i DG sa srednicami danych sfer.

Niech O~, O~, B', D', G' beda rzutami prostokatnymi punktów 01,02, B, D, G
na prosta AC. Punkt O~ jest srodkiem cieciwy AE pierwszej z rozwazanych sfer;
a poniewaz Ol jest srodkiem jej srednicy BG, to O~ jest jednoczesnie srodkiem odcinka
B'G'; zatem IAB'I = IEG'I. Analogicznie uzasadniamy, ze O~ jest wspólnym srodkiem
odcinków D'G' i CE, wiec ICD'I = IEG'I. Otrzymujemy równosc IAB'I = ICD'I, która
byla dana do udowodnienia.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2000

Zadania z fizyki nr 300, 301
Redaguje Jerzy B. BROJAN

300. Przedstawiony na rysunku 1przekrój pochylni sklada sie z odcinka o dlugosci
l = 2 m nachylonego pod katem a = 300 do poziomu oraz dwóch luków o promieniu
R = 10 m gladko laczacych ten odcinek z pólprostymi poziomymi. Na górnym
poziomie postawiono wózek i nadano mu bardzo niewielka predkosc w prawo. Czy
w czasie zjazdu wózek oderwie sie jedna para kólek od podloza? Korpus wózka jest
jednorodna plytka prostopadloscienna o dlugosci d = 5 cm i wysokosci h = 20 cm
(trzeci wymiar jest nieistotny), osie kólek sa osadzone na koncach dolnego boku plytki
(tzn. w odleglosci 5 cm), a mase kólek, ich promien i tarcie nalezy pominac. Uwaga:
wystarczajace jest rozwiazanie przyblizone, sluszne dla podanych wartosci liczbowych.

Rys. l

301. Z jednorodnego drutu o oporze p na jednostke dlugosci wykonano pieciokat
foremny o boku a. Ile wynosi wartosc indukcji magnetycznej B w srodku tego
pieciokata, jesli do dwóch sasiednich wierzcholków pieciokata przylaczyc zródlo
napiecia U? Pominac pole przewodów doprowadzajacych i przyjac wzgledna
przenikalnosc magnetyczna osrodka równa 1.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2000
Przypominamy tresc zadan:

292. Jednorodna bryla ma ksztalt graniastoslupa, którego
podstawa jest n-katem foremnym. Dla jakich n bryla ta moze
sie toczyc po poziomej powierzchni, tzn. po zetknieciu sciany
z podlozem bedzie sie dalej obracala w te sama strone, bez poslizgu?
Mozna przyjac, ze sila dziala ze strony podloza tylko na kolejne
krawedzie graniastoslupa i ma charakter niesprezysty, tzn. bryla nie
podskakuje.

Pytanie poza konkursem: Jesli n spelnia powyzszy warunek, to ile
wynosi podczas toczenia sie bryly maksymalna liczba "przeskoków"
od jednej krawedzi do nastepnej (uwarunkowana z jednej strony
tym, aby bryla pokonala wzniesienie miedzy przeskokami,
a z drugiej strony tym, aby sila odsrodkowa nie oderwala jej od
podloza)? Pominac straty energii poza przeskokami.

Idea zadania pochodzi od dr. Slawomira Brzezowskiego

292. W momencie zetkniecia sciany graniastoslupa
z podlozem nastepuje "zderzenie" - na krawedz
graniastoslupa bedaca nowa osia obrotu dziala przez
krótka chwile duza sila ze strony podloza. W tym krótkim
przedziale czasu role sily ciezkosci mozna zaniedbac, wiec
obowiazuje zasada zachowania momentu pedu wzgledem
nowej osi. Przedstawiajac moment pedu jako sume
skladnika pochodzacego od ruchu srodka masy i skladnika
odpowiadajacego ruchowi wokól srodka masy, otrzymujemy
równanie (zob. rys. 3)

mr2wo cos a + Iwo = (I + mr2)wi,

gdzie wprowadzilismy oznaczenia:
m - masa bryly,
r - promien okregu opisanego na jej podstawie,

Wo i Wi - predkosci katowe przed "zderzeniem" i po nim,
I - centralny moment bezwladnosci graniastoslupa.

a = 3600/n - kat utworzony przez dwie sasiednie krawedzie
i os graniastoslupa,

Równanie to ma sens pod warunkiem, ze lewa strona jest
dodatnia (inaczej bryla sie zatrzyma), tak wiec szukany
warunek ma postac

mr2 cos a + I > O.

Widzimy, ze tylko dla n = 3 nierównosc moze nie
byc spelniona, gdyz wtedy a = 1200 i pierwszy
skladnik jest ujemny. Jak mozna obliczyc, centralny
moment bezwladnosci trójkata równobocznego wynosi
1= (1/4)mr2, czyli ujemny skladnik przewaza.
Graniastoslup trójkatny nie moze sie wiec toczyc
(proponujemy Czytelnikom sprawdzic na czekoladzie
Toblerone) .
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z Krakowa, a zostala przekazana przez jego uczniów
- zwyciezców Olimpiady Fizycznej.

293. Po napompowaniu powietrza do komory cisnieniowej
w dolnej czesci ustawionej pionowo rury metalowej
(rys. 2) zwolniono tlok, który zostal wyrzucony w góre
(tlokiem tym moze byc zabawka, np. flara opadajaca na
spadochronie). Obliczyc wysokosc osiagana przez ciezarek
o masie 0,4 kg, jesli rura ma dlugosc 2 m (z cZego 75 cm
zajmuje komora cisnieniowa) i srednice wewnetrzna
28 mm, cisnienie atmosferyczne wynosi 105 Pa, a cisnienie
w komorze w chwili zwolnienia spustu - 5 . 105 Pa.
Ponadto dana jest wartosc stosunku ciepel wlasciwych
dla powietrza, = cpjcv = 1,4. Rys. 2

Obliczenia prowadzace do odpowiedzi na pytanie
dodatkowe sa nieco zbyt dlugie, aby je zamiescic
na stronach Delty. O ile Autor sie nie pomylil, to
prostopadloscian (n = 4) moze sie przewrócic tylko raz, dla
n = 5 mozliwe sa dwa kolejne przeskoki, dla n = 6 - trzy,
dla n = 7 - cztery, a dla wyzszych n liczba przeskoków
rosnie coraz szybciej.

'~
' ,

,'~', ,, ,
r, ,, ,, ,, ,

" ,,,,,
"

Wo

Rys. 3

293. Ze wzgledu na duza szybkosc rozprezenia
powietrza zalozymy, ze jest to przemiana adiabatyczna,
tzn. spelnione jest równanie pV'Y = const. Energia
przekazana "pociskowi" przez rozprezajacy sie gaz jest
dana wyrazeniem W = J(p - Patm)dV, a po podstawieniu
powyzszej zaleznosci p(V) i scalkowaniu obliczamy

PoVo ( (VO)'Y-i)W = ,_ 1 1 - Vi - Patm(Vi - Vo) = 110 J.

Jesli straty sa pomijalnie male, to energia ta pozwala cialu
o masie 0,4 kg wzniesc sie na wysokosc 28 m.



Patrz w niebo

Miesiac temu stwierdzilismy, ze laczne dzialanie plywowe na Ziemie wszystkich
planet jest do zaniedbania w porównaniu z dzialaniem Ksiezyca - no,
moze jeszcze z dodatkiem Slonca. Czyzbysmy zapomnieli o dzialaniu
bezposrednim? Okazuje sie, ze obliczenie dzialan bezposrednich tez moze
zgotowac niespodzianke. Mianowicie na podstawie newtonowskiego prawa
grawitacji bez trudu obliczamy, ze przyspieszenie Ksiezyca ze strony Slonca
(o masie 2 x 1030 kg z odleglosci 1,5 x 1011 m) jest w przyblizeniu dwa razy
wieksze niz ze strony Ziemi (o masie 6 x 1024 kg z odleglosci tylko 3,84 x 108 m).
To dlaczego Ksiezyc w ogóle trzyma sie Ziemi?! Odpowiedz jest prosta, ale
jakby znowu odwolujaca sie do zjawiska plywów: praktycznie takiemu samemu
jak Ksiezyc przyspieszeniu ze strony Slonca podlega Ziemia, bo oba ciala sa
niemal w tej samej odleglosci od Slonca. Zatem bezposrednie dzialanie Ziemi
na Ksiezyc dominuje nad mala róznica tych przyspieszen, która jest przyczyna
jedynie niewielkich zaburzen okoloziemskiego ruchu Ksiezyca.

Ale jednak mozna by miec obawy, ze jezeli planety "ustawia sie na jednej
linii", to moze wspólnymi silami zdolaja sciagnac Ziemie z jej orbity, i co
wtedy? Oszacowanie tych oddzialywan (tj. skladników przyspieszenia
Ziemi) na podstawie tego samego prawa powszechnego ciazenia jest sprawa
banalna. Okazuje sie, ze naj silniej na Ziemie dziala Slonce, jest w koncu
naj masywniejszym cialem Ukladu Slonecznego. Dwiescie razy slabiej dziala
Ksiezyc - bo choc jest znacznie blizej, to jego masa jest drobnym ulamkiem
masy Slonca. Jowisz jest tysiac razy lzejszy od Slonca i piec razy niz ono dalej,
dziala wiec na Ziemie 25000 razy slabiej. Wenus jest lzejsza od Slonca 400000
razy i jej dzialanie jest znikome, mimo ze bywa trzy razy blizej Ziemi niz Slonce.
Przyspieszenie ze strony innych planet jest juz porównywalne z przyspieszeniem
wywieranym przez czlowieka stojacego w odleglosci metra. Tak czy inaczej,
skoro te polaczone oddzialywania przez kilka miliardów lat nie sciagnely Ziemi
z orbity, to zapewne i tym razem nic sie Ziemi nie stanie.

Tomasz KWAST

Czerwiec

Rozwiazanie zadania F 526.
Oznacz lny ogniskowe soczewek
odpowiednio przez h, h, 13· Jezeli
soczewki sa cienkie, to dla ukladu
soczewek l i 2 mamy

l l l- + - -­h h F'
a dla ukladu 2 i 3

l l l
h + h = -7'

Rozpatrujac plytke szklana jako uklad
scisle przylegajacych soczewek, mamy

l l l-+-+- =0.h h h
Stad otrzymujemy, ze

--~, 13=Fh = j, 12- F+ j

Rozpoczynamy wakacje, nadchodzi miesiac naj krótszych i najjasniejszych nocy.
Formalnie uwaza sie, ze tzw. noc astronomiczna to czas, gdy Slonce znajduje sie
co najmniej 180 pod horyzontem. Otóz w czerwcu nawet o pólnocy Slonce nie
obniza sie tak bardzo, oczywiscie w naszej szerokosci geograficznej. Ta graniczna
wartosc wysokosci Slonca jest wprawdzie dosc umowna, praktyka jednak
wykazuje, ze istotnie, gdy Slonce zejdzie nizej pod horyzont, to niebo staje
sie juz "porzadnie" czarne i mozna prowadzic równie "porzadne" obserwacje
astronomiczne. Ale nie oznacza to, ze w czerwcu polscy obserwatorzy uwazaja
sie za usprawiedliwionych i nic nie robia.

Lato zaczyna sie 21 VI. Slonce wstepuje wtedy w znak Raka, a wiec przechodzi
z gwiazdozbioru Byka do Blizniat. W tej tez okolicy znajduja sie Wenus i Mars,
a wiec planet tych nie widac, a ich zlaczenia ze Sloncem zachodza odpowiednio
11 VI i 1 VII. Jowisz i Saturn (ich zlaczenia ze Sloncem byly w maju) znajduja
sie na granicy Barana i Byka, a wiec juz okolo 30° od Slonca i planety te mozna
juz widziec nad ranem. Tak wiec konczy sie seria zlaczen jasnych planet ze
Sloncem, czyli "ustawienie planet na jednej linii" odchodzi do przeszlosci. Nów
Ksiezyca wypada 2 VI, pelnia 16 VI. W czerwcu Ksiezyc nie zakrywa zadnej
jasnej gwiazdy.

T.K.

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

Kazda plaszczyzna przechodzaca przez srodek
szescianu dzieli go na dwie jednakowe bryly. Sposród
plaszczyzn przechodzacych przez srodek czworoscianu
foremnego jedynie 7 ma te wlasnosc - które?
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o Trójkat dzielimy na trójkaty w ten sposób, aby
o zarówno w starych, jak i nowych wierzcholkach
o spotykalo sie ich tyle samo. Ile? Jedyne mozliwosci to
o 3, 7 i 19. Dlaczego akurat tyle?
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nam mozliwosc dokonania podzialu stosu 7-elementowego
na stosy o licznosciach 1 i 6, co nie zmienia faktu,
ze liczba Grundy'ego r6 (7) pozycji zlozonej z jednego
stosu 7-bierkowego w grze RÓZNE STOSY wynosi O

pomimo wprowadzenia zakazu tworzenia stosów zlozonych
z 6 bierek.

GRY (13)

Dla stosu zlozonego z 8 bierek zabroniony jest podzial na
stosy 2 i 6, co juz ma wplyw na liczbe Gundy'ego, gdyz
r(8) = 2, podczas gdy r6 (8) = 1.

Dla stosu zlozonego z 7 bierek mielismy dotychczas
trzy mozliwe posuniecia prowadzace do pozycji o liczbie
Grundy'ego odpowiednio 1, 2 i 1, skad wyliczylismy,
ze liczba Grundy'go r(7) stosu 7-elementowego jest
równa O (jako najmniejsza liczba calkowita nieujemna
niewystepujaca wsród liczb 1, 2 i 1).

Zasiadamy teraz do gry RÓZNE STOSY z przeciwnikiem,
który jest dziwnie przesadny i stawia warunek: Nigdy,
przenigdy, podczas gry nie moze sie pojawic stos
majacy dokladnie 6 bierek. Nie mamy wyjscia,
przeciwnik jest uparty, wiec przystajemy na ten warunek.

Co zmienia przyjecie takiego ograniczenia? Dopóki w grze
sa tylko stosy majace mniej niz 6 bierek, wszystko jest po
staremu.

Przy 9 bierkach modyfikacja gry daje znac o sobie
jeszcze bardziej, gdyz oprócz zakazu podzialu na stosy
3 i 6, do glosu dochodzi zmiana liczby Grundy'ego stosu
8-elementowego.

Zastanów sie, Drogi Czytelniku, jak zmieni sie po wyzej
wprowadzonym ograniczeniu przebieg gry rozpoczynajacej
sie od stosu zlozonego z 37 bierek, która opisalismy
w poprzednim r-limatiasie. Odpowiedz za dwa miesiace.

8 bierek

(6 zabronione)
Pozycja

Liczba Grundy'ego
1,7

O +2 O = O

3,5
1 +2 2 = 3

9 bierek

(6 zabronione)
Pozycja

Liczba Grundy'ego
1,8

0+22 = 2
2,7

O +2 O = O

4,5
0+22 = 29 bierek

Pozycja

Liczba Grundy'ego
1,8

0+22 = 2
2,7

O +2 O = O

3,6
-1 +21 = O

4,5
0+22= 2

8 bierek

Pozycja

Liczba Grundy'ego
1,7

O +2 O = O

2,6
0+21 = 1

3,5
1 +2 2 = 3

7 bierek

(6 zabronione)
Pozycja

Liczba Grundy'ego
2,5

0+22= 2
3,4

1 +2 0=17 bierek

Pozycja

Liczba Grundy'ego
1 ,6

0+21 = 1
2,5

0+22 = 2
3,4

1 +2 0=1

Jezeli zabronimy tworzenia stosów 6-bierkowych, odpadnie JWR

Najgorsze przyblizenia liczby 7r (1)
Jest duzo wzorów dajacych bardzo dobre przyblizenia liczby 71'. W poszukiwaniu przyblizen najgorszych jest oczywiscie sporo
przekory. Nie chodzi jednak o podanie przyblizen z sufitu. Przedstawiamy wzory, które w granicy daja dokladna wartosc Jr,

jednak zbieznosc jest, mówiac delikatnie, nie najszybsza. Wzory te pojawiaja sie w sposób naturalny, jednak naklad pracy
wlozonej w obliczenie przyblizonej wartosci Jr przy ich uzyciu procentuje nie najlepiej.

Arcus sinus

Korzystamy z rozwiniecia funkcji arcsin w szereg potegowy. Dla x E [-1,1] mamy

. 1·x3 1·3·x5 1·3·5·x7 1·3·5· .... (2n-1).x2n+l
arcsm x = x + -- + --- + + ... + ) ( ) + ... ,2 ·3 2 ·4 . 5 2 . 4 . 6 . 7 2 . 4 . 6 ..... (2n . 2n + 1

skad po podstawieniu x = 1 otrzymujemy

. ( 1 1·3 1·3·5 1·3·5· .... (2n - 1) )Jr = 2 arcsm1 = 2 1 + - + -- + ---- + ... + -----( -)-(---) + ....2 . 3 2 . 4 . 5 2 . 4 . 6 . 7 2 . 4 . 6 .... ' 2n . 2n + 1

Uwzglednimy 50 wyrazów powyzszego szeregu, aby otrzymac iscie imponujaco wygladajace przyblizenie

64341351001831558926908434473869802762184342487946190274503565130433
Jr ::::o -21-5-7-74-1-1-0-12-7-1-54-2-9-44-7-2-4-37-5-7-70-0-0-0-91-2-8-94-8-0-4-67-7-1-36-5-1-3-44-2-4-92-4-0-9-00-5-9-98-0-8-00'

w którym licznik i mianownik maja po 68 cyfr.

Nie pytaj, Drogi Czytelniku, ile cyfr po przecinku daje
to przyblizenie, zobacz lepiej, co jest przed przecinkiem.
Powyzszy ulamek daje bowiem Jr ::::o 2,98188.

Przy 1000 wyrazów otrzymujemy przyblizenie Jr ulamkiem
o 1463-cyfrowym liczniku i 1462-cyfrowym mianowniku.

Nie bedziemy przytaczac tego ulamka ograniczajac sie do
przyblizenia, jakie on daje: Jr ::::o 3,1059.

10000 wyrazów daje Jr ::::o 3,1303, a przy 100000 wyrazów
otrzymujemy Jr ::::o 3,138, widac wiec, ze sumy czesciowe
szeregu zaczynaja sie upodabniac do rzeczywistej
wartosci Jr bardzo powoli.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

17



Dodatek Olimpijski
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Olimpiad: Astronomicznej, Matematycznej i Fizycznej

XLII OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 1999/2000

ZADANIA ZAWODÓW I STOPNIA (druga seria)

1. Za pomoca kamery o ogniskowej 19 m uzyskano
obrazy trzech cial sposród planet i ksiezyców
Ukladu Slonecznego. Liniowe rozmiary tych obrazów
wynosily dl = 17,1 cm, d2 = 0,41 cm i d3 = 0,82 cm.
Przedyskutuj, czy jednoznacznie mozna rozstrzygnac,
jakich cial niebieskich obrazy uzyskano.
Potrzebne dane znajdz samodzielnie.

2. Narysuj tarcze zegara z 24-godzinna podzialka.
W miejscach tarczy odpowiadajacych momentowi
górowania w lokalnym czasie gwiazdowym w dniu
równonocy wiosennej 1999 r., umiesc symbole Ksiezyca
(z graficznie zaznaczona faza), Slonca i planet, a takze
punktów równonocy i przesilen.
Potrzebne dane znajdz samodzielnie.

3. W grudniu 1995 r. zarejestrowano niezwykle slabe
obiekty. Po dwóch latach okazalo sie, ze przemiescily
sie one o kat okolo 1/20 sekundy luku. Czym moga
byc te obiekty? Czy moga to byc obiekty polozone:
- w naszym Ukladzie Planetarnym,
- w przestrzeni miedzygwiazdowej,
- w przestrzeni miedzygalaktycznej?

Uwaga: Sformulowanie "niezwykle slabe obiekty"
oznacza, ze byly one na granicy mozliwosci
rejestracyjnych teleskopu Hubble'a.

4. Krótko scharakteryzuj gwiazdy Wolfa-Rayeta.



ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA

1. W maju 1997 roku za pomoca HST uzyskano
widmo centralnej czesci galaktyki M84. Z widma
wynika, ze w odleglosci 26 lat swietlnych od srodka
galaktyki predkosc orbitalna wynosi 400 km/s.
Przedyskutuj, czy w centrum tej galaktyki moze byc
czarna dziura.

2. W biezacym roku Ziemia bedzie w punkcie
odslonecznym 4 lipca. (a0 = 6h54ffi; 80 = +22°52').
Punkt odsloneczny - uwzgledniajac równiez precesje ­
porusza sie ruchem prostym 61~'7rocznie. Oblicz, po
jakim czasie Ziemia znajdzie sie w aphelium w dniu
równonocy jesiennej.

3. Jasnosci obserwowane dwóch gwiazd
tworzacych uklad wizualnie podwójny róznia sie
o !lm = 1,25 mag, a róznica ich jasnosci absolutnych
wynosi !lM = 1 mag. Jak sa usytuowane te gwiazdy
wzgledem obserwatora i czy moga one tworzyc uklad
fizycznie podwójny?

4. W dniu 5 listopada 1999 r. droga astrometryczna
odkryto, ze gwiazde HD209458 (o parametrach
niemal identycznych ze Sloncem) obiega planeta.
Jej okres obiegu wynosi 3,523 doby. Jakich efektów
fotometrycznych nalezaloby sie spodziewac, gdyby
zalozyc, ze plaszczyzna orbity planety lezy blisko
kierunku Ziemia-gwiazda, a promien planety jest
o 60% wiekszy od promienia J owisza?

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

r,~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~,
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1. Wykaz, ze grawitacyjna energia gromadzona
w formie ciepla w fazie formowania sie ciala
planetarnego podczas spadku na to cialo kolejnych
porcji materii jest proporcjonalna do p2 R5, gdzie p jest
srednia gestoscia powstalego ciala planetarnego, a R
- jego promieniem.

2. Na zalaczonym wykresie przedstawiono usredniona
krzywa jasnosci zmiennej zacmieniowej w zaleznosci od
fazy. Okresl parametry charakteryzujace gwiazdy tego

7.50

odleglosc w peryhelium q0,58715 AU

mimosród
e0,96728

dlugosc wezla wstepujacego

n57~ 50

dlugosc peryhelium

w111~ 75

nachylenie orbity

i162~ 21
moment przejscia przez peryhelium

1910 IV 20~ 1777

4. Aparatura planetarium odtwarza wyglad nieba
o godz. 21:00 UT. Wyznacz wspólrzedne równikowe
równonocne oraz horyzontalne widocznej na niebie
komety.
1) Okresl z mozliwie najwieksza dokladnoscia miejsce

obserwacji odpowiadajace temu wygladowi nieba.
2) Okresl date obserwacji, wiedzac, ze dotyczy ona

2000 r.
3) Wymien wszystkie te obiekty z katalogu Messiera,

które sa odtwarzane na niebie planetarium.
Wyniki obserwacji zapisz na zalaczonym arkuszu
obserwacyjnym .

5. Dwa identyczne meteoroidy leca obok siebie
równoleglymi torami z predkoscia 20 km/s wzgledem
Ziemi. Pierwszy wpadl w atmosfere Ziemi pod

3. W 1910 roku kometa Halleya przechodzila przez
peryhelium. Podczas tego zblizenia Ziemia znalazla
sie w gazowym warkoczu komety. Oblicz, kiedy
mialo miejsce to zjawisko i jaka byla wówczas
odleglosc jadra komety od Ziemi? Elementy orbity
komety Halleya podane sa w zalaczonej tabelce.
W rozwiazaniu przyjmij kolowosc orbity Ziemi oraz
radialnie odsloneczny kierunek warkocza komety.

ukladu i sam uklad podwójny, wiedzac, ze okres
zmiennosci wynosi 2,77 doby, a typ .widmowy
goretszego skladnika B5V. Zalóz, ze zacmienia sa
centralne.
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katem 45° bezposrednio nad obserwatorem, a drugi
150 km dalej. Spalily sie w identyczny sposób na
wysokosci 80 km, tworzac slady o dlugosci 5 km.
Obserwator zauwazyl, ze pierwszy slad rozpoczyna
sie w zenicie oraz ze oba slady meteorów lezaly
w poludniku niebieskim. Opisz, jakie róznice miedzy
oboma zjawiskami dostrzeze obserwator.

6. Zjawisko Hawkinga, dotyczace czarnych
dziur, polega na ich parowaniu w wyniku emisji
promieniowania ciala doskonale czarnego.
Temperature czarnej dziury mozna opisac wzorem

sM0 k' .
T = 6,2 . 10- M' w torym temperatura Jest
wyrazona w kelwinach. Za promien czarnej dziury

. ,. lk " 2MG W . hmozna uznac WIe osc r g = --2 - . powyzszycc

wzorach M0' M, G oraz c sa odpowiednio
masa Slonca, masa rozwazanej czarnej dziury,
stala grawitacji i predkoscia swiatla. Latwo
zauwazyc, ze ostatnie stadia istnienia czarnej dziury
maja gwaltowny charakter, a ich opis jest dosc
skomplikowany. Jednak wykonujac proste rachunki,
mozna uzyskac interesujace oszacowania. Rozwazmy
czarna dziure o masie tysiaca ton.
I. Zakladajac, ze w trakcie parowania promien
i temperatura czarnej dziury sa stale,
a promieniowanie ogranicza sie do widma fal
elektromagnetycznych, oblicz:
a) jak dlugo bedzie jeszcze istniec ta czarna dziura?
b) jaka bedzie jej moc promieniowania?
c) w jakim zakresie widma nalezy poszukiwac tych

zjawisk?
II. W trakcie parowania promien i temperatura
czarnej dziury ulega zmianie. Okresl jakosciowo, jaki
wplyw maja te zmiany na uzyskane w poprzednim
punkcie oszacowania. W szczególnosci zastanów sie,
czy w realistycznym przypadku odpowiedz w punkcie
"c" ulegnie istotnym zmianom.

Koncowa klasyfikacja

Laureaci

I miejsce Aleksander SADOWSKI, kl. II, I LO
im. Ziemi Kujawskiej we Wloclawku
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Mariusz Sobczak).

II miejsce Tomasz TYRANOWSKI, kl. II, I LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
(nauczyciel: mgr Ryszard Zapala,
opiekun przygotowujacy do olimpiady: mgr Teresa Mach).

III miejsce ex aequo:
Milosz JERKIEWICZ, kl. IV, I LO im. Stefana
Zeromskiego w Jeleniej Górze
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Benedykt Lubiszewski);

Lech LOBODZINSKI, kl. III, I LO im. Antoniego
Osuchowskiego w Cieszynie
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Urszula Klemczak).

IV miejsce Marcin PIENKOWSKI, kl. IV, I LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
(nauczyciel: mgr Stanislaw Brzezowski,
opiekun przygotowujacy do olimpiady: Patryk Mach).

Finalisci

V miejsce Gabriel PIETRZYKOWSKI, kl. IV, LO
im. Boleslawa Prusa w Skierniewicach
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Jan Malka).

VI miejsce ex aequo:
Damian BOGDANOWICZ, kl. III, Zespól Szkól

III

Ogólnoksztalcacych Nr 1 im. Stefana Zeromskiego
w Leborku
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Wlodzimierz Klata).

Tomasz SKIBA, kl. IV, IV LO im. Mikolaja Kopernika
w Rzeszowie
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Franciszka Kita).

Pozostali uczestnicy finalu
w kolejnosci alfabetycznej:

Andrzej JASTRZEBSKI, kl. III, II LO im. Króla Jana III
Sobieskiegow Grudziadzu;
Agnieszka KONDRAT, kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu;
Aleksander KORZYNSKI, kl. III, II LO im. Stefana
Batorego w Warszawie;
Robert KUZMIAK, kl. III, I LO im. Wladyslawa
Sikorskiegow Miedzyrzecu Podlaskim;
Marek MISZTAL,kl. II, II LO w Konskiem;
Andrzej NIEWEGLOWSKI, kl. III, LO w Radzyniu
Podlaskim;
Maciej PASZKOWSKI-ROGACZ,kl. IV, I LO
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi;
Piotr SADOWSKI, kl. IV, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu;
Joanna Maja SLAWINSKA,kl. IV, II LO im. Hetmana
Jana Zamoyskiegow Lublinie;
Radoslaw WOJTAK, kl. III, II LO im. Mikolaja Reja
w Krasniku;
Pawel WOLAK, kl. II, I LO im. Aleksandra Patkowskiego
w Sandomierzu.
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ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA (25-26 lutego 2000)

1. Rozstrzygnac, czy kazda liczbe wymierna dodatnia
mozna przedstawic w postaci

a2 + b3

c5+d7'

gdzie a, b, c, d sa liczbami calkowitymi dodatnimi.

2. Dwusieczna kata BAC trójkata ABC przecina okrag
opisany na tym trójkacie w punkcie D róznym od A.
Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktów B i C na prosta AD. Dowiesc, ze

AD 2: BK +CL.

3. Na polach szachownicy n x n rozmieszczono
n2 róznych liczb calkowitych, po jednej na kazdym
polu. W kazdej kolumnie pole z najwieksza liczba
pomalowano na czerwono. Zbiór n pól szachownicy
nazwiemy dopuszczalnym, jezeli zadne dwa z tych pól
nie znajduja sie w tym samym wierszu ani w tej samej
kolumnie. Sposród wszystkich zbiorów dopuszczalnych

wybrano zbiór, dla którego suma liczb umieszczonych
na jego polach jest najwieksza. Wykazac, ze w tak
wybranym zbiorze jest czerwone pole.

4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego
w trójkat ABC, w którym AB #- AC. Proste BI i CI
przecinaja boki AC i AB odpowiednio w punktach
D i E. Wyznaczyc wszystkie miary kata BAC, dla
których moze zachodzic równosc Dl = El.

5. Niech N pznacza zbiór liczb calkowitych dodatnich.
Rozstrzygnac, czy istnieje taka funkcja f : N -+ N, ze
dla kazdego n E N zachodzi równosc f(f(n)) = 2n.

6. Wielomian w(x) stopnia drugiego
o wspólczynnikach calkowitych przyjmuje dla
calkowitych x wartosci bedace kwadratami liczb
calkowitych. Dowiesc, ze wielomian w(x) jest
kwadratem pewnego wielomianu.

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA (3-4 kwietnia 2000)

1. Dana jest liczba calkowita n 2: 2. Wyznaczyc liczbe
rozwiazan (Xl, X2, ... , xn) ukladu równan

X2 + xi = 4XI

X3 + x~ = 4X2

X4 + x~ = 4X3

Xn + X;_l = 4Xn-1

Xl + X; = 4xn

w liczbach rzeczywistych nieujemnych.

2. Dany jest trójkat ABC, w którym AC = BC.

Punkt P lezy wewnatrz trójkata ABC, przy czym
LPAB = LPBC. Punkt M jest srodkiem boku AB.
Dowiesc, ze

LAP M + LBPC = 1800•

3. Ciag liczb naturalnych (Pn) spelnia nastepujace
warunki:
10 Pl i P2 sa liczbami pierwszymi,
20 dla n 2: 3 liczba Pn jest najwiekszym dzielnikiem

pierwszym liczby

Pn-l + Pn-2 + 2000.

Udowodnic, ze ciag (Pn) jest ograniczony.

4. W ostroslupie prawidlowym o wierzcholku S
i podstawie AIA2 ... An kazda krawedz boczna tworzy
z plaszczyzna podstawy kat 600• Dla kazdej liczby
naturalnej n 2: 3 rozstrzygnac, czy mozna wybrac
takie punkty B2, B3, , Bn lezace odpowiednio na
krawedziach A2S, A3S, , AnS, ze

AIB2 + B2B3 + B3B4 + + Bn-IBn + BnAI < 2AIS .

5. Dla danej liczby naturalnej n 2: 2 znalezc
najmniejsza liczbe k o nastepujacej wlasnosci:
Z dowolnego, k-elementowego zbioru pól szachownicy
n x n, mozna wybrac taki niepusty podzbiór, ze liczba
pól tego podzbioru w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie szachownicy jest parzysta.

6. Stopien wielomianu P (x) o wspólczynnikach
rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto dla kazdego X

p(x2 - 1) = (p(x))2 - 1.
Udowodnic, ze dla kazdej liczby rzeczywistej X

zachodzi równosc

P(x)=x.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezc w internecie pod adresem: www.impan.gov.pl/-olimp/
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Koncowa klasyfikacja

Nagroda stopnia pierwszego

1. Mateusz KWASNICKI, kI. III LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu (nauczyciele: Przemyslaw
Szczepaniak, Augustyn Kaluza, Krystyna Czycza i Krzysztof
Omiljanowski).

Nagrody stopnia drugiego
2. Tomasz CZAJKA, kI. IV, LO im. Komisji Edukacji
Narodowej w Stalowej Woli (nauczyciele: Waldemar Rozek
i Henryk Pawlowski).
3. Michal ADAMASZEK, kI. III, V LO
w Bielsku-Bialej (nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
4. Lech DURAJ, kI. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula
Szwedzicka,Pawel Gniadek i Leslaw Skrzypek).

5. Wojciech CZERWINSKI, kI. II, XIV LO
im. Stanislawa Staszica w Warszawie (nauczyciele: Jerzy
Konarski i Kazimierz Cegielka).

Nagrody stopnia trzeciego
6-10. Przemyslaw BRONIEK, kI. IV, V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele:
Armen Edigarian, Jacek Dymel, Leslaw Skrzypek, Maja
Jasienska, Urszula Szwedzickai Michal Kapustka).

Pawel PARYS, kI. II, LO im. Stanislawa Staszica
w Tarnowskich Górach (nauczyciele: Dariusz Nowak i Józef
Kalinowski).
Bartosz SULKOWSKI, kI. III, V LO w Bielsku-Bialej
(nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
Pawel WALTER, kI. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula Szwedzicka
i Leslaw Skrzypek).
Marcin WOJNARSKI, kI. IV, Katolickie LO
Ks. Pijarów w Krakowie (nauczyciel: Krzysztof Reczek).
11-13. Katarzyna JACHIM, kl. III, LO im. Komisji
Edukacji Narodowej w Stalowej Woli (nauczyciel:
Waldemar Rozek).

Artur JEZ, kI. III, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu (nauczyciele: Stefan Mizia i Zbigniew
Romanowicz).

* W sklad delegacji polskiej na XLI Miedzynarodowa Olimpiade
Matematyczna, która odbedzie sie w Korei Poludniowej
w dniach 16-25 lipca br., powolani zostali: Michal Adamaszek,
Tomasz Czajka, Wojciech Czerwinski, Lech Duraj, Mateusz
Kwasnicki i Marcin Wojnarski. Na zawodników rezerwowych
powolano Wojciecha Kaminskiego i Jakuba Gismatullina.

* Na XXIII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne, które
odbeda sie w dniach 25 czerwca - 5 lipca br. w Polsce, powolano
delegacje, w sklad której wejda: Przemyslaw Broniek, Jakub
Byszewski, Artur Jez, Roman Lomowski, Marcin Sabok
i Bartosz Sulkowski. Zawodnicy rezerwowi: Jacek Jurewicz,
Jakub Zwierz i Lech Stawikowski.
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Marcin SABOK, kI. IV, XV LO im. mjr. Piotra
Wysockiego we Wroclawiu (nauczyciele: Grazyna
Pilkowska, Augustyn Kaluza i Zbigniew Romanowicz).

14. Wojciech KAMINSKI, kl. IV, I LO im. Mikolaja
Kopernika w Lodzi (nauczyciele: Adam Paszkiewicz, Andrzej
Komisarski i Maciej Czarnecki).

15. Jakub GISMATULLIN, kl. IV, XIV LO
im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu (nauczyciel: Stefan
Mizia).

16. Grzegorz HERMAN, kI. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula Szwedzicka
i Pawel Gniadek).

Wyróznienia
Michal BORNY, kl. IV, II LO im. Jana Zamoyskiego
w Lublinie (nauczyciel: Jacek Klisowski).
Jakub BYSZEWSKI, kl. III, I LO im. Juliusza Slowackiego
w Chorzowie (nauczyciel: Dariusz Kuziar).

Przemyslaw GRUDZINSKI, kl. IV, IV LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Toruniu (nauczyciel: Henryk Pawlowski).
Michal JABLONOWSKI, kl. IV, III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni (nauczyciel: Wojciech Tomalczyk).
Jacek JUREWICZ, kl. III, II LO im. Konstantego
Ildefonsa Galczynskiego w Olsztynie (nauczyciel: Teresa
Pik).
Roman LOMOWSKI, kl. II, VI LO im: Jana i Jedrzeja
Sniadeckich w Bydgoszczy (nauczyciele: Henryk Pawlowski
i Anna Karaszewska).

Krzysztof MACZYNSKI, kl. IV, V LO w Bielsku-Bialej
(nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
Piotr NIEMCZYK, kl. IV, V LO w Bielsku-Bialej
(nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
Krzysztof ONAK, kl. IV, III LO im. Adama Mickiewicza
w Tarnowie (nauczyciele: Józef Citak i Edward Tutaj).
Lech STAWIKOWSKI, kl. VIII Szkoly Podstawowej
nr 84 we Wroclawiu (nauczyciele: Boguslaw Merdas, Monika
Waszkiewicz-Bolenowska,Zbigniew Romanowicz i Zdzislaw
Slomian).
Andrzej TYMOCZKO, kl. IV, IV LO im. Mikolaja
Kopernika w Rzeszowie (nauczyciel: Mariusz Kraus).
Jaroslaw WRONA, kl. II, I LO im. Mikolaja Kopernika
w Krosnie (nauczyciel: Andrzej Bysiewicz).
Tadeusz ZIMIRSKI, kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Armen Edigarian i
Urszula Szwedzicka).
Jakub ZWIERZ, kl. III, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu (nauczyciele: Stanislaw Bus i Zbigniew
Romanowicz).

* Powolano tez delegacje na XI Olimpiade Matematyczna
Panstw Baltyckich, która odbedzie sie w Norwegii w listopadzie
br. Sklad delegacji: Grzegorz Herman, Katarzyna Jachim, Pawel
Parys, Pawel Walter i Jaroslaw Wrona. Zawodnicy rezerwowi:
Jacek Jurewicz, Jakub Zwierz i Lech Stawikowski.

* Na obóz naukowy Olimpiady Matematycznej, który odbedzie
sie w Zwardoniu w dniach 4-17 czerwca br., powolano
nastepujace osoby: Michal Adamaszek, Przemyslaw Broniek,
Jakub Byszewski, Wojciech Czerwinski, Lech Duraj, Jakub
Gismatullin, Grzegorz Herman, Katarzyna Jachim, Artur Jez,
Jacek Jurewicz, Mateusz Kwasnicki, Pawel Parys, Marcin
Sabok, Lech Stawikowski, Bartosz Sulkowski, Pawel Walter,
Marcin Wojnarski, Jaroslaw Wrona i Jakub Zwierz.



ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA

XLIX OLIMPIADA FIZYCZNA 1999/2000

1. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B,
w plaszczyznie prostopadlej do linii pola znajduje sie
sztywny przewód kolowy z poprzeczka wzdluz srednicy
kola o promieniu r (rys. 1), wykonany z cienkiego,
jednorodnego drutu o stalym oporze p przypadajacym
na jednostke dlugosci. Przewód moze obracac sie
wokól ustalonej osi, równoleglej do linii pola B,
przechodzacej przez srodek O kola. Do punktu O oraz
punktu P lezacego na obwodzie kola dolaczono zródlo
stalego napiecia U. Kat, jaki tworzy promien OP
z poprzeczka, wynosi a (rys. 1). W jakim zakresie
katów taki silnik ruszy z miejsca, jezeli musi pokonac
moment sil tarcia równy Mo?
Dane: B = 5 .10-3 T, U = 2 V, P = 0,1 n· m-l,
r = 0,1 m, Mo = 4,63 . 10-3 N . m.

Rys. l

2. Dwa samochody A i B jada naprzeciw siebie
na prostej drodze. Predkosc A wynosi 90 km/h,
zas predkosc B wynosi 54 km/h. Po minieciu sie
samochodów rejestrowana przez A czestotliwosc
dzwieku emitowanego przez B zmienia sie o 127,3 Hz.
a) Ile wynosi czestotliwosc dzwieku emitowanego przez

samochód B?
b) Jaka czestotliwosc dzwieku odbiera kierowca

samochodu A przed, a jaka po minieciu
samochodu B?

c) Jak zmienia sie wyniki, jesli podczas jazdy
samochodów wieje wiatr z predkoscia 36 km/h
w kierunku jazdy samochodu B?

Przyjmij, ze predkosc dzwieku w powietrzu wynosi
340 m/s.

3. Pomieszczenie o wymiarach 2 m x 2 m x 2,24 m
zawiera powietrze o skladzie: 21% objetosci - tlen,
79% - azot. Temperatura powietrza wynosi ooe,
a cisnienie - 101,3 kPa. Na scianach pomieszczenia

VI

znajduje sie 0,2 kg sadzy (czystego wegla).
Iskra elektryczna zapoczatkowuje gwaltowny
proces spalania. Zakladajac, ze sciany sa sztywne
i nie przewodza ciepla, oblicz koncowe wartosci
temperatury i cisnienia w pomieszczeniu.
Przyjmij, ze wystepujace gazy zachowuja sie jak gazy
doskonale, ze czasteczki tych gazów sa sztywne oraz ze
wegiel ulega calkowitemu spaleniu na e02.
Stala gazowa R = 8,3 J . mol-l. K-I, cieplo wydzielone
podczas spalania wegla wynosi q = 3,95 . 105 J . mol-l.

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji:
1. igle magnetyczna na podstawce niemagnetycznej ,
2. kawalki drutu miedzianego, pret drewniany, tasme

samoprzylepna, plasteline,
3. linijke i papier milimetrowy,
4. statyw,
5. zasilacz pradu stalego do 5 A, amperomierz,

opornice suwakowa, przewody i krokodylki,
6. katomierz zamieszczony ponizej tresci zadania.

Wyznacz wielkosc poziomej skladowej wektora
indukcji ziemskiego pola magnetycznego. Wskaz
zródla bledu pomiarowego, zaproponuj sposoby jego
zmniejszenia i zastosuj je w rozwiazaniu.

Ocen wielkosc bledu pomiarowego otrzymanego
wyniku.

Wyjasnij przyczyny, dlaczego otrzymany wynik moze
sie róznic od rzeczywistej wartosci poziomej skladowej
wektora indukcji ziemskiego pola magnetycznego.

Rys. 2



ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

l. Lancuch zlozony z 18 jednakowych, jednorodnych,
sztywnych cienkich pretów zostal podwieszony do
poziomego sufitu (rys. 1). Prety moga obracac sie
swobodnie wokól zlaczy. Najnizej wiszace prety tworza
z poziomem kat et = 30°.
a) Jaki kat tworza z sufitem krancowe prety?
b) Jaka jest wartosc sily dzialajacej na sufit

w punkcie zaczepienia lancucha, jezeli jego ciezar
wynosi P?

Rys. l

2. Magnes staly wytwarza jednorodne pole
magnetyczne o indukcji B w obszarze o szerokosci d

(indukcje poza tym obszarem mozna zaniedbac).

y

®

B

Rys. 2

VII

Magnes ten porusza sie z predkoscia Vo = (-vo, O),
prostopadle do linii pola (rys. 2). Z lewej strony (patrz
rys. 2) nadlatuje czastka o masie m, naladowana
dodatnim ladunkiem elektrycznym q. Przed wejsciem
w obszar pola magnetycznego czastka porusza sie
z predkoscia v skierowana pod katem et do osi x.

Znajdz taka szerokosc d, dla której czastka po
opuszczeniu obszaru pola magnetycznego porusza sie
równolegle do osi y.
Dane: B = 10-3 T, q = 1,6.10-17 C,
m = 1,7.10-21 kg, Vo = 3 m/s, v = 10 m/s, et = 30°.

3. Kulisty mikrometeoryt porusza sie w kierunku
srodka Ziemi. W wyniku zderzen z czasteczkami
powietrza nastepuje zmniejszenie predkosci oraz
ogrzanie mikrometeorytu. Zderzenia z czasteczkami
powietrza nie sa sprezyste, ale w ich wyniku nie
zmienia sie masa mikrometeorytu. Predkosc v
mikrometeorytu na wysokosci h nad powierzchnia
Ziemi jest powiazana z gestoscia powietrza przyblizona
zaleznoscia:

v(h) = voe-,Hp(h) ,

gdzie p(h) oznacza gestosc atmosfery na wysokosci h,

'Y= 7r R2 lm, R - promien mikrometeorytu, a m
- jego masa, stala H = 8400 m; Vo jest predkoscia
mikrometeorytu w chwili wejscia w atmosfere·

Predkosci termiczne czasteczek powietrza sa znacznie
mniejsze od rozwazanych predkosci mikrometeorytu.
Wyznacz:
a) liczbe zderzen czasteczek powietrza

z mikrometeorytem w jednostce czasu w zaleznosci
od jego predkosci.

W zakresie wysokich temperatur energia potrzebna na
zmiane temperatury ciala jest znikoma w porównaniu
z energia wypromieniowywana. Przyjmujac,
ze w kazdym zderzeniu czasteczki powietrza
z mikrometeorytem polowa energii kinetycznej ruchu
czasteczki wzgledem mikrometeorytu jest zuzywana na
jego ogrzewanie, wyznacz:
b) zaleznosc temperatury mikrometeorytu od jego

predkosci w zakresie wysokich temperatur;
c) maksymalna temperature osiagana przez

mikrometeoryt.

Przyjmij, ze: R = 3 . 10-5 m, m = 6 . 10-10 kg,
Vo = 12.103 m/s, masa czasteczkowa
powietrza f.L = 28, stala Stefana-Boltzmanna
IJ = 5,67.10-8 Wm-2K-4, liczba Avogadra
NA = 6,02.1023. Mikrometeoryt traktuj jako cialo
doskonale czarne.



Zadanie doswiadczalne

A) Majac do dyspozycji wylacznie:
- zródlo swiatla - wskaznik laserowy,

tasme miernicza o dlugosci 2 m,
10 cm linijke z podzialka,
pionowy ekran i kartke papieru,
kawalki plasteliny, bloczek kartek, pudelko
kartonowe oraz kawalki tasmy samoprzylepnej,
wyznacz dlugosc fali swiatla laserowego. Ocen
wielkosc bledu otrzymanego wyniku oraz wskaz
czynniki wplywajace na otrzymana dokladnosc.

B) Korzystajac z wyniku z poprzedniej czesci oraz
majac do dyspozycji dodatkowo plyte CD, wyznacz
srednia odleglosc miedzy sciezkami na plycie CD
oraz srednia dlugosc sciezki przypadajaca na 1 bit
informacji.

Zalóz, ze calkowita ilosc informacji na plycie CD
równa jest 650 MB (1 MB = 223 bitów) oraz ze sciezka
ma ksztalt spirali. Ocen wielkosc bledu otrzymanego
wyniku oraz wskaz czynniki wplywajace na otrzymana
dokladnosc.
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