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Beben
Anna ZATORSKA

Nieizometryczne obszary, dajace te same
alikwoty. Kratka sluzy latwiejszemu
poréwnaniu tych obszaréw, podobnie jak
przerywane linie.

Styszac dZzwiek, potrafimy bardzo czesto okresli¢, jakie jest jego Zrédlo.

7 latwoécia rozpoznajemy brzmienie perkusji, pianina czy kontrabasu. Gdy
dzwonia do nas przyjaciele, rozpoznajemy ich po glosie. Czy jednak w dzwigkach
zawarta jest ,cala” informacja o ich Zrédlach? Jakie wlasnoéci Zrédel dadza sie
ustyszecé?

Zanim zajmiemy sie tymi pytaniami, poznajmy nieco blizej dwiat dZzwiekéw.
Wiekszoé¢ z nich sklada sie z szeregu drgan o réznych czestotliwosciach.
Czestotliwosci te tworza tzw. spektrum dzwieku. Drgania skladowe nazywamy
tonami czystymi lub alikwotami. Jezeli wéréd tych czystych tonéw jeden
wyrdznia sie natezeniem, to mozemy okresli¢ tzw. wysoko$¢ dzwigku, tzn. nasze
ucho (a w zasadzie mézg) jest w stanie wyodrebni¢ czestotliwos¢ tego
wyrézniajacego sie drgania (czestotliwosé podstawowa). Natomiast sklad
pozostalych alikwotéw i ich natezenia decyduja o tym, jaka dzwiek ma barwe.
Czystych tonéw jest nieskonczenie wiele, ale tylko cze$¢ miesci si¢ w naszym
zakresie styszalnosci.

To, jakie alikwoty sa generowane, zalezy od rodzaju ciala drgajacego oraz od
otoczenia, np. pudlo rezonansowe moze wzmacniaé¢ jedne, a wygaszac inne
alikwoty. Stad ten sam dZwiek (tzn. o ustalonej czestotliwoéci podstawowej)
brzmi inaczej, gdy wydawany jest przez flet prosty i inaczej, gdy przez fortepian.

Niektére ciala, np. bebny, powoduja takie drgania, w ktérych nie mozna
wyréznié tej jednej podstawowe] czestotliwosci, nie mozna wiec okresli¢
wysokosci wydawanego przez nie dzwieku. Inne, np. dzwony, wydaja taki
dzwiek, w ktérym czestotliwo$¢ podstawowa stabo sie wyrdznia spoérdd innych.

Na poczatku naszego wieku H.A. Lorentz postawil nastepujaca hipoteze:

jezeli znamy wszystkie generowane alikwoty, to mozemy okredli¢, jaka wielkos¢
ma cialo, ktére drga. W rzeczywistosci Lorentz nie interesowal sie¢ falami
akustycznymi, lecz falami elektromagnetycznymi powstajacymi w ciele doskonale
czarnym, ale poniewaz réwnanie falowe nadaje sie do opisu wszelkich fal, wiec
mozemy trzymac sie terminologii dzwiekowej.

Hipoteza Lorentza zostala niedlugo potem udowodniona przez Hermanna Weyla.
Weyl wykazal bowiem, ze zachodzi réwnosé

o0
Q| = lim 2xt e Mt
2] = lim ,;1
gdzie A, to kwadraty czestotliwosci odpowiadajacych czystym tonom,
a || oznacza powierzchnie pewnego drgajacego obszaru 2 na plaszczyznie
np. membrany gloénika lub bebna.

W latach 50. A. Pleijel udowodnil, ze znajac wszystkie alikwoty, mozemy takze
okreéli¢ obwéd bebna (L)
Q
L = lim 4v/2nt (Z e~ Ant — '-i)
t—0 =

2t

Zachecony tymi sukcesami Mark Kac napisal stynna prace ,,Czy mozna ustyszec
ksztalt bebna?” (np. Wiadomosci Matematyczne 13(1971), 11-35), ktéra nie
tylko rozpowszechnila bebnowa terminologie pochodzaca od Bersa, ale takze
dala poczatek licznym badaniom. Ostateczna odpowiedZ na tytulowe pytanie
artykutu Kaca okazala sie negatywna. Na poczatku lat 90. podano przyklad
dwéch calkowicie réznych (nieizometrycznych) obszaréw, ktére maja dokladnie
to samo spektrum, czyli te same alikwoty.

Mimo negatywnego rozwiazania hipotezy Kaca pytania o to, co mozna jeszcze
wuslysze¢” w bebnie, sa nadal aktualne, np. jezeli w membranie s jakie$ dziury,
to czy mozna okresli¢, ile ich jest?

Na zakoriczenie warto dodaé, ze o bebnie méwiliémy dla uproszczenia. Tak
naprawde problemy te dotycza wszelkich drgan i réznych obszaréw, gdzie te
drgania zachodza.
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Rozwiazanie zadania M 919,

Rozwazany tréjkat rozcinamy trzema
prostymi rdwnoleglymi do bokdw trdjkata
i przechodzacymi przez wybrany punkt.
Otrzymamy w ten sposdb tray trdjkaty
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Kazda = tych szesciu figur zawiera czesd
zacieniowana o polu réwnym czesci
niezacieniowane].

Determinizm, chaos i fraktale

Grzegorz SWIATEK

W latach 1605 i 1618 Jan Kepler opublikowal swoje trzy prawa ruchu planet.
Te proste reguly pozwolily wyjasni¢ ruchy planet na niebie w granicach bledu
obserwacji, wieniczac wysitki uczonych od Arystarcha z Samos po Kopernika.
W roku 1687 Izaak Newton wykazal, ze postulowane przez niego prawo
grawitacji powszechnej, przy zalozeniu, iz oddzialywania miedzy planetami
mozna zaniedbaé, prowadzi do jednego prawa ruchu planet, wyrazonego przez
réwnanie rézniczkowe

] d®X _ GMX
( ) dt2 S |X| TE
ktére implikuje trzy prawa Keplera. W réwnaniu tym X(¢) oznacza polozenie
planety w chwili ¢, Slonice z zalozenia jest w poczatku ukladu wspélrzednych,
a G'1 M sa stalymi. Prawo powszechnego ciazenia dalo poczatek nowej

. galezi nauki, zwanej mechanika nieba. Jednym z probleméw mechaniki

nieba bylo przewidywanie trajektorii planet w sytuacji, gdy oddzialywan
miedzyplanetarnych nie mozna zaniedba¢. Odpowiednim narzedziem okazal

. sie tzw. rachunek zaburzein, ktéry wprawdzie nie dostarczal dokladnego
| rozwigzania, ale pozwalal wyznaczy¢ ciag coraz dokladniejszych przyblizen

orbity. Rachunek zaburzen odnidst spektakularny sukces w roku 1846, kiedy

to obliczenia oparte na anomaliach ruchu Urana pozwolily na dokladne
przewidzenie polozenia na niebie nieznanej uprzednio planety — Neptuna.
Osiggniecia te doprowadzity do umocnienia sie pogladu zwanego klasycznym
determinizmem. Glosi on, ze znajomo$é praw ruchu i stanu uktadu w chwili
poczatkowej pozwala na przewidzenie jego przyszlosci. Matematycznym
wyrazem determinizmu jest réwnanie rézniczkowe. Jesli y jest zaleznym od czasu
wektorem w przestrzeni R", to réwnanie rézniczkowe ma ogdélna postaé

dy
(2) 0 F(y,t).
To jedno réwnanie wektorowe oznacza uklad n réwnan skalarnych. Aby zapisaé
w tej formie réwnanie (1), musimy uzy¢ wektora y o szeéciu sktadowych,
z ktérych pierwsze trzy sa sktadowymi X, trzy nastepne za$ sktadowymi wektora
predkoéci %. Ta, w tym przypadku sze$ciowymiarowa, przestrzenn wektoréw y
jest zwana przestrzeniq fazowq ukladu, w odréznieniu od tréjwymiarowej
przestrzent konfiguracyjnej wektorow z. Dla przykladu, dwa sposréd szesciu
otrzymanych w ten sposéb réwnan skalarnych maja postaé

v, _ oraz S o GMy:
a ~ ™ dt  (yf+y3+93)%%
Odpowiednie twierdzenia teorii réwnan rézniczkowych orzekaja, ze o ile F
jest ,rozsadna” funkcja, na przyklad majaca ciagle pochodne czastkowe
wzgledem wszystkich argumentéw, to przy zadaniu warunku poczatkowego
¥ (to) w dziedzinie funkcji F' istnieje jednoznaczne rozwiazanie spelniajace
ten warunek, ktére mozna przedluzaé¢ w obie strony w czasie tak diugo,
jak pary (y(t),t) pozostaja w dziedzinie funkcji F. Ze wzgledu na ogdlna
postaé¢ réwnania (2) klasyczny determinizm nie ograniczy! sie do probleméw
z mechaniki nieba. Sadzono, ze gdyby zna¢ poczatkowe polozenia i predkoéci
wszystkich atomdéw i1 uwzgledni¢ oddzialywania grawitacyjne, elektrostatyczne
i magnetyczne miedzy nimi, mozna by réwniez przewidzie¢ inne zdarzenia,
wlacznie z dzialaniami ludzkimi pozornie podlegajacymi wolnej woli. Ten ostatni
poglad nie budzi sympatii w $wietle doswiadczen historii dwudziestego wieku.
7 drugiej strony, ogromny postep techniki obliczeniowej wydawalby sie sprzyjaé
celom klasycznego determinizmu. Jego krytyka ze strony mechaniki kwantowej,
znajdujaca swdj wyraz w polemice miedzy Bohrem i Einsteinem, jest zapewne
wielu Czytelnikom znana. Nie dotyczy ona jednak, jak sie wydaje, mechaniki
nieba, poniewaz efekty kwantowe dotycza malych mas i odleglosci. Mniej znany
jest atak na klasyczny determinizm ze strony czysto matematycznej. Zanim
przedyskutuje te krytyke, chcialbym wspomnieé epizod z mojego dziecinstwa.
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W latach siedemdziesigtych w ramach programu Apollo zostal przeprowadzony
eksperyment: czton rakiety zrzucono na powierzchnie Ksiezyca. Wywolalo to
wielki niepokéj mojej Babci, ktéra obawiala sie zaburzenia porzadku niebios

i konica éwiata. Jak bede sie staral wykaza¢ w tym artykule, obawy te nie byly
nierozsadne.

W latach 1889-1899 francuski matematyk, Henri Poincaré, opublikowal wyniki
swoich badani nad mechanika nieba. Postawil on tak zwany problem trzech
cial, to jest trzech mas punktowych oddzialujacych grawitacyjnie w mysl zasad
klasycznej mechaniki Newtona. Jest to wiec minimalne uogélnienie problemu
dwéch cial, rozwiazanego przez Keplera i Newtona. Zagadnienie trzech cial
prowadzi do réwnania rézniczkowego w osiemnastowymiarowej przestrzeni
fazowej. Réwnanie to ma rozwiazanie jednoznaczne przy zadaniu warunkow
poczatkowych. Poincaré zauwazy! jednak, ze rozwiazanie to jest niemozliwe do
otrzymania nawet w przyblizeniu. Préba uzycia rachunku zaburzen doprowadzila
go do odkrycia, ze ciag przyblizen jest rozbiezny juz dla niewielkich czaséw.
Nie ma tez nadziei na odgadniecie ,wzoru” na rozwigzanie, bowiem Poincaré
wykazal, iz rozwiazanie nie rozwija sie w szereg potegowy. Jedyna szansa

moze leze¢ w numerycznym rozwiazywaniu réwnania. Opcja ta jest bardziej
atrakcyjna dla nas, majacych do dyspozycji potezne komputery, niz byla dla
Poincarégo. Blizsza analiza ukazuje jednak, ze takie numeryczne rozwigzania
mogg by¢ bardzo dalekie od dokladnych.

Aby zrozumieé to zjawisko, przemyslmy doktadniej maty wycinek pracy
Poincarégo, polegajacy na analizie zaburzen rozwiazan okresowych. Na przyktad
orbita Ziemi nie jest dokladnie okresowa, ale moga istnie¢ orbity okresowe
zblizone do niej. Dla zrozumienia takich zaburzonych orbit Poincaré przeciat
wyjéciowa orbite okresowa w prostopadla do niej hiperplaszczyzng P. Ta
hiperplaszczyna moze przecinaé orbite w w kilku punktach; wybierzmy jeden

z nich, O. Rozpatrzmy orbite bliska w, ktéra z reguly nie jest juz okresowa,

i przecina P w punkcie X bliskim O. Po czasie bliskim okresowi w orbita

ta znéw przetnie P w punkcie bliskim O, ktéry oznaczamy przez H(X).
Otrzymujemy w ten sposéb przeksztalcenie H z punktem stalym O. Badanie
kolejnych powrotéw orbit do P sprowadza si¢ do iterowania H, tj. skladania go
z samym soba. Poincaré zauwazyl, ze iteracje H moga prowadzi¢ do niezwykle
skomplikowanych zachowari. W szczegé6lnosci, mozna w dziedzinie H znalez¢
obszar, ktéry jest przez H $ciéniety w pewnych kierunkach, rozciggnigty

w innych, zgiety i odwzorowany tak, ze jego obraz przecina wyjéciowy obszar.
Uproszczona ilustracja H na takiej poddziedzinie jest podkowa Smale’a pokazana
na rysunku.

Przeksztalcenie H jest tu obciete do kwadratu jednostkowego, ktéry

jest odwzorowany w plaszczyne tak, iz gérny pasek poziomy przechodzi
afinicznie na lewy pasek pionowy, dolny pasek poziomy za$ na prawy pasek
pionowy. Zapiszmy wspéhrzedne punktu X w ukladzie széstkowym, jako
(0,002 -+ +,0,h1ha---). Jedli X jest taki, ze H(X) jest znéw w kwadracie, to
hy réwne jest 1 lub 4. Przeksztalcenie H jest okreslone tak, ze jesli hy = 1, to
H(X) = (0,1v1hy - -, 0,hahs3 - - -), gdy natomiast h; = 4, to

H(X) =(1,1) = (0,1vyv2 - - -, 0,hohs - - -).

O ile H(X) jest znéw w kwadracie, to mozemy dalej stosowa¢ H. Ta procedura
nazywa sie iterowaniem H i jest mozliwa tak dtugo, dopdki obrazy punktu
pozostaja w dziedzinie, tj. w kwadracie. Chcac przewidywac przyszlosé

punktu X pod dzialaniem kolejnych iteracji H, musimy znac¢ kolejne cyfry hy,.
Pomiar polozenia X z doktadnoécia do 10729, co odpowiada skali molekularne;
w odniesieniu do odlegloéci miedzy planetami, daje 26 cyfr széstkowych
(20/log, 6). Aby przewidzieé przyszlo§é na tysigc iteracji, trzeba by znaé¢ X

z bledem nie przekraczajacym 10~ 7%, Zakladajac znajomosé¢ poczatkowego
polozenia X z doktadnoécia do 10~2%, sprébujmy przewidzieé, czy obrazy jego
pozostana w kwadracie przez 30 iteracji.
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By¢ moze nasza znajomos¢ pierwszych 26 cyfr wykaze, iz ktéras z nich jest
inna niz 1 lub 4. Wéwczas mozemy odpowiedzie¢, ze nie. Jedli jednak taka
analiza wykaze, ze punkt pozostaje w kwadracie przez 26 iteracji, to prognoze

. postawié¢ mozemy tylko w terminach prawdopodobiefistwa. Kazda z nastepnych
czterech cyfr jest 1 lub 4 z prawdopodobienistwem 1/3, a zatem punkt pozostanie
w kwadracie przez kolejne cztery iteracje z prawdopodobieristwem (1/3)%.

W ten sposéb podkowa Smale’a, ktéra z jednej strony jest prostym uktadem
deterministycznym, poza krétkimi czasami zachowuje sie w sposéb losowy.

' Deterministyczne wnioskowanie zaklada niemozliwa w praktyce idealna

. znajomo$¢ warunkéw poczatkowych, przy skoriczonej zas, choéby ogromnej,
doktadnoéci juz dla stosunkowo niewielkich czaséw zachowanie uktadu daje sie
najlepiej opisa¢ jako losowe. Uklady tego typu zwane sa chaotycznymi.

. Powtérzmy jeszcze raz, ze problem trzech cial zawiera w sobie podkowy
Smale’a jako niewielkie wycinki. Wiadciwie zawiera ich nieliniowe i wyzej
wymiarowe wersje, co oczywiscie tylko powieksza chaotycznoéé ukladu. Poza
tym, w rozwiazywaniu probleméw mechaniki nieba niewielkie bledy wyplywaja
nie tylko z ograniczonej dokladnosci ustalenia warunkéw poczatkowych, lecz
rowniez z bledu arytmetyki komputera oraz zaniedbania efektéw oddziatywan
sasiednich gwiazd, a nawet dziatari ludzkich w rodzaju tych, ktére niepokoity
Babcig. Czy moze istotnie doj$¢ do wielkiej katastrofy w rodzaju zderzenia
dwdch planet lub wyrzucenia jednej z nich poza Uklad Stoneczny? Dowéd
oparty o mechanike nieba bylby bardzo trudny. W chwili obecnej matematycy
sklaniaja si¢ do pogladu, ze takich katastrof w dlugiej perspektywie czasowej
. nalezy oczekiwaé. Poglad przeciwny, stabilnoéé Ukladu Stonecznego, glositby,
o2 e ze cala nieprzewidywalnos¢, o ktérej méwilismy, odnosi sie tylko do ruchéw
= w ograniczonej skali i nie zaburza ogélnej struktury ukladu. Musialoby to
by¢ spowodowane przez jaki$ nieznany jeszcze mechanizm samoregulacyjny.
Teoria nie dostarcza rozstrzygajacego argumentu w zadna strone. Natomiast
orbit obliczonych na komputerach dotyczy krytyka Poincarégo sugerujaca,
iz sa one obarczone nie dajacym sie oszacowaé bledem. Dokladniej, dla
stosunkowo krétkich czaséw blad daje sie oszacowaé, poniewaz komputer moze
. wyznacza¢ wigzke rozwiazan, wérod ktérych na pewno znajduje sie prawdziwe.
Tego typu obliczenia sugeruja, ze do wielkiej katastrofy nie dojdzie w ciagu
paru najblizszych milionéw lat. Nieuchronnie jednak, i niezaleznie od mocy
: komputera, przy przedluzaniu rozwiazania w przyszloéé wigzka taka w tempie
wykladniczym sie rozszerza i w koricu przestaje by¢ uzyteczna jako prognoza.

Przedyskutujmy na koniec geometryczne aspekty podkowy Smale’a. Rozwazmy
zbiér punktéw A, ktére nigdy nie opuszcza podkowy. Zbiér ten sktada sie

z punktéw, ktérych wspélrzedna pionowa moze byé zapisana w ukladzie
sz6stkowym przy uzyciu tylko cyfr 1 i 4. Geometrycznie jest to zbiér trudny

do przedstawienia, skladajacy sie z nieskonczenie wielu pionowych linii.
Pomimo iz linii tych jest nieskoriczenie wiele, miedzy kazdymi dwiema jest caty
pasek roztaczny z A. Nasuwa sie tu analogia ze znanym obrazem pierscieni

e Saturna (zainteresowany Czytelnik moze zajrzeé pod adres internetowy
5 http://ringmaster.arc.nasa.gov/saturn/voyager/voyager2.html).
. mmey ¢ Pierscienie te nie sa jednolite: skladaja sie z podpierécieni, miedzy kt6rymi
., ‘ ‘ sa przerwy. W miare rozwoju technik obserwacyjnych okazuje sie jednak, ze
.« ° nawet te podpierscienie, ktére wydawaly sie jednolite, maja przerwy, a zatem

ich struktura przypomina zbiér A. Préba ustalenia wymiaru A prowadzi do

¢ ciekawego rezultatu. Jednym ze sposobéw zdefiniowania wymiaru zbioru,
powiedzmy zawartego w kwadracie o boku a, jest dokonywanie podzialéw

tego kwadratu na mate kwadraty o boku a/k i ustalenie liczby N (k) tych

. kwadratéw, ktére przecinaja niepusto nasz zbiér. Jesli zbidr jest dwuwymiarowy,
N(k) powinno by¢ w stalej proporcji do k2. Jezeli jednak zbidr ten jest
jednowymiarowa krzywa, to oczekujemy, ze N (k) bedzie proporcjonalne do k.

Liczba
log N(k
3) o g N(k)
k—oo logk
o ile istnieje, ma wiec interpretacje wymiaru zbioru. Zastosujmy te metode do

1

4



ustalenia wymiaru zbioru A z podkowy Smale’a, przyjmujac k = 6. Wéwczas
N(k) = 2767 = 127. Wskazuje to na wymiar log 127 /log 67 = log 12/log 6 =

1 + logg 2. Nieco bardziej wyrafinowane rachunki wykazuja, ze granica (3)
faktycznie istnieje. Wymiar jest zawarty miedzy 1 a 2, co odpowiada temu,

ze zbior A jest za maly jak na dwa wymiary, lecz za duzy na jeden. Zbiory

o wymiarze réznym od liczby catkowitej zwane sa fraktalami. Fraktale

maja czesto wlasnos¢ samopodobienstwa polegajaca na tym, ze ich wycinki

w dowolnie malych skalach po powiekszeniu sa podobne do calego zbioru. Ma
te wlasnos$é zbiér A, w ktérym desen, skladajacy sie z linii i dziur, powtarza
sie we wszystkich skalach. Wspoélczesny matematyk, Benoit Mandelbrot,
znajduje fraktale w wielu zjawiskach naturalnych i modelach matematycznych.
Wspomnialem, na przyklad, o analogii z pierScieniami Saturna. Wyjasnieniem
powszechnej obecnosci fraktali moze by¢ fakt, ze sa one generowane przez
chaotyczne uklady dynamiczne. By¢ moze sa to spekulacje. Niewatpliwie
jednak popularyzacja fraktali przyczynila sie do lepszego zrozumienia teorii
ukladéw dynamicznych przez naukowcéw z innych dziedzin, jak i przez szersze
kregi spoleczenstwa. Efektowne obrazy fraktali generowanych przez nieliniowe
chaotyczne uklady dynamiczne mozna znalez¢ w Internecie pod adresem
http://www.cnam.fr/fractals/mandell.html.

i Zadania Redaguje Eukasz WIECHECKI

M 919. Wewnatrz trojkata réwnobocznego wybrano pewien punkt, a nastepnie
polaczono go z wierzchotkami tréjkata oraz jego rzutami na boki tréjkata

(rys. 1). Wykazaé, ze suma pdl zacieniowanych tréjkatéw réwna jest sumie pol
niezacieniowanych tréjkatow.

Rozwiazanie na str. 2

M 920. Przez punkt wewnetrzny kwadratu poprowadzono proste réwnolegte do
jego bokéw i przekatnych (rys. 2). Wykazaé, ze suma pdl figur zacieniowanych
jest réwna sumie pél figur niezacieniowanych.

Rozwiazanie na str. 6

M 921. W trapezie réwnoramiennym poprowadzono przekatne oraz wysokosci
z wierzchotkéw gornej podstawy (mniejszej, rys. 3). Wykazac, ze suma poél
trojkatow szarych jest réwna polu pieciokata kolorowego.

Rozwiazanie na str. 7

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 525. Promien krzywizny wypuklej powierzchni soczewki wynosi 100 cm,
a wklestej 20 cm. Czy jest to soczewka skupiajaca czy rozpraszajaca?
Wspélczynnik zalamania materiatu soczewki wynosi 1,6.

Rozwiazanie na str. 8

F 526. Z plytki szklanej ptasko-réwnolegtej wykonano trzy soczewki (rys. 4).
Okazalo sie, ze ogniskowa soczewek 1 1 2, écisle do siebie przylegajacych, jest
réwna F, a soczewek 2 1 3 — f. Zakladajac, ze soczewki sa cienkie, znalezé
ogniskowa kazdej z nich.

Rozwiazanie na str. 16

Rys. 4
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Hipoteza abc

Delta: Czy mozna w jednym zdaniu powiedzieé, co to jest hipoteza abc?

. Jerzy Browkin: W jednym zdaniu moze nie, ale w kilku na pewno tak.
Najpierw uméwmy sie, ze dla danej liczby naturalnej n przez r(n) bedziemy
oznaczac iloczyn wszystkich réznych dzielnikéw pierwszych liczby n. Jezeli
5 liczba n jest bardzo duza w poréwnaniu z liczba r(n), to nazywaé ja bedziemy
liczba ,bardzo zlozona”. Za miare tej zlozonosci mozemy uznaé liczbe
logn

logr(n)’
Moéwiac troche mglicie mozna powiedzieé, iz hipoteza abe stwierdza, ze jedli ¢
jest suma dwdch wzglednie pierwszych liczb a i b, to liczba abe nie moze byé
liczba ,,bardzo zlozona”.

Delta: W praktyce stosuje sie pewnie bardziej Sciste wystowienie tego faktu. . .

{ Jerzy Browkin: Oczywiscie. Oto ono: Niech a oraz b beda liczbami
. naturalnymi wzglednie pierwszymi, natomiast ¢ ich suma, tzn.
NWD(a,b) =1 oraz a+b=c.
Niech ponadto
loge
L{a,b) = ———
; (036} log r(abc)’
gdzie r(n) jest okreslone jak wyzej. Hipoteza abc stwierdza, ze dla kazdej liczby
Lt g > 1 istnieje tylko skonczenie wiele tréjek a, b, ¢ spelniajacych powyzsze warunki
i takich, ze L(a,b) > q.

Delta: Czy hipoteza abe to tylko problem interesujacy ,sam w sobie”, czy tez
Jjest ona powiazana z innymi twierdzeniami?

i Jerzy Browkin: Hipoteza abc ma wiele bardzo powaznych konsekwencji.
Jest ona zwiazana z teoria krzywych algebraicznych, a takze z wieloma
twierdzeniami teorii liczb, np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata. Wynika
% z niej mianowicie, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych
. n,x,y, 2 spetniajacych warunki: n > 3 oraz NWD(z,y) = 1 i takich, ze
mn = yn X3 zn_
Wystarczy bowiem wzia¢ a = ™, b = y" oraz ¢ = 2" i zauwazy¢, ze
1 1 4
L) = nlog z nlog z =E___
logr(zyz) = log(z3) 3 ~ 3
Ponadto z hipotezy abe wynika — jak dowiédl J.H. Silverman - ze dla
kazdego a > 2 istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze
aP~! #£ 1 (mod p?).

Delta: Wydaje sie zatem, ze hipoteza abc jest bardzo silna. Jej dowdéd moze byé
wiec ogromnie trudny. Co do tej pory udalo sie osiagnaé?

ﬁ Jerzy Browkin: Wiemy na przyklad, ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu
BRI S SR a0, z przedzialu [%, %] znajduje sie nieskoniczenie wiele wartosci L(a, b) dla réznych

Rysunek pokazuje, jak z rozwazanych tréjek a, b, c, spelniajacych podane wczesniej zalozenia. Oczywiscie dazymy do
credcl kwadratu zlozy € s nowo kwadiat  tego, by wykazac, ze przedzial takich punkt6éw jest réwny [3,1], ale obecnie nie
tak, by rozwazana réwnosé pdl stala sie 2 . . 55

| wiemy nawet, czy sama liczba 1 ma rozwazana tu wlasnosc.

oczywista.

Delta: Wartosé § jest dos¢ oczywista w tym kontekscie, gdy tylko spojrzy sie na

definicje L(a,b). Wartosé % Jjest juz bardziej zagadkowa. . .

Jerzy Browkin: To po prostu kolejny etap ,,wyscigu”. Pierwszy przedzial,
jaki uzyskano, byt réwny [%, 1]. Potem wraz z M. Filaseta, G. Greavesem
i A. Schinzlem poprawiliSmy go do [%, 12]. Przedzial [1, 28] to wynik

G. Greavesa i A. Nitaja.

Delta: Z hipotezy abe wynika, zZe istnieje najwieksza wartosé L(a,b) dla a,b
okreslonych wyzej. Czy wartos¢ ta jest znana?
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Rozwigzanie zadania M 921.

Przy oznaczeniach z rysunku rozwazmy
trdjkat ACM. Jego wysokosé jest rdwna
wysokosdcl trapezu, podstawa AM
diugosci srodkowej trapezu, a wiec
pole tego tréjkata, jak réwniez pole
trojkata BD N, jest rdwne polowie pola
trapezu. Wynika stad, ze pole czedci

wspdlnej obu tréjkatdw (pieciokat) jest
réwne polu figury nie pokrytej tymi

trojkatami.

Jerzy Browkin: Istnieje hipoteza, ze jest ona mniejsza od 2. Nadal jest to
jednak tylko hipoteza. Najwieksza znana obecnie warto$¢ L(a,b) dla liczb a i b
wzglednie pierwszych wynosi 1,629912... dla a = 2, b= 3° - 109, ¢ = 23°. Znalaz!}
ja Eric Reyssat.

Delta: Czy do poszukiwania takich ekstremalnych wartoéci L(a,b) wystarcza
kartka papieru, czy tez konieczne sa ,superkomputery”?

Jerzy Browkin: Jeszcze niedawno wystarczal. .. kalkulator. Obecnie uzywa sie
juz raczej ,superkomputerdw”.

Delta: Dziekuje za rozmowe.
Rozmawiat W.S.

Hipoteza abcd

Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami calkowitymi réznymi od zera, ze
NWD(a,b,c,d) =1, |abed|>1, a+b+c+d=0
oraz kazda podsuma sumy a + b + ¢ + d jest rézna od zera.
Okreslamy
log(max(|al, |b], |¢|, |d
o) = SmoL DI )
gdzie r(n) jak zwykle oznacza iloczyn réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.

Hipoteza abed stwierdza, ze dla kazdego g > 3 istnieje tylko skonczenie wiele
takich ukladéw (a,b,c,d), ze L(a,b,c,d) > q.

Uwaga 1. Jezeli a + b = ¢ spelnia zalozenia hipotezy abe, to podnoszac do
szeécianu, otrzymamy przykltad dla hipotezy abed

a® +b® — ¢® + 3abe = 0.

Latwo zauwazy¢, ze jesli liczba abe jest podzielna przez 3, to L(a3,b%,¢3, 3abc) =
= 3L(a,b,c), co wyjaénia, dlaczego w hipotezie abcd mamy liczbe 3.

Uwaga 2. Hipotezy abc i abed dotycza liczb catkowitych. Mozna sformulowaé
analogiczne hipotezy dla wielomianéw (jednej zmiennej o wspélczynnikach
rzeczywistych), zastepujac logarytm liczby naturalnej przez stopien wielomianu.
Ot6z hipotezy abe i abed dla wielomiandw zostaly udowodnione — przestaly wiec
by¢ hipotezami, a staly sie twierdzeniami.

Najlepszy znany przyklad dla hipotezy abed pochodzi od najlepszego przykladu
znanego dla hipotezy abe, tzn. od przykladu Reyssata za pomoca podniesienia
do szescianu. W przypadku hipotezy abed nie prowadzono poszukiwan dobrych
przykladéw za pomoca komputeréw ani bez ich pomocy. Jest to zatem pole do
popisu dla Czytelnikéw Delty. Inny ciekawy problem, zwiazany z hipotezg abed,
to pytanie, jak ja sformulowaé, przy zalozeniu, ze liczby a, b, ¢, d sa parami
wzglednie pierwsze. Zapewne liczba 3 nie jest w tej sytuacji odpowiednia. To
réwniez moze byé przedmiotem interesujacych eksperymentéw Czytelnikéw.

Jerzy BROWKIN

Rozwiazanie problemu Speedlimit z Malej Delty

Przypuéémy, ze wujek Zenon zbliza sie do miasteczka Speedlimit z predkodcia o mil

na godzine, gdy jest oddalony od Speedlimit o = mil. Kiedy znajdzie sie w odleglodci

1 mili od miasteczka, jechaé wiec bedzie z szybkoscia 1 mili na godzine. Najblizsze pét
mili pokona wiec z szybkoscia nie wieksza niz 1 mila/godz., co zajmie mu nie mniej niz
0,5 mili/(1 mila/godz.) = 0,5 godziny. Polowe pozostalej drogi (czyli 0,25 mili) pokona
z predkoécia nie wieksza niz 0,5 mili na godzine (dlaczego?), a zatem zajmie mu to nie
mniej niz 0,25/0,56 = 0,5 godziny. Pokonanie polowy pozostalej czesci drogi znéw zajmie
mu nie mniej niz pét godziny itd., itd. Stad, zeby dotrzeé do celu, potrzebowaé bedzie
nie mniej godzin niz: 1/2+ 1/2+ 1/2 + ... = co. A zatem do miasteczka Speedlimit nie
mozna w ten sposéb dojechaé w skofczonym czasie.
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Rozwigzanie zadania F 525.

Aby odpowiedzieé na pytanie, czy jest to
soczewka rozpraszajaca czy skupiajaca,
wyznaczmy wartosé jej zdolnosci
skupiajacej D. Dla D > 0 soczewka jest
skupiajaca, dla D < 0 rozpraszajaca.
Zdolnosé skupiajaca wyrazona jest
WZoremn
| 1
L= 7 ] PSS
' ' ( Ry Ra )
gdzie: n — wapdlezynnik zalamania
materialu, Ry, Rz - promienie
powierzchni sferycznych soczewki.
Podstawiajac wartodci 2 tredei zadania,
otrzymujemy
D = —24 dioptrii,
czyli soczewka jest rozpraszajaca.

Liczby jedynkowe
Witold BEDNAREK

Liczbg naturalna, ktérej zapis dziesietny sklada sie z samych jedynek, nazywaé
bedziemy liczba jedynkowa. Kolejne liczby jedynkowe to:

D [y O O L

Liczby jedynkowe maja ciekawe wlasnosci:

1. 11...1 dzieli liczbe 11...1 wtedy i tylko wtedy, gdy m dzieli n.

m cyfr n eyfr

2. NWD(11...1,11...1) = 11...1
e i Mo et

m cyfr  n cyfr NWD(m,n) cyfr

W szczegdlnodei liczby 11...1 1 11...1 sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko

m cyfr n ecyfr

wtedy, gdy m i n sa wzglednie pierwsze.

3. Jeslip > 5 jest liczba pierwsza, to p dzieli 11...1.

p—1 cyfr

4. Kazda liczba naturalna niepodzielna przez 2 i przez 5 ma wielokrotnosé
bedaca liczba jedynkowa.

5. Nie wiadomo, czy jakas liczba jedynkowa wieksza od 1 moze byé potega
liczby naturalnej (o wykladniku wigkszym od 1). Latwo jest wykazaé, ze nie
moze by¢ to kwadrat; trudniej, ze nie moze to by¢ trzecia ani piata potega.
Problem, czy moze to by¢ p-ta potega dla p > 5, nie zostal rozstrzygniety.

6. Latwo jest wykazaé, ze jedli 11...1 jest liczba pierwsza, to n jest liczba
n cyfr

pierwsza. T'wierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (np. dla n = 3). Obecnie

znamy nastepujace liczby pierwsze jedynkowe:

) 5 LSOO B N SO DU IO OO R I S T
_—_—— A L L
19 cyfr 23 cyfry 317 cyfr 1031 cyfr

TS Wykazemy, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze n
dzieli 11...1.
N, e’

n cyfr

Pokazemy indukcyjnie, ze liczby n = 3% dla k = 1,2,3,..., spelniaja postulowang

podzielnosé.
Dla k = 1, oczywiscie, 3! dzieli 111.
Ll . k . . .
Zalézmy, ze 3% dzieli 11...1 dla pewnego k € N, czyli
3k cyfr
11...1=A-3*
S

3k cyfr
k
gdzie A jest liczba calkowita. Zatem 1039_1 = A-3% skad 103" = A4-3%+2 4 1.
Wobec tego
e s A0 e e I0FGRe b v (RIS ]
— 9 - 9 a 9 %
3k+1 cyfr

= ((4%)- (3%42) + (A7) - (34+2) + 4) - 3441,

co konczy dowéd indukeyjny, gdyz liczba ujeta w nawias jest calkowita.
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Aktualnoéci (nie tylko) fizyczne

Co widzi DAMA?

Lato, lato, lato czeka.
Razem z latem czeka rzeka.
Razem z rzekq czeka las
- a tam ciggle nie ma nas!

Juz za pare dni, za dni pare,

weZmiesz plecak swdj i gitare.

Pozegnania kilka stow.

Pitagoras — bywaj zdrow!

Do widzenia wam - canto, cantare! [1]
Tak, to juz lada dzien! W poszukiwaniu wiekszego
kawatka $wiata [2] wyrwa si¢ spragnione nowych
wrazen zastepy. A gdyby tak udalo sie odkry¢ jakis
nieznany lad, znaleZzé nowy najwyzszy szczyt, wytropic
nieznane nikomu zwierze? Mowicie, ze to niemozliwe?
Ze nie ma juz bialych plam na mapach? Sa, sa. Trzeba
tylko dobrze poszukac.

Nie wiemy np., z czego sklada si¢ wicksza czes¢
materii Wszech$§wiata. A wiemy, ze nie wiemy,

z obserwacji dynamiki coraz wiekszych struktur
kosmicznych od galaktyk po wielkie skupiska galaktyk.
Im wieksza struktura, tym wieksza dysproporcja
miedzy efektami grawitacji a widocznymi zrédlami
sity przyciagania. Niewidoczne]j, tzw. ciemnej materii
(ang. dark matter), musi by¢ duzo wiecej niz tej
$wiecacej. Jednym z pomysléw na ten ,wiekszy
kawatek Wszech§wiata” sa tzw. WIMPy (ang.

Weakly Interacting Massive Particles), czyli stabo
oddzialujace masywne czastki przewidywane np. przez
modele rozszerzajace model standardowy czastek
elementarnych o supersymetrie (zobacz poprzedni,
specjalny numer Delty).

WIMPYy, jezeli istnieja, wiaza sie grawitacyjnie ze
strukturami kosmicznymi, tworzac wokél nich mniej
lub bardziej kuliste otoczki. W jaki sposéb przekonac
sie o ich istnieniu? Stabo oddzialujace WIMPy
bylyby bardzo dobrym przyktadem gazu doskonatego
umieszczonego w potencjale grawitacyjnym danej
struktury. Ich obecno$é mogtaby sie manifestowac

w postaci ,wiatru wlasnego” wywolanego ruchem
obserwatora. Co pewien czas WIMP idealnie ,trafia”
w jadro atomowe (tzn. nie tylko trafia do punktu
toto-lotka, ale jeszcze trafia szdstke). Wystarczy
zmierzy¢ energie kinetyczna uderzonego jadra, aby
zarejestrowac przejscie WIMPu. Byloby to takie
proste, gdyby nie réznego rodzaju tlo.

Naukowcy z eksperymentu DAMA (ang. particle DArk
MAtter searches with low activity scintillators at Gran
Sasso) postanowili wykorzystaé¢ sezonowa réznice
predkosci Ziemi wokét centrum Galaktyki w celu
wyeliminowania wplywu tlta. W czerwcu predkosci
Ziemi wokét Stonca i Stonica wokél centrum Galaktyki
sumuja sie, a w grudniu odejmuja. W takim razie
wiatr wlasny WIMPo6w, mierzony czestoscia zliczen
w detektorze odrzutéw jader, powinien wykazywac
wzgledna modulacje o nastepujacych cechach:

(i) sinusoidalno$é,

(ii) okres réwny jednemu rokowi,

(iii) maksimum 2 czerwca,

(iv) wzgledna amplituda nie przekraczajaca 7%.
Dodatkowo modulacja powinna by¢ widziana tylko dla
malych energii odrzutu rzedu kilku keV (dla wiekszych
energii zmiana predkosci Ziemi bylaby zaniedbywalna
w stosunku do predkosci WIMPu przed zderzeniem).
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czas w latach

Zamieszczony rysunek przedstawia wyniki z czterech
lat zbierania danych za pomoca detektora zbudowanego
z ultraczystych krysztaléw scyntylatora (jodku

sodu Nal). W celu zminimalizowania tla detektor
umieszczono w atmosferze ultraczystego azotu

w klimatyzowanym pomieszczeniu schowanym

w laboratorium w Gran Sasso we Wloszech, ktére
ukrywa sie we wnetrzu gory przebitej przez autostrade.
7 samego rysunku wynika, ze DAMA widzi dokladnie
to, czego szuka. Szczegdtowa analiza danych [3]
pozwala wyznaczy¢ mase WIMPG6w na okolo

50 GeV/c?, a istotnosé statystyczna wyniku na 4o.

Czy jest to w takim razie jedno z najwickszych odkry¢
fizyki? Wiekszos¢ specjalistéw wypowiada sie na

ten temat z rezerwa. Z jednej strony nikomu nie

udato sie wskaza¢ innego niz WIMPy wythimaczenia
opublikowanych wynikéw. Z drugiej jednak strony
nikomu — jak na razie — nie udalo sie potwierdzic tej
obserwacji. Jedna z konkurencyjnych grup badawczych
(CDMS) twierdzi nawet, ze wyklucza wynik DAMY,
ale same wyniki CDMS budza duzo wiece]j zastrzezen.

Zastrzezenia budzi tez fakt, ze czulo$¢ DAMY
wystarcza jedynie na zaobserwowanie WIMPow

o wyjatkowych cechach. Z jednej strony musza
oddzialywaé z materia na tyle silnie, zeby DAMA

je widziala, a z drugiej strony na tyle stabo, aby

nie zdazyly dotad wzajemnie zanihilowaé. Modele
przewidujace takie WIMPy istnieja, ale jezeli akurat
one odpowiadaja gustom Natury, to DAMA jest
wyjatkowsa szczesciara.

Tak czy inaczej, choé na weryfikacje zeznain DAMY
trzeba bedzie poczekac jeszcze kilka lat, to chyba
zgodzicie sie ze mna, ze warto wybiera¢ sie w droge,
nawet jezeli mamy zaledwie ciefi szansy na przezycie
fantastycznej przygody.

Piotr ZALEWSKI

[1] piosenka z filmu Szatan z siddmej klasy,

[2] Joanna Chmielewska Wiekszy kawatek dwiata,

[3] preprint INFN/AE-00/01 dostegpny przez
http://www.lngs.infn.it
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Trudnosci wujka Zenona

Jasio mial tylko dwéch wujkéw i kazdy z nich mial na imie Zenon.

Zeby ich jako$ odrézniaé, Jasio nazywat jednego wujka Zenonem
Marszatkowskim (bo mieszkal na Marszatkowskiej), a drugiego wujka
Zenonem z Alei (bo mieszkal w Alei R6z). Poniewaz imieniny obu wujkéw
wypadaly tego samego dnia, wiec w rodzinie przyjeto zasade, ze w latach
parzystych byly one obchodzone na Marszaltkowskiej, a w nieparzystych
w Alei R6z. Niestety, wujek Zenon z Alei zawsze sie na imieniny drugiego
wujka spéznial. I zawsze mial na to wytlumaczenie.

Pierwsze wytlumaczenie, jakie Jasio pamietal, brzmialo tak: Szedtem
sobie Kruczq, a przede mng facet z zotwiem. Mysle sobie — zaraz ich
dogonie. Doszedlem do miejsca, w ktérym przed chwilg byli, ale w tym
czasie znow sie posuneli do przodu 1 musiatem ich znowu gonié. Znowu
dotartem do miejsca, w ktérym niedawno byli, a oni w tym czasie znow do
przodu. No ta ja za nimi, a oni znow. .. I tak przez catq Kruczg. A czy wy
wiecie, jak diugo zZétw idzie Kruczq?!

Dwa lata pézniej nie bylo na Kruczej zadnego zélwia, ale wujek Zenon

z Alei znéw sie spdznil. I znéw sie ttumaczyl: Wyszedlem sobie z domu,
ide ulicg 1 nagle mysl — czy ja w tej chwili ide, czy stoje? No bo przeciez
w danej chwili musze byé w jakims miejscu, a nie w dwdch miejscach.

A skoro jestem w jednym miejscu, to stoje! Ojej — pomyslatem — to ja juz
nigdy nie dojde na imieniny Zenka. . .

— Ale jako$ doszedles — kwasno rzekl Zenon Marszatkowski. — Zawsze
stwarzasz jakies problemy! Popatrz, ciocia Klementyna mieszka na
Zoliborzu, ma dziesieé razy dtuziszg droge niz twoja i nigdy sie nie spéinia.
— A to dlatego, ze w 10 razy dtuzszym odcinku jest dwa razy mniej
punktéw. — powiedzial Zenon z Alei i narysowal (na obrusie zreszta) taki

oto rysunek

Teraz widzicie, ze gdy ciocia Klementyna minie
jakis punkt, ja musze mingc jakis punkt mu
odpowiadajgcy. Dlatego, gdy ona jest juz u was,
zostaje mi jeszcze potowa drogi!

Tego roku Jasio oczekiwal, Zze wujek Zenon

z Alei znéw sie sp6zni i znéw wymysli jakie$
usprawiedliwienie. Kiedy wiec zobaczyl, ze wujek
przyszed! punktualnie, poczul sie troche
zawiedziony. Dopiero po dwéch godzinach
okazalo sie, ze wujek Zenon znéw mial trudnosei
z przybyciem do celu. Tym razem jednak nie

w Polsce, ale w... Ameryce.
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— Pojechatem odwiedzi¢ mojg przyjaciclke, a ona
data mi samochdd, bym troche pozwiedzat. Jade
wiec sobie takq szerokq drogg przez pustynie, a tu
nagle widze taki znak

SPEEDLIMIT
100

Szybko siegngtem po rozmdwki i stowniczek,
patrze: ,speed” — szybkosé; ,limit” — ograniczenie.
Zwolnitem do 100 mil na godzine, jade daley,



a za pot godziny znowu znak

SPEEDLIMIT
50

Jade wiec 50 na godzing, a za pot godziny patrze

SPEEDLIMIT
25

Zwolnitem do 25, a potem podobne sytuacje
powtarzaty sie kilka razy, az w koricu musiatem
jechaé¢ 5 mil na godzine. Silnik z trudem chodzit,
ale jak przepisy, to przepisy. Wreszcie wyjechatem
zza zakretu, patrze, a tu

WELCOME TO
SPEEDLIMIT

Ledwie wujek Zenon z Alei skoriczyl swa
opowies¢, niemal jednoczesnie rozlegly sie trzy
okrzyki.

5-letnia Ania spytala — Co to znaczy?

Ciocia Klementyna odpowiedziala — Witajcie

w Speedlimit,

a wujek Zenon Marszatkowski wykrzyknal — To
niemozliwe! Zadne miasteczko nie moze sie tak
nazywac!

— Jak ktos nie wierzy w zZétwie na Kruczej, to

i w Speedlimit nie uwierzy — filozoficznie odpart
Zenon z Alei. — Ale gdybys na chwile przypuscit,
ze jest takie miasteczko, do ktdrego zblizasz sie

z predkosciq x mil na godzine, gdy jestes od niego
oddalony o x mil, to powiedz mi, prosze, jak
myslisz, czy mozesz do tego miasteczka dojechaé?

A Ty jak sadzisz, Czytelniku?

Paradoksy czy raczej aporie (trudnosci) wujek Zenon
z Alei pozyczyl przede wszystkim od starozytnego
filozofa Zenona z Elei. Matematycy radza dzis

sobie z trudnoéciami Zenona gtéwnie za pomoca
dwéch narzedzi: pojecia granicy i teorii mnogosci.
Czytelnik zainteresowany blizej ta problematyka
znalez¢ moze wiele interesujacych wiadomosci

w ksigzce J. Mioduszewskiego pt. Cigglosé. Natomiast
rozwigzanie problemu Speedlimit znajduje sie w tym
numerze Delty.

Matq Delte przygotowal Witold SADOWSKI
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Ankieta dla Czytelnikéw Delty

JesteSmy bardzo ciekawi opinii naszych Czytelnikéw
— chcemy braé je pod uwage przy redagowaniu
czasopisma. Prosimy o wypelnienie ankiety, a takze
o rozwiniecie wypowiedzi na odrebnych kartkach.

Czytelnik o sobie:

1. Ucze sie. Jestem
(a) uczniem/uczennica szkoly.....................

2. Pracuje
(a) jako nauczyciel szkoly podstawowe;j/
gimnazjum/$redniej i ucze ....................

(b) jako pracownik naukowy i/lub dydaktyczny
lub doktorant/doktorantka na kierunku .......

(c) poza szkola, uczelnia i instytutem naukowym
w dziedzinie zwiazanej bezposrednio
z matematyka/fizyka/astronomig .............

3.
(a
(b
(c
(d

Czytam Delte

) regularnie w prenumeracie

) regularnie bez prenumeraty
) dorywczo, ale czesto

) od przypadku do przypadku
(e) inaczej

Czytelnik o Delcie:

4. Uwazam, ze artykuly w Delcie w wigkszosci
(a) sa za trudne
(b) sa za latwe
(c) maja odpowiedni stopien trudnoéci
(d) inaczej

5. Zapamietalem/tam nastepujace pozycje, ktére
mi sie¢ spodobaty (z dowolnego okresu):



6. Moéj stosunek do stalych dzialéw jest
(a) Mata Delta:
pozytywny /obojetny /negatywny
(b) Zadania matematyczne:
pozytywny /obojetny /negatywny
(¢) Zadania fizyczne:
pozytywny /obojetny /negatywny
(d) Liga zadaniowa — matematyka:
pozytywny /obojetny /negatywny
(e) Liga zadaniowa — fizyka:
pozytywny/obojetny /negatywny
(f) Patrz w niebo:
pozytywny/obojetny /negatywny
(g) Miesiagce astronomiczne:
pozytywny /obojetny /negatywny
(h) Gammalimatias:
pozytywny/obojetny /negatywny
T Oczekiwalbym /labym w przyszlosci wiecej
materialow
a) przegladowych, ogdlnych
b) szczegétowych
) przydatnych do nauki
)

przydatnych do konkurséw lub olimpiad
przedmiotowych

(o) mnychusomnms e

8. Wolatbym/tabym widzie¢ w Delcie artykuty

(a) dluzsze

(b) krétsze

(¢) takie jak dotad

() DBCTE] s s o s s b

(B) ssmmmmmmmmssndis i e St

10. Z zadowoleniem powitatbym/tabym w Delcie
nastepujace formy prezentacji wiedzy:

Dziekujemy
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Kanadyjscy geologowie odkryli kilka lat temu wielki
podmorski krater uderzeniowy na Atlantyku, okolo
200 km na poludniowy wschéd od Nowej Szkocji.
Krater ma 45 km $érednicy i 2,7 km glebokosci

z pottorakilometrowa gora centralna. Geologowie
oceniaja, ze 50 min lat temu spadl tam obiekt

o s$rednicy do 3 km. Wydarzeniu temu mozna by
przypisa¢ nawet wyginiecie dinozauréw.

S w Rl O O 8 O Q9 O 0 0 O 90 O OO

Z szesciu jednakowych (nie bedacych kwadratami)
rombo6w o katach mniejszych od 120° mozna zestawié
powierzchnie wielocianu dwoma sposobami — raz

tak, aby istnial wierzcholek, w ktérym zbiegaja

sie trzy katy ostre, drugi raz tak, aby byl tam
wierzcholek, w ktorym zbiegaja sie trzy katy rozwarte
(w istocie w obu przypadkach sa wtedy po dwa takie
wierzcholtki). Otéz te wieloSciany maja rézna objetosé.
Pouczajace moze by¢ ¢wiczenie, by najpierw zgadnac,
a potem sprawdzié, ktéry ma wieksza.

Lo o B« A « I ¢+ > S ¢ B« SRS o S o BN« S+ N ¢ G - St N+ AR v B

Czesto slyszy sie, ze satelita obiega Ziemie po
okregu, poniewaz dzialajaca na niego sita odsrodkowa
réwnowazy doérodkowa (grawitacyjna). Tymczasem
pierwsza zasada dynamiki glosi, ze jezeli dzialajace
na obiekt sily réwnowaza sie¢, to obiekt porusza sie
jednostajnie po prostej. Co$ wiec jest tu nie tak.
Otéz trzeba pamietaé, ze wedlug wspomnianej zasady
dynamiki przyczyna ruchu ciala sa sily ze strony
innych cial, pdl silowych i ewentualnie wiezéw, nie
wlicza sie natomiast do nich sil bezwladnosci, a

taka jest np. sila odsrodkowa. Sily bezwladnosci

sa — przeciwnie — skutkiem ruchu, a nie jego
przyczyna. W przypadku satelity sila mv? /7 jest
akurat sila dosrodkowa tozsama z sila grawitacji.
Obroncy wspomnianego na wstepie nieprawidlowego
rozumowania moga twierdzi¢, ze wlasnie dzieki
rownowazeniu ciezaru przez sile odérodkowa satelita
nie spada. Alez spada! Satelita bez przerwy spada
wskutek dzialania sily grawitacji! Majac jednak
specjalnie wybrane warunki poczatkowe ruchu
(obiegowa predkos¢ réwna pierwszej predkosci
kosmicznej 7,9 km/s) nigdy naprawde na Ziemie spasé
nie moze, a skutkiem dzialania grawitacji przy takich
wladnie warunkach poczatkowych ruchu jest kolowy tor
satelity.
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Graf to pewna skonczona liczba punktdéw
(wierzcholkdéw) i pewna skonczona liczba linii
(krawedzi) laczacych niektére (byé¢ moze wszystkie,
by¢ moze niektére po kilka razy) pary tych punktéw.
Wierzchotek jest nieparzysty, gdy jest koricem
nieparzystej liczby krawedzi. Prosze sprawdzi¢, ze nie
da sie narysowac¢ grafu, ktéry mialby dokladnie jeden
wierzcholek nieparzysty (a pozostale parzyste).
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Pole pod cykloidg

Gilles Roberval, XVII-wieczny matematyk francuski,
pierwszy obliczyt to pole, postugujac sie metoda podobna
do tej, ktérej uzyl Archimedes do obliczenia objetoéci kuli
— badajac przekroje — dzi$ te metode nazywa sie zasada

\
/ '

Rys. 1

Cavalieriego. Przypomnijmy, ze cykloida to krzywa, ktéra
zakresla ustalony punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po prostej. Sklada sie ona z tukéw polaczonych ostrzami.
Dhugosé tuku od ostrza do ostrza jest réwna 8r, co
obliczyt Christiaan Huygens, a kazdy moze to powtdrzyé,
siegajac po Malg Delte z numeru 11/1999: dowéd jest tam
zakodowany w rysunku 7.

Fuk cykloidy od ostrza do ostrza w sposéb naturalny
miesci sie w prostokacie o wymiarach 2r x 27r: wysokoéé
to érednica toczacego sie okregu, a dlugoéé to dlugosé
tego okregu. Na rysunku 2 druga polowa cykloidy
zostala przesunieta tak, aby sie znalazla nad pierwsza
potowa. Poniewaz prosta BC' jest osia symetrii cykloidy,
wiec symetria wzgledem réwnoleglej do niej prostej k,
przechodzacej przez srodek O prostokata AC'BB', naklada
tuk B'C’ na pierwsza polowe cykloidy. Narysujmy jeszcze
jeden obraz pierwszej polowy cykloidy, tym razem w
symetrii wzgledem O. Bez trudu stwierdzamy, ze jest to
réwnoczesnie obraz symetryczny tuku B'C' w symetrii
wezgledem prostej [, réwnoleglej do AC' i przechodzacej
przez O (faktycznie: wykonanie symetrii wzgledem dwu
prostych prostopadlych to symetria wzgledem ich punktu
przeciecia).
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Rys. 2

Decydujacym krokiem w obliczaniu pola pod cykloida
jest stwierdzenie, ze pole otrzymanej soczewki AB jest
réwne polu kota ograniczonego przez okrag wyznaczajacy
cykloide.

W tym celu dogodnie jest spojrzeé na tuk B'C’ w jeszcze
jeden sposéb — jest to krzywa, ktéra zakreéla antypodyczny
(polozony na drugim koficu érednicy) punkt do tego, ktéry
zakresla wyjséciowa cykloide.

Faktycznie — jedli punkt P zakresli juz pierwsza polowe
cykloidy, to bedzie u géry, w punkcie B, i podczas dalszego
toczenia zakresli tuk BC, taki sam, jak antypodyczny
punkt @ (znajdujacy sie na poczatku ruchu u géry,

w punkcie B') zakredli podczas pierwszej polowy
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Marek KORDOS

obrotu. Stowem, gdy punkt P bedzie zakredlal tuk
cykloidy od A do B, punkt @ bedzie zakreslat tuk od B’
do C'. Narysujmy wiec (w dowolnym polozeniu) okrag
wyznaczajacy wyjsciowa cykloide (rys. 3). Punkt P
znajduje sie na gérnym luku AB, a antypodyczny punkt Q
na tuku B'C’. Gdziekolwiek jednak nie narysowalibyémy
okregu, jego érodek S bedzie lezal na prostej [. Prosta [
jest wiec osia symetrii narysowanego okregu. Zatem
obraz Q' punktu Q w symetrii wzgledem [ bedzie dalej
lezal na okregu, a ponadto (patrz uwagi do rysunku 2)
na dolnym tuku AB. Co wiecej, poniewaz S jest
srodkiem PQ), wiec (twierdzenie Talesa!) prosta [ jest
réwnolegla do PQ’, czyli PQ' || AC'.

Rys. 3

I tak stwierdziliSmy, ze na kazdej prostej réwnolegtej do
AC' okrag wyznaczajacy cykloide i soczewka AB maja
przekrdj tej samej dtugoscei. Dla kuli i wydrazonego walca
Archimedes postuzyt sie woda. Tu mozemy wyobrazaé
sobie, ze do naczynia w ksztalcie soczewki AB i w ksztalcie
wyznaczajacego cykloide okregu nalewamy sprawiedliwie
»Plaska wode” — jej poziom bedzie w obu naczyniach rést
tak samo, wigc napelnia sie tez jednoczesnie. Stad maja
jednakowe , plaskie objetosci”, czyli pola.

Wilaénie, jak to sig ma do obliczenia pola pod cykloida?
Ot6z bardzo prosto. Roberval zastosowal tu sinusoide o
osi [, majaca najnizsze punkty w A i C, a najwyzszy w B.
Nazywal ja towarzyszka cykloidy. Euk sinusoidy ma $rodek
symetrii w punkcie O, podobnie jak prostokat AC'BB' i
soczewka AB. Zatem sinusoida dzieli tak prostokat, jak
soczewke, na polowy.

B’ B D

Rys. 4

Stad pole pod (pierwsza) polowa cykloidy to pét pola
prostokata plus pél pola soczewki. A wiec cale pole pod
cykloida to cale pole prostokata AC'BB' - czyli

2r - 7r = 2712 — plus cale pole soczewki, czyli cale pole
kota, a wiec w7, Lacznie zatem pole pod jednym lukiem
cykloidy od ostrza do ostrza to 3xr?.

Oczywiscie sinusoida nie jest jedyna linia, jakiej mosna
bylo uzyé w tym rozumowaniu. Polecam znalezienie kilku
innych linii nadajacych sie na towarzyszke cykloidy.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiagzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
= lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 — 38/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
Termin nadsylania rozwiaza: !ub F) - 1 tyle.punktéw otrzymuje mﬁ:]sylajqcy, Po zgmr‘nadzeniu 44. punktéw, w dowolnym tjzasie
31 VIII 2000 % ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 403, 404
Redaguje Marcin E. KUCZMA

403. Ciagi b(0), b(1), b(2), ... oraz d(0), d(1), d(2), ... 404. Udowodnié, ze liczba wszystkich podzialéw zbioru
sa okreslone wzorami: {1,2,...,n} na zbiory niepuste, rozlaczne, jest réwna
b(0) =d(0) =1, b(n+1) = pHm. d(n+1) = 10%(™) wartosdci, jaka przyjmuje w punkcie = 0 pochodna n-tego

Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna n, dla ktorej mgeh Funkcp J1#) =eap(E® =l L5 anihk h :
b(n) > d(44) Zadanie 404 zaproponowal pan Piotr Zmijewski z Lodzi.

Rozwiagzania zadan z matematyki z numeru 2/2000
Przypominamy tre$é zadan:

395. Liczby rzeczywiste ag, a1, a2, ..., azp00 tworza ciag 396. Dane sa dwie przecinajace sie sfery oraz szesé réznych punktdow
monotoniczny. Udowodnié, ze ", Punkty A i B leia na jednej z tych sfer, punkty
2000 2000 - C i D na drugiej; punkty E i F nalezg do obu sfer. Punkt E lezy na
Y‘I —1 ;-krrlil: (Z:' 1V ¥ ay ) __ odcinku AC, a punkt F lezy na odcinku BD, ktéry jest réwnolegly
i it J » drodki danych sfer. Dowiesé, ze rzuty

do prostej przechodzacej prz

395. Dowodzimy przez indukcje, ze jezeli liczby ao, a1, az,...,a2, tworza ciag

Czoléwka ligi zadaniowej monotoniczny, to
7

Klub 44 M
S X p 2n 2n
po uwzglednieniu ocen rozwiazan ih o 2

sadah 387 (WT=1,97) i 388 (WT=1,27) E (-1)%ak > (E (-1 ak)

z numeru 10,1999 k=0 k=0
Janusz Olszewski - Suwalki 44,68 . 4 . A i s .
Andreej Daniluk  — Krakéw 48,64 Dla n = 0 zachodzi réwnoéé. Ustalmy n > 0 i przyjmijmy stusznoéé dowodzonej tezy
Kraysstof Zapisek - Warszawa 42,22 dla tej liczby n. Wezmy pod uwage dowolne liczby ao,a1,az,...,a2n,82n41,02n42
Rafal Pikula - Wrocltaw 41,33 . . o . z
Jarostaw Lasuks. - Warssawa 96,01 tworzace ciag monotoniczny. Przyjmijmy oznaczenia
Jerzy Witkowski — Radlin 34,62 2n an
Pan Olszewski (Weteran) koficzy juz Qnt1 = U, A2n4+2 =V, E {—l)kak = s, 2 (“l)kai = w.
czwarta runde. k=0 k=0

Zalozenie indukcyjne (dla ciagu ao,a1,az,...,a2,) Mowi, ze w > s%; teza indukcyjna

przybiera postaé w — u? + v* > (s — u + v)?. Dla jej dowodu wystarczy wykazaé, ze
G 52—u2+v22(s—u+v)2;

to zaé wynika z przeksztalcenia

S—ul - (s—u+v)? =2(s—u)(u—"v)

i ze spostrzezenia, ze liczby s — u = ap — a1 + ... + G2n — G2n41 OTAZ
U — U = Gan41 — G2nt2 Sa jednoczeénie nieujemne lub niedodatnie. To koticzy dowéd
indukcyjny. Dla n = 1000 mamy teze¢ zadania.

B F \_/D 396. Oznaczmy przez O; érodek sfery zawierajacej punkty A, B, E i F, a przez Oz
érodek sfery zawierajacej punkty C, D, E i F. Réwnolegtle proste 0102 1 BD

wyznaczaja plaszczyzne, ktéra przecina obie sfery wzdtuz ich okregéw wielkich.
Jednym z punktéw przeciecia tych okregéw jest F'; oznaczmy ich drugi punkt
przeciecia przez G. Odcinki BG i DG sg $rednicami danych sfer.

Niech O}, 0%, B', D', G' beda rzutami prostokatnymi punktéw O;, Oz, B, D, G

na prosta AC. Punkt O} jest érodkiem cigciwy AFE pierwszej z rozwazanych sfer;

a poniewaz O; jest $rodkiem jej érednicy BG, to O jest jednoczesnie srodkiem odcinka
B'G'; zatem |AB'| = |EG'|. Analogicznie uzasadniamy, ze O3 jest wspdlnym Srodkiem
odcinkéw D'G’ i CE, wiec |CD'| = |EG’|. Otrzymujemy réwnosé |AB’| = |CD'|, ktéra
byla dana do udowodnienia.
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Zadania z fizyki nr 300, 301
Redaguje Jerzy B. BROJAN

300. Przedstawiony na rysunku 1 przekréj pochylni sklada sie z odcinka o dlugosci
[ = 2 m nachylonego pod katem a = 30° do poziomu oraz dwdch tukéw o promieniu
R = 10 m gtadko laczacych ten odcinek z pélprostymi poziomymi. Na gérnym
poziomie postawiono wézek i nadano mu bardzo niewielka predkoéé w prawo. Czy
w czasie zjazdu wizek oderwie sie jedna para kélek od podloza? Korpus wozka jest
e A R SR PR jednorodna plytka prostopadloscienng o dlugosci d = 5 cm i wysokosci h = 20 cm

31 VIII 2000 (trzeci wymiar jest nieistotny), osie kélek sa osadzone na koncach dolnego boku plytki
(tzn. w odleglodci 5 cm), a mase kélek, ich promier i tarcie nalezy pominaé. Uwaga:
wystarczajace jest rozwiazanie przyblizone, stuszne dla podanych wartosci liczbowych.

301. Z jednorodnego drutu o oporze p na jednostke dlugoséci wykonano pieciokat
foremny o boku a. Ile wynosi warto$¢ indukcji magnetycznej B w Srodku tego
pieciokata, jesli do dwdch sasiednich wierzcholtkéw pieciokata przylaczyé¢ zrédlo
napiecia U? Pominaé pole przewodéw doprowadzajacych i przyja¢ wzgledna
przenikalnosé magnetyczna osrodka réwna 1.

Rys. 1 Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2000
Przypominamy tres¢ zadan:
292, Jednorodna bryla ma ksztalt graniastostupa, ktérego z Krakowa, a zostala przekazana przez jego uczniow

jest n-katem foremnym. Dla jakich n bryla ta moze
y¢é po poziome] powierzchni, tzn. po zetknieciu éciany
z podlozem bedzie sie dalej obracala w te sama strone, bez poslizgu?
Mozna przyjac

, ze sila dziala ze strony podloza tylko na kolejne

wynosi podezas toczenia sie br csymalna liczba ,przeskokow™

ednej kra

zi do nastep

(uwarunkowana z jednej strony

pokonala w sienie mie przeskokaini,

a odsre

strony tym, aby s dkowa nie oderwala jej oc

Pominaé y energii poza przeskokami.

nia pochodzi od dr. Stawomira Brzezowskiego

292. W momencie zetkniecia $ciany graniastostupa
z podlozem nastepuje ,zderzenie” — na krawedz
graniastostupa bedaca nowa osig obrotu dziala przez
krétka chwile duza sita ze strony podloza. W tym krétkim
przedziale czasu role sily ciezkodci mozna zaniedbaé, wiec
obowiazuje zasada zachowania momentu pedu wzgledem
nowej osi. Przedstawiajac moment pedu jako sume
skladnika pochodzacego od ruchu $rodka masy i sktadnika
odpowiadajacego ruchowi wokél srodka masy, otrzymujemy
réwnanie (zob. rys. 3)
mr?wo cos a + Two = (I + mr?)w,
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia:
m — masa bryly,
r — promien okregu opisanego na jej podstawie,
wo 1wy — predkosci katowe przed ,zderzeniem” i po nim,
I — centralny moment bezwtadnosci graniastostupa.
a = 360°/n — kat utworzony przez dwie sasiednie krawedzie
i 0§ graniastostupa,

Roéwnanie to ma sens pod warunkiem, ze lewa strona jest
dodatnia (inaczej bryla sie zatrzyma), tak wiec szukany
warunek ma postac

mricosa+1>0.
Widzimy, ze tylko dla n = 3 nieréwnosé moze nie
byé spelniona, gdyz wtedy o = 120° i pierwszy
sktadnik jest ujemny. Jak mozna obliczyé, centralny
moment bezwladnosci tréjkata réwnobocznego wynosi
I = (1/4)mr?, czyli ujemny skladnik przewaza.
Graniastostup tréjkatny nie moze sie wiec toczyé
(proponujemy Czytelnikom sprawdzié na czekoladzie
Toblerone).
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293. Po napompowaniu powietrza do komory ci$nieniowej

w dolnej czesci ustawionej pionowo rury metalowej

(rys. 2) zwolniono tlok, ktéry zosta

1 opadajaca na

ana przez cigzarek .

m (z czego 75 cm

(tlokiem tym moze byé s rka, ny
spadochronie). Obliczyé wysokosé o

o masie 0,4 kg, jesli rura ma dlugosé

zajmuje komor ) i drednice wewnetrzna

28 mm, cisnienie atmosferyczne wynosi 10° Pa, a cisnienie

1 spustu — 5 - 10° Pa.

w komorze w chwili zwoln

Ponadto dana jest wartosé stosunku ciepel wiasciwych

dla powietrza v = ¢p /ey = 1,4, Rys. 2

Obliczenia prowadzace do odpowiedzi na pytanie
dodatkowe sa nieco zbyt dlugie, aby je zamieécié

na stronach Delty. O ile Autor sie nie pomylil, to
prostopadloscian (n = 4) moze sie przewrdcié¢ tylko raz, dla
n = 5 mozliwe sa dwa kolejne przeskoki, dla n = 6 — trzy,
dla n = 7 — cztery, a dla wyzszych n liczba przeskokéw
rosénie coraz szybciej.

/
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293. Ze wzgledu na duza szybkoé¢ rozprezenia

powietrza zalozymy, ze jest to przemiana adiabatyczna,
tzn. spelnione jest réwnanie pV'” = const. Energia
przekazana ,pociskowi” przez rozprezajacy sie gaz jest
dana wyrazeniem W = f (p — Patm)dV, a po podstawieniu
powyzszej zaleznosci p(V) i scalkowaniu obliczamy

=1
w2 (1 (%)™ s - =110

Jedli straty sa pomijalnie male, to energia ta pozwala cialu
o masie 0,4 kg wzniesé sie na wysokosé 28 m.

Rys. 3




Patrz w niebo

Miesiac temu stwierdziliémy, ze laczne dzialanie plywowe na Ziemie wszystkich
planet jest do zaniedbania w poréwnaniu z dzialaniem Ksiezyca — no,

moze jeszcze z dodatkiem Stonca. Czyzbysmy zapomnieli o dzialaniu
bezposrednim? Okazuje sie, ze obliczenie dziatan bezposrednich tez moze
zgotowad niespodzianke. Mianowicie na podstawie newtonowskiego prawa
grawitacji bez trudu obliczamy, ze przyspieszenie Ksiezyca ze strony Stonca

(o masie 2 x 10%° kg z odlegloéci 1,5 x 10! m) jest w przyblizeniu dwa razy
wieksze niz ze strony Ziemi (o masie 6 x 102% kg z odleglosci tylko 3,84 x 108 m).
To dlaczego Ksiezyc w ogédle trzyma sie Ziemi?! Odpowiedz jest prosta, ale
jakby znowu odwolujaca sie do zjawiska plywdw: praktycznie takiemu samemu
jak Ksiezyc przyspieszeniu ze strony Stonca podlega Ziemia, bo oba ciala sa
niemal w tej samej odleglosci od Stonca. Zatem bezposrednie dzialanie Ziemi
na Ksiezyc dominuje nad mala réznica tych przyspieszen, ktora jest przyczyna
jedynie niewielkich zaburzen okoloziemskiego ruchu Ksiezyca.

Ale jednak mozna by mieé¢ obawy, ze jezeli planety ,ustawia sie na jednej

linii”, to moze wspdlnymi sitami zdolaja Sciagnac¢ Ziemie z jej orbity, i co
wtedy? Oszacowanie tych oddziatywan (tj. skladnikéw przyspieszenia

Ziemi) na podstawie tego samego prawa powszechnego ciazenia jest sprawa
banalna. Okazuje sie, ze najsilniej na Ziemie dziala Slonce, jest w koncu
najmasywniejszym cialem Ukladu Stonecznego. Dwiescie razy stabiej dziala
Ksiezyc — bo choé jest znacznie blizej, to jego masa jest drobnym ulamkiem
masy Slorica. Jowisz jest tysiac razy lzejszy od Slonca i pie¢ razy niz ono dalej,
dziala wiec na Ziemie 25000 razy stabiej. Wenus jest 1zejsza od Stonca 400000
razy i jej dzialanie jest znikome, mimo ze bywa trzy razy blizej Ziemi niz Slonce.
Przyspieszenie ze strony innych planet jest juz poréwnywalne z przyspieszeniem
wywieranym przez czlowieka stojacego w odleglosci metra. Tak czy inaczej,
skoro te polaczone oddzialywania przez kilka miliardéw lat nie Sciagnely Ziemi
z orbity, to zapewne i tym razem nic sie Ziemi nie stanie.

Tomasz KWAST
Czerwiec

Rozpoczynamy wakacje, nadchodzi miesiac najkrétszych i najjasniejszych nocy.
Formalnie uwaza sie, ze tzw. noc astronomiczna to czas, gdy Stonce znajduje sie
co najmniej 18° pod horyzontem. Otéz w czerwcu nawet o pélnocy Slonce nie

i obniza sie tak bardzo, oczywiscie w naszej szerokoéci geograficznej. Ta graniczna
i e e e warto$¢ wysokosci Slonca jest wprawdzie do$¢ umowna, praktyka jednak
b Sia ok Sl wykazuje, ze istotnie, gdy Stonce zejdzie nizej pod horyzont, to niebo staje
odpowiednio przez f1, fl fa. l-h--i-vli sie juz ,porzadnie” czarne i mozna prowadzi¢ réwnie ,porzadne” obserwacje
soczewki sa cienkie, to dla ukladu

i astronomiczne. Ale nie oznacza to, ze w czerwcu polscy obserwatorzy uwazaja
soczewek 11 2 mamy i a e TR . I
| | sie za usprawiedliwionych i nic nie robia.

1

i j) : '.; f2 o Lato zaczyna sie 21 VL. Stonce wstepuje wtedy w znak Raka, a wiec przechodzi

. 1 i z gwiazdozbioru Byka do Blizniat. W tej tez okolicy znajduja sie Wenus i Mars,
PR a wiec planet tych nie wida¢, a ich zlaczenia ze Sloncem zachodza odpowiednio

Rozpatrujac plytke szklang jako uklad 11 VI i1 VIL Jowisz i Saturn (ich zlaczenia ze Stonicem byly w maju) znajduja

seilt preyisE Rty sl sacsewels; Siakiy sie na granicy Barana i Byka, a wiec juz okolo 30° od Slofica i planety te mozna

;-_ a ;] | ;-]. = 0. juz widzie¢ nad ranem. Tak wiec konczy sie seria zlaczen jasnych planet ze
A e a Stoficem, czyli ,ustawienie planet na jednej linii” odchodzi do przeszlosci. Now

L : Ksiezyca wypada 2 VI, pelnia 16 VI. W czerwcu Ksiezyc nie zakrywa zadnej
2 & jasnej gwiazdy.

k.

Lo R N« S o SRR+ B < SO+ S ~ SRR < B« S« S o B+ - T S« H o SR S« S e S« SR ¢ SR« S I e S B HIFE SR A S R R R+

Kazda plaszczyzna przechodzaca przez srodek
sze$cianu dzieli go na dwie jednakowe bryly. Sposréd
plaszczyzn przechodzacych przez $rodek czworoécianu
foremnego jedynie 7 ma te wlasnos$¢ — ktore?

Tréjkat dzielimy na tréjkaty w ten sposéb, aby
zardwno w starych, jak i nowych wierzcholkach
spotykalo sie ich tyle samo. Ile? Jedyne mozliwosci to
3, 71 19. Dlaczego akurat tyle?

[ I e R
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nam mozliwo$¢ dokonania podziatu stosu 7-elementowego
/ OO (30) na stosy o licznodciach 1 i 6, co nie zmienia faktu,
ze liczba Grundy’ego r¢(7) pozycji zlozonej z jednego
stosu 7-bierkowego w grze ROZNE STOSY wynosi 0
M a t‘[ag pomimo wprowadzenia zakazu tworzenia stoséw zlozonych
z 6 bierek.

#— 0
Dla stosu zlozonego z 8 bierek zabroniony jest podzial na
stosy 2 i 6, co juz ma wplyw na liczbe Gundy’ego, gdyz

GRY (13) r(8) = 2, podczas gdy rs(8) = 1.
Zasiadamy teraz do gry ROZNE STOSY z przeciwnikiem, 8 bierek ‘ ~ 8 bierek
ktory j.est dziwnie przesa‘dny.i staw.ia “:arune.k: I\.Iigdy, Pozycja | Liczba Grundy’ego (6 zabronione)
przenigdy, podczas gry nie moze si¢ pojawié stos 1,7 0420=0 PW“ ia |I,u zba Grundy’ego
majgcy dokladnie 6 bierek. Nie mamy wyjscia, 2.6 O+z1=1 (1,7 | i0=0 |
przeciwnik jest uparty, wiec przystajemy na ten warunek. 3,5 1+452=3 3 .8 | 1+22=3

Co zmienia przyjecie takiego ograniczenia? Dopdki w grze

Przy 9 bierkach modyfikacja gry daje zna¢ o sobie
s tylko stosy majace mniej niz 6 bierek, wszystko jest po

jeszcze bardziej, gdyz oprécz zakazu podzialu na stosy

staremu. 316, do glosu dochodzi zmiana liczby Grundy’ego stosu
Dla stosu zlozonego z 7 bierek mieliémy dotychczas 8-elementowego.
trzy mozliwe posuniecia prowadzace do pozycji o liczbie g . ]
Grundy’ego odpowiednio 1, 2 i 1, skad wyliczyliém 9 bierek B
. ¥ €8 P : : Y Y . ok (6 zabronione)
ze liczba Grundy’go r(7) stosu 7-elementowego jest Pozycja |Liczba Grundy’ego e
réwna 0 (jako najmniejsza liczba calkowita nieujemna 1.8 0422=2 Pozycja |Liczba Grundy’ego
niewystepujaca wéréd liczb 1, 21 1). 2,7 04+20=0 [ A8  04g2=2 |

; 3,6 1+421=0 2,7 0+20=0 |

T bierek T bierek 4,5 0+4+22=2 . S ’ 0422=2
(6 zabronione) .

Pozycja |Liczba Grundy'ego | | . Zastanéw sie, Drogi Czytelniku, jak zmieni sie po wyzej
1,6 O0+21=1 Pozycja |Liczba Grundy’ego wprowadzonym ograniczeniu przebieg gry rozpoczynajacej
2,5 0+22=2 | 2,5 0+22=2 si¢ od stosu zlozonego z 37 bierek, ktéra opisali$my
3,4 1+20=1 3,4 1+20=1 w poprzednim I'-limatiasie. Odpowiedz za dwa miesigce.

Jezeli zabronimy tworzenia stoséw 6-bierkowych, odpadnie JWR

Najgorsze przyblizenia liczby = (1)
Jest duzo wzoréw dajacych bardzo dobre przyblizenia liczby 7. W poszukiwaniu przyblizefi najgorszych jest oczywiscie sporo
przekory. Nie chodzi jednak o podanie przyblizen z sufitu. Przedstawiamy wzory, ktére w granicy daja dokladna wartosé
jednak zbiezno$é¢ jest, méwiac delikatnie, nie najszybsza. Wzory te pojawiaja sie w sposéb naturalny, jednak naktad pracy
wloZonej w obliczenie przyblizonej wartoéci m przy ich uzyciu procentuje nie najlepiej.
Arcus sinus
Korzystamy z rozwiniecia funkcji arcsin w szereg potegowy. Dla z € [—1, 1] mamy

aresing — +1-:1:3+1-3-m5+1‘3-5»x7+ +1-3-5-...-(2n—1)»w2“+1+
T S T 4s T2 A6 T T kG @n)(EMED) T
skad po podstawieniu = = 1 otrzymujemy
, 1 1-3 1-3.5 1-3:5....-(2n—1)
= 2arcsinl = 2 e
F = ame (1+2»3+2-4-5+2-4-6‘7+ t3a6 .. @n) @t )

Uwzglednimy 50 wyrazéw powyzszego szeregu, aby otrzymadé iscie imponujaco wygladajace przyblizenie

. 64341351001831558926908434473869802762184342487946190274503565130433
"~ 21577411012715429447243757700009128948046771365134424924090059980800 ’

w ktérym licznik i mianownik maja po 68 cyfr. Nie bedziemy przytaczaé tego ulamka ograniczajac sie do
przyblizenia, jakie on daje: w = 3,1059.

Nie pytaj, Drogi Czytelniku, ile cyfr po przecinku daje
to przyblizenie, zobacz lepiej, co jest przed przecinkiem. 10000 wyrazéw daje m = 3,1303, a przy 100000 wyrazéw
Powyiszy utamek daje bowiem 7 ~ 2,98188. otrzymujemy m =~ 3,138, widaé¢ wiec, ze sumy czesciowe
szeregu zaczynaja sie upodabniaé do rzeczywistej

Przy 1000 wyrazéw otrzymujemy przyblizenie m utamkiem wartosci 7 bardzo powoli.

0 1463-cyfrowym liczniku i 1462-cyfrowym mianowniku. JWR

Korespondencjg do I'-limatiasu prosimy kierowaé¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@imath.uni.wroc.pl
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% Zadania I stopnia ¢
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ﬂ bedg opublikowane
' we wkladce
do Delty 9/2000

Zadania II stopnia oraz finalu

Olimpiad: Astronomicznej, Matematycznej i Fizycznej

XLII OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 1999/2000

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (druga seria)

1. Za pomoca kamery o ogniskowej 19 m uzyskano
obrazy trzech cial sposréd planet i ksiezycow

Uktadu Stonecznego. Liniowe rozmiary tych obrazéw
wynosily d; = 17,1 cm, dy = 0,41 cm i d3 = 0,82 cm.
Przedyskutuj, czy jednoznacznie mozna rozstrzygnac,
jakich cial niebieskich obrazy uzyskano.

Potrzebne dane znajdz samodzielnie.

2. Narysuj tarcze zegara z 24-godzinng podzialka.

W miejscach tarczy odpowiadajacych momentowi
gorowania w lokalnym czasie gwiazdowym w dniu
réwnonocy wiosennej 1999 r., umie$é symbole Ksiezyca
(z graficznie zaznaczong faza), Slonca i planet, a takze
punktéw réwnonocy 1 przesilen.

Potrzebne dane znajdz samodzielnie.

3. W grudniu 1995 r. zarejestrowano niezwykle stabe
obiekty. Po dwdch latach okazalo sie, ze przemiescity
sie one o kat okoto 1/20 sekundy tuku. Czym moga
by¢ te obiekty? Czy moga to by¢ obiekty poltozone:

- w naszym Ukladzie Planetarnym,

- w przestrzeni miedzygwiazdowej,

- w przestrzeni miedzygalaktycznej?

Uwaga: Sformutowanie ,niezwykle stabe obiekty”
oznacza, ze byly one na granicy mozliwosci
rejestracyjnych teleskopu Hubble’a.

4. Krétko scharakteryzuj gwiazdy Wolfa—Rayeta.



&9
ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. W maju 1997 roku za pomoca HST uzyskano
widmo centralnej czesci galaktyki M84. Z widma
wynika, ze w odleglosci 26 lat Swietlnych od $rodka
galaktyki predkosé orbitalna wynosi 400 km/s.
Przedyskutuj, czy w centrum tej galaktyki moze by¢
czarna dziura.

2. W biezacym roku Ziemia bedzie w punkcie
odstonecznym 4 lipca. (ag = 6754™; 85 = +22°52').
Punkt odstoneczny — uwzgledniajac réwniez precesje —
porusza si¢ ruchem prostym 61!7 rocznie. Oblicz, po
jakim czasie Ziemia znajdzie sie w aphelium w dniu
rownonocy jesiennej.

3. Jasnodci obserwowane dwoch gwiazd

tworzacych uklad wizualnie podwéjny réznia sie

o Am = 1,25 mag, a réznica ich jasnosci absolutnych
wynosi AM = 1 mag. Jak sa usytuowane te gwiazdy
wzgledem obserwatora i czy moga one tworzy¢ uklad
fizycznie podwdjny?

4. W dniu 5 listopada 1999 r. droga astrometryczna
odkryto, ze gwiazde HD209458 (o parametrach
niemal identycznych ze Sloricem) obiega planeta.
Jej okres obiegu wynosi 3,523 doby. Jakich efektow
fotometrycznych nalezaloby sie spodziewaé, gdyby
zalozy¢, ze plaszczyzna orbity planety lezy blisko
kierunku Ziemia-gwiazda, a promien planety jest

0 60% wiekszy od promienia Jowisza?

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Wykaz, ze grawitacyjna energia gromadzona

w formie ciepla w fazie formowania sie ciala
planetarnego podczas spadku na to cialo kolejnych
porcji materii jest proporcjonalna do p?R®, gdzie p jest
srednia gestoScia powstalego ciala planetarnego, a R

— jego promieniem.

2. Na zalaczonym wykresie przedstawiono usredniong
krzywa jasnoSci zmiennej za¢mieniowej w zaleznosci od
fazy. Okresl parametry charakteryzujace gwiazdy tego
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ukladu i sam uklad podwdjny, wiedzac, ze okres
zmiennosci wynosi 2,77 doby, a typ widmowy
goretszego skladnika B5V. Zaléz, ze za¢mienia sa
centralne.

3. W 1910 roku kometa Halleya przechodzila przez
peryhelium. Podczas tego zblizenia Ziemia znalazia
sie w gazowym warkoczu komety. Oblicz, kiedy
mialo miejsce to zjawisko i jaka byla wéwczas
odlegloéé jadra komety od Ziemi? Elementy orbity
komety Halleya podane sa w zalaczonej tabelce.

W rozwiazaniu przyjmij kotowos¢ orbity Ziemi oraz
radialnie odstoneczny kierunek warkocza komety.

odleglos¢ w peryhelium q 0,58715 AU
mimosrod e 0,96728
dlugosé wezla wstepujacego Q 579 50
dlugosé peryhelium w 1k e
nachylenie orbity i 1625 21
moment przejicia przez peryhelium 1910 IV 204 1777

4. Aparatura planetarium odtwarza wyglad nieba

o godz. 21:00 UT. Wyznacz wspélrzedne réwnikowe

réwnonocne oraz horyzontalne widocznej na niebie

komety.

1) Okresl z mozliwie najwieksza dokladnoscia miejsce
obserwacji odpowiadajace temu wygladowi nieba.

2) Okresl date obserwacji, wiedzac, ze dotyczy ona
2000 r.

3) Wymien wszystkie te obiekty z katalogu Messiera,
ktore sa odtwarzane na niebie planetarium.
Wyniki obserwacji zapisz na zalaczonym arkuszu
obserwacyjnym.

5. Dwa identyczne meteoroidy leca obok siebie
réwnolegtymi torami z predkoscia 20 km/s wzgledem
Ziemi. Pierwszy wpadl w atmosfere Ziemi pod
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katem 45° bezposrednio nad obserwatorem, a drugi
150 km dalej. Spalily sie w identyczny sposob na
wysokosci 80 km, tworzac §lady o dlugosci 5 km.
Obserwator zauwazyl, ze pierwszy §lad rozpoczyna
sie w zenicie oraz ze oba Slady meteorow lezaly

w poludniku niebieskim. Opisz, jakie réznice miedzy
oboma zjawiskami dostrzeze obserwator.

6. Zjawisko Hawkinga, dotyczace czarnych

dziur, polega na ich parowaniu w wyniku emisji

promieniowania ciala doskonale czarnego.

Temperature czarnej dziury mozna opisa¢ wzorem
Mg :

== Gy IO_SFO, w ktérym temperatura jest

wyrazona w kelwinach. Za promien czarnej dziury

wzorach Mg, M, G oraz c sa odpowiednio

masg Stofica, masa rozwazanej czarnej dziury,

stala grawitacji i predkoscia Swiatla. Eatwo

zauwazy¢, ze ostatnie stadia istnienia czarnej dziury

maja gwaltowny charakter, a ich opis jest dosc

skomplikowany. Jednak wykonujac proste rachunki,

mozna uzyskac interesujace oszacowania. Rozwazmy

czarna dziure o masie tysiaca ton.

1. Zakladajac, ze w trakcie parowania promien

i temperatura czarnej dziury sa stale,

a promieniowanie ogranicza sie do widma fal

elektromagnetycznych, oblicz:

a) jak dlugo bedzie jeszcze istnie¢ ta czarna dziura?

b) jaka bedzie jej moc promieniowania?

¢) w jakim zakresie widma nalezy poszukiwaé tych
zjawisk?

II. W trakcie parowania promien i temperatura

czarnej dziury ulega zmianie. Okresl jakoSciowo, jaki

wplyw maja te zmiany na uzyskane w poprzednim

punkcie oszacowania. W szczegdlnosci zastanéw sie,

czy w realistycznym przypadku odpowiedz w punkcie

»,¢” ulegnie istotnym zmianom.

Koncowa klasyfikacja

2MG :
mozna uzna¢ wielkos¢ ry = At N powyzszych
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Laureaci

I miejsce Aleksander SADOWSKI, kl. I, I LO
im. Ziemi Kujawskiej we Wloclawku
(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Mariusz Sobczak).

II miejsce Tomasz TYRANOWSKI, kl. II, I LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

(nauczyciel: mgr Ryszard Zapala,
opiekun przygotowujacy do olimpiady: mgr Teresa Mach).

IIT miejsce ex aequo:

Mitosz JERKIEWICZ, kl. IV, I LO im. Stefana
Zeromskiego w Jeleniej Gérze

(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:

mgr Benedykt Lubiszewski);

Lech EOBODZINSKI, kl. III, I LO im. Antoniego
Osuchowskiego w Cieszynie

(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:

mgr Urszula Klemczak).

IV miejsce Marcin PIENKOWSKI, kl. IV, I LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

(nauczyciel: mgr Stanistaw Brzezowski,

opiekun przygotowujacy do olimpiady: Patryk Mach).
Finalisci

V miejsce Gabriel PIETRZYKOWSKI, kl. IV, LO

im. Bolestawa Prusa w Skierniewicach

(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Jan Malka).

VI miejsce ex aequo:

Damian BOGDANOWICZ, kl. III, Zespét Szkot

Og6lnoksztalcacych Nr 1 im. Stefana Zeromskiego
w Leborku

(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:

mgr Wlodzimierz Klata).

Tomasz SKIBA, kl. IV, IV LO im. Mikolaja Kopernika
w Rzeszowie

(nauczyciel i opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Franciszka Kita).

Pozostali uczestnicy finalu
w kolejnoéci alfabetycznej:

Andrzej JASTRZEBSKI, kl. I1I, IT LO im. Kréla Jana III
Sobieskiego w Grudziadzu;

Agnieszka KONDRAT, kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroctawiu;

Aleksander KORZYNSKI, kl. ITI, II LO im. Stefana
Batorego w Warszawie;

Robert KUZMIAK, kl. IIL, I LO im. Wladystawa
Sikorskiego w Miedzyrzecu Podlaskim;

Marek MISZTAL, kl. II, II LO w Konskiem;

Andrzej NIEWEGELOWSKI, kl. ITI, LO w Radzyniu
Podlaskim;

Maciej PASZKOWSKI-ROGACZ, kl. IV, I LO

im. Mikolaja Kopernika w Lodzi;

Piotr SADOWSKI, kl. IV, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu;

Joanna Maja SEAWINSKA, kl. IV, II LO im. Hetmana
Jana Zamoyskiego w Lublinie;

Radostaw WOJTAK, kl. III, IT LO im. Mikolaja Reja

w Krasniku;

Pawel WOLAK, kl. II, I LO im. Aleksandra Patkowskiego
w Sandomierzu.
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1. Rozstrzygnaé, czy kazda liczbe wymierna dodatnia
mozna przedstawi¢ w postaci

a® + b*
gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

2. Dwusieczna kata BAC' tréjkata ABC przecina okrag
opisany na tym tréjkacie w punkcie D réznym od A.
Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktéw B i C na prosta AD. Dowieéé, ze

AD > BK + CL.

3. Na polach szachownicy n x n rozmieszczono

n? réznych liczb catkowitych, po jednej na kazdym
polu. W kazde]j kolumnie pole z najwieksza liczba
pomalowano na czerwono. Zbiér n pél szachownicy
nazwiemy dopuszczalnym, jezeli zadne dwa z tych pél
nie znajduja si¢ w tym samym wierszu ani w tej samej
kolumnie. Spoéréd wszystkich zbioréw dopuszczalnych

f@ LI OLIMPIADA MATEMATYCZNA 1999/2000

ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA (25-26 lutego 2000)

wybrano zbiér, dla ktérego suma liczb umieszczonych
na jego polach jest najwicksza. Wykazaé, ze w tak
wybranym zbiorze jest czerwone pole.

4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego

w tréjkat ABC, w ktérym AB # AC. Proste BI i C'I
przecinaja boki AC' i AB odpowiednio w punktach

D i E. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata BAC, dla
ktérych moze zachodzié¢ réwnoéé DI = E1I.

5. Niech N pznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich.

‘Rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja f : N — N, ze

dla kazdego n € N zachodzi réwnosé¢ f(f(n)) = 2n.

6. Wielomian w(z) stopnia drugiego

o wspélczynnikach catkowitych przyjmuje dla
calkowitych x wartosci bedace kwadratami liczb
catkowitych. Dowieéé, ze wielomian w(z) jest
kwadratem pewnego wielomianu.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA (3-4 kwietnia 2000)

1. Dana jest liczba calkowita n > 2. Wyznaczy¢ liczbe
rozwigzan (z1,¢2,...,x,) ukladu réwnan

§ To + E? =4z,
Ta 4= 9:% =4as
J H 7 e m% = 4(1.'3

2 iZ
Tn + Tpn—_1 = 4$n—1

2
T o= Ary

\

w liczbach rzeczywistych nieujemnych.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC.
Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
LPAB = /PBC. Punkt M jest $rodkiem boku AB.
Dowiesé, ze

LAPM + /BPC = 180°.

3. Ciag liczb naturalnych (p,,) spelnia nastepujace

warunki:

1° p; i ps sa liczbami pierwszymi,

2° dla n > 3 liczba p,, jest najwiekszym dzielnikiem
pierwszym liczby

Pn-1 + pn_2 =+ 2000.

Udowodnié, ze ciag (p,) jest ograniczony.

4. W ostrostupie prawidlowym o wierzchotku S

i podstawie A4, ... A, kazda krawedz boczna tworzy
z plaszczyzna podstawy kat 60°. Dla kazdej liczby
naturalnej n > 3 rozstrzygnaé, czy mozna wybraé
takie punkty By, Bs, ..., B, lezace odpowiednio na
krawedziach A,S, A3S,..., 4,8, ze

A1Bs+ BsBs+ BaBy+ ...+ B,_1B, + B,A; <2A4,8.

5. Dla danej liczby naturalnej n > 2 znalezé
najmniejsza liczbe k o nastepujacej wlasnoéci:

Z dowolnego, k-elementowego zbioru pél szachownicy
n X n, mozna wybra¢ taki niepusty podzbiér, ze liczba
pol tego podzbioru w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie szachownicy jest parzysta.

6. Stopien wielomianu P(z) o wspélczynnikach
rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto dla kazdego x
P(z® - 1) = (P(z))” - 1.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi réwnosé
Pl =

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znaleé w internecie pod adresem: wuw. impan.gov.pl/ olimp/

iv
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Nagroda stopnia pierwszego

1. Mateusz KWASNICKI, kl. IIT LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu (nauczyciele: Przemystaw
Szczepaniak, Augustyn Kaluza, Krystyna Czycza i Krzysztof
Omiljanowski).

Nagrody stopnia drugiego
2. Tomasz CZAJKA, kl. IV, LO im. Komisji Edukacji
Narodowe] w Stalowej Woli (nauczyciele: Waldemar Rozek
i Henryk Pawlowski).
3. Michal ADAMASZEK, kl. III, V LO
w Bielsku-Bialej (nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
4. Lech DURAJ, kl. ITI, V LO im. Augusta

Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula
Szwedzicka, Pawel Gniadek i Lestaw Skrzypek).

5. Wojciech CZERWINSKI, kl. II, XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciele: Jerzy
Konarski i Kazimierz Cegielka).

Nagrody stopnia trzeciego

6-10. Przemyslaw BRONIEK, kl. IV, V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele:
Armen Edigarian, Jacek Dymel, Lestaw Skrzypek, Maja
Jasieniska, Urszula Szwedzicka i Michal Kapustka).

Pawel PARYS, kl. II, LO im. Stanislawa Staszica

w Tarnowskich Gérach (nauczyciele: Dariusz Nowak i Jézef
Kalinowski).

Bartosz SULKOWSKI, kl. ITI, V LO w Bielsku-Bialej
(nauezyciel: Tomasz Szymeczyk).

Pawet WALTER, kl. ITI, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula Szwedzicka
i Leslaw Skrzypek).

Marcin WOJNARSKI, kl. IV, Katolickie LO
Ks. Pijaréw w Krakowie (nauczyciel: Krzysztof Reczek).
11-13. Katarzyna JACHIM, kl. III, LO im. Komisji

Edukacji Narodowej w Stalowej Woli (nauczyciel:
Waldemar Rozek).

Artur JEZ, kl. IIT, XTIV LO im. Polonii Belgijskie]
we Wroclawiu (nauczyciele: Stefan Mizia i Zbigniew
Romanowicz).

Marcin SABOK, kl. IV, XV LO im. mjr. Piotra
Wysockiego we Wroclawiu (nauczyciele: Grazyna
Pitkowska, Augustyn Kaluza i Zbigniew Romanowicz).

14. Wojciech KAMINSKI, kl. IV, I LO im. Mikotaja
Kopernika w f.odzi (nauczyciele: Adam Paszkiewicz, Andrzej
Komisarski i Maciej Czarnecki).

15. Jakub GISMATULLIN, kl. IV, XIV LO

im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu (nauczyciel: Stefan
Mizia).

16. Grzegorz HERMAN, kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Urszula Szwedzicka
i Pawel Gniadek).

Wyréznienia
Michal BORNY, kl. IV, IT LO im. Jana Zamoyskiego
w Lublinie (nauczyciel: Jacek Klisowski).
Jakub BYSZEWSKI, kl. III, I LO im. Juliusza Slowackiego
w Chorzowie (nauczyciel: Dariusz Kuziar).
Przemystaw GRUDZINSKI, kI. TV, TV LO im. Tadeusza
Kos$ciuszki w Toruniu (nauczyciel: Henryk Pawlowski).
Michat JABELONOWSKI, kl. IV, III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni (nauczyciel: Wojciech Tomalczyk).
Jacek JUREWICZ, kl. III, II LO im. Konstantego
Ildefonsa Galczyriskiego w Olsztynie (nauczyciel: Teresa
Pik).
Roman EOMOWSKI, kl. II, VI LO im. Jana i Jedrzeja
Sniadeckich w Bydgoszczy (nauczyciele: Henryk Pawlowski
i Anna Karaszewska).
Krzysztof MACZYNSKI, kl. IV, V LO w Bielsku-Bialej
(nauczyciel: Tomasz Szymczyk).
Piotr NIEMCZYK, kl. IV, V LO w Bielsku-Bialej
(nauczyciel: Tomasz Szymezyk).
Krzysztof ONAK, kl. IV, III LO im. Adama Mickiewicza
w Tarnowie (nauczyciele: Jézef Citak i Edward Tutaj).
Lech STAWIKOWSKI, kl. VIIT Szkoly Podstawowej
nr 84 we Wroclawiu (nauczyciele: Bogustaw Merdas, Monika
Waszkiewicz-Bolenowska, Zbigniew Romanowicz i Zdzistaw
Stomian).
Andrzej TYMOCZKO, kl. IV, IV LO im. Mikolaja
Kopernika w Rzeszowie (nauczyciel: Mariusz Kraus).
Jarostaw WRONA, kl. II, I LO im. Mikolaja Kopernika
w Kroénie (nauczyciel: Andrzej Bysiewicz).
Tadeusz ZIMIRSKI, kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Armen Edigarian i
Urszula Szwedzicka).
Jakub ZWIERZ, kl. III, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu (nauczyciele: Stanistaw Bus i Zbigniew
Romanowicz).

* W sklad delegacji polskiej na XLI Miedzynarodowa Olimpiade
Matematyczna, ktéra odbedzie sie w Korei Poludniowej

w dniach 16-25 lipca br., powolani zostali: Michal Adamaszek,
Tomasz Czajka, Wojciech Czerwiniski, Lech Duraj, Mateusz
Kwasnicki i Marcin Wojnarski. Na zawodnikéw rezerwowych
powolano Wojciecha Kaminskiego i Jakuba Gismatullina.

* Na XXIII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne, ktore
odbeda sie w dniach 25 czerwca — 5 lipca br. w Polsce, powolano
delegacje, w sklad ktérej wejdg: Przemystaw Broniek, Jakub
Byszewski, Artur Jez, Roman Lomowski, Marcin Sabok

i Bartosz Sutkowski. Zawodnicy rezerwowi: Jacek Jurewicz,
Jakub Zwierz i Lech Stawikowski.

+ Powolano tez delegacje na XI Olimpiade Matematyczna
Panstw Baltyckich, ktéra odbedzie sie w Norwegii w listopadzie
br. Sktad delegacji: Grzegorz Herman, Katarzyna Jachim, Pawel
Parys, Pawel Walter i Jaroslaw Wrona. Zawodnicy rezerwowi:
Jacek Jurewicz, Jakub Zwierz i Lech Stawikowski.

+ Na obéz naukowy Olimpiady Matematycznej, ktéry odbedazie
sie w Zwardoniu w dniach 4-17 czerwca br., powolano
nastepujace osoby: Michal Adamaszek, Przemystaw Broniek,
Jakub Byszewski, Wojciech Czerwiriski, Lech Duraj, Jakub
Gismatullin, Grzegorz Herman, Katarzyna Jachim, Artur Jez,
Jacek Jurewicz, Mateusz Kwasnicki, Pawel Parys, Marcin
Sabok, Lech Stawikowski, Bartosz Sulkowski, Pawel Walter,
Marcin Wojnarski, Jarostaw Wrona i Jakub Zwierz.
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1. W jednorodnym polu magnetycznym o indukeji B,
w plaszczyznie prostopadlej do linii pola znajduje sie
sztywny przewod kolowy z poprzeczka wzdluz srednicy
kola o promieniu 7 (rys. 1), wykonany z cienkiego,
jednorodnego drutu o stalym oporze p przypadajacym
na jednostke dlugosci. Przewdd moze obracac sie
wokol ustalonej osi, réwnoleglej do linii pola B,
przechodzacej przez §rodek O kota. Do punktu O oraz
punktu P lezacego na obwodzie kola dolaczono Zrédlo
stalego napiecia U. Kat, jaki tworzy promiei OP

z poprzeczka, wynosi a (rys. 1). W jakim zakresie
katow taki silnik ruszy z miejsca, jezeli musi pokonaé
moment sil tarcia réwny M7

Dane: B=5 10002 FF—=2V, p =D LR -m L
r=0,1m, Mg =4,63-10"% N.m.

U —
g

B

Rys. 1

2. Dwa samochody A i B jada naprzeciw siebie

na prostej drodze. Predkosé A wynosi 90 km /h,

za$ predkos¢ B wynosi 54 km/h. Po minieciu sie

samochodéw rejestrowana przez A czestotliwos$c

dzwieku emitowanego przez B zmienia sie o 127,3 Hz.

a) Ile wynosi czestotliwosé dzwieku emitowanego przez
samochdd B?

b) Jaka czestotliwos¢ dzwieku odbiera kierowca
samochodu A przed, a jaka po minieciu
samochodu B?

¢) Jak zmienia sie wyniki, jesli podczas jazdy
samochodéw wieje wiatr z predkosdcia 36 km/h
w kierunku jazdy samochodu B?

Przyjmij, ze predkos¢ dzwieku w powietrzu wynosi
340 m/s.

3. Pomieszczenie o wymiarach 2 m x 2 m x 2,24 m
zawiera powietrze o skladzie: 21% objetosci — tlen,
79% — azot. Temperatura powietrza wynosi 0°C,

a ci$nienie — 101,3 kPa. Na §cianach pomieszczenia

Vi

znajduje sie 0,2 kg sadzy (czystego wegla).

Iskra elektryczna zapoczatkowuje gwaltowny

proces spalania. Zakladajac, ze Sciany sa sztywne

i nie przewodza ciepla, oblicz koricowe wartosci
temperatury i ciSnienia w pomieszczeniu.

Przyjmij, ze wystepujace gazy zachowuja sie jak gazy
doskonale, ze czasteczki tych gazéw sa sztywne oraz ze
wegiel ulega calkowitemu spaleniu na COs.

Stala gazowa R=8,3 J-mol ™' . K1, cieplo wydzielone
podczas spalania wegla wynosi ¢ = 3,95 - 10° J - mol .

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji:

1. igle magnetyczna na podstawce niemagnetycznej,

2. kawalki drutu miedzianego, pret drewniany, tasme
samoprzylepna, plasteline,

3. linijke i papier milimetrowy,

4. statyw,

5. zasilacz pradu stalego do 5 A, amperomierz,
opornice suwakowa, przewody i krokodylki,

6. katomierz zamieszczony ponizej tresci zadania.

Wyznacz wielkosé poziomej sktadowej wektora
indukcji ziemskiego pola magnetycznego. Wskaz
zrodla bledu pomiarowego, zaproponuj sposoby jego
zmniejszenia i zastosuj je w rozwiazaniu.

Ocen wielkoé¢ bledu pomiarowego otrzymanego
wyniku.

Wyjasnij przyczyny, dlaczego otrzymany wynik moze
sie r6zni¢ od rzeczywistej wartosci poziomej sktadowej
wektora indukcji ziemskiego pola magnetycznego.

g B W0ad

0

Rys. 2
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1. Laricuch zlozony z 18 jednakowych, jednorodnych,
sztywnych cienkich pretéw zostal podwieszony do
poziomego sufitu (rys. 1). Prety moga obracaé si¢
swobodnie wokél zlaczy. Najnizej wiszace prety tworza
z poziomem kat o = 30°.
a) Jaki kat tworza z sufitem kraricowe prety?
b) Jaka jest warto$¢ sity dzialajacej na sufit
w punkcie zaczepienia lancucha, jezeli jego ciezar
wynosi P?

WA/ =

Rys. 1

2. Magnes staly wytwarza jednorodne pole
magnetyczne o indukcji B w obszarze o szerokosci d
(indukcje poza tym obszarem mozna zaniedbac).

¥
®
B
1) ® ®
Sl el E
&®
® @
= X
Rys. 2

vii

Magnes ten porusza si¢ z predkoscia vy = (—vp, 0),
prostopadle do linii pola (rys. 2). Z lewej strony (patrz
rys. 2) nadlatuje czastka o masie m, naladowana
dodatnim ladunkiem elektrycznym q. Przed wejsciem
w obszar pola magnetycznego czastka porusza sie

z predkoscia v skierowana pod katem a do osi z.

Znajdz taka szerokoé¢ d, dla ktorej czastka po
opuszczeniu obszaru pola magnetycznego porusza sie
rownolegle do osi y.

Dane: B=10"3T,¢=1,6-10"17 C,
m=17-10"" kg, v =3 m/s, v=10 m/s, a = 30°.

3. Kulisty mikrometeoryt porusza si¢ w kierunku
érodka Ziemi. W wyniku zderzen z czasteczkami
powietrza nastepuje zmniejszenie predkosci oraz
ogrzanie mikrometeorytu. Zderzenia z czgsteczkami
powietrza nie sa sprezyste, ale w ich wyniku nie
zmienia si¢ masa mikrometeorytu. Predkos¢ v
mikrometeorytu na wysokosci h nad powierzchnia
Ziemi jest powiazana z gestoécia powietrza przyblizong
zaleznoscia:

v(h) = tge =T ph).

gdzie p(h) oznacza gestos¢ atmosfery na wysokosci h,
v = nR?/m, R — promief mikrometeorytu, a m

— jego masa, stala H = 8400 m; v, jest predkoscia
mikrometeorytu w chwili wejScia w atmosfere.

Predkosci termiczne czasteczek powietrza sa znacznie
mniejsze od rozwazanych predkosci mikrometeorytu.
Wyznacz:
a) liczbe zderzen czasteczek powietrza
z mikrometeorytem w jednostce czasu w zaleznosci
od jego predkosci.

W zakresie wysokich temperatur energia potrzebna na

zmiane temperatury ciala jest znikoma w poréwnaniu

z energia wypromieniowywang. Przyjmujac,

ze w kazdym zderzeniu czasteczki powietrza

z mikrometeorytem polowa energii kinetycznej ruchu

czasteczki wzgledem mikrometeorytu jest zuzywana na

jego ogrzewanie, wyznacz:

b) zalezno$é¢ temperatury mikrometeorytu od jego
predkosci w zakresie wysokich temperatur;

¢) maksymalna temperature osiaggang przez
mikrometeoryt.

Przyjmij, ze: R=3-10"% m, m = 6- 10710 kg,

vp = 12 - 10° m/s, masa czasteczkowa

powietrza pu = 28, stala Stefana-Boltzmanna

o =5,67-10"8 Wm2K~*, liczba Avogadra

Ny = 6,02 - 10%3. Mikrometeoryt traktuj jako ciato
doskonale czarne.
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Zadanie doswiadczalne
A) Majac do dyspozycji wylacznie:
— zréodlo swiatta — wskaznik laserowy,

— tasme miernicza o dlugosci 2 m,

—~ 10 cm linijke z podzialka,

~ pionowy ekran i kartke papieru,

— kawalki plasteliny, bloczek kartek, pudetko
kartonowe oraz kawalki tadémy samoprzylepnej,
wyznacz dhugosé fali swiatla laserowego. Ocen
wielkos¢ btedu otrzymanego wyniku oraz wskaz
czynniki wplywajace na otrzymana dokladnosé.

B) Korzystajac z wyniku z poprzedniej czesci oraz
majac do dyspozycji dodatkowo plyte CD, wyznacz
$rednig odleglo$é miedzy $ciezkami na plycie CD
oraz $rednig dlugosé sciezki przypadajaca na 1 bit
informacji.

Zaloz, ze catkowita ilo§¢ informacji na plycie CD

réwna jest 650 MB (1 MB = 2%? bitéw) oraz ze §ciezka

ma ksztalt spirali. Ocen wielkos¢ bledu otrzymanego
wyniku oraz wskaz czynniki wplywajace na otrzymana
dokladnosé.
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