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Transformacja Galileusza od ukladu S ze
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Teoria wzglednosci
Leszek M. SOKOLOWSKI

Gdy Einstein przyjechal w 1921 r. po raz pierwszy do Ameryki, juz

w nowojorskim porcie obskoczyli go dziennikarze z propozycja, by w dwu
zdaniach wylozyl istote teorii wzglednosci. Powiedzial im: ,,Dotad uwazano,

ze gdyby wszystkie ciala materialne zniknely z Wszechéwiata, to czas

i przestrzen pozostalyby. Natomiast wedlug teorii wzglednosci, czas i przestrzen
zniknelyby wraz z nimi”. Einstein nie catkiem mial racje, bowiem zasada Macha,
na ktérej opieral swéj poglad, nie dala sie dotad uzgodnié¢ z reszta fizyki, za to
dobrze zobrazowal radykalnoéé przemiany wiedzy fizycznej o czasie i przestrzeni,
bedacej jego dzielem. Dokonal jej w dwu etapach. Pierwszy, psychologicznie
trudniejszy, stanowila szczegélna teoria wzglednosci (STW).

Opis wszelkiego ruchu odwoluje sie do czasu i przestrzeni. W fizyce, whrew
tradycji kulturowej, traktujacej je jako byty odrebne i niezalezne, tworza

one jeden obiekt fizyczny — czasoprzestrzen. Wynika to z zasady wzglednosci
Galileusza: w przyrodzie istnieje nie jeden, lecz cata klasa wyrdznionych
uktaddw odniesienia, w ktorych opis ruchu jest prosty. Uklady te, zwane
inercjalnymi, poruszaja sie wzgledem siebie, zatem przestrzen jest sprzezona

z czasem. W kazdym z nich z osobna przestrzen jest euklidesowa, a czas

— czyli to, co mierzy dobry zegar — plynie réwnomiernie. Czasoprzestrzen

jest w sensie matematycznym pewna przestrzenia i jej geometrie mozna
odtworzy¢ z transformacji miedzy ukladami inercjalnymi. Przestrzen euklidesowsa
poznajemy po tym, ze istnieja w niej kartezjanskie uklady wspélrzednych

i kazdy z nich przechodzi w inny obrotem i przesunieciem. Podobnie geometria
czasoprzestrzeni wynika z dwu postulatéw: zasady wzglednosci (istnieja
uklady inercjalne) i konkretnej postaci transformacji miedzy ukladami
inercjalnymi. Przed Einsteinem sadzono, ze mozliwy jest tylko jeden rodzaj
transformacji, intuicyjnie oczywisty; Einstein stwierdzil, ze jest wiecej
mozliwoéci i wyboru trzeba dokonaé na podstawie eksperymentu. Gdy wziaé
transformacje Galileusza, to dostaje sie czasoprzestrzen Galileusza fizyki
klasycznej. Czasoprzestrzenn STW dostaniemy, postulujac transformacje
Lorentza. Transformacja ta pojawia sie przy zalozeniu, ze w przyrodzie istnieje
stala uniwersalna o wymiarze predkosci; na istnienie takiej statej wskazuje fizyka
atomowa. Tradycyjnie stala te utozsamia sie z predkoscia ¢ Swiatla w prézni,
ale $wiatlo nie jest tu jedyne, jest ona bowiem predkoscia rozchodzenia sie
wszystkich oddzialywan fundamentalnych.

Przestrzen, w ktérej transformacja miedzy wyrdznionymi ukladami
wspbélrzednych jest transformacja Lorentza, zostala wprowadzona w 1908 r.
przez Hermanna Minkowskiego 1 nosi jego imie; jej punkty nazywamy
zdarzeniami. Podobnie jak przestrzen Euklidesa jest ona przestrzenia metryczna:
jest w niej okreslona odleglo$é dowolnych dwu punktéw. Jest jednak zasadnicza
réznica — w przestrzeni Minkowskiego odleglo$¢ moze by¢ zaréwno dodatnia
liczba rzeczywista, jak i liczba czysto urojonag (dokladniej: dodatnia liczba
rzeczywista pomnozona przez urojona jednostke). W czasoprzestrzeni
Galileusza tak nie jest — dla dwu zdarzen ,,0 godzinie 7.00 wsiadam do

pociagu w Krakowie” i ,0 9.35 wysiadam z pociagu w Warszawie” sens
niezmienniczy ma tylko ich odleglo$¢ czasowa, 9300 s, natomiast odleglosé
przestrzenna zalezy od ukladu odniesienia: w ukladzie zwigzanym z Ziemia
wynosi 292 km, a w ukladzie pociagu oba zdarzenia zachodza w tym samym
miejscu. W przestrzeni Minkowskiego odlegloéé czasoprzestrzenna zdarzen
wynosi 2788140000 km, ich za$ odleglosci przestrzenne i czasowe zaleza od
ukladu odniesienia.

Tradycyjnie od czaséw Einsteina wyklad STW koncentruje sie na
konsekwencjach transformacji Lorentza: skréceniu dlugodci, wydluzeniu czasu

i innych sprzecznych z intuicja efektach. Nieodmiennie zadziwia to laikéw,

a i fizykéw wprawia nieraz w konfuzje. Historycznie bylo to uzasadnione, lecz
teraz jest niecelowe. To tak, jakby w geometrii Euklidesa przywiazywac zbytnia
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Rys. 1. AB — linia $wiata obserwatora poruszajacego sig ze
zmienna predkodcia, u — chwilowa 4-predkoéé obserwatora w P.

Réwnoczesne z P sa wszystkie zdarzenia lezace na 3-plaszczyinie

przechodzacej przez P i prostopadtej do u, tzn. dla dowolnego

punktu @ na niej 4-wektor w laczacy Q z P jest ortogonalny do u,

ume
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Rys. 2. Relacja réwnoczesnosci jest nieprzechodnia. Mamy linie

swiata: Z — $rodka Ziemi,
G — galaktyki spoczywajacej wzgledem Ziemi,
S — obserwatora idacego na Ziemi w pewnym kierunku,
S — obserwatora idacego w przeciwnym kierunku,
Ai B - zdarzenia réwnoczesne w ukladzie odniesienia Z,
Ai B, — zdarzenia réwnoczesne w ukladzie 5;,
B i Ay — zdarzenia réwnoczesne w ukladach G i Z,
A i Ba — zdarzenia réwnoczesne w ukladzie Sa,
Ba i As — zdarzenia réwnoczesne w ukladach G i Z,
A; moze byé odlegle od Az o tysiac lat!

het
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Rys. 3. Czas mierzony przez zegar miedzy A i B
zalezy od jego linii dwiata i wynosi
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Rys. 4. BliZnigta starzeja sie
niejednakowo, dlugoéci ich linii
dwiata miedzy 4 1 B sg rozne,

s1(A, B) # sa(A, B).

wage do tego, jak przy obrotach zmieniaja sie
wspélrzedne wierzchotkéw tréjkata. Skoro niezliczone
eksperymenty z fizyki czastek elementarnych

ustalily bezspornie, ze czasoprzestrzen ma geometrie
Minkowskiego, to trzeba od poczatku konsekwentnie
postugiwaé sie ta geometria. STW to fizycznie
zinterpretowana geometria Minkowskiego. Kazde pojecie
STW ma sens geometryczny i kazde twierdzenie tej teorii
jest twierdzeniem tej geometrii. To, co nie ma jasnej
tresci geometrycznej (np. ,nie istniejg czastki szybsze
od $wiatta”), nie wchodzi do korpusu STW. Klopoty

i nieporozumienia zwiazane z STW biora sie stad,

ze przenosimy relacje i konstrukcje z czasoprzestrzeni
Galileusza do przestrzeni Minkowskiego. Trzeba
rozumowaé geometrycznie i wszystkie procedury
fizyczne przekladaé na jezyk tej geometrii. I tak historia
czastki punktowej, czyli zbior wszystkich zdarzen

jej dotyczacych, tworzy w czasoprzestrzeni krzywa,
zwana linia $wiata czastki. Wektor styczny do tej linii
(zwany 4-wektorem) jest wektorem 4-predkosci czastki,
niezaleznym od uktadu odniesienia. W przestrzeni
Minkowskiego, podobnie jak w euklidesowej, mamy
iloczyn skalarny 4-wektoréw, wyznaczony przez odleglosé
zdarzen. Einsteinowska definicja réwnoczesnosci za
pomoca sygnaléw $wietlnych moze wyda¢ sie arbitralna.
Jest ona tylko jedna z kilku technicznych realizacji
definicji geometrycznej: dla danego obserwatora
réwnoczesne sa te zdarzenia, ktére laczy z nim 4-wektor
prostopadly do jego 4-predkosci (tzn. taki, ze ich iloczyn
skalarny w sensie Minkowskiego znika). Réwnoczesnos¢
musi byé zrelatywizowana do obserwatora (tj. ukladu
odniesienia), bo nie istnieje czas absolutny.

Fizyczny czas mierzony przez idealny zegar ma

prosty sens geometryczny — jest to dlugosé jego linii
§wiata. Slawetny paradoks blizniat ma wiec oczywiste
rozwigzanie: dwie rézne linie §wiata laczace dwa zadane
zdarzenia maja na ogdél rézna dlugosé. Poniewaz

w przestrzeni Minkowskiego kwadrat odleglosci moze by¢
ujemny, ze wszystkich krzywych laczacych dwa punkty
linia prosta jest najdiuzsza (u Euklidesa jest najkrétsza);
wynika to z odwrdcenia nieréwnosci tréjkata.

C

A
B

Rys. 5. AB, BC, AC, — mozliwe linie §wiata
czastek, Nieréwnosé tréjkata u Euklidesa
AB + BC > AC.
Odwrdécona nierdwnoéé trdjkata
u Minkowskiego
AB + BC < AC.
Dla fotonu linia swiata ma zawsze dlugoié 0.
Jezeli AB i BC to linie dwiata fotonu,
to AB + BC = 0. Zdarzenie C lezgce
w przyszlodci A mozna zawsze polaczyé z A
linia lamana o dlugosei 0.
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Rys. 6. Pozioma sprezysta membrana jest
w polu ciazenia Ziemi. Tocza sie po niej
rozne kule. Im ciegsza kula, tym silniej
odksztalca membrane. Lekka czastka
nie zakrzywia membrany, stacza sie do
dolka wytworzonego przesz ciezsza kule.
Wyglada to, jakby kula przyciagala
czastke. Krzywizna membrany przejawia
si¢ jak przyciaganie cial na niej.

L. .1

Rozwiazanie zadania M 915.

Niech A bedzie dowolnym uczestnikiem
kursu. Wystarc
inny uczestnik B, }

azac, ze istnieje

Srego kolegami sa
A (wtedy A
zaprasza B i owych dwdch kolegdw).
Zaldzmy, ze taki B nie istnieje. Wtedy
kazdy z m kolegdw A (m = 10) koleguje
zstnikami (nie

dwaj koledzy uczestnik

sie z co najmniej 8 ucz

liczge A), ktérzy nie koleguja sie z A.
Jesli wsz

restnicy byliby rézni,
to mielibyémy co najmniej 8m > 80
uczestnikéw réznych od A i nie bedacych
jego kolegami. Wtedy jednak liczba
wszystkich uczestnikéw kursu bylaby
réwna co najmniej 80 4+ 10 + 1 = 91. Tak
wiec istnieja dwaj koledzy A, ktérzy maja

wspolnego kolege (B) réznego od A.

Einstein sformulowat STW w 1905 r., trzy lata pézniej Minkowski nadal
jej ostateczna posta¢ geometryczna. Jej naturalng dziedzing jest §wiat
czastek elementarnych, lecz stosuje sie nie tylko tam, gdzie predkosci sa
relatywistyczne. W fizyce kwantowej STW sprawia, ze istnieja antyczastki:
pozytony, antyneutrina itd., a to jest efekt niezalezny od predkoéci.

Drugim etapem wielkiej przemiany byla ogélna teoria wzglednosci (OTW,

1915 r.). Dotad czasoprzestrzen uwazano za element absolutny przyrody

— ustalong i niezmienna scene, na ktérej rozgrywa sie cala fizyka. Einstein
uznal, ze scena ta czynnie reaguje na to, co sie na niej dzieje: czasoprzestrzen
oddzialuje z materia. Wszelka materia, zaleznie od ruchu i wlasnosci (gestos¢
masy, ped, ciénienie), zakrzywia czasoprzestrzenn. W przestrzeni Euklidesa

jest jedna plaszczyzna i nieskoniczenie wiele powierzchni zakrzywionych,
podobnie jest jedna czasoprzestrzen plaska (tj. Minkowskiego) i nieskoniczenie
wiele zakrzywionych, odpowiadajacych rozmaitym formom i ruchom materii.
Zaleznoéé jest wzajemna: ruch materii wplywa na krzywizne, krzywizna
wplywa na ruch. Relacja STW do OTW jest relacja plaszczyzny do powierzchni
zakrzywionej; gtadka powierzchnia ma w kazdym punkcie plaszczyzne do

niej styczna, ktéra ja przybliza wokél punktu stycznosci. Krzywizna, a §cislej
méwiac odlegloéé zdarzen w czasoprzestrzeni, jest pewnym polem fizycznym,
ktérego zrédlem jest kazda materia, tak jak ladunki elektryczne sa zrédlem pola
elektromagnetycznego. Nie jest to nowe, dotad nieznane, pole fizyczne. Einstein
wykazal, ze nalezy je utozsami¢ z najbardziej uniwersalnym oddzialywaniem

— grawitacja. W OTW nastapita calkowita geometryzacja grawitacji.

OTW jest teoria niezmiernie bogata i jestesmy daleko od wyczerpania jej
mozliwoéci. Trzy klasy czasoprzestrzeni, czyli pél grawitacyjnych, sg szczegélnie
interesujace: modele kosmologiczne (czasoprzestrzenie modelujace geometrie
calego Wszechéwiata), czarne dziury i fale grawitacyjne. Dzieki OTW
kosmologia stala sie nauka fizyczna. Czarne dziury to osobliwe czasoprzestrzenie
powstajace w wyniku zapa$ci grawitacyjnej wypalonych gwiazd; tutaj czas

i przestrzen najjaskrawiej odbiegaja od potocznych o nich wyobrazen. Fale
grawitacyjne maja wiele cech wspélnych z falami elektromagnetycznymi,

ale i réznia sie od nich w wielu aspektach; geometrycznie sg one drganiami
krzywizny, podobnymi do wibracji membrany bebna. Niestety, bardzo slabo
oddzialuja one z materia, totez mimo zZe przestrzeii wokél nas jest ich pelna,
zaden organizm Zywy nie ma receptoréw fal grawitacyjnych. Od dziesieciu

lat wiemy posrednio o promieniowaniu grawitacyjoym z pulsara podwéjnego.
Bezpoérednio ,zobaczymy” je za dobrych kilka lat.

OTW jest teoria niekwantowa. Materia jest kwantowa, wiec jej pole
grawitacyjne musi mieé cechy kwantowe. Kwantowa grawitacja to kwantowa
geometria. Wiele wskazuje na to, ze stworzenie kwantowej teorii czasoprzestrzeni
jest najtrudniejszym zadaniem w calej historii nauki. Mozna przypuszczac, ze cel
ten zostanie osiagniety gleboko w trzecim tysiacleciu.

Ze jay skorupa jest dziurkowatq, pewnym jest ztqd, Ze zaraz po zniesieniu, wypréiniaiq
sie i byé Swiezemi przestaig. Zapobiegaige temu zwykty sie dziurki ich ttustq jakq
zatykaé materyq, oliwg naprzyklad. Tq gdy sie dobrze zewszqd powleka, chustq je otrzeé
nalezy, azeby cienka tylko warszta zostala powtoki, a to dla tego, azeby cisnieniem
powietrza, wewngtrz jaia wpedzone oliwy krople, gorzknieige, jaia nie zepsuty. Chege
mieé zawsze jak mozna naySwiezsze, zaraz po zniesieniu ttustoscig powlec potrzeba,

albo dnia tegoz przynaymniey. Jadtem tym sposobem wiecey od roku chowane, i tak je
§wiezemi i delikatnemi znaydowalem, jak gdyby dzi$ byly zniesione. Zeby je jak mozna
naydtuzey dochowaé, trzeba mieé bacznosé, zeby zaptodzone nie byty, bo w takim razie
nad 6. lub 8. tygodni chowad sie niemogq.

Osiemnastowieczny przepis na przechowywanie jajek
— wedlug M.J. Brissona w ksiazce Poczgtki Fizyki, 1797 r.



Rondeau

Jan BARANOWSKI

Wahadlo Foucaulta jest corocznie
demonstrowane podczas wrzedniowego
Festiwalu Nauki na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego.

@

Rozwigzanie zadania F 522.

Zrédleo znajduje sig w ognisku soczewki,

a wiec oswietlenie w punkcie A lezacym
pod #rédlem jest réwne odwietlenin
soczewki w punkcie O (pomijamy
pochlanianie i odbicie $wiatla przez

soczewke).

A
it \
Ogniskowa soczewki wynosi
f = (zdolnoéé skupiajaca) ' = 1 m. Stad
mamy, ze ofwietlenie w punkcie O jest
rowne

I
Ep = }_-.—- = 100 lukséw ,

5

a wiec odwietlenie w punkcie A wynosi
E4 = Eg = 100 lukséw.

Oderwijmy sie na chwile od Ziemi i spojrzyjmy na jezdzace samochody z gory.
Na rondzie, na przyklad na skrzyzowaniu Marszalkowskiej i Alej Jerozolimskich
w Warszawie czy na Place de 'Etoile w Paryzu, byle nie bylo to w Wielkiej
Brytanii ani Japonii, samochody poruszaja si¢ w strone przeciwng do wskazéwek
zegara. To prawo o ruchu drogowym.

7 podobnej perspektywy mozna zaobserwowaé konsekwencje uktadu wiatréw

— w cyklonie powietrze porusza sie na ogdl przeciwnie do wskazdwek zegara,

o ile cyklon ten wystartowal na pétkuli péinocnej. Cyklon powstaje, gdy

w jakimé miejscu wystepuje silny lokalny niz baryczny, tam zbiegaja si¢ wiatry,
niosac powietrze z okolic majacych wyzsze cisnienie. To prawo meteorologiczne
Buys-Ballota.

W roku 1850 Jean Bernard Foucault ndowodnil, za pomocg stynnego wahadta,
7e Ziemia sie obraca wzgledem wtlasnej osi. Miato ono 67 m dlugosci, wisialo
w paryskim Panteonie. W Polsce widzialem podobne w zamkowej wiezy

we Fromborku, chyba o wiele krétsze, ale wystarczajaco dlugie, by mozna
bylo obserwowaé to, na co zwrdcil uwage Foucault. Sledzac je nie dtuzej niz
kwadrans, zobaczymy, ze plaszczyzna wahan obraca sie wobec oznaczonych
kierunkéw nieruchomych wzgledem powierzchni Ziemi.

Kapiace sie w wannie dzieci bardzo lubia patrzec na ,lejek”, jaki pojawia sig
przy wypuszczaniu wody. Jezeli wyciagniemy korek, nie zaburzajac ruchu wody,
Jlejek” na ogét bedzie sie obracal w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara. Do$wiadczenie jest proste i kazdy je moze za chwile powtérzy¢. Jednak
trzeba zapewnié minimum wiarygodnosci. Przecietny zlewozmywak jest z natury
niesymetryczny i uksztaltowanie blachy moze zanadto wplywac na ruch wody.
Przecietna wanna jest wystarczajaco symetryczna. A wiec napuszczamy wode,
wyciagamy korek i patrzymy. Jesli teraz reka zamieszamy wode nad otworem
odplywowym w kierunku wskazéwek zegara, woda bedzie postuszna i utrzyma
ten skret. Jesli po wyciagnieciu korka nie bedziemy ingerowac, kierunek obrotu
Jlejka” zdecyduje sie sam i bedzie taki, jak w cyklonie.

Od kilku lat chodzac po miedcie, ogladajac architekture, albumy artystyczne,
fotografie obiektéw naturalnych i sztucznych, chodzac wérdd roélin, krzewéw,
drzew w Warszawie i poza nia, wyszukuje regularnosdci zwiazane z geometria.
Tak przygladajac sie réwniez pniom, zaobserwowalem, i to bardzo szybko,
dzieki starym bzom, ze jakas$ sila skreca rosliny (a spotyka to tez najzwyklejsze
kasztanowce). Na innych pniach w miedcie trudno to zobaczy¢, ale mozna

— nawet w centrum Warszawy. Trzeba jednak uwaznie patrze¢. By¢ moze jednym
z impulséw do takich obserwacji byla wspaniala ksiazka H. Weyla Symetria,

w ktérej sporo jest interesujacych przykladéw geometrii w przyrodzie i sztuce.
Weyl pisze miedzy innymi, ze zwrot skrecenia muszli §limaka jest uwarunkowany
genetycznie, podobnie jak wewnetrzna budowa ciata czlowieka, cho¢ od tego
bywaja odstepstwa. Czasem rodzi sie czlowiek majacy serce po prawej stronie.
Weyl wspomina o filotaksji, ale, niestety, nic o skrecaniu drzew.

0Od poczatku dziwil mnie kierunek skretu. Nauczony w szkole o tropizmach,
zwlaszcza o fototropizmie, wnioskowaltem, ze te bzy powinny sie skreca¢ za
Sloficem, czyli zgodnie ze wskazéwkami zegara, a one tymczasem — na odwrét.
Przez pare lat podczas wakacji w Tatrach ogladatem kazda sterte Scigtych

i odkorowanych pni réznych drzew. Ciagle ten sam kierunek skretu. Wiedzialem
juz, ze to regularnos¢. Nie spotkalem przeciwnego skretu (nie twierdze, ze nie
istnieje!). Wyjaénienie odktadalem do spotkania z jakim§ dendrologiem.

W Delcie nr 1/1998 czytam, ze zjawisko, ktére sam zaobserwowalem, patrzac
na pnie w Warszawie, a potwierdzilem bedac w Tatrach, nie zachodzi w Polsce.
Nieco mnie to zbulwersowalo i kazdego spotkanego zameczatem: ktod to widzial
w Laponii, a tu w Polsce nie. ..

Wreszcie spotkalem sie z kolega (tez matematykiem), ktory szepnal — a moze to
Coriolis. . . Jezeli ta hipoteza jest prawdziwa, to — by¢ moze — w Laponii skret
pni jest silniejszy. Jak to wyglada w Australii? Czy sa jakie$ skrety na réwniku?
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Fotografia wykonana w Polsce (Jan Baranowski, wyzej) i w Australii

(Ludwika Amber, nizej).

Sita Coriolisa wynikajaca z bezwladno$ci ciata
obracajacego sie wraz z ukladem dziala tylko wtedy,
gdy jest ,dopuszczona do glosu” przez inne, na

ogol wieksze sity, kiedy gra role ,,jezyczka u wagi”
wobec znoszacych sie innych sil. Jest na pewno
odpowiedzialna za skret cyklonu, wiru oceanicznego,
wahadla Foucaulta, za lejek w wannie, za to, ze rzeki
naszej potkuli podmywaja chetniej lewy brzeg.

Czy jest tak ze skretem drzew? Na pewno nie jest
odpowiedzialna za ruch samochodéw na rondzie.

Przeciwny skret niz cyklon ma antycyklon powstajacy
w miejscu, gdzie wystapil silny wyz baryczny. Tutaj
gléwny kierunek ruchu powietrza jest od srodka na
zewnatrz i tak samo dziala sitla Coriolisa. Réznie bywa
z trabami powietrznymi w Ameryce nazywanymi
tornado; nie calkiem wiadomo, jak one powstaja,
maja raczej zwiazek z réznicami temperatur niz
ci$nien, niewatpliwie maja charakter bardziej lokalny

i krétkotrwaly niz cyklony. Podobno traby na ogél
kreca sie zgodnie ze wskazdowkami zegara.

Wszystkie wspomniane przeze mnie uznane przyklady
ingerencji sity Coriolisa dotycza mas (powietrza,
wody, ciezarka wahadla) poruszajacych sie wzgledem
wirujacej Ziemi. Drzewa stoja.

Hipoteza z sila Coriolisa, cho¢ pociqéaja,,ca, padla.

Indagowani biolodzy obiecywali znalez¢ wyjasnienie,
ktos prébowal nawet wytlumaczy¢ to zjawisko, jednak
w swej argumentacji nieco sie¢ zapetlil... Nie mam
jeszcze zamiaru zostawi¢ biologow w spokoju!

Po pieciu miesiacach natretnego wypytywania
biologéw i fizykéw uméwitem sie na bardzo wazne
spotkanie. Do Warszawy przyjechala polska

poetka mieszkajaca w Australii, Ludwika Amber.
Lubi obserwowa¢ przyrode i ja fotografowac. Tez
zauwazyla skrecajace sie pnie. Opowiada, ze wiekszos¢
tamtejszych drzew ma cienka luszczaca si¢ kore, ktora
schodzi z pnia rozszczepiajac sie na wlékna. Tworzy
czasem efektowne firany zwisajace z galezi.

Polozyliémy obok siebie dwa zdjecia: warszawskiego
kasztanowca i drzewa z australijskiego buszu. Skrecone
sa w te sama strone. Nie da sie wiec podtrzymac
zadnej hipotezy wiazacej to zjawisko z ruchem
obrotowym Ziemi.

P.S. Nie znam odpowiedzi na pytanie: czy zamieszana
w szklance herbata zgodnie ze wskazéwkami zegara
bedzie sie krécej poruszaé niz herbata zamieszana tak
samo, ale przeciwnie do wskazdwek zegara?

Inne pytanie: w ktdra strone poruszalyby sie
wskazéwki zegara, gdyby ten wynalazek powstal
w Australii?

I jeszcze jedno: znalazlem ostatnio w Warszawie
kilka drzew o przeciwnym skrecie, ale jestem pewien,
ze stanowia wyjatki.



Po przeczytaniu artykulu Jana Baranowskiego zastanowilo

mnie, ze podobnie jak autor, nie rozmawiatem chyba nigdy

z dendrologiem. Wysnulem wiec hipoteze, ze o dendrologa

w Warszawie (a tym bardziej na Place de 'Etoile w Paryzu)
trudno, poniewaz ludzie ci wola przebywaé w ciszy, wéréd rzadkich
okazéw drzew i krzewéw, np. w arboretum w Kérniku badz

w Rogowie, niz w huku i smrodzie wielkich miast. Pézniej jednak,
gdy dowiedzialem sie, Ze jedna znajoma mi pani dendrolog na stale
mieszka w Warszawie, zaczatem sie obawiaé, ze moja hipoteza jest

0 ksiegarni. Nie zauwazylem w tych ksiazkach, bedac ich wiernym
czytelnikiem, zadnej wzmianki o prawoskretnoéci pni drzew,
natomiast wéréd pnaczy wyrézniaja one pnacza wijace sie (wokét
sznurkéw, pretéw, lub jedna lodyga wokél drugiej) i o tym,

w ktéra strone sie wija, czesto informuja. Szczegélnie dotyczy

to Domdw w zieleni Rudiego Baumanna (Arkady, Warszawa,

1991), a tam okre$lony kierunek wicia sie przypisany jest kazdemu

gatunkowi tych pnaczy. Wedlug tej ksiazki znakomita wiekszoéé

gatunkéw wije sie w prawo, ale sa tez takie, ktére wija sie w lewo.
4 Przedstawiciele czterech gatunkéw znajduja sie na marginesach

o tego numeru Delty. Jak widaé, akebia pieciolistkowa (Akebia

quinata) i kokornak wielkolistny (Aristolochia macrophylla)

wija si¢ w prawo, natomiast wiciokrzew pomorski, odmiana

pézna (Lonicera periclymenum var. serotina) i cytryniec chiriski

(Sehisandra chinensis) wija sie w lewo.

Zaobserwowane przez Jana Baranowskiego skrecanie sie pni moze
by¢ cecha przypadkowa, zmieniajaca sie od drzewa do drzewa — tak
mozna podejrzewaé na podstawie zakorficzenia jego artykutu. Jesli
to prawda, to kierunek skretu zadnego wyjasnienia nie wymaga.
Moze tez by¢ tak, ze jest to cecha gatunkowa — podobnie jak
w przypadku pnaczy. Wtedy narzuca sie wyjasnienie genetyczne.
Szukanie za$ wyjasnienia fizycznego prowokuje analogie z tapaniem
sie lewa reka za prawe ucho, gdy ono swedzi.

oY Wojciech KOPCZYNSKI




Liczby Euklidesa Witold BEDNAREK

Juz Euklides wykazal, ze liczb pierwszych (czyli takich liczb naturalnych p > 1,
ktoére dziela sie tylko przez 1 i przez p) jest nieskoriczenie wiele. Jego dowé6d
ﬁ opieral sie na nastepujacym spostrzezeniu:
Jesli p1,p2,...,pn sa poczatkowymi liczbami pierwszymi,
to kazdy dzielnik pierwszy liczby

Rozwigzanie zadania F 521.

Odwietlenie powierzchni przez

punkh)\,‘r... zrédlo dwiatla jest odwrol.ui.n . €n = P1P2-Pn + 1

proporcjonalne do kwadratu odleglosci tej ) ) i L. o
powierzchni od #rédla. Poniewaz ekran .]eSt hCZbQ Plerwszg rozna od P1:P2y-- s Pn (dl&CZegO- )-

znajduje sie w odlegloéei r od Zrédla

Nazwijmy liczby e, liczbami Euklidesa. Dla n = 1, 2, 3, 4 i 5 liczby Euklidesa sa

o o séiettenis ehoans 4o | licsbami pierwszymi (odpowiednio: 3, 7, 31, 211, 2311). Dla n =6, 7, 8, 9, 10 53

oéwietlenia zwierciadla wynosi to liczby zlozone (np. eg = 59 - 509, eq = 317 - 703763). Liczba e;; to znéw liczba
E _(3r)? 1 pierwsza. Widzimy zatem, ze wérod liczb Euklidesa znajduja sie zaréwno liczby
T T P pierwsze, jak i zlozone. W zwiazku z tym nasuwaja sie nastepujace pytania:

Czy wérdd liczb Euklidesa znajduje sie

o (a) nieskoriczenie wiele liczb pierwszych?

3 iy (b) nieskonczenie wiele liczb zlozonych?

= o / /\ Odpowiedzi na te pytania nie sa znane, cho¢ podejrzewa sie, ze sa raczej
5l < pozytywne. A oto nastepne pytanie bez znanej odpowiedzi:

E S Czy kazda liczba Euklidesa jest bezkwadratowa, tzn. jest

1 \} liczba pierwsza lub iloczynem réznych liczb pierwszych?

g < i Uczestnicy Konkursu Zadaniowego czasopisma Matematyka zmagali sie
7 \ / i 7z zadaniem:

1 < Czy ktora$ z liczb Euklidesa jest potega liczby naturalnej

1 E i (0 wyktadniku naturalnym wiekszym od 1)? .

7 r 2  OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna (Matematyka 1/1998, rozwiazanie

zadania nr 1406, str. 47 i 48). Wykazemy teraz, ze kazda liczba Euklidesa e,

Zrédlo éwiatla lezy w ognisku zwierciadla . . e . .2 . . b
wkleslego, dlatego po odbiciu promienie ma.' 1111'3 WIQ_CEJ. e i dZ{e].'leOW plerwszych. Niech q1,92, - s q"s deQ WSZyStklml
beda tworzyly wiazke réwnolegla. dzielnikami pierwszymi liczby e, = p1p2-- - pn + 1. Oczywiscie
Padajac na ekran, wiazka ta zwiekszy LAr
ietlenie 0 4F, a wigc calkowite % > Pn dla ¢ = 1’2’ sl
oswietlenie drodka ekranu wyniesie Mamy
E+4E =5E ,

pip2--pn+1=q7'q3* - 5",

czyli odwietlenie w tym punkcie zwieksay

sie pieciokrotnie. gdzie o, a9, ..., as sa liczbami naturalnymi. Dalej mamy
1% 48 > g2 qs > Phyr-
Wobec tego
(%) p2Pa+12ph,.

Z drugiej strony
PPz P +1<ph+1< (P +1)" <phy;.
Stad i z (%) otrzymujemy
Pni1 < Ppi1-
Zatem s < n. A tego wladnie mieliémy dowiesé.

Na koniec jeszcze jedna hipoteza:

Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych nie
dzielacych zadnej liczby Euklidesa.

Takimi liczbami pierwszymi sa np. 2, 5, 11, 13, 17, 23, 29, 37 (dlaczego?).

8 Kazdy ulamek miedzy 0 i 1 mozna przedstawié
jako sume odwrotnosci réznych liczb naturalnych.
Przepis jest prosty: odejmujemy stale najwieksza
odwrotnos¢, jaka sie (wérdd liczb dodatnich) daje
odjaé. Ale dlaczego to zawsze sie skoinczy?

Brytyjscy geofizycy po obliczeniach
wykorzystujacych mechanike kwantowa i,
oczywiscie, superkomputer, twierdza, ze w §rodku
Ziemi panuje temperatura odpowiadajaca
atmosferze Storica: okolo 5500° C.



NMoia aello

Podzial czekolady

Mama przyniosta do domu czekolade i data chtopcom do podziatu.
Pawetek porwatl czekolade ze stohu i oswiadczyt glosno:

— Podziele ja sprawiedliwie.

Tomek spojrzal podejrzliwie na Pawelka; co znaczy sprawiedliwoéé
mlodszego brata? A Pawelek kontynuowal:

— Masz, Tomku, pét czekolady — i wreczyl mu poléwke — ale zréb tak, jak
ja, podziel to, co ci daje, na pél i jeden kawalek daj mi.

Tomek widzial niesprawiedliwo$¢, ale zrobil tak, jak Pawelek prosit, tylko
dodat:

— Ale ty oddaj mi pél tego, co ci teraz daje.

Pawelek dal mu kawalek, a Tomek oddal mu pél tego, co dostal. Tak

sie dzielili coraz mniejszym kawalkiem, az nierozdzielone zostaly tylko
brazowe plamy na palcach. '

— Czy dostaliScie po réwno? — zapytala mama, styszac wrzawe przy stole
kuchennym:

— Jak zwykle, Pawel dostal wiecej! — poskarzyl sie Tomek.

Pawet nie zaprzeczyl, ale ze §miechem krzyknal:

— Dostatem wigcej, ale dzielilem sprawiedliwie, zawsze w ten sam sposéb.
— Sposéb byl ten sam, ale ty, Pawetku, zaczales dzielié.

Pawelek przerwal

— Kto pierwszy ten lepszy! A moze wcale nie mam wiecej?

Tu schowal poléwke czekolady, ktéra mial od poczatku i dorzucit ze
$§miechem:

~ A teraz mam mniej.

Mama spojrzala na niego surowo, na co Pawelek zgromadzil caly swoja
czekolade 1 pol dal mamie.

— Czy teraz jest sprawiedliwie? — zapytal.

A co Ty sadzisz, Czytelniku?

Odpowiedz.

Czy sprawiedliwie, trudno powiedzieé, ale kazdy ma trzecig czesé
czekolady. Jak dzieci zauwazyly, sposéb podzialu byl ciggle ten sam,
tylko Zze Pawel zaczal dzielenie. Tak wiec na poczatku Pawel podzielil
czekolade na pét i poléwke dal Tomkowi, a pdt zostawit sobie i prosit
Tomka o kontynuowanie zabawy. Tomek zrobil to samo co Pawelek, tyle
ze zaczal od poléwki czekolady. A zatem Tomek skoriczy tez z polowa

tego, co ma Pawelek. Tomek ma po podziale ¢ czekolady, a Pawelek 3"
Gdy Pawelek da mamie pét swojej czedci, kazdy mieé bedzie po réwno

(% czekolady).

Uwaga 1. Jesli przeczytale$, Czytelniku, artykulik o podziale §wiatecznej

pomaranczy (Delta 9/1999), wiesz, ze %+ 4% ey — % A % jest czescia
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czekolady, ktora dostal w koncu Tomek. Jak rozumieé¢ sume po lewej
stronie réwnosci?

(Odp. Kolejne skladniki sumy to poléwki kawaltkéw, ktére kolejno
dostawal Tomek od Pawelka). Jesli przesledzimy kolejne kroki zabawy,

otrzymam to'sa.moéci‘l—l+l—l+ —1— dy patrzym

Zy y Z s 2 4 8 16 IR dne 3 g y p Zy y
oczyma Tomka i 1 — % + % - é +...= % — gdy patrzymy oczyma
Pawelka.

Zadanie. Jak skonczy sie zabawa z czekolada, gdy kazdy chlopiec bedzie
oddawal trzecia cze$¢ wlasnie otrzymanego kawalka?

Uwaga 2. (Troche wyzszej matematyki — inspiracja do zagadki).
Zeszlej jesieni uczylem analizy studentéw Uniwersytetu George’a
Washingtona i dalem im zadanie z ksigzki Kazimierza Kuratowskiego
Wstep do Analizy

Gnt1 + Gn

Niech ap = 0,a; = 1,a2 = 1 i ogélnie a, 12 = 5

Znalez¢ granice ciagu ag, a1, a2, a3, . . ..

Nawet najlepsi studenci mieli kltopoty z tym problemem. Myslatem

wiec, jak zilustrowaé te granice bez liczenia. Jest milym éwiczeniem
pokazanie, ze zadanie z podzialem czekolady jest réownowazne problemowi
Kuratowskiego.

A, tak wiec a,, jest ilocia czekolady

2
w rekach Pawelka po n-tym podziale (pierwszy podzial to moment, gdy

Pawelek wzial cala czekolade).

L a
Wskazéwka. a,.2 = @piq + —

Pytanie i odpowiedzi, z pomocqg Tomka i Pawetka,
opracowal Jozef PRZYTYCKI

Twierdzenie méwiace, ze tréjkat réwnoramienny
ma rowne katy przy podstawie, zostalo nazwane
pons asinorum, czyli (po lacinie) o§li most. Nazwa
ta miala informowaé, iz tylko skonczony osiol nie
jest w stanie pokonaé tego etapu matematycznej
edukacji. Wynikaloby z tego, ze ten, kto to
twierdzenie pojmie, oslem skoficzonym z cala
pewnoscia nie jest. Narzuca to jednak potrzebe
wprowadzenia pojecia osta nieskonczonego.

est pie¢ wieloScianéw foremnych (platonskich),
czyli takich, ktére maja jednakowe foremne
Sciany zbiegajace sie w kazdym wierzchotku

w tej samej liczbie. W Starozytnoéci wiazano je
z zywiolami, a mianowicie czworo$cian to byl
ogien, szescian — ziemia, o$miodcian — powietrze,
dwudziesto$cian — woda, ostatni zas odkryty

~ dwunastodcian wiazano z duchem badz — gdy kto

I

Panowata kitdy$ zasada,
ze nowo odkrywane planetoidy
nazywano imionami zenskimi.
Nie dalo sie tego jednak
utrzymac z powodu wielkiej
liczby ciagle odkrywanych
planetoid. Jednak do dzis
nazwy zeniskie nadaje sie
obiektom na powierzchni
Wenus. Jedynym wyjatkiem sa
Géry Maxwella.

Najblizej Ziemi, w okresie pisanej historii ludzkosci, wybuchta
prawdopodobnie supernowa, po ktérej pozostaloscia jest radiomglawica
znana jako Cassiopeia A. Znajduje sie w odleglodci 2760 pc i ma
§rednice 6.5, a wybuch nastapil okolo roku 1670. Ocena chwili
ybuchu jest niepewna, gdyz widzial go prawdopodobnie tylko

\ §&?angielski astronom John Flamsteed. Donidst on o zaobserwowaniu
‘ ‘:\-‘ stabej gwiazdy 6 mag w miejscu zgodnym z obecnie wyznaczonym
centrum eksplozji. Ten niezwykly fakt, ze najblizsza supernowa
byla po prostu niezauwazona przez ogol astronomoéw, przypisuje sie
' wytworzeniu w trakcie wybuchu ogromnych iloéci pytu przestaniajacego
cale zjawisko. Sprawa ta jest jednak daleka od pelnego wyjasnienia.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Od kilku lat Kosmiczny Teleskop Hubble’a (HST) jest
dla astronoméw, tak milosnikéw, jak i zawodowcow,
ulubionym oknem na Wszechéwiat. Fantastycznej
ostrosdci zdjecia sa po prostu zachwycajace.

Od ponad pél roku HST ma kosmicznego konkurenta.
Jest nim Obserwatorium Promieniowania X
Chandra, ktore zostalo wyniesione w lipcu zeszlego
roku na mocno ekscentryczna wokolziemska orbite.
Wyniki uzyskane dzieki temu instrumentowi byly
mocnym akcentem spotkania Amerykanskiego
Towarzystwa Astronomicznego (AAS), ktore odbyto
sie w polowie stycznia w Atlancie. Doniesienia
oparte sa na niezwyklej pieknosci zdjeciach [1].
Niewtajemniczonym nalezy sie¢ jednak kilka stow
wyjasnienia. Skad biora sie kolory na zdjeciach
wykonanych w zakresie promieniowania X7

Rézne kolory odpowiadaja réznym dlugosciom

fali rejestrowanego promieniowania, ale to
przyporzadkowanie jest umowne. Jest to zreszta
powszechna praktyka we wspélczesnej astronomii,
ktora juz dawno wyszla daleko poza obserwacje

w Swietle widzialnym.

Profesjonalistéw przyciaga nie tyle piekno zdjeé, co ich
jako§é. Podobnie jak w przypadku Hubble'a, Chandra
dostarcza materialu obserwacyjnego, ktéry ma sie tak
do najlepszych wezeéniej dostepnych danych jak ostra
fotografia w zywych kolorach do wyblaklej i nieostrej
odbitki.

Jedna z najwiekszych zagadek astronomii
rentgenowskiej od jej poczatku we wezesnych latach
szesédziesiatych jest, a raczej bylto, promieniowanie
dochodzace réwnomiernie ze wszystkich stron,

tzw. tlo rentgenowskie. Bylo, gdyz znakomita
zdolno§é rozdzielcza Chandry pozwolita przypisaé to
promieniowanie punktowym Zrédlom (co oznaczaloby,
ze nie jest to promieniowanie tta). W dodatku okazalo
sie, ze wiekszo$¢ z odkrytych w ten sposéb obiektéw
nalezy do dwdch nieznanych wczedniej typdw.

Pierwszy to tzw. galaktyki zawoalowane. Sa one
bardzo aktywne w zakresie promieniowania X (co
kaze przypisa¢ je do galaktyk z aktywnym jadrem
tzw. AGN), a jednoczesnie stabo widoczne w zakresie
optycznym.

Drugi to galaktyki ultra-stabe. Ich bardzo staba
widoczno$é lub nawet jej calkowity brak w zakresie
widzialnym moglyby by¢ spowodowane albo
zaslonieciem przez obloki pytu, albo przez absorpcje
$wiatla przez stosunkowo zimny gaz na bardzo
dtugiej drodze przez Wszech$wiat. W tym ostatnim
przypadku moglyby to byé najbardziej oddalone od
Ziemi obiekty jak dotad zaobserwowane.

Z innych osiagnie¢ Chandry nalezy wymieni¢ odkrycie
»zimnej” supermasywnej czarnej dziury w jadrze
galaktyki Andromedy (M31). Czy cos jest cieple, czy
zimne, zalezy od punktu widzenia. W tym przypadku
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majaca mase okolo 30 milionéw Stonc czarna dziura
(a dokladniej zasysany przez nia miedzygwiezdny
material) ma temperature ,zaledwie” kilku milionéw
stopni. To mato w poréwnaniu z o rzad wielkosci
wieksza typowa temperatura okolo stu innych silnych
zrédet rentgenowskich odkrytych przez Chandre w tej
galaktyce. (Najprawdopodobniej sa one ukladami
podwdjnymi zltozonymi z czarnej dziury lub gwiazdy
neutronowej i normalnej gwiazdy.) Zmierzona niska
temperatura stanowi kolejna zagadke jadra galaktyki
Andromedy, ktére nie tylko pod tym wzgledem rézni
sie od przewidywan modeli zgadzajacych sie z danymi
obserwacyjnymi dotyczacymi podobnych galaktyk.

Dzigki Chandrze odkryto réwniez zrédlo promieni X
w centrum naszej Galaktyki w poblizu jasnego
radiozrédla A* Koziorozca, ktére jest uwazane za
supermasywna czarng dziure ukrywajaca sie w jadrze
Drogi Mlecznej. I tym razem nie obeszlo sie bez
niespodzianki, gdyz odkryte zrédlo jest w zakresie
rentgenowskim zadziwiajaco stabe. Swiadczy to

o niepelnym zrozumieniu aktywnych jader galaktyk,
ale jednoczeénie pozwala miec¢ nadzieje, ze takie
zaskakujace obserwacje przyczynia sie do lepszego ich
poznania.

Sposréd innych osiagnie¢ Chandry nalezaloby
wymieni¢ wykrycie piercienia zawierajacego tlen

i neon wokél E0102-72, ktory jest pozostaloscia po
wybuchu supernowej w Malym Obloku Magellana.

Po raz pierwszy w zakresie rentgenowskim

uzyskano dokladne informacje dotyczace sktadu
chemicznego pozostaloéci po wybuchu supernowej,
predkosci ich rozchodzenia sie i oddzialywania z fala
uderzeniowa, ktéra pobudza je do Swiecenia. Pomoze
to w zrozumieniu mechanizmu wybuchu supernowych,
w ktérych tworzone sa ciezkie pierwiastki, niezbedne
do naszego istnienia. Okazuje sie, ze tlenu w odkrytym
pier§cieniu wystarczyloby na tysiac ukladéw
stonecznych.

»,Oczy” Chandry zwrécono na Mglawice Oriona,
gdzie odkryto najbogatszy zbiér ponad tysiaca zrédet
promieniowania rentgenowskiego, pochodzacego od
miodych gwiazd. Réwnie ciekawie wypadla inspekcja
galaktyki M82, gdzie obserwowane sa intensywne
procesy gwiazdotwdércze.

Jak widac¢ z tego krétkiego przegladu, perspektywy
astronomii rentgenowskiej wygladaja bardzo ciekawie.
Wszystkich majacych dostep do internetu zachecam
do odwiedzenia stron poswieconych Chandrze [1,2,3].
Mozna nawet (bezplatnie) zaprenumerowaé ,, Chandra
Chronicles” [3]. Dla wygody Czytelnikéw Delty
niektére osiagniecia Chandry opiszemy i zilustrujemy
réwniez na naszych stronach [4].

Piotr ZALEWSKI

[1] http://chandra.nasa.gov

(2] http://chandra.harvard.edu/press

[3] http://chandra.harvard.edu/chronicle
[4] http://info.fuw.edu.pl/HEP/delta/
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znalezionym przez Davida Baileya, Jonatana i Petera Borweinéw oraz Simona
Plouffe’a. Dzi$§ polecamy uwadze Czytelnikéw inny wzér tego typu, mianowicie

— [ 1}’ 2 2 !
@) “_JZ:;)( 4) (4j+1+4j+2+4j+3)'
Podobnie jak (1), wzér (2) znaleziono w drodze eksperymentéw numerycznych.
Aby go udowodnié, nalezy sobie wyobrazi¢, jakie szeregi geometryczne trzeba
calkowaé wyraz po wyrazie, aby otrzyma¢ wynik przypominajacy prawa stroneg
réwnoéci (2). Nastepnie, odpowiednio dobrawszy przedzial catkowania, trzeba
dwoma sposobami obliczy¢ catke oznaczona. Za pierwszym razem najpierw
sumuje sie szeregi, a potem szuka funkcji pierwotnej (co wymaga pewnego
samozaparcia lub skorzystania z programu w rodzaju Mathematiki) — to daje
wynik .

Za drugim razem calkuje sie szeregi wyraz po wyrazie. Wtedy jako wynik
powinna wyj$¢ nieskoriczona suma, ktéra widnieje po prawej stronie. Szczegély
oraz plynaca z ich uzupelnienia satysfakcje, tzn. dobdr szeregéw i granic
catkowania, sprawdzenie rachunkéw oraz uzasadnienie wszystkich krokéw
postepowania, pozostawiamy ambitnym i cierpliwym Czytelnikom.

Wzér (2) mozna wykorzysta¢ do zaprojektowania algorytmu, pozwalajacego
wyznaczaé n-ta cyfre rozwiniecia czwérkowego w bez koniecznoéci wyznaczania

zadnej cyfry wczeéniejszgj. Trzeba tylko zauwazy¢, ze prawa strone wygodnie
MNoZy si¢ przez potqgi,d%wérki. Szczeglly znéw pozostawiamy Czytelnikom.
<)

¢ B:S
Sphs ) é A A 4
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Kiedy naladowana elektrycznie kula wykonuje Wrystarczy jedynie 35 mg antymaterii, zeby umiesci¢
drgania sferycznie symetryczne, to nie dochodzi Space Shuttle na orbicie okoloziemskiej. Sprawdzmy:
do promieniowania elektromagnetycznego. Gdyby E = mc?

b

bowiem tak bylo, to promieniowanie to réwniez byloby
sferycznie symetryczne, natomiast wektory pola
elektrycznego i magnetycznego — jako prostopadle do
promienia kuli, tworzylyby gladkie uczesanie sfery.
Jest to jednak niemozliwe wobec znanego twierdzenia.

Nadestat P. Zmijewski.

E = (0,035 g materii + 0,035 g antymaterii)c? =
=6,3-10'2 J =1,75-10° kWh ~ 1750 t TNT.
| Brzmi to jak z science fiction, ale w USA koncepcja

statkow 'kosmicznych napedzanych antymaterig jest
traktowana jako interesujaca mozliwo$¢ na przyszlosé.

III Ogdlnopolski Konkurs na Doswiadczenie Pokazowe z Fizyki
Krakéw, 29-30 wrzesnia 2000

IIT Ogélnopolski Konkurs na Pokazowe Do$wiadczenie z Fizyki organizuje Oddziat Krakowski Polskiego
Towarzystwa Fizycznego przy wspéludziale Instytutu Fizyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego oraz Wydzialu Fizyki
i Techniki Jadrowej Akademii Gérniczo-Hutniczej. Konkurs jest kolejna edycja Ogélnopolskiego Konkursu

na Pokazowe Doéwiadczenie z Fizyki, ktéry jest organizowany w Krakowie od 1996 roku. Final IIT Konkursu
bedzie jedna z imprez Jarmarku Fizycznego 2000, ktéry odbedzie sie¢ w Krakowie we wrzesniu 2000 roku.

Wiszystkich zainteresowanych prosimy o nadsylanie zgloszen do dnia 18 czerwca 2000 roku. Zgloszenia
zgodnie z regulaminem, i ewentualne zapytania prosimy kierowa¢ poczta pod adresem: dr Marek Gotab,
Oddzial Krakowski PTF, Instytut Fizyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw,
wzglednie poczta elektroniczna ufmgolab@kinga.cyf-kr.edu.pl

Biezace informacje dotyczace konkursu oraz pelny tekst regulaminu dostepne s na stronach WWW:
Oddziatu Krakowskiego Polskiego Towarzystwa Fizycznego (http://risc.ftj.agh.edu.pl/~ptf/)
oraz Instytutu Fizyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego (http://www.if.uj.edu.pl/konkurs/).
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Sinusy, iloczyny i sumy
Grzegorz RZADKOWSKI

TOZS&IIIOSé
371' n— I T T
‘ .+ 81N ( ) \/-

1 gl g A

(1) Sin 5 - sin oo - sin o - IR
gdzie n jest dowolna liczba naturalng wieksza od 1, pojawia sie w wielu
podrecznikach i zbiorach zadan. Mozna ja znalezé, na przyklad, w znakomitym
Zbiorze zadan z algebry (PWN, Warszawa 1972) (zadanie 2.34.3) Leona
Jesmanowicza i Jerzego Losia. Chociaz tozsamo$é (1) ma charakter czysto
rzeczywisty, to wszystkie znane jej dowody opieraja sie na liczbach zespolonych.
Paul J. Nahin w swojej ksiazce An imaginary tale; the story of v/—1 (Princeton
University Press, 1998) pisze ,,...can you even begin to imagine how to derive
them without /=17 I can’t” (str. 72), majac na my$li tozsamoéé (1) oraz jej
odpowiednik, w ktérym funkcja sinus zostala zastapiona przez kosinus.

Sprébujmy zatem znalezé dowdd, w ktérym nie beda wystepowadé liczby
zespolone. Wezmy pod uwage znany wzér (k € N, z € R)

. k B k .
sinkzx = (1) CDSk ! Trsmxr — (3) COS;‘!_3 CCSIIIS T+

+ (5) cos* P gsin®z — ... ;

w ktérym suma po prawej stronie jest, oczywiscie, skoniczona. Ostatnim jej
wyrazem, z odpowiednim wspélezynnikiem, jest sin® z dla k nieparzystego lub
coszsin®* ! z dla k parzystego. Wzoru (2), razem z podobnym wzorem dla

cos kx, mozna bez trudu dowie$¢ za pomoca indukcji matematycznej. Zatézmy,
ze liczba k jest parzysta, k = 2n, i przepiszmy jeszcze raz wzér (2), wyciagajac
przed nawias czynnik sin z cos z wystepujacy w kazdym skladniku po prawej
stronie

(2)

: . 2n B 2n 0! .
sm?n:nzcosxsmx[(l Costt 4 — 3 cos?™ %z sin’z +

2 9 .
+( ;) coa®™ Vg sint @ — .. (LB (2n i 1) gin2n—2 w] :

Rozpatrzmy teraz wyrazenie stojace w nawiasie kwadratowym w powyzszym
wzorze 1 podstawmy w tym wyrazeniu ¢ = sin z. Otrzymamy nastepujacy
wielomian stopnia (2n — 2)

(4) (21”)(1 i (2;’)(1 R ey L7 R (—1)“—1(2 G )tz"*—?

(3)

=
Zauwazmy, ze, patrzac na wzor (3), mozna latwo wypisaé wszystkie (2n — 2)
pierwiastki tego wielomianu. Czytelnik sprawdzi, ze sa to liczby
gl o L gx 3 o (n=1Dm
:tsm%, :I:Sm%? =+ sin EmelR =+ sin %

Wspélczynnik przy najwyzszej potedze t?"~? wielomianu (4) wynosi

o () (3)+ () () e

: ; 2n
a wyraz wolny jest réwny s 2n.

W takim razie jeden ze wzoréw Viéte’a, na iloczyn pierwiastkéw, daje

L9 ™ 92w | L, 3w . o (n—1)r 2n
(5) sin’ ST sin’ o sin’ o ke sin? EE S o)

i tozsamos¢ (1) wynika z pierwiastkowania obu stron powyzszej réownosci.
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Apologia

W zupelnie nieoczekiwany sposéb
dolaczytem do znanego z ['-limatiasu
oszusta. Oté6z w moim artykule

z numeru 22000 przekonywalem, Ze za
pomocy indeksu mozna rozrézniac
ujscie wody od jej Zrodla. Tymcezasem
indeks krzywej reaguje zaréwno na
ujécie, jak i Zrédlo w ten sam sposéb:
wektory predkosci obracaja sie w te
sama strone. Okazuje sie zatem,

ze aby widzieé to, czego nie widac,
trzeba najpierw widziec to, co widag,

a w szczegblnodci odrézniaé strong lewa
od prawej. ..

W.5.

Zwréémy uwage, ze powyzszy sposéb pozwala na otrzymanie innych ciekawych
tozsamogci. Obliczmy, na przyklad, wspélczynnik wielomianu (4) stojacy
przy t2. Wynosi on, jak latwo zauwazy¢,

—(21“') (i) (2;) - -%n(n —B(h1)

i stad mamy nastepny, zwigzany z tym wspélczynnikiem, wzér Viéte’a

n—1 — 4
Ly A g BT o b . on=—Dr _ 3n(n-1)(n+1)
(6) kzlsm gy SI0" 5 s ew. - siR o, +oeein S o1 ,

gdzie —  (,daszek”) oznacza, ze dany czynnik nie wystepuje w iloczynie.
Dzielac stronami (6) przez (5), otrzymujemy takze
1 1 1 _sn(n-1(n+1) 2

+...+ = =—-(n—-1)(n+1).
Siﬂ2 % Sin2 g—; 51]32 —(ﬂ;1i.)ﬂ 2?’1 3( )( )

Zachecamy Czytelnika, zeby — po pierwsze — sprébowal wypisa¢ pozostale
wzory Viéte’a, a — po drugie — zastanowil si¢ glebiej nad opisang metoda.
Moze powstanie z tego ciekawa praca, ktéra wezmie udzial w Konkursie Prac
Uczniowskich Delty?

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 913. W turnieju bierze udziat (m — 1)n + 1 zawodnikéw (m > 2). Udowodnic,
7e co najmniej jedno z ponizszych zdan jest prawdziwe:

a) Mozna wybraé¢ m zawodnikéw, spoéréd ktérych zadni dwaj si¢ nie znaja.

b) Pewien zawodnik zna co najmniej n zawodnikéw.

Rozwiazanie na str. 16

M 914. Na kongresie kombatantéw okazalo si¢, ze kazdy kombatant ma wéréd
zgromadzonych co najmniej jednego znajomego, ale zadni dwaj kombatanci,
ktérzy maja réwna liczbe znajomych wéréd uczestnikéw kongresu, wspdlnego
znajomego nie maja. Udowodnié, ze na kongresie jest kombatant, ktéry ma
doktadnie jednego znajomego.

Rozwiazanie na str. 16

M 915. Kazdy spoéréd 90 uczestnikéw kursu postugiwania si¢ maska
przeciwgazowa ma co najmniej 10 kolegéw. Udowodnié, ze kazdy uczestnik kursu
moze zaprosi¢ na bal maskowy trzech uczestnikéw kursu tak, by wérdd czterech
zebranych kazdy mial nie mniej niz dwéch kolegow.

Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 521. Punktowe zrédlo §wiatla umieszczone w odleglosci r od plaskiego ekranu
daje na érodku ekranu o$wietlenie E. Jak zmieni si¢ o§wietlenie w tym punkcie,
jezeli po drugiej stronie zrédia §wiatla w odleglodci r/2 umiesci¢ zwierciadlo
wkleste o promieniu r?

Rozwiazanie na str. 7

F 522. Wysoko nad plaszczyzna stolu znajduje sie punktowe zZrédlo Swiatla

o natezeniu 100 kandeli. Jakie bedzie o$wietlenie w punkcie znajdujacym si¢

pod zrédlem, jezeli na drodze promieni umiescimy poziomo soczewke o zdolnosci
skupiajacej réwnej 1 dioptrii. Zrédlo znajduje sie w ognisku soczewki.
Rozwigzanie na str. 4
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadafi z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
- przerwami. Rozwigzania zadaf z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnodci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
Termin nadsylania rozwiazat: lub F) - 1 tyle_punktdw otrzymuje naflsylajqcy. Po zgror_nadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
30 VI 2000 i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000. 3

Zadania z matematyki nr 399, 400
Redaguje Marcin E. KUCZMA

399. Niech n > 1 bedzie ustalona liczba naturalna. Ile jest wszelako prawidlowy wynik. Z pochodnymi drugiego rzedu
permutacji (z1,...,z,) zbioru {1,...,n} o tej wlasnosci, musi by¢ tak samo: (fg)" = f"g"; i znéw dobry wynik! Co
ze dla kazdego i = 1,...,n—1 réznica x; — ;41 dazieli sie to za funkcje? Znalei¢ wszystkie pary funkeji f, g: R — R

przez i 7 majacych ciaglte pochodne drugiego rzedu, spelniajacych te

dwa réwnania i takich, ze ich iloczyn nie jest funkcja stala.
400. Pochodna iloczynu jest réwna IJIOCZ.}’HOWJ pochodnych — Zadanie 400 zostalo opracowane na podstawie propozycji,
. P P F B | - % ¥ - s
pomyslal uczer i zastosowal ,wzér” (fg)' = f'g’, uzyskujac ktéra zglosit pan Krystian Bartniczek z Wiirselen.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/1999
Przypominamy treéé zadan:

391. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku AB 392. Dane sa liczby calkowite x, y, z o tej wlasnodci, ze liczba
w punkcie T. Niech X bedzie dowolnym punktem na boku BC 2968 1 5866 _ 666 qieli sie przez 1999. Dowiésé, ze co najmniej
(réznym od B i C). Udowodnié, ze okregi wpisane w trojkaty BXT, jedna z liczb z, y dzieli sie przez 1999.

TXA, AXC maja wspdlna prosta styczna

391. Prowadzimy prosta nie majaca punktéw wspélnych
z odcinkiem BC, styczna do okregéw wpisanych

w tréjkaty BXT i AXC odpowiednio w punktach

K i L. Punkty styczno$ci pierwszego z tych okregéw

z prostymi XT', TB, BX oznaczmy odpowiednio przez
M, P, U. Punkty stycznosci drugiego z tych okregéw

z prostymi AX, CA, XC oznaczmy odpowiednio przez
N, @, V. Prosta KL przecina odcinek T'X w punkcie Y,
a odcinek AX w punkcie Z. Poniewaz T jest punktem
stycznoécei boku AB trdjkata ABC z okregiem wpisanym
w ten trojkat, zatem

(*) 2. |AT| = |AB| + |AC| - |BC|.
Zauwazmy, ze
|AB| = |AT| + |TP| + |PB| = |AT| + |TM| + |BU|,
B X 2. |AC| = |AQ| + |QC| = |AN| + |CV],
|BC| = |BU|+|UV| + |VC| = |BU| + |KL| + |CV].
Podstawiamy te réwnosci do wzoru (*) i po redukeji otrzymujemy
|AT| = |TM| + |AN| - |KL|.
Skoro zas |[TM| = |TY |+ |KY|, |AN| = |AZ| + |ZL|, zatem ostatecznie
|AT| = |TY|+ |AZ| + |KY |+ |ZL| - |KL| = |TY| + |AZ| - |Y Z|.

Stad wynika, ze w czworokat ATY Z mozna wpisaé okrag, i mamy teze zadania.

392. Przyjmijmy n = 666. Liczba 3n + 1 = 1999 jest i otrzymujemy

pierwsza. Wszystkie kongruencje w tym rozwiazaniu 2 + 3(zyz)" = 2°".

b

Widaé stad, ze takze z # 0, a wiec 2°" = 1. Dostajemy
kongruencje 3(zyz)" = —1; podnosimy ja stronami do

sa brane (mod 1999). Dana w zalozeniu zaleznosé
z" +y" = z" podnosimy stronami do trzeciej potegi:

" + 32"y (2™ + y") + " = A trzeciej potegi:
Sume z" + y™ zastepujemy przez z": 27(zyz)*" = -1,
2% 3(zyz)" + yl’m —_ i mamy sprzecznosé, skoro 3" = ys" =% .0,
Przypusémy, ze z # 0 oraz y # 0; wéwczas z°" = 1 oraz Uczynione przypuszczenie musiato byé falszywe. Tak wiec

y®" = 1 (na podstawie malego twierdzenia Fermata), z=0luby=0.
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Crzoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 284 (WT=1,30) i 285 (WT=3,10)
z numeru 10/1999

Tomasz Wietecha ~ Tarndw 3T, 76
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 31,95
Aleksander Surma - Myszkdw 28,70
Artur Arciszewski — Kielce 24,70
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 22,73
Marek Wdjcicki — Szczecin 19,25
Tomasz Rudny ~ Warszawa 17.17

Zadania z fizyki nr 296, 297
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 2000

296. Gestoéé masy pewnej planety zalezy liniowo (tzn. wg wzoru p = po — kr) od
odleglosci r od jej érodka, przy czym na powierzchni planety spada do 1/4 gestosci
maksymalnej. W jakiej odlegloéci od érodka natezenie pola grawitacyjnego jest
maksymalne?

297. Jak wiadomo, ruch elektronu nalezy rozpatrywaé jako rozprzestrzenianie sig

fali o dlugoéci danej wzorem A = h/p. Czestotliwosé tej fali z kolei mozemy znalez¢

ze wzoru v = E[h (wzér ten najczesciej bywa podawany w zwiazku z kwantami
promieniowania, ale jednak stosuje sie takze do czastek majacych mase — vide réwnanie
Schrédingera). Dla elektronu swobodnego E = Egin = mwv? /2 (o ile predkosé jest
nieduza w poréwnaniu z predkoscia $wiatla), a dalej, mnozac dlugosé fali przez jej
czestotliwoéé, otrzymamy predkosé v = Av = E/p = v/2. Gdzie tkwi blad?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/1999
Przypominamy tre$é zadan:

288. Zabawka , jojo" sklada sie z dwdéch jednorodnych waledw o promieniu Ry i lacznej masie my,
polaczonych oéka — walcem o promieniu ry i bardzo malej masie. Dla drugiej takiej zabawki
analogiczne parametry sa réwne Rz, m2 i r2. Na ofkach nawinieto korice dlugiej nici, ktéra
przelozono przez blok (rys. 1), po czym oba ,joja” puszczono. Jefli mase bloku i tarcie w jego osi
mozna pominaé, to jaki zwiazek musza spelniaé wymienione parametry, aby ,joja” spadly z tej
samej wysokodci w ciagu tego samego czasu?

289. Mamy dwa kilogramy wody A o temperaturze 0°C i jeden kilogram wody B o temperaturze

100°C. Jaka jest maksymalna temperatura, do ktérej mozemy ogrzaé¢ wode A, korzystajac z ciepla
dostarczonego przez wode B7 Rozwazyé dwa warianty zadania: ;

a) Mozemy dzieli¢ kazda wode na dowolna liczbe czesci, wlewaé do naczyn nmozliwiajacych wymiang
ciepla (bez mieszania) i ponawiaé te czynnosci dowolna ilogé razy. Na konfcu nalezy zla¢ cala wode A
do jednego naczynia — temperatura po jej wyrdwnaniu jest wielkoscig szukana.

b) Oprécz czynnodci wymienionych wyzej mozemy uzy¢ silnika cieplnego korzystajacego z wody
goracej jako grzejnika, a z zimnej jako chlodnicy. Prace tego silnika moina zmagazynowad

i zuzytkowaé¢ w dowolny sposdh, np. do napedu chlodziarki ozigbiajacej jedna wode, a ogrzewajace]
inna.

Cieplo wlasciwe wody uznajemy za stale.

goraca

Rys. 1 Rys. 2
288. Oznaczmy sile napiecia nici przez N, a przyspieszenie mialo temperature poérednia). Zatem po wyrdéwnaniu
obu zabawek (z zalozenia jednakowe) przez a. Réwnania temperatura wody A bedzie bliska 50°C.
TuctitpoghawcRi S SR b) Podczas dzialania idealnego silnika cieplnego (a takze

mia =mig — N, mza = mag — N, idealnej chlodziarki) spelnione jest réwnanie
a stad dQ: _  dQs

ma(g —a) = ma(g — a). nn T’

Po odrzuceniu rozwigzania a = g (obrét waleéw wymaga, gdzie dQ1 i dQ: sa cieplami oddanymi grzejnikowi
aby sila napiecia nici byla rézna od zera) otrzymujemy i chtodnicy, a Ty i T; ~ ich temperaturami. Podstawiajac
wynik m; = my. Promienie walc6w nie maja — jak widaé dQ: = micdTy, dQ2 = mzcdT} i calkujac, otrzymujemy

— zadnego znaczenia.

289. a) Podzielmy obie partie wody na n jednakowych

mi1InTy + ms InTy = const, czyli w naszym przypadku

2In273 4+ In373 =2InTy + InTs,

czedci i przeprowadzmy wymiane ciepla na zasadzie gdzie T i Tp sa koficowymi temperaturami wody A i B.
przeciwpradu (rys. 2). Wyniki eksperymentu Ponadto z zasady zachowania energii mamy
komputerowego sa nastepujace: dla duzych n cala

woda B oziebi sie do temperatury bardzo bliskiej 0°C,

2-2734+373 =2T4 + 1.

natomiast temperatura kolejnych czesci wody A bedzie Oprécz fizycznie nieistotnego rozwiazania Ty = 273 K,
rézna — pierwsza polowa ogrzeje sie do temperatury Tg = 373 K istnieje drugie: T4 = 337,4 K, Ts = 244,2 K.
bliskiej 100°C, a druga pozostanie w temperaturze W skali Celsjusza otrzymaliémy wiec temperature wody A
bliskiej 0°C (im wieksze n, tym mniej wody bedzie réwna 64,4°C.
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Patrz w niebo

@

Rozwigzanie zadania M 913.
Indukcja ze wzgledu na m.

Dla m = 2 teza zadania jest oczywista.
Zaldimy teraz, ze jest ona prawdziwa dla
m — 1; dowiedziemy jej dla m. Wybierzmy
jednego uczestnika turnieju, w ktorym
kazdy spoirdd (m — 1)n + 1 zawodnikéw
zna co najwyzej n — 1 zawodnikow,

Uczestnik ten nie zna co najmniej
—1)n I)={(m—2n+1
zawodnikow. Z zalozenia indukcyjnego

(m (n -
znajdzie sie wirdd nich m 1
uczestnikow, ktdrzy nie znaja sie
parami. Wraz z poczatkowo wybranym
zawodnikiem tworza oni m-elementowy
zbidr zawodnikéw, ktdrzy nie znaja sie

parami.

Kwiecien

@

Rozwigzanie zadania M 914.
Niech A bedzie kombatantem, ktdry
ma maksymalna liczbe n znajomych na

kongresie. Jedli zaden z n znajomych A
nie ma dokladnie jednego znajomego,
to liczba znajomych kazdego z nich jest

jedna z n — 1 liezb: 2,3,...,n. Tak wigc

co najmniej dwdch z nich ma réwna
liczbe znajomych. Ale jest to sprzeczne
z posiadaniem wspdélnego znajomego A.

Tak wiec jeden ze znajomych A ma
dokladnie jednego znajomego.

Trzecie prawo Keplera w wersji uogélnionej to chyba najpotezniejsze narzedzie
do wyznaczania mas wszelkich obiektéw niebieskich — pod warunkiem ze ma
sie do czynienia z para obiektéw polaczonych silami grawitacji. Prawo to
— jak zapewne wiemy — glosi, ze okres obiegania si¢ tych cial T' i wielka pélod
wzglednej orbity a (w przypadku orbity kolowej jest to po prostu odlegloéé ciat)
spelniaja zaleznosc¢

q 472

a3  G(M+m)’
gdzie M i m to masy cial, a G jest stala grawitacji. U odleglych ukiadéw
podwéjnych gwiazd nie da sie wprawdzie wyznaczy¢ rozmiaréw orbity a, ale
czesto daje sie mierzy¢ wzgledne predkosci skladnikéw (na podstawie obserwacji
widm i ich przesunie¢ dopplerowskich), a stad w koiicu sume ich mas tez da sig
okregli¢. I nie jest tu wazne, czym sa te skladniki. Moga to by¢ zaréwno planeta
i satelita (nawet sztuczny), jak i dwie galaktyki.

Tu dociekliwy Czytelnik moze jednak zaczaé zastanawiac sie nad uniwersalnoscia
trzeciego prawa Keplera. Bo przeciez prawo to wynika z mechaniki klasycznej,
tymczasem w Kosmosie mamy mndstwo obiektéw, ktérych wlasnosci mozna
rozsadnie badaé tylko na gruncie teorii wzglednosci. No wlasnie! Jezeli

np. dwie gwiazdy neutronowe obiegaja sie¢ w duzej odleglosci, to ich ruchem

w doskonatym przyblizeniu rzadzi mechanika klasyczna, ale blisko kazdej z nich
do glosu dochodzi mechanika relatywistyczna. Otéz w grudniu 1995 r. rozpoczat
prace rentgenowski satelita RXTE (Rossi X-ray Timing Ezrplorer), ktéry wykryl
szereg 7rédel promieniowania X, ktérego natezenie oscylowalo z czestoscia rzedu
1000 razy na sekunde. Czestos$é¢ ta narastala przez jakis czas w miare wzrostu
natezenia promieniowania, po czym cale zjawisko gwaltownie znikalo.

Grupa astronoméw z Chicago doszia do wniosku, ze oscylacje promieniowania
rentgenowskiego sa spowodowane przez bardzo gorace zgeszczenia gazu wirujace
wokoét gwiazdy neutronowej wraz z calym dyskiem akrecyjnym. Czestosé
oscylacji narasta, gdyz gaz w dysku opada spiralnie na gwiazde neutronowa,

a blizej gwiazdy obieg materii trwa krécej. Wreszcie jednak gaz osiaga najnizsza
dopuszczalna orbite (ktérej istnienie przy gwiezdzie neutronowej wynika
wladnie z teorii wzglednoéci), i dlatego zjawisko musi znikngé, a maksymalna
czestoéé oscylacji promieniowania rentgenowskiego okresla wtedy mase gwiazdy
neutronowej. Tak wiec prawa Keplera, w kazdym razie w uogélnionej wersji
relatywistycznej, sa rzeczywiscie uniwersalne. Cale szczescie!

Tomasz KWAST

Od kwietnia do czerwca mozemy wieczorami ogladaé¢ w calosci najdtuzszy
gwiazdozbiér nieba, mianowicie Hydre. Jego postaci na niebie bardziej chyba
odpowiada dawniejsza jego nazwa — Waz Wodny. Nawiasem méwiac, na
poludniowym niebie znajduje sie gwiazdozbiér zwany dawniej Malym Wezem
Wodnym, a obecnie po prostu Wezem Wodnym. Tak czy inaczej glowa Hydry
znajduje sie zaraz na potudnie od Raka, a koniec ogona na potudnie od Panny.
Gwiazdozbiér nie zawiera szczegdlnie jasnych gwiazd, przez co nietatwo go
zlokalizowaé, a dodatkowa trudnoéé sprawia fakt, ze widoczny jest nisko nad
horyzontem. Zawiera za to kilka réznorodnych obiektéw dostrzegalnych przez
niewielka lunete. Na poludniowy zachéd od glowy lezy otwarta gromada
gwiazd M 48, w obszarze ,tulowia” mglawica planetarna NGC 3242, a w czedci
sogonowej” gromada kulista M 68 (NGC 4590) i galaktyka spiralna M 83
(NGC 5236).

Wenus jest w Rybach, wschodzi tuz przed Stoficem, ginie wiec w jego blasku.
Podobnie jest z Marsem, Jowiszem i Saturnem — planety te sa wszystkie
w Baranie i zachodza tuz po Sloricu. Niebo jest wiec praktycznie pozbawione
jasnych planet. Doéé rzadkie to zjawisko. Néw Ksiezyca wypada 4 IV, a pelnia
18 IV. W kwietniu Ksiezyc nie zakrywa zadnej jasnej gwiazdy, jego zblizenia do
nich sa wiec malo efektowne.

T.K.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (21')

Wyjasnienie oszustwa (21): Nie jest prawda,
ze z kongruencji a® = 1(modn) wynika a = +1(modn).

7 podzielnoéci nja® — 1, czyli n|(a + 1)(a — 1), nie wynika
wcale, ze musi zachodzié¢ jedna z podzielnoédci nja + 1 lub

n|a — 1. Takie wynikanie zachodzi wtedy, gdy n jest liczba
pierwsza lub potega nieparzystej liczby pierwszej, nie jest

jednak prawdziwe w ogdlnym przypadku.

Przyjmijmy n = 21 i przesledzmy dowdd twierdzenia.
Wéwezas r = 6, gdyz 2° = 1(mod 21), ale nie jest prawda,
ze 2% = +1(mod 21). Zatem podane twierdzenie jest

fatszywe dla n = 21.
JWR

GRY (12)

Podstawowym dla rozwijanej przez nas teorii gier jest
nastepujacy fakt, ktéry przytoczymy bez dowodu:

Kazda gra jest réwnowazna jednej z gier 0, 1, 2, 3, 4, ...,
tzn. pewnej grze Nim zlozonej z jednego stosu.

Oznacza to, ze kazde] grze mozemy przypisaé liczbe
catkowita nieujemna (zwana liczba Grundy’ego gry), ktdra
pamieta wszystkie istotne dla nas informacje o danej grze.
Przy tym podkresdlié nalezy, ze gry 0, 1, 2, 3, 4, ... sa
parami nieréwnowazne. Tak wiec badanie réwnowaznosci
gier sprowadza sie do poréwnywania ich liczb Grundy’ego.
Liczbe Grundy'ego gry G oznaczaé bedziemy przez g(G).
Oczywiscie dla gier k € {0,1,2,3,4,...} zachodzi réwnosé

g(k) = k.

Gry o liczbie Grundy’ego 0 sa grami, w ktérych strategie
wygrywajaca ma drugi gracz (tzn. ten, ktéry gry nie
rozpoczyna), natomiast gracz rozpoczynajacy moze wygrac
kazda gre o liczbie Grundy’ego roznej od 0. W kazdej grze
strategia wygrywajaca polega na podawaniu przeciwnikowi
pozyeji, ktérych liczba Grundy’ego jest réwna 0.

Istnieje prosta procedura okredlania liczby Grundy’ego
danej gry na podstawie znajomosci liczb Grundy’ego jej
opcji (tzn. gier bedacych pozycjami, do ktérych mozna
przejéé w pierwszym ruchu). Jedli G = {G1,G2, ..., Gy},
to g(@G) jest najmniejsza liczba calkowita nieujemna, ktora
nie wystepuje wéréd liczb g(G1), g(Gz), ..., 9(Gn).

Do tego dodaé nalezy sposéb obliczania liczby Grundy’ego
sumy gier: g(G & H) = g(G) +2 g(H).

Masz juz pewnie dosy¢ tego suchego wyktadu o grach,
Drogi Czytelniku, przesledZzmy wiec, jak cala ta teoria
dziala w przypadku konkretnej gry, ktéra nazwiemy
ROZNE STOSY. Na czym polega ta gra? Na poczatku gry
jest jeden stos zlozony z pewnej liczby bierek. Jak zwykle
dwaj gracze wykonuja na przemian ruchy. Ruch polega
na wybraniu dowolnego stosu i rozdzieleniu go na dwa
niepuste stosy réznej licznoécei. Zgodnie z ogdlnie przyjeta
przez nas zasada, ze brak mozliwosci wykonania ruchu
oznacza przegrana, gra koriczy sie w momencie, gdy jeden
z graczy otrzyma od przeciwnika pozycje ztozona tylko ze
stoséw jedno- 1 dwubierkowych.

Niech r(n) oznacza liczbe Grundy’ego gry ROZNE STOSY
rozpoczynajacej sie od jednego stosu zlozonego z n bierek.

Sprobujmy obliczyé¢ wartoéei r(n) dla poczatkowych liczb
naturalnych n.

Dla n < 3 mamy jeden stos zlozony z jednej lub dwdéch
bierek. Nie mozna go podzieli¢ na dwa réine stosy, wiec
nie istnieje legalny ruch w tej grze, zatem r(1) = r(2) = 0.
Gracz, ktéry ma gre rozpoczynaé, przegrywa od razu.

n = 3. Jest tylko jeden legalny ruch: podzial stosu na

dwa stosy majace odpowiednio jedna i dwie bierki.

Liczba Grundy’ego pozycji zlozonej z dwéch stoséw

o licznodciach 1 i 2 wynosi 7(1) +2 r(2) = 0 +2 0 = 0. Zbiér
liczb Grundy’ego opcji gracza rozpoczynajacego jest wiec
jednoelementowy: {0}. Przy tym r(3) jest najmniejsza
liczba nieujemna, ktdra nie wystepuje w tym zbiorze,
zatem 7(3) = 1.

Dla n = 4 jedyny legalny ruch prowadzi do pozycji zlozonej
ze stosow o licznos$ciach 1 i 3. Poniewaz 7(1) +2 r(3) =
=0+21=1, wiec r(4) = 0.

Przy n = 5 sa juz dwa legalne ruchy, a mianowicie podzial
na stosy 1i 4 (z liczba Grundy’ego r(1) +2 r(4) = 0) oraz
podzial na stosy 2 i 3 (z liczba Grundy’ego 1). Tak wiec
r(5) = 2.

W podobny sposéb mozna stwierdzié¢, ze r(6) = 1, r(7) = 0,
r(8) =2, r(9) = 1 oraz r(10) = 0.

Dla przykladu prze§ledZzmy przypadek n = 8. Mozliwe sa
trzy ruchy rozpoczynajace gre, prowadzace do pozycji

L A0
2i6 1
3i5 3

z liczbami Grundy’ego podanymi obok licznosei stoséw.
Liczba 2 jest najmniejsza liczba, ktéra nie wystepuje wéréd
liczb 0, 11 3.

I na koniec zadanie dla Czytelnikéw. Siadasz do gry
ROZNE STOSY z mato doéwiadczonym przeciwnikiem,
wiec dajesz mu fory w postaci pierwszego ruchu.
Przeliczasz bierki w stosie, jest ich 37. Niedobrze, my$lisz,
przeciwnik ma az 5 dobrych posunieé¢ w pierwszym ruchu
(jakich?). Oddychasz z ulga, gdy przeciwnik dzieli
wyjéciowy stos na stosy o licznoéciach 17 i 20. Teraz
wygrang masz w kieszeni. Jaki jest Twdj ruch?

Odpowiedz za miesiac.

JWR

Korespondencje do -limatiasu prosimy kierowaé¢ pod adresem:
Jaroslaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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