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Zegary sloneczne
Przemystaw OLBRATOWSKI

W najdawniejszych czasach ludzie okreslali pory roku i dnia
obserwujac ruchy gwiazd, Ksiezyca, a przede wszystkim dzienna
wedrowke Slorica. Z czasem zaczeto wznosi¢ specjalne budowle
ulatwiajace te obserwacje. W trzecim tysiacleciu p.n.e. w Egipcie,
Babilonii, Chinach i Indiach pojawily sie gnomony, czyli réznego
rodzaju pionowe shupy lub obeliski, ktérych cien pozwalal na
dokladniejsze okreslenie polozenia Slonca na niebie. W pélnocnej
Europie czesto spotykalo sie natomiast kamienne kregi spelniajace
role kalendarza — jezeli stanelo sie w ich srodku, to mozna bylo
okregli¢ pore roku na podstawie tego, zza ktorego glazu wzeszto
lub za ktéry zaszlo Slonice. Najstynniejsza tego typu konstrukcja
jest Stonehenge w Anglii, zbudowany prawdopodobnie okolo
1840 roku p.n.e.

Zgodzimy sie chyba ze stwierdzeniem, ze pore dnia latwiej

jest okreglié na podstawie dlugosci cienia niz jego kierunku,
zwlaszcza jezeli jest sie w nieznanym terenie i nie ma do dyspozycji
kompasu. Zapewne dlatego jako pierwsze pojawily sie tzw. zegary
cieniowe, majace podzialke, z ktérej pore dnia odczytywalo sie

z dlugosci cienia. Wynaleziono je w Egipcie okolo roku 2000 p.n.e.,
a funkcjonowaly takze w wersji przenosnej — np. do uzytku podczas
bitew.

Rys. 1. Schemat egipskiego zegara cieniowego.

Najstarsze zegary, w ktorych wykorzystano kierunek cienia,
pochodza réwniez z Egiptu, z okolo 800 roku p.n.e. Od tamtego
czasu staly sie podstawowym, wzorcowym przyrzadem do
odmierzania czasu. Rozpowszechnienie zegaréw stonecznych bylto
wieksze, niz nam sie na ogdl wydaje — np. w Sredniowieczu na
mocy dekretu papieskiego umieszczano je na wiezach wszystkich
ko$cioléw, aby wierni mogli punktualnie przyby¢ na nabozenstwo.
Wersje kieszonkowe byly uzywane — szczegdlnie podczas podrézy

— az do kofica XIX w., poniewaz do tego czasu byly znacznie tansze
od zegarkéw mechanicznych.

Deklinacja Slotica, czyli kat 6 pomiedzy promieniem slonecznym

a plaszczyzna réwnika Ziemi, zalezy od pory roku i przyjmuje
wartoéci od —23°27' podczas przesilenia zimowego do +23°27’
podczas przesilenia letniego. Warto$ci ujemne oznaczaja, ze Slonce
znajduje sie na poludnie od plaszczyzny réwnika, a dodatnie — ze na
péinoc. W dniach obu réwnonocy deklinacja jest réwna 0°. Fakty te
sa prosta konsekwencja tego, ze plaszczyzna réwnika jest nachylona
do plaszczyzny ekliptyki (czyli plaszczyzny, po ktérej Ziemia

obiega Stonice) wlasnie pod katem ¢ = 23°27'. Latwe rozwazania
geometryczne pozwalaja przekonaé sie, ze zaleznoé¢ deklinacji 6 od
dnia roku dana jest wzorem: sin § = sin e sin v, gdzie v jest katem,
ktéry Ziemia przebiegla wokét Stofica od réwnonocy wiosennej.

1

Podstawy
matematyki
w wieku XX

4. Polacy;
podsumowanie

Wiktor MAREK,
Jan MYCIELSKI

Poprzednie czedci artykulu ukazaly sie
w Deltach: 9/1999, 11/1999 i 1/2000.

Spéjrzmy teraz na role Polski w rozwoju
dwudziestowiecznych podstaw matematyki.
Odzyskanie niepodleglosci Polski

w roku 1918 zbieglo si¢ ze znacznym
ozywieniem badan naukowych. Wydawane
w Polsce ,Fundamenta Mathematicae”
(ktérych pierwszy tom ukazal sie

w roku 1920) skoncentrowaly sie na
tematyce szeroko pojetych podstaw
matematyki. Profil ,Fundamentéw” byt

i jest szerszy niz tylko logika i teoria
mnogoéci — bardzo silnie reprezentowana
jest tam topologia, o ktérej tu nic nie
piszemy. Niemniej jednak od samego
poczatku ,,Fundamenta” publikowaly wiele
zasadniczych prac w dziedzinie podstaw
matematyki.

Do ,wielkich nazwisk” podstaw
matematyki w Polsce miedzy wojnami
naleza: Kuratowski, Sierpinski, a zwlaszcza
Tarski. Wyniki tych badaczy znajduja
sie dzi§ w podrecznikach logiki i teorii
mnogosci. Lista wazniejszych wynikéw
zaréwno ich, jak i ich wspélpracownikéw,
jest dluga i trudno byloby adekwatnie
przedstawi¢ wszystkie. Z koniecznosci
wspomnimy tylko najwazniejsze kierunki.
Podstawy w Polsce miedzy wojnami
uprawiane byly gléwnie w Warszawie

i we Lwowie. Badania w dziedzinie
»Czystej” teorii mnogosci prowadzili
Sierpinski i Tarski, w dziedzinie ,duzych”
liczb kardynalnych Sierpiniski, Tarski

i Ulam (stad wlasnie wziely sig liczby
mierzalne wspomniane poprzednio).

Ulepszajac wczesniejsze twierdzenie
Hausdorffa, w 1924 r. Banach i Tarski
pokazali, jak mozna roztozy¢ kule na
skoficzong liczbe odpowiednich czesci

i z tych samych czesci zlozy¢ dwie kule,
obie tej samej wielkosci, co wyjsciowa kula.

Oczywiscie, czesci takie nie moga byé mierzalne
(no bo wtedy juz latwo wykazaé, ze 1 = 2).
Istnienie takiego rozkladu wymaga zalogenia
aksjomatu wyboru.




Powojenne badania determinacji (Steinhaus
i Mycielski) daly bogata teorig zbioréw bez
tego paradoksu. W teorii tej wszystkie zbiory sa
mierzalne.

Tarski wprowadzil definicje spelniania
i wykazal jego podstawowe wiasnosci.
Byl to prawdziwy poczatek teorii
modeli. Tarski wykazal tez twierdzenie

o niedefiniowalnosci pojecia prawdy,
udowodnil wiele twierdzeri o liczbach
kardynalnych oraz twierdzenie

o rozstrzygalnosci geometrii elementarnej.
Badano tez problemy zwiazane

z aksjomatem wyboru (Tarski,
Lindenbaum i Mostowski), deskryptywna
teorie mnogosci (Kuratowski, Sierpiniski,
Tarski i inni) i teorie ,czesci i calosei”
(Lesniewski, Tarski). We wszystkich

tych dziedzinach znaczace byly wyniki
Alfreda Tarskiego. Jego wszechstronne
zainteresowania i mnogo$¢ twierdzen
doprowadzily do rozkwitu podstaw

w Polsce w latach miedzywojennych.

W czasie drugiej wojny Swiatowej

zginelo wielu polskich matematykéw,

w szczegdlnoscei logicy Lindenbaum

1 Wajsberg, a inni rozproszyli sie

po $wiecie. Tarski znalazl prace

w Uniwersytecie Stanu Kalifornia

w Berkeley. Szczesciem, w Polsce

pojawila sie nowa generacja badaczy
podstaw, a jako uboczny wynik rzaddéw
komunistycznych ulegla tez zmianie
organizacja nauki, stwarzajac wiele
nowych miejsc, gdzie matematyka (w tym
podstawy) mogla by¢ uprawiana. Na okres
powojenny przypadl rozkwit twoérczosci
Andrzeja Mostowskiego. Do swojej

Smierci w r. 1975 odgrywal on wielky

role w badaniach podstaw matematyki

w Warszawie. Grupa jego uczniéw
(Ehrenfeucht, Grzegorczyk, Marek,
Rasiowa i Sikorski), a takze matematycy
wroclawscy (w tym Los, Mycielski,
Pacholski, Ryll-Nardzewski i Weglorz)
wznowili 1 rozwineli badania podstaw.

W Warszawie uzyskano znaczace wyniki

w teorii rekursji, niezupelnosci arytmetyki,
teorii mnogoéci, logikach nieklasycznych

i innych dziedzinach. Kiedy w r. 1950
Tarski zaproponowal program badan teorii
modeli, Mostowski i jego wspélpracownicy
(szczegolnie Ehrenfeucht) odegrali w nim
duza role, np. znalezli tzw. metode
elementéw nieodréznialnych. Lo (ktéry
pracowal we Wroclawiu, a pézniej

w Toruniu i w Warszawie) wprowadzit
fundamentalna konstrukcje ultraproduktu,
a takze pojecie ,kategorycznoSci w mocy”,
jedno z podstawowych narzedzi teorii
modeli.

Wyobrazmy sobie, ze Ziemie przecieto na p6l, usunieto pétkule
péinocna i na srodku postawiono pionowo wskazéwke, czyli stupek

o pewnej wysokosci — sytuacje taka przedstawia rysunek 2. Poniewaz
Ziemia obraca sie dookola wlasnej osi z predkoscia 15° na godzine,
wiec cien wskazéwki bedzie sie przesuwal po plaszczyznie réwnika

z ta sama predkoscia. Jezeli zatem na przecietej Ziemi narysujemy
proste rozbiegajace sie od wskazéwki w odstepach katowych co 15°,
to z tak uzyskanej skali bedzie mozna odczytaé godzing.

Rys. 2. Zegar sloneczny utworzony z Ziemi
przecietej wadluz plaszczyzny réwnika
(dlugosé cienia jak w pierwszym dniu lata).

Rys. 3. Sposob ustawienia zegara
réwnikowego. Kat ¢ oznacza szerokosé
geograficzna.

Linia odpowiadajaca godzinie 0 powinna by¢ poprowadzona

w kierunku potudnika, dla ktérego chcemy wyskalowaé zegar. Znajac
dla danego dnia deklinacje  oraz wysoko$¢ h wskazéwki, mozna
obliczy¢ dlugoéé cienia: | = hctgé. Rysujac okregl o promieniach
réwnych dhugodcei cienia dla poszczegélnych dat, otrzymujemy
skale, z ktérej mozna odczytac¢ dzien roku. SkonstruowaliSmy wigc
zegar z datownikiem! Oczywi§cie w praktyce zamiast przecinania
Ziemi nalezy uzy¢ np. plaskiej deseczki umieszczonej réwnolegle

do plaszczyzny réwnika ze wskazéwka réwnolegla do osi Ziemi.
Taka pozycje uzyskujemy, ustawiajac tarcze zgodnie z rysunkiem 3.
Zwréémy uwage, ze na potkuli potudniowej deseczka powinna by¢
pochylona w przeciwna strone.

Dotychczas opisaliSmy tzw. zegar réwnikowy. Zastanéwmy sie, jak
bedzie wyglada¢ skala na tarczy umieszczonej poziomo. W tarcze tg
wbijemy nie pionowy gnomon, ale wskazéwke pochylong tak, aby

Rys. 4. Zasada konstrukcji podzialki godzinowej zegara poziomego;
polos (odcinek AB) jest réwnolegly do osi Ziemi.



byla réwnolegla do osi Ziemi — podobnie jak w zegarze réwnikowym.
Taka skosna wskazdéwka nazywa sie polosem — odpowiednia ilustracja
znajduje sie na rysunku 4. Oprdcz plaszczyzny tarczy narysowano
tam plaszczyzne przechodzaca przez koniec polosu i prostopadta

do niego, czyli réwnolegla do plaszczyzny réwnika. Jest na niej
naniesiona znana nam juz podzialka godzinowa zegara réwnikowego
w postaci prostych co 15°. Proste te przecinaja tarcze pozioma

w oznaczonych numerami godzin punktach ukladajacych sie na
prostej k& bedacej przecieciem obu plaszczyzn. Chwila zastanowienia
prowadzi do wniosku, ze cienn polosu odpowiadajacy np. godzinie 14
lezy na prostej laczacej podstawe polosu A z punktem 14 — linia

ta jest bowiem przecieciem plaszczyzny tarczy z plaszczyzna
zawierajaca polos i kierunek ,do Slonca” o tej godzinie.

Taki obraz nasuwa pomyst nastepujacej konstrukcji pokazanej

na rysunku 5. Prowadzimy na plaszczyznie prosta k. W pewnej
odleglosci d umieszczamy punkt B, a po drugiej stronie, w odleglosci
d/sin ¢ — punkt A w taki sposéb, aby punkty te lezaly na
prostopadlej do k. Z B prowadzimy proste co 15° tak, by jedna

z nich byla prostopadla do k. Ich przeciecia z k oznaczamy

numerami, jak na rysunku. Nastepnie kreslimy proste przechodzace
przez punkt A oraz punkty oznaczone numerami — stanowia one
tarcze poziomego zegara stonecznego. Polos nalezy wbi¢ w punkcie A
i pochyli¢ w kierunku punktu B. Dlaczego tak jest? Jezeli zagniemy
plaszczyzne wzdluz prostej k i przechylimy lewa cze$¢ do gory, to
punkt B oprze sie o koniec polosu i uzyskamy sytuacje z rysunku 4.
Tarcze zegara poziomego mozna wiec wykreslié, uzywajac niemalze
samej linijki bez podzialki i cyrkla, raz tylko wykorzystujac
katomierz — przy wyznaczaniu odleglosci d/ sin .

Wykreslenie podzialki datownika jest juz nieco trudniejsze. Nie
bedziemy tego opisywac ufajac, ze zainteresowani Czytelnicy,

znajac wzor na deklinacje Stonca, sami beda w stanie rozwiazaé ten
problem. Wyobrazmy sobie, ze na rysunku 4 plaszczyzna réwnolegla
do plaszczyzny réwnika zostala poprowadzona nie przez koniec
polosu B, ale przez jego podstawe A, i Ze narysowano na niej okregi
podzialki datowej zegara rownikowego. Podziatka datowa zegara

k

d = d/sin g

Rys. 5. Metoda wykreslania tarczy
ZEgAra pozlomego.

poziomego beda rzuty
srodkowe tych okregéw na
pozioma tarcze z konca
polosu B. Jest faktem
znanym z geometrii,

ze rzuty srodkowe okregéw
na plaszczyzne moga byé
hiperbolami, parabolami,
elipsami, okregami lub
prostymi. W naszych
szerokosciach geograficznych
otrzymamy hiperbole oraz
prosta dla réwnonocy.
Kompletna tarcza
wykreslona dla szerokoéci
Warszawy (¢ = 52°15)
jest pokazana na okladce.
Przeciwprostokatna
zaznaczonego tréjkata jest
polosem. Tréjkat nalezy
»postawic¢”, aby polos moégt
pelni¢ swoja funkcje.

Prace Cohena spowodowaly, ze wielu
uczniéw Mostowskiego zajelo sie modelami
teorii mnogoéci i jej fragmentéw. To

z kolei doprowadzilo do uogdlnien

pojecia kwantyfikatora, a takze do

badan fragmentéw arytmetyki (istotnych
w podstawach informatyki). Istotne tez
byly wyniki Szmielew, w tym dowéd
rogstrzygalnosci teorii grup abelowych

i wiele rezultatéw w podstawach geometrii.
Rasiowa 1 Sikorski rozwijali algebraiczne
podejécie do logiki. Dalsze badania
Rasiowej ewoluowaly w kierunku podstaw
informatyki, prowadzac do nowych
zastosowan podstaw.

‘We Wroclawiu dzialali: Los,
Ryll-Nardzewski i Stupecki, ktérzy
uzyskali wazne wyniki w teorii modeli
(wspomniane wyzej) oraz w aksjomatyzacji
arytmetyki. Tam tez, w roku 1961
Mycielski i Steinhaus sformutowali
aksjomat determinacji. Teoria determinacji
nalezy nadal do bardzo zywych tematéw
teorii mnogoéci.

I dzisiaj badania podstaw kontynuowane
sa w Polsce, przede wszystkim

w Uniwersytecie Warszawskim,
Uniwersytecie Wroctawskim i Instytucie
Matematycznym PAN, a takze w innych
osrodkach. Mozna oczekiwad, ze i dalej

beda prowadzone.

Cgzas na podsumowanie. Spytajmy wiec,
jakie sa najwieksze osiagniecia podstaw
matematyki w dwudziestym wieku?
Wskazemy tu trzy, naszym zdaniem, -
najwazniejsze.

e Zostal zbudowany Scisly jezyk dla
matematyki. Mozemy wiec dzi§ powiedzieé,
czym sa zdania matematyczne oraz co to
jest dowdd, czyli wyprowadzenie zdania

z jakiegos zbioru aksjomatéw. Twierdzenie
Godla o zupelnosei dla logiki pierwszego
rzedu pokazuje adekwatnosé tego pojecia
dowodu wzgledem sprecyzowanej przez
Tarskiego semantyki opartej na pojeciu
struktury relacyjnej (modelu). Matematycy
dawniejszych wiekéw odwolywali sie

do intuicji logicznej, ktéra dopiero

w XX wieku zostala w pelni opisana

i wyjasniona.

e Zostala zbudowana aksjomatyczna
teoria mnogoéci oparta na jednym

pojeciu pierwotnym: nalezeniu elementu
do zbioru. Dzisiejsza matematyka jest
ugruntowana na tej teorii. Jej aksjomaty
sa tak proste, Ze mozna je zmiescié¢ na
jednej stronie. Niemniej teoria mnogosci
Zermelo—Fraenkla (ZFC) nie rozstrzyga
wielu pytan z zakresu arytmetyki liczb




naturalnych lub podstaw analizy
matematycznej. Nadal trwa rozbudowa
teorii ZFC za pomoca nowych mocnych
aksjomatéw.

e Zostala zbudowana teoria funkcji
obliczalnych i algorytméw. Mamy jasne
rozréznienie miedzy ogdlnym pojeciem
funkeji a jego podklasa funkcji obliczalnych
(o argumentach i wartosciach naturalnych
lub rzeczywistych). Zniklo dawne
pomieszanie miedzy ogdlnym pojeciem
funkeji i bardziej specjalnym pojeciem
funkcji obliczalnych. Badane sa tez
bardziej konkretne pojecia (na przyktad
klasy PTIME i NPTIME).

Zatem podstawy matematyki ulegly
wielkiemu rozwojowi w XX wieku,

pomimo tego, ze naturalna hipoteza,

iz podstawowe teorie matematyczne

(PA, ZFC) sa zupelne, zostala obalona
przez Godla. Stwierdzenie Hilberta, ze
w~Musimy wiedzie¢, bedziemy wiedzie¢”
okazalo sie zbyt $miale — matematyka

jest bogatsza i mniej uchwytna, niz
sadzono. A jednak uzyskano odpowiedzi
na podstawowe pytania XIX wieku

i odpowiedzi te okazaly sie zaskakujace

i piekne. Nasuwa sie pytanie, czy podstawy
matematyki (i informatyki) za sto lat beda
nadal oparte na pojeciach, na ktérych

byly oparte w wieku dwudziestym?
Zaryzykujmy twierdzenie, ze uniwersum
zbioréw z relacja nalezenia pozostanie
fundamentalna struktura, na ktérej opierac
sie bedzie cala matematyka.

Na zakonczenie sformulujemy trzy otwarte
problemy podstaw matematyki, ktére
wydaja sie nam szczegdlnie wazne.

— Rozwinaé efektywne metody
automatycznego budowania
dowodéw hipotez matematycznych,

a przynajmniej takich, ktore maja
proste dowody!

Istnieja juz interesujace metody tego

rodzaju (zajmuje sie tym dziedzina

nazywana ,automatyczne dowodzenie
twierdzen” ), ale te metody ani nie
umieja budowaé wiekszosci dowoddéw,
ktére matematykom wydaja sie latwe,
ani dowody, ktére te metody buduja,
matematykom nie wydaja sie latwe.

Poza tym dotychczasowe metody nie sg

dynamiczne w tym sensie, ze nie umieja

postugiwaé sie wiedzg matematyczna,
ktérag mozna by im dostarczaé. Mamy
nadzieje, iz postepy sztucznej inteligencji

w XXI wieku doprowadza do znalezienia

efektywnych, dynamicznych, metod

dowodzenia hipotez matematycznych.

Méwiac o zegarach slonecznych, spotykamy sie¢ z czterema
wielkoéciami — sa to: szerokosé geograficzna, kierunek
péinoc-potudnie, data i godzina. Dotychczas zajmowalismy

sie wyznaczaniem daty i godziny, gdy dana byla szerokos¢
geograficzna oraz kierunek péinoc-potudnie. Za pomoca odpowiednio
skonstruowanych zegaréw mozna wyznaczy¢ dowolne dwie sposréd
tych wielkosci, znajac dwie pozostalte. Podczas gérskiej wycieczki
moze sie zdarzyé, ze znamy szeroko$c i date, a nie wiemy, gdzie
jest pénoc i ktéra godzina. Informacje te mozemy uzyska¢ np. za
pomocy zegara réwnikowego — takiego, jak na rysunku 3. Kat
pochylenia tarczy jest ustalony. Stawiamy zegar na poziomej
powierzchni i tak obracamy calos¢, aby koniec cienia znalaz! si¢ na
okregu odpowiadajacym wiasciwej dacie. Z podzialki godzinowej
odczytujemy wtedy godzine, a ustawienie zegara wskazuje pdinoc.
Okazuje sie, ze taki stoneczny kompas jest lepszy od kompasu
magnetycznego. Czytelnicy nie beda zapewne mieli problemu

z wyjaénieniem, jak to samo zrobi¢ za pomoca zegara poziomego.

W przeszloéci budowano wiele typéw zegaréw o réznych tarczach
— plaskich, walcowych, kulistych wklestych i wypuklych. Do
ciekawszych nalezaly tzw. zegary magnetyczne, ktére nalezalto
tak obrécié, aby cien padl w §ciSle okreslone miejsce, a wtedy
godzine pokazywala igla dolaczonego kompasu. Konstruowano
tez zegary ksiezycowe — do uzytku w nocy. Wiele ciekawych
egzemplarzy mozna dzi$§ zobaczy¢ w muzeum im. Przypkowskich
w Jedrzejowie koto Kielc. Znajduje si¢ tam trzecia co do wielkosci
kolekcja na éwiecie. R6zne zegary sa tez pokazywane na Wydziale
Fizyki UW, podczas Festiwalu Nauki we wrzesniu kazdego

roku. Osoby zainteresowane zapraszamy na strone internetowa
http://zfjavs.fuw.edu.pl/ polbrat, gdzie mozna obejrze¢
zabytkowe zegary z calego $wiata oraz zegary sloneczne cyfrowe,
pokazujace godzine jak na wyswietlaczu elektronicznego zegarkal
Na tej stronie znajduje si¢ tez program wykreslajacy pelng tarcze
zegara poziomego dla dowolnych wspéirzednych geograficznych.

W dowolnym wieloécianie
wypuklym suma liczby $cian
tréjkatnych i liczby wierzcholtkéw
tréjsciennych jest réwna co

Szeécian ma 11 réznych siatek
(umawiamy sie, Ze nie rozcinamy
$cian, 1 ze kazda §ciana laczy

sie calym bokiem z co najmniej
jedng inna). A czworodcian
foremny ma ich 2. Pouczajacym
zajeciem jest obliczenie liczby
réznych siatek dla pozosta}yrh _
wielo§cianéw foremnych. " 1 ¢

najmniej 8. Te najmniejsza
sume osiagaja np. oSmioScian
foremny (8 4 0), czworoécian

(4 4 4) i szedcian (0 + 8). A czy
sg jeszcze inni minimalisci?

Supernowa 1984 E jest jedng z bardzo nielicznych,
ktére obserwowano przed eksplozja. Polozona jest
w galaktyce NGC 3169 i wybuchta 1 IV 1984 r. W jej widmie ™ .7,
znaleziono linie wodorowe nie biorace udzialu w wybuchu, co
dowodzi, ze wokdl gwiazdy mogla istnieé juz wezedniej otoczka
wodorowa. Otéz w galaktyce tej w 1981 r. obserwowano punktowy
obiekt z emisyjnymi liniami wodorowymi w tym wiadnie miejscu,

gdzie potem wybuchla supernowa, nie bylo natomiast tego

obiektu na zdjeciach z 1961 r. Oznacza to, ze otoczka wodorowa

mogla powsta¢ w ciagu kilku lat przed wybuchem w wyniku

silnego wiatru gwiazdowego. Obserwacje robione po wybuchu

nie znalazly juz éladu otoczki. Biorac pod uwage, ze 6 V 1984 r. e
juz jej nie bylo i znajac z obserwacji predkosé ekspa.ndumcych
produktéw wybuchu, ocenia sie, ze gléwna masa otoczki
znajdowala sie w odleglodci 200 j.a. od gwiazdy.



Dwa n-katy foremne polozone w réwnoleglych plaszczyznach
potaczone sa paskiem kwadratéw lub tréjkatéw réwnobocznych:

.. -
.. L

W pierwszym przypadku ograniczong w ten sposéb bryle
nazywa si¢ archimedesowym graniastostupem, w drugim
za$ antygraniastostupem. Graniastoshup taki jest wyzszy od
antygraniastoshupa o tej samej krawedzi, ten drugi jest jednak jakby
szerszy. A ktéry ma wieksza objetodé? Dla n = 3 przy krawedzi 1
mamy dla graniastostupa ‘;—‘5, dla antygraniastostupa za$ %, czyli
wiecej. Czy jednak kazdy n-graniastostup ma mniejsza objetosé od
n-antygraniastostupa o tej samej krawedzi? Polecamy badania.

— Czy wszystkie zbiory liczb
rzeczywistych, nalezace do klasy OD
lub nawet do klasy OD[R] (patrz
Delta 11/1999), sa zdeterminowane
w sensie Mycielskiego-Steinhausa?

Jest to hipoteza podobna do hipotezy

continuum w tym sensie, ze jest ona

niezalezna od aksjomatéw ZFC plus
wszystkie znane aksjomaty istnienia
duzych liczb kardynalnych i jest takze
niesprzeczna z teorig ZFC przy zalozeniu
istnienia duzych liczb kardynalnych.

— Czy PTIME # NPTIME lub choéby
PTIME # PSPACE?

Wieloécian nie moze mieé 1, 2,
3, 4 ani 5 krawedzi. 6 krawedzi
moze mieé¢ (czworoécian), ale 7
nie. Wszystkie wieksze liczby

catkowite sa liczbami krawedzi
odpowiednich wieloSciandw.

Nawet gdyby sie okazalo,
ze nasza przestrzen jest
w kazdym niewielkim swoim
kawalku euklidesowa, to i tak
moglaby mie¢ — jako calos¢ —
az 18 réznych postaci.

Pytania te i podobne dominuja
wspolczesna informatyke teoretyczna

i pierwsze z nich mozna rozumieé¢ jako
problem trudnodci pytan typu: ,czy
istnieje dowéd danej hipotezy nie
przekraczajacy danej dlugosci”. Na razie
problem ten opiera sig¢ wysitkom wielu
informatykéw, logikéw i matematykéw.

ugo Stemnhaus mowil: — Moim zdaniem kazdy matematyk powinien
znac teorie-Galois. Dlatego — dodawal — ja nie jestem matematykiem.

: i Zadania

R e daguje Lukasz WIECHECKI

M 910. Czy na plaszczyZnie mozna umiescié¢ skoficzona liczbe parabol, tak by
ich wnetrza pokryly cala plaszczyzne? (Wnetrzem paraboli nazywamy wypukla
figure, ktérej brzegiem jest ta parabola).

Rozwiazanie na str. 7

et

o,

M 911. Dwie parabole o prostopadlych osiach przecinaja sie w czterech
punktach. Udowodnié, ze punkty te leza na jednym okregu.
Rozwigzanie na str. 12

M 912. Dwie parabole o réwnoleglych osiach przecinaja sie w punktach Ag

i By. Na pierwszej z nich wybrano punkty A;, 4s,..., A2,, na drugiej punkty
Bl,BQ, R ,Bgn tak, ze AUA]_ || BgBl, A1A2 || BlBg, S Agn_lAgn ” Bgn_lBgn.
Udowodnié, ze Ay, By || B2y Ao-

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 519. Zapomniano wylaczy¢ czajnik elektryczny z 500 cm® wody

o temperaturze poczatkowej 16°C. Opdr spirali grzalki czajnika wynosi 16 €.
Po jakim czasie od chwili wlaczenia czajnika cala woda wygotuje sie?
Napiecie w sieci wynosi 220 V, wpélezynnik sprawnosci czajnika 60 % (dla
uproszczenia przyjmujemy, ze sprawno$c¢ jest stala). Cieplo wlasciwe wody

¢ = 4190 J/(kg - K), ciepto parowania wody r = 2,255 - 10 J /kg.
Rozwiazanie na str. 6

F 520. Réwnolegle do oporu R = 9  podlaczonego do baterii wlaczono
nieznany opér R,. Okazalo sie, ze moc wydzielona na zewnetrznej czesci obwodu
nie zmienita sie. Wyznaczy¢ wielkosé oporu R,. Opér wewnetrzny zZrédla wynosi

Zegar sloneczny typu camera obscura, r=1%Q.
koéciél dw. Petroniusza w Bolonii, 1655. ROZWiQZEI.l'LiE na str. 14
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Skrét pracy nagrodzonej zlotym
medalem w Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki w 1999 r.

A B
£ c
E D
A B
F C
E D
Rozwiazanie zadania F 519.
Energia pradu elektryeznego jest
zuzywana na ogrzauie wody i na zamiane
jej w pare, czyli:
nPt = em(tyg —t1) +rm ,
gdzie m = pV — masa wody w czajniku.
Moc pradu P = U2/R. Stad otrzymujemy

;J'l"j'_r;'.'.n — t1)

-] .
R =~ 12 minut.

O liczbie podzialéw wielokagta
wypuklego na réwnolegloboki

Jakub Onufry WOJTASZCZYK

Latwo dowieéé, ze dowolny parzystokat foremny mozna podzieli¢ na romby

o bokach tej samej dlugosci co boki parzystokata. Na ile sposobdéw da sig to
zrobié? Jasne jest, ze dla kwadratu sposéb jest tylko jeden, dla szedciokata

— dwa (rysunek). Dla o$miokata sposobéw podziatu jest osiem, dla dziesiciokata
— szedtdziesiat dwa. Tempo wzrostu tych liczb zniecheca do bezposredniego
rozwigzywania problemu dla dwunastokata (908 sposobéw). Pojawia sie zatem
problem oszacowania rozwazanych liczb, a takze okreslenia ich wlasnosci.

Kluczem do rozwigzywania tego zagadnienia okazalo sie¢ wymyslone przez
Piotra Przytyckiego tzw. przedstawienie przez nici. Udowadniamy mianowicie,
ze w kazdym podziale wielokata wystepuja ciagi rombéw biegnace od dowolnego
boku wielokata do boku przeciwleglego, zlozone z rombéw o jednej parze bokéw
réwnoleglej do tegoz boku wielokata (na rysunku dla boku AB sa to ABCO

i COED). Laczymy te boki krzywa, ktéra nazywaé bedziemy niciag. Postepujac
tak dla kazdej réwnolegtej pary bokéw wielokata, otrzymamy uklad nici. Otéz
da sie udowodnié, ze dowolny uktad takich krzywych skoiniczonych otwartych,

ze zadne trzy nie przecinaja sie¢ w jednym punkcie, kazde dwie przecinaja si¢
raz'i tylko raz, oraz kazdy koniec krzywej wychodzi poza pole objete innymi
krzywymi, jest ukladem nici, oraz ze kazdy uklad nici spelnia podane wyze]
trzy warunki. Uméwmy sie, ze uklady nici bedziemy uwazaé za rézne tylko
wtedy, gdy réznia sie kolejnoscia przecinania nici. Wéwczas rézne uktady nici
odpowiadaja réznym podzialom wielokata i zamiast liczy¢ podzialy mozemy
liczy¢ uklady nici.

W dowodzie tego wykorzystuje przydatny péiniej i ciekawy sam w sobie lemat
méwiacy, ze jezeli w ukladzie nici pod dana nicia A jest chociaz jedno przecigcie
dwéch innych nici, to istnieja takie nici B i C, ze pola ograniczonego przez nici
A, B i C nie przecinaja zadne inne nici. Dowdd przebiega nastepujaco: wezmy
takie nici B i C' przecinajace si¢ pod A, ze nici B nie przecina miedzy A i C'
zadna ni¢. (Zeby znalezé takie pole, wystarczy wzia¢é dowolna ni¢ B przecinang
pod A oraz ni¢ C przecinajaca B najblizej A.) Ponadto niech beda to nici takie,
ze pole ABC przecinane jest przez najmniejsza mozliwa liczbe nici. Jezeli ta
liczba nie jest zerem, to rozpatruje ni¢ D, ktéra przecina C najblizej A. Nici C
miedzy A i D nie przecina wiec zadna ni¢, a dowolna ni¢ przecinajaca ADC
przecina tez ABC, poza tym ABC przecina jeszcze D, co przeczy minimalnosci
ABC, wiec ABC nie moze przecina¢ zadna nic..

Latwo spostrzec, ze te sama technike mozemy zastosowa¢ do dowolnego 2n-kata
érodkowosymetrycznego. Otrzymany zbiér ukladéw nici bedzie taki sam,

jak dla 2n-kata foremnego, co oznacza, iz liczba pOleal’OW kazdego 2n-kata .
érodkowosymetrycznego jest taka sama. -

Jak widaé, uzyskaliSmy dzieki pojeciu nici nowe, potgzne uarzqdzw pracy.

Za jego pomoca mozemy osmgn@c z duza tatwoscia dosy¢ dobre oszacowanie
dolne oraz dosyé kiepskie oszacowanie gérne. Najpierw Zd.jmljnly sie '
oszacowaniem dolnym. ;

Wezmy dowolny uklad n — 1 nici. Zastanéwmy sie, na ile sposobéw pomiedzy
niémi 1 i n — 1 mozemy dodaé nowa ni¢. Mozemy poprowadzic jq sama,

géra, tj. tak zeby pozostale nici przecinala w kole;nosm 12,3, n—%
Korzystajac ze wspomnianego wezedniej lematu, wiem, ze pod nicia n istnieje
pole nie przecinane zadna nicia, czyli skrzyzowanie dwéch/niei znajdujace sie
bezposrednio pod n. Przelézmy wiec ni¢ n na druga strone tego skrzyzowania,
by otrzymaé nowy uklad. Procedure powtarzamy, dopéki pod nicia n

nie skoficza si¢ skrzyzowania, czyli (5) + 1 razy. Taka operacje mozemy
przeprowadzié¢ dla kazdego uktadu n — 1 nici, za kazdym razem otrzymujac
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Rozwigzanie zadania M 910.

Nie mozna. Dla skorficzonego zbioru
parabol rozwazmy dowolna prosta nie
réwnolegla do zadnej z osi parabol.
Przeciecie te] prostej z wnetrzem kazdej
z parabol jest skoficzonym odcinkiem.
Dla dowolnej paraboli istnieje bowiem
uklad wspolrzednych, w ktérym ma ona
réwnanie y = az” (a > 0). Réwnanie
rozwazanej prostej ma w nim postac

y = kx + I. Punkt (z,y), nalezacy do
przeciecia wnetrza paraboli i prostej,
spelnia nieréwnosé ke 4+ > ax?, ktérej
zbiér rozwiazan jest albo pusty, albo
jest odeinkiem (1, z2), gdzie z1, T2 83
pierwiastkami wielomianu az® — kz — L.
Tak wiec na rozwaZane] prostej istnieja
punkty nie nalezace do wnetrza zadnej
paraboli z danego skotficzonego zbioru.

Zegar sloneczny stupkowy, Niemcy, 1611.

(3) + 1 réznych uktadéw. Wobec tego ukladéw n nici jest przynajmniej (5) + 1
razy wiecej niz ukladéw n — 1 nici. To daje mozliwo$¢ prostego rekurencyjnego
oszacowania z dotu liczby podziatdow.

Szacowanie z gory osiaga sie nastepujaco. W danym uktadzie n nici bierzemy
wszystkie ['_.:) tréjki nici. Porzadkujemy kazda z nich i przypisujemy jej liczbe 0,
jezeli druga i trzecia ni¢ przecinaja sie nad pierwsza, oraz liczbe 1, jezeli jest
przeciwnie. PrzyporzadkowaliSmy wiec kazdemu ukladowi n nici (g) elementowy
ciag zero-jedynkowy. Latwo udowodnié, ze réznym uktadom przyporzadkujemy
rézne ciagi. Skoro takich ciagéw jest 2(3), to ukladéw n nici nie moze byé
wiecej.

Wida¢ duza rozbieznos$é miedzy gérnym i dolnym szacowaniem. Dos¢
skomplikowanymi technikami jestem w stanie gérne szacowanie poprawié¢ do
rzedu n(3)/2 (na przytoczenie dowodu stanowczo nie mam miejsca), ale sukces
jest niewielki, rozbieznosé nadal pozostaje olbrzymia.

O wlasnosciach liczb podziatéw, ktére udowodnitem, tylko wspomne, nie
przytaczajac nawet dowodu. Po pierwsze, liczba podzialéw dzieli sie przez 2
w potedze nie mniejszej niz ta, w ktorej 2 dzieli liczbe bokéw wielokata. Po
drugie, jezeli potowa liczby bokéw jest pierwsza, to liczba podzialéw przy
dzieleniu przez liczbe bokéw daje reszte dwa.

Na zakonczenie podam dla zainteresowanych pare zadan i problemdéw (réznica
jest taka, ze zadanie umiem rozwiazac, a problem wrecz przeciwnie):
Z1) Udowodnié, ze w dowolnym podziale 6000-kata foremnego istnieje
przynajmniej 2000 punktéw, w ktérych stykaja sie dokladnie trzy romby.
72) Udowodnié, ze kazdy uklad nici spelnia podane w artykule trzy warunki.
Z3) Udowodnié, ze sposréd wielokatéw wypuklych tylko wielokaty
srodkowosymetryczne sa podzielne na skoriczona liczbe réwnolegltobokéw.
(Zadania Z1 i Z3 sa inspirowane zadaniami z obozu Olimpiady Matematycznej,
Zwardon 98.)

P1) Udowodnié, ze liczba podziatéw 2n-kata jest mniejsza lub réwna 2(3) albo
obalié¢ te teze (acz gleboko wierze, ze jest prawdziwa).
P2) Znalezé jakiekolwiek inne whasno$ci szczegdlne liczb podziatéw.

Jesli ktokolwiek chcialby podzieli¢ si¢ ze mna swymi przemysleniami
dotyczacymi tej tematyki (szczegdlnie interesuje mnie rozwigzanie problemu P1)
badz tez chcialby poznaé¢ pelne dowody faktéw przytoczonych w pracy,
zapraszam do skontaktowania sie ze mna za posrednictwem Redakcji Delty lub
poprzez e-mail: jwl89208@zodiac. mimuw.edu.pl.

L. -1

Rozwigzanie zadania M 912,
Wybierzmy uklad wspélrzednych tak, by réwnania paraboli mialy w nim postaé¢
2
y=pr
Niech odciete punktéw A; i B; beda réwne odpowiednio a; i b;. Tangens kata nachylenia prostej
A; A jest rowny

]

% P Eoon
+qr+r 1 y=pax +qzrt+r.

(pa? + qai + 1) — (pa3 + qa; + 1)

= pla; +a;) +q,
@i — aj

a prostej B;B; analogicznie p'(b; + b;) + ¢'. Z warunkéw zadania wynika, ze dla kazdego
0 < i < 2n — 1 zachodzi réwnosé
() plai +ais1) + 9 =p"(bi + bigy1) +q'.
Poniewaz odcinek Ag By jest wspdlna cieciwa obu parabol, wiec
(+) plao +bo) +q =p(ao +bo) + 4.
Mnozac stronami przez —1 réwnania (1), (3), ..., (Zn — 1) i dodajac je stronami do rdwnad (), (2),
{4}, ..., (2n), otrzymamy
plasn +bo) + g = p'(ban +a0) +¢',

co oznacza, e Az, By || Ban Ao.

Batwo jest podzieli¢ taka figure na dwie lub na trzy jednakowe czesci. Jak podzieli¢ ja na cztery jednakowe?
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Aspirant Sieczko wracal z pracy rozdrazniony.
Padajacy od wczoraj $nieg wlasnie zamienial
sie w deszcz. Z zatloczonego tramwaju aspirant
wysiadl prosto w szara bryje zalegajaca na
chodniku, po to tylko, zeby przejezdzajacy
Filtrowa samoch6d mégt go ochlapaé blotem.
Policjant odruchowo zapamietal numer, kolor

i marke pojazdu, ale zaraz machnat reka

i powedrowal w kierunku domu. Ta glupia sprawa
nie dawala mu spokoju.

— Przeciez nic sie nikomu nie stalo — powiedzial
do siebie — po co ja sie tym przejmuje?

To go wilaénie najbardziej irytowalo. Najglupszej
sprawy nie potrafil zamknaé nie rozwiazanej.
Po raz kolejny przypominal sobie raport
posterunkowego Wicka. Rozdraznienie powoli
zamienialo sie w roztargnienie. Wszed! az na
strych, zawrdcil, zszedl na podest ostatniego
pietra i otworzyt drzwi.

— Tato, to ty? — glos corki dobiegal z glebi
mieszkania.

— Tak, ja. Jeste$ sama?

— Mama poszta z Juniorem na urodziny. Obiad
jeszcze goracy. Wezmiesz sobie?

— Wezmiesz, wezmiesz.

— Nie znalazles? — zapytala z troska, gdy po
dluzszej chwili pojawila sie w kuchni.

— Czheegho? — odparl, parzac sobie jezyk
kapusniakiem.

— Nie wiem, ale zawsze jak nie znajdziesz, to
jestes burkliwy.

- Na jutro mam napisa¢ raport w sprawie Wicka.
— A co on przeskrobal?

- On w zasadzie nic. Podal na kolegium
Ambrozego P., ktéry pono¢ obrazit
funkcjonariusza.

— To znaczy posterunkowego Wicka?

— Tak. Ta sprawa nie daje mi spokoju. Facet

w $rodku nocy nie wyrobil sie na zakrecie przy
Spacerowej, urywajac sobie zawieszenie na
krawezniku.

— Czy komus$ co$ sie stalo?

NMaia aelld

Balonik na zakrecie

— Na szczeécie nie, ale kierowca doznal szoku

i naszemu posterunkowemu, ktéry akurat sie tam
napatoczyl, zaczal opowiadac¢ jakie$ niestworzone
historie.

— Co na przyktad?

— Posterunkowy zastal go, jak obchodzit w koto
rozbity samochéd. Na pytanie o dokumenty
odpowiedzial, ze w §rodku jest zaklety balon,
ktéry sie na niego rzucil. Wicek zajrzal do srodka
i rzeczywiscie znalazl balon w ksztalcie jakiejs
maszkary przywigzany do torby lezacej przed
siedzeniem pasazera. '

— Czy on aby nie byl tego no i ... antycypowal?
— Nawet Wickowi to przyszlo do glowy, ale

jak mu kazal dmuchaé, to dopiero si¢ zaczelo.
Facet drzacymi rekami zamiast alkoholometru
wzigl ten nieszczesny balon i zamiast dmuchac
zaczerpnal z niego powietrza i zaczal udawac
kaczora Donalda.

— Chodzil w kucki i seplenit?

— Nie, zaczal cieniutkim glosikiem krzyczec,

ze zostal zaczarowany, 1 ze Wicek jest z nimi

W zmowie.

—1I co?

— Wicek sie zdenerwowal i go zwinal. Na
komendzie okazalo sie, ze rzeczywiscie jest
trzezwy. Uspokoil sie, powiedzial, ze wracal

z jakiej§ zabawy karnawalowej, i1 ze nie pil, bo
jest abstynentem.

— A z zawodu?

— Dyrektor marketingu w jakim$ banku. I tylko
upieral sie, ze ten balon sie na niego rzucil,

i ze zadnego kaczora nie udawal.

— Kaczora to on faktycznie nie udawal, tylko
nalykal sie helu — stwierdzita Sieczkéwna —

a i z balonem moze by¢ prawda.

— Jakiego helu? — przerwatl cérce ojciec.

— Tego, co byl w balonie. Facet musial by¢
naprawde w szoku, jezeli wzial si¢ za dmuchanie
nadmuchanego balonu. Zaczerpnal z niego helu,
w ktérym predkos$é dzwieku jest duzo wieksza niz
w powietrzu, wiec méwi sie cieniutkim glosikiem.



Aspirant Sieczko spojrzal z podziwem na

swoja latorodl, ale po chwili usmiechnat sie

z politowaniem.

— Madra jestes, corus, ale nie za bardzo. Ten

hel musialby siega¢ az do wickowego ucha, zeby
zmienic¢ barwe glosu.

— Jestes pewien? — zapytala niespeszona — a od
czego zalezy wysokosé glosu?

— Od czestosci drgan fali stojacej? Czy to moze
tylko we flecie?

— Nie, tu w zasadzie tez. A ta czestosc to ...

— Dhugoéé fali przez predkosé?

— No niezle, jeszcze co$ pamietasz — pochwalita
corka ojca, ktéry usmiechnat sie zadowolony —
tylko ze na odwrét — dodata kasliwie i po chwili
ciagnela dalej. — A poniewaz dlugos¢ fali stojacej
jest zdeterminowana ksztaltem ,narzadu mowy”,
to wzrost predkosci dzwieku w jego wnetrzu
podnosi czestosé, ktora juz nie zmienia sie przy
przejsciu z jednego osrodka do drugiego.

— Ty chyba masz racje, dziecino — aspirant
pokrecit glowa po zastanowieniu. — To
wyglupianie si¢ zupelnie mi do tego dyrektora nie
pasowalo. Ale co z tym napastliwym balonem?

— Sila odérodkowa.

— Ale to nie bylo na zakrecie w ...

— W prawo, tylko w lewo — wtracita matla.

— A ty skad wiesz? Juz to méwitem?

— Nie, ale jakby to byl zakret w prawo, to nikt
by sie nie dziwil, ze co$ sie¢ pcha na kierowce,
czyli na zewnatrz zakretu. Musial to byé wiec
zakret w lewo, a balon pchal sie do srodka, jak
zreszta kazdy przyzwoity balon napelniony gazem
1zejszym od powietrza.

— Mnie tez cos takiego chodzilo po glowie, ale

to nieprawda i nie pytaj dlaczego ... zrobiliSmy
wizje lokalna.

— Pojechaliscie z balonem na Spacerowa?

— No nie, wiesz przeciez, ze u nas krucho

z pieniedzmi i troche glupio byloby to uzasadniaé.

Zrobili$my ja lokalnie.

— To znaczy gdzie?

— Na komendzie. Wyslatem Wicka po balon,

a nastepnie kazalem mu z nim biega¢ dookota
biurka.

— W ktéra strone?

— W obie.

— A balon byt z helem?

— Nie wiem, ale sprawdzalismy dwa. Taki
normalny, dmuchany i taki wczedniej napelniony,
co lecial do géry.

—No i co?

— Ano nic. Oba ciagnety sie za Wickiem, jeden
u géry, a drugi u dotu. Zaden sie na Wicka nie
rzucatl.

— Wybacz, tato, ale taka wizja to gorzej niz
telewizja — wykrztusila po opanowaniu ataku
$miechu. — Nie wzieliScie pod uwage oporu
powietrza — dodata juz spokojnie;j.

— Czy chcesz mi powiedzieé, ze u tego faceta nie
bylo w samochodzie powietrza?

— Nie, ale cale powietrze poruszalo sie razem

z samochodem. A wtedy sznurek balonu pokazuje
lokalny pion, czyli wypadkowa sily ciezkosdci i sit
bezwladnosci objawiajacych sie w nieinercjalnym
ukladzie odniesienia zwiazanym z samochodem.

— Ale pion, czyli ciezarek na sznurku bedzie
przeciez odchylal sie na zewnatrz, a nie do srodka?
— No tak, ale to przeciez to samo. Wyobraz
sobie, ze do balonika przywiazujesz ciezarek

o takiej masie, ze calos¢ ani nie spada, ani sie

nie wznosi. Na zakrecie ciezarek bedzie wychylat
sie na zewnatrz, wiec polaczony z nim prostym
sznurkiem balonik. ..

— Do srodka?

— No wiasnie. Jezeli teraz chwycisz sznurek gdzie§
pomiedzy ciezarkiem i balonikiem, to nic sie nie
zmieni, gérna cze$é, czyli umocowany balonik
nadal bedzie odchylatl sie do $rodka.

— Jako§ nie chce mi sie wierzyé.

— No to zrobimy prawdziwa wizje lokalna.
Wezmiemy balonik, ktory zostal mi z sobotniej
zabawy, wsiadziemy w tramwaj i juz na zakrecie
w Nowowiejska zobaczysz to na wlasne oczy.

— Ale to jest zakret w prawo.

— No to co? Wazne, ze balonik bedzie sie odchylat
do $rodka. Zreszta pdzniej jest zakret w lewo na
placu Zbawiciela.

— Ale po co jecha¢ tak daleko?

— Przeciez obiecale$ mi, ze w tym tygodniu
p6jdziemy do teatru?

— Gdzie diabel nie moze. .. a niech tam, nalezy ci
sie!

Matq Delte przygotowat Piotr ZALEWSKI

Wszelkie podobieristwo opisanej historii i osdb w niej wystepujgcych
do czegokolwiek lub kogokolwiek jest przypadkowe.

Zegar sloneczny réwnikowy, Niemcy, 1725.



Aktualno$ci (nie tylko) fizyczne

Nadprzewodzace kulki to nowe zjawisko fizyczne
zaobserwowane przez fizykéw z Southern Illinois
University. Rongjia Tao (rtao@physics.siu.edu) i jego
koledzy chcieli zbada¢ ruch mikronowej wielkosci
drobin wykonanych z wysokotemperaturowego
nadprzewodnika (np. Br-Sr-Ca-Cu-O) pod wplywem
pola elektrycznego [1]. Drobiny tworzyty zawiesine

w cieklym azocie, w ktérym zanurzono dwie plaskie
elektrody, do ktérych przylozono napiecie. Metalowe
drobiny w takiej sytuacji odbijalyby sie pomiedzy
elektrodami lub staralyby sie ulozyé¢ wzdluz linii pola
elektrycznego wyznaczajacego kierunek w przestrzeni.
Nadprzewodzace drobiny zupelnie zignorowaly

te mozliwos¢ i ku wielkiemu zaskoczeniu badaczy
utworzyly kulke. Kulka ta, o érednicy okolo 0,25 m
(mikrofotografia na dole), zawierajaca ponad milion
drobin, utworzyla sie szybko i byla caltkiem mocna,
wytrzymujac wielokrotne zderzenia z elektrodami.

Co wiaze te kulke wbhrew jednorodnemu polu
elektrycznemu? Tao i jego wspdlpracownik, Philip
Anderson, teoretyk z Princeton, stwierdzili, ze jest

to nowy efekt zwigzany z nadprzewodnictwem (te
same drobiny powyzej temperatury krytycznej

nie tworza kulki, tylko ukladaja sie w tancuchy
wzdluz kierunku pola). Widocznie energia
powierzchniowa zbioru drobin zmniejsza si¢ przez

ich samozgrupowanie sie w kulke. Ta wczesniej
nieznana forma energii powierzchniowej jest zwiazana
z nabytym przez drobiny ladunkiem powierzchniowym
i oddzialywaniem miedzy warstwami nadprzewodnika
wysokotemperaturowego. Granularne wlasnosci drobin
moga rowniez gra¢ pewna role w procesie formowania
si¢ kulki i w tworzeniu jej wewnetrznej struktury. Jest
to jednak trudne do stwierdzenia, gdyz oddzialywania
miedzy drobinami (cierne rozpraszanie energii
znamienne dla materialéw sypkich) jest tagodzone
przez ciekly azot niezbedny w eksperymencie dla
zneutralizowania grawitacji. Sposobem obejicia tej
koniecznosci byloby przeprowadzenie doéwiadczenia
w warunkach mikrograwitacji.

Cho¢ oryginalnoéé¢ zaobserwowanego zjawiska
z punktu widzenia badan podstawowych jest nie do
przecenienia, to Tao zwraca réwniez uwage na
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mozliwe zastosowania w dziedzinie cienkich bton
nadprzewodzacych i nadzwyczajnych sposobéw
zwilzania.

Doswiadczenia pokazaly, ze dwuwymiarowe
krysztaly koloidalne w czasie powstawania
pozornie ignoruja prawo Coulomba. Krysztal
koloidalny to regularne ulozenie drobin utrzymujacych
si¢ w cieczy. Tréjwymiarowe przyklady sa

znane od dawna. Ostatnio uzyskano swobodne

(w dwéch wymiarach) dwuwymiarowe ,krystality”
koloidalnych drobin, uwiezione (w trzecim wymiarze)
w dwuwarstwowych blonach podobnych do blon
komérkowych. Moze to prowadzi¢ do ciekawych
zastosowan w dziedzinie produkcji sztucznych
biomaterialéw i przemyslowej katalizie.

W numerze Science z 17 grudnia 1999 roku
wydrukowano artykul [2], w ktérym opisywane

jest doswiadczenie polegajace na tworzeniu takich
krystalitéw poprzez dodawanie ujemnie naladowanych
kropelek lateksowych do dodatnio natadowanych
pecherzykéw z blony mydlanej plywajacych po wodzie.

Zgodnie z oczekiwaniami kropelki poczatkowo chetnie
przywieraly do pecherzykéw. Jednakze ku zdziwieniu
naukowcdédw w wielu przypadkach kropelki tworzyty
tratewki plywajace po blonie pecherzyka, a wolna
czeé¢ blony odpychala pozostale kropelki, chociaz byty
one przeciwnie do niej natadowane (rycina u géry).

Uczeni argumentuja, ze to paradoksalne zachowanie
jest spowodowane migracja ujemnych jonéw
schwytanych przez cze$¢ membrany polozona
naprzeciwko tratewki utworzonej z kropelek lateksu.

Z uplywem czasu plastyczne tratewki zestalaly
sie w sztywne, plaskie krystality, prawie idealne
dwuwymiarowe struktury o wymiarach rzedu
kilkudziesieciu mikrondw.

Philip F. SCHEWE i Ben STEIN

Physics News Update

The American Institute of Physics Bulletin of Physics News
Nr 464 z 27 grudnia 1999 roku

ttum. PZ

[1] Formation of High Temperature Superconducting Balls,
R. Tao, X. Zhang, X. Tang i P.W. Anderson,
Phys. Rev. Lett. 26 (1999) 5575, 27 grudnia 1999 roku

[2] Electrostatic Repulsion of Positively Charged Vesicles and
Negatively Charged Objects, H. Aranda-Espinoza, Y. Chen,
N. Dan, T.C. Lubensky, P. Nelson, L. Ramos i D.A. Weitz,
Science, 17 grudnia 1999 roku



Co ma wspdlnego tozsamos$é Jacobiego
z przecinaniem sie wysokosci tréjkata?
Henryk ZOLADEK

1. Zadanie Arnolda
V.I. Arnold w swoim artykule o nauczaniu matematyki napisal takie zdanie:

Tozsamosé Jacobiego (powodujgca, ze wysokosei tréjkata
przecinajq sie w jednym punkcie) — to fakt doswiadczalny, tak
samo jak to, ze Ziemia jest okragla (tzn. homeomorficzna z kulg).

Zegar sloneczny réwnikowy, Niemcy, Stanowilo ono pewne ($wiadome) wyzwanie autora dla innych matematykéw.

RN W Warszawie niektérzy o nim dyskutowali. Ja sam usilowalem zadanie
powiazania tozsamosci Jacobiego z wysokosciami tréjkata rozpropagowaé.
Niestety, nie ustyszalem do tej pory zadowalajacego objasnienia tego zwigzku.
Pozwolg sobie zatem zaprezentowa¢ wlasne rozwiazanie; mysle, ze Arnold takie
wlasnie mial na mysli.

2. Podwéjny iloczyn wektorowy

Przypomnijmy, ze iloczyn wektorowy w x ¥ w przestrzeni tréjwymiarowej jest
wektorem prostopadlym do plaszczyzny wyznaczonej przez wektory o i v'.
Jego dlugos¢ jest réwna polu réwnolegloboku rozpietego przez u i o', a zwrot
B - . — . —y

Jest zgodny z regula Sruby prawoskretnej: krecac v w kierunku @', posuwamy
A sie wzdtuz o x 7.

Bezposrednio z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze wektor (@ x 0) x o

lezy w plaszczyinie ¥ wyznaczonej przez u i v i jest prostopadly do w (patrz
rysunek 1). Gdy o’ i 7" sa réwnolegle lub W L%, to (u x ¥’) x W = 0.

Bpeid Przyklad: sila odérodkowa dzialajaca na punkt materialny o masie m, ktéry

lezy w ciele sztywnym zaczepionym w punkcie O i obracajacym sie ze stalg

Qi a9xQ predkoscia katowa Q, wynosi m(Q x Q) x 0, gdzie Q jest wektorem
(QxQ)x polozenia punktu materialnego wzgledem O (patrz rysunek 2).

Tozsamos¢ Jacobiego, ktéra ma zastosowanie w zagadnieniu wysokosci
trojkata, to nastepujaca relacja spetiana przez iloczyn wektorowy

Q (%) (CxV)xWH(TxW)x T+ (W xT)x T =0

lub krécej: (W x ©') x W + cykliczna permutacja = 0. Proponujemy,
Rys. 2 aby Czytelnik sprawdzil ja samodzielnie na jakim$ przyktadzie (biorac np.

1 0 1
w = (1), v = (1), w = ({]) w réznych kombinacjach).
I § 1

3. Algebry Liego

Tozsamos¢ () jest szczegélnym przypadkiem ogélnej tozsamosci Jacobiego:
[[a,b], ¢] + cykliczna permutacja = 0, ktéra spelnia komutator [-,:] w algebrze
Liego. Algebra Liego A jest to przestrzei wektorowa wyposazona w dodatkowa
(poza dodawaniem wektoréw i mnozeniem ich przez skalary) operacje

(a,b) — [a,b] (ktéra jest liniowa ze wzgledu na a i na b z osobna, zmienia znak
przy zamianie kolejnodci a i b oraz spelnia tozsamosé Jacobiego).

Przykladem algebry Liego jest algebra A = gl(n) macierzy n x n z komutatorem
[K,L] = KL — LK. Tutaj tozsamo$é¢ Jacobiego jest dosy¢ oczywista:
[[K, L], M] + cykl. permut. = [(KLM — LKM) — (MKL — MLK)] +
+ (LMK — MLK) — (KLM - KML)] +
Zegar sloneczny z armatka strzelajaca
w poludnie, Francja, XVIIT wiek. + [(MKL - KML) — (LMK — LKM)] = 0.
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Rzymski zegar sloneczny, III wiek p.n.e.

@

Rozwigzanie zadania M 911.

Wrybierzmy uklad wspélrzednych tak,

by jego osie byly jednoczednie osiami
parabol. Rdwnania parabol maja w nim
postad
- i ;

z=ay +b i y= cx? +d.
Zmieniajac orientacje osi moina
doprowadzié do sytuacji, gdy a > 0, b < 0,
e >0, d < 0. Wspdlrzedne (z, y) punktu
przeciecia parabol spelniaja uklad rédwnan

z=ay® +b, y = ez’ 4 d. Dziclac obie

strony pierwszego rownania przez a,
drugiego przez c, a nastepnie dodajac
te rdwnania stronami, otrzymamy po
prostych przeksztalceniach
H j
2 1Mo
- — Yy - — =
2a 2c
1 | 1l b d
4b? 4b2 a c
Jest to réwnanie okregu
" i 1 ; —_—
o frodku | — , — | i promieniu
2a 2c
1 1 b d
J A X B
‘\" 4p2 452 a IS
punkt [ w P

Rys. 3

prosta ™ w P

Innym przyktadem jest podalgebra A’ = so(n) algebry gl(n) zlozona

z macierzy antysymetrycznych K = —K ", gdzie macierz K | oznacza macierz
transponowana macierzy K; tzn. jesli na przecieciach i-tych wierszy i j-tych
kolumn w K staly liczby k;;, to na odpowiednich miejscach macierzy K 23
stoja liczby kj;; zatem nasza podalgebra sktada si¢ z takich macierzy, ze

o
kij = —kji. Na przyktad, (3 b) = (2 ;) i algebra so(2) sklada sie

d
; S b
z macierzy postaci ( ool ¢

faktowi, ze je§li K = —-K',L=—-L", M = [K,L], to M = —M . To za$
wynika z tego, ze operacja przejicia do macierzy transponowanej jest liniowa,
(K+L)T =KT £ L7, iz tego, ze przy transponowaniu iloczynu macierzy
trzeba zmieni¢ kolejno$¢ macierzy transponowanych, (KL)" = LTKT. Mamy
zatem MT = (KL— LK) =LTKT-K"LT =LK - KL= -[K,L] = -M.

). To, iz so(n) jest algebra Liego, jest réwnowazne

Kazda algebra Liego skonczonego wymiaru jest podalgebra algebry

macierzy gl(n) dla pewnego n. (Okazuje sig, na przyklad, ze algebra R*

z iloczynem wektorowym [u’, v'] = W x ¥ jest tozsama z so(3).) Ta wlasnosé
sprawia, ze teoria algebr Liego stanowi wazny dzial matematyki.

Algebry Liego sa zwiazane z grupami Liego, tzn. z ciagglymi grupami
przeksztalcent. Elementy algebry Liego odpowiadaja przeksztalceniom bardzo
bliskim przeksztalceniu tozsamo$ciowemu; mierza one pierwsze (liniowe)
odchylenie od tozsamosci. W szczeg6lnosci elementy algebry so(n) mierza
male obroty w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej i algebra so(n) jest
stowarzyszona ze specjalng ortogonalng grupg SO(n), definiowang jako grupa
obrotéw R™. Algebra gl(n) jest zwiazana z grupq liniowg GL(n), ztozong ze
wszystkich wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen liniowych tej przestrzeni.

Niestety, nie mozemy podaé¢ wiecej szczeg6low tej teorii, poniewaz wymaga to
zaawansowanej znajomosci algebry i analizy.

4. Geometria sferyczna

Modelem geometrii sferycznej jest sfera Sp w przestrzeni o promieniu R

o érodku w punkcie O. Prostymi w tej geometrii sa okregi wielkie sfery, a relacja
ortogonalnodci (tzn. prostopadlosci) miedzy prostymi oznacza prostopadtoéé
plaszczyzn wyznaczonych przez odpowiadajace tym prostym okregi. Zauwazmy,
ze dwie rézne proste sferyczne przecinaja sie w dwoch punktach. Odleglosé
punktéw jest mierzona wzdluz prostej sferycznej przechodzacej przez nie; przy
tym nalezy wybiera¢ krétszy z dwéch tukéw. W geometrii sferycznej krzywizna
przestrzeni jest stata, dodatnia i réwna R~2.

7 geometria sferyczna mozna zwigzaé nastepujaca
przestrzen P. Jej ,punktami” sa proste przechodzace
przez érodek O sfery Sg. Tak wiec, kazdemu punktowi
sfery mozna przypisaé jeden ,punkt” przestrzeni P

— prosta przechodzaca przez ten punkt. (Zauwazmy,

"~ punkt m* w P 7e jednemu ,punktowi” z P odpowiadaja dokladnie

dwa punkty z Sg, drugi lezy po przeciwnej stronie.)

wProstymi” w P beda plaszczyzny przechodzace
przez O. ,,Punkt” z lezy w ,prostej”, jesli
odpowiadajaca mu prosta lezy w odpowiedniej
plaszczyznie. Jednej ,prostej” w P odpowiada
dokladnie jedna prosta w Sg. Pojecie prostopadlosci
,prostych” jest tutaj oczywiste. Dwie rézne ,proste”
przecinaja si¢ w dokladnie jednym ,punkcie”.

Geometria przestrzeni P nazywana jest czasami
modelem rzutowym geometrii eliptycznej; Sg za$ jest
modelem sferycznym geometrii eliptycznej. Istnieje
odwzorowanie z modelu sferycznego do modelu
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rzutowego. W modelu rzutowym nie bedziemy méwié o krzywiznie, bo nie
wprowadziliémy tam metryki (tzn. odleglo$ci miedzy ,punktami”).

Uzycie modelu rzuto;ego geometrii eliptycznej pozwala na wykazanie, ze takie
wlasnosci geometrii sferycznej jak prostopadlosé¢ prostych sferycznych oraz
incydencja punktu a i prostej g (tzn. a € q) nie zaleza od R, czyli od krzywizny
przestrzeni Sg. W szczegdlnoséci wlasnos$é przecinania sie (lub nieprzecinania)
wysokosci tréjkata sferycznego nie zalezy od R.

Zauwazmy teraz, ze plaska geometria euklidesowa E = R?
jest granica przy R — oo (czyli przy krzywiznie dazacej
o R - do zera) geometrii sferycznej przestrzeni Sg (rys. 4).

Zatem wlasno$¢ przecinania sie wysokosci tréjkata
Rys. 4 euklidesowego jest konsekwencja analogicznej wlasnosci
w Sg i w P. Naszym celem bedzie teraz powiazanie tozsamosci Jacobiego
z przecinaniem sie wysokosci w trojkacie w modelu rzutowym geometrii
eliptyczne;j.

5. Dualno$¢ w geometrii eliptycznej

Wezmy model rzutowy P geometrii eliptycznej. Kazdemu ,,punktowi” w P (czyli
prostej k w przestrzeni, przechodzacej przez O) przyporzadkowujemy , prosta”
odpowiadajaca plaszczyznie T (oznaczymy ja k*) prostopadlej do prostej k.
Analogicznie ,,prostej” (czyli plaszczyznie II przechodzacej przez O) odpowiada
»punkt” — prosta (= II*) prostopadla do plaszczyzny II. To odwzorowanie
nazywa sie dualnosciq.

Dualnoéé zachowuje relacje incydencji (jesli | € X, to £* € I*) oraz relacje
D prostopadtosci prostych i plaszczyzn. Plaszczyzny I i ¥ sa prostopadle wtedy
i tylko wtedy, gdy ich dualne proste II* i £* sa prostopadle.

Wilasnoséé przecinania sie trzech plaszczyzn wzdluz jednej prostej oznacza,
B ze dualne proste leza w jednej plaszczyznie.

Rys. 5 W szczegdlnoéci, jesli proste a, b, ¢ sa prostymi dualnymi do plaszczyzn

przechodzacych przez boki BC, AC, AB tréjkata sferycznego ABC (rys. 5),
to wysokosci CD (z wierzchotka C' na bok AB) odpowiada prosta d lezaca
w plaszczyznie wyznaczonej przez a i b oraz prostopadla do prostej c.

6. Rozwigzanie zadania Arnolda

Niech (jak w punkcie 5) a, b, ¢ beda prostymi w przestrzeni dualnymi do
plaszczyzn przechodzacych przez tuki BC, AC, AB tréjkata sferycznego ABC.
Wybierzmy niezerowe wektory @ € a, v € b, W € c.

Wektor T = (W x @) x W wyznacza prosta d, odpowiadajaca wysokosci CD.
Podobnie wektory ¥’ = (v x W) x @ i 2z = (W x w) x ¥ wyznaczaja

pozostale proste e i f odpowiadajace pozostalym dwém wysokosciom tréjkata.

Literatura e s e

. - . . o g E
V.I. Arnold, O prepodavanii matematiki, T(?ZS&II{OSC ']_a'COblegO CEH . ze r +y+ 2 _0 Zatem wektory T, Y, =
Uspechi Matem. Nauk 53 No 1 (1998), leza w jednej plaszczyznie TI./Fa plaszczyzna zawiera proste d, e, f. Dualna
229-234 (po rosyjsku). prosta IT* odpowiada punktowi przeciecia sie wysokoéci tréjkata ABC.
Fal -
. (o ‘.\

. ‘ 375 Kolejnosé wyk ia jednoktadnosci i obrot
Wydaje sie, ze granice lim =2 mozna elegancko obliczyé, "’K e ? g == w:v R SRS SEEEAR
z—0 T : ] ) -\naplaszczyzme nie ma wplywu na wynik
stosujac regule de 'Hospitala. Obliczenie to jest jednak réwnie
eleganckie, co pozbawione sensu, gdyz aby wiedzied, ile Wynosi-}
sinx

f,d‘okladnie wtedy, gdy maja one ten sam $rodek.
W przestrzeni odpowiedni warunek orzeka, iz §rodek

pochodna sin z, trzeba znaé wartoé¢ granicy lin% —_—— jednokladnosci lezy na osi obrotu.
r— T

Paul R. Halmos dlugo wahal sie, co wybraé: matematyke czy filozofie? Kiedy jednak nie zdal egzaminu
magisterskiego z filozofii, przestal mie¢ watpliwoéci. Matematyka okazala sie wlasciwa dziedzina: wkrétce
w hierarchii naukowej Halmos wyprzedzil swego egzaminatora. Okazuje sie wiec, Ze sa egzaminy, ktére warto oblac. ..
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 'V 2000

®

Amerykainski zegar sloneczny umieszczany
na czolgach w czasie dzialan na
Filipinach, 1942,

e

Rozwigzanie zadania F 520.
Moe P, wydzielana na oporze R,
w pierwszym przypadku jest rdwna
E°R
(R+r)2 "’

gdzie £ — sita elektromotoryczna baterii.

P, =I"R=

Moe Po, wydzielana na dwdch oporach
polaczonych réwnolegle, wynosi

i 5
P=I’R.= ——°_,
H e (Re +1)2°
. RER, .
gdzie B, = —————. Zgodnie
) R4+ R,

z warunkiem zadania mamy P; = Pa,
zatem

£2R E°RR.(R+ R:)

(R+r)2 [RR; +r(R: + R
Rozwiazujac to rdwnanie wegledem R,
otrzymujemy

2

— =0,1125 0.
.{.2

#
Heo=ilt 7 —

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do koica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazah zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadai z matematyki i = fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 397, 398
Redaguje Marcin E. KUCZMA

397. Wielomian P(z) o wspélezynnikach rzeczywistych prayjmuje wartosci dodatnie
dla wszystkich z > 0. Udowodnié, ze dla pewnej liczby naturalnej n wielomian
Q(z) = (1 + z)" P(x) ma wszystkie wspélczynniki nieujemne.

398. Dla kazdej liczby calkowitej n > 1 wyznaczy¢ najwicksza liczbe calkowita, nie
1

kr j —_—
przekraczajaca Vo1

Zadanie 398 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11 /1999

Przypominamy tres¢ zadan:

389. W turnieju rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym” (bez remisdéw) kazdy zawodnik,

ktory kazdego innego pokonal bezpoérednio lub podrednio, otrzymal nagrode. (Gracz A pokonal
gracza C podrednio, jedli pokonal pewnego zawodnika B, ktéry wygral z C.) Dowiesé, ze jezeli
przyznana zostala tylko jedna nagroda, to otrzymal ja zawodnik, ktéry wszystkich innych pokonal

bezpodrednio.

390. Prostokat o bokach dlugodci a, b (a > b) dzielimy w dowolny sposéb na n prostokatow
o bokach réwnoleglych do bokdéw duzego prostokata; n jest ustalong liczba naturalng. Dla kazdego
prostokacika obliczamy stosunek dlugosci krétszego boku do dingodci dinzszego boku, a nastepnie

obliczamy sume tych stosunkdéw. Znaleié kres dolny wartodcei takich sum.

389. Niech A bedzie tym jedynym zawodnikiem, ktéry otrzymal nagrode. Oznaczmy
przez U zbiér tych zawodnikéw, ktérzy wygrali z A, przez V' za$ zbidr tych, ktorzy
przegrali z A, i przypuéémy, whrew tezie zadania, ze zbiér U jest niepusty. Wezmy pod
uwage zawodnika A* € U, ktéry bezposdrednio pokonal najwieksza liczbe przeciwnikéw
ze zbioru U.

Jezeli C' jest dowolnym graczem ze zbioru U, ktéry wygral z A", to wsréd zawodnikéw
B € U, ktérzy przegrali z A*, znajdzie si¢ co najmniej jeden, ktéry wygral z C

(w przeciwnym razie gracz C' mialby w zbiorze U wiecej przeciwnikéw pokonanych
bezposdrednio niz A*). To znaczy, Ze A* pokonal bezposrednio lub podrednio kazdego
zawodnika ze zbioru U.

Ponadto A* pokonal bezposérednio zawodnika A, i w konsekwencji pokonal posrednio
wszystkich zawodnikéw ze zbioru V. Zgodnie z warunkami turnieju zawodnik A* takze
powinien dostaé nagrode — whrew zalozeniu, Ze nagrode otrzymal tylko zawodnik A.
Sprzecznosé¢ konczy dowdd.

390. Oznaczmy przez a;, b; dlugodci bokéw i-tego prostokacika (a; > b;) .
Z zaleznosci

ab:gagb,;:gaf-z—zgazzzi

i=1

wynika, ze rozwazana suma S = ) b; /a; spelnia nieréwnos¢ S > b/a. Réwnosé

w tym oszacowaniu zachodzi, gdy a; = a dla kazdego i, czyli gdy duzy prostokat jest
podzielony na n paskéw liniami réwnoleglymi do jego dluzszego boku. Zatem kres
dolny wartodci S wynosi b/a.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 'V 2000

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 282 (WT=3,00) i 283 (WT=3,87)
z numeru 9,/1999

Tomasz Wietecha — Tarnéw 37,76
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 31,056
Aleksander Surma Myszkow 27,66
Artur Arciszewski — Kielce 23,40
Jaroslaw Lazuka Warszawa 20,19
Grzegorz Milod — Mielee 17,14
Marek Waéjecicki — Smczecin 16,97
Tomaszz Rudny — Warszawa 16,13

bt

Rys. 2

Zadania z fizyki nr 294, 295
Redaguje Jerzy B. BROJAN

294. Cialo o masie m (,,tlok”) moze sie poruszaé¢ wzdluz linii prostej i jest polaczone
przegubowo za poérednictwem niewazkiego preta z kolem zamachowym o momencie
bezwladnosci I (rys. 1). Dane sa:
dilugoéé preta | oraz odlegloéé r punktu
jego zamocowania na kole zamachowym
od osi tego kota. Uklad wprawiono

w ruch. ,Tlok” i koto poruszaja sie

bez tarcia. Jesli maksymalna predkosé
katowa kola jest réwna wi, to ile wynosi
jego minimalna predko$¢ katowa wa?
Obliczenia wykonac¢ dla [ = 2r. Rys. 1

295. Mikroskop tworzy obraz powiekszony 300-krotnie w odleglosci dobrego widzenia
(25 cm) od oka obserwatora. Jaka powinna by¢ dokladnosé ustawienia mikroskopu
wzgledem przedmiotu, jesli odleglo§é obrazu od oka ma nie réznié sie od podanej
wartosci 25 cm wiecej niz o 5 cm?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/1999
Przypominamy tresé zadan:

286. Ocenié orientacyjnie maksymalna ilogé (mase) tlenu, jaka moze zawiera¢ butla stalowa
o rozsadnych rozmiarach i masie m = 40 kg, napelniona pod ci$nieniem réwnym polowie wartosei,
ktéra spowodowalaby rozerwanie butli. Dane dotyczace stali wziad = tablic.

287. Mion rozpada sie na elektron i dwa neutrina:

pT — e Hret vy,
Obliczyé maksymalna energie kinetyczna elektronu powstalego z rozpadu spoczywajacego mionu.
. . ry.2 = b’ - . . -
Masa mionu wynosi 105,6 MeV/c”, masa elektronu — 0,51 l-'ICV_;"(:Z, a mase neutrin nalezy pominac.

286. Przyjmijmy nastepujace zalozenia:
a) butla ma ksztalt dtugiego cylindra, przy czym pomijamy mase i objetos¢
konicowych pdétkul,
b) grubosé scianek jest znacznie mniejsza od promienia cylindra,
¢) role cidnienia zewnetrznego mozna pominaé (standardowa wartodé cisnienia gazu
w butlach jest ponad 100 razy wieksza),
d) obowiazuje réwnanie stanu gazu doskonaltego.
Oznaczmy promien cylindra przez r, jego dtugoéé przez I, grubo$é Scianek przez d,
cisnienie tlenu przez p, wytrzymaloé stali na rozerwanie przez W, a gestosé stali
przez p. Rozpatrujac sity dzialajace na jedna polowe butli (rys. 2), stwierdzamy, ze sila
parcia gazu p - 2Ir réwnowazy sie z iloczynem naprezenia przez pole przekroju stali.
Podstawiamy naprezenie réwne %W, a pole przekroju réwne 2ld, czyli
2pr = Wd.
Masa stali jest — zgodnie z przyjetym zalozeniem, ze d < r — dana wzorem m = 27rdlp,
natomiast mase M tlenu obliczymy z réwnania Clapeyrona
SV B WV oy e 1O

~Rr R @ T BT g

Podstawiajac mase molowa tlenu g = 0,032 kg, temperature T = 290 K i dane
materialowe stali W = 10° N/m?, p = 7800 kg/m?, obliczamy M =~ 17 kg. Interesujace
jest, ze przy ustalonej masie butli wynik nie zalezy od wymiaréw cylindra ani od
gruboéci §cianek; natomiast przyjecie, ze butla ma ksztalt kuli, prowadzi do wzoru,

w ktérym w mianowniku liczba 4 zostaje zastapiona przez 3, czyli M =~ 23 kg.

287. Oznaczmy szukana energie kinetyczna przez E, pozostaloby w mocy dla kazdego z neutrin oddzielnie, ale
a laczna energie neutrin przez E,. Bilans energii ma postac taczny ped bylby mniejszy od sumy dlugosci wektoréw,

2 2
m,C = MeC + E + Eys

wiec zachodzilaby nieréwno$é E, > p.c). Po skorzystaniu
z tozsamosci

natomiast z zasady zachowania pedu wynika, ze ped p mec® + E = y/(mec?)? + (pc)?
elektronu jest réwny lacznemu pedowi neutrin p,. Jak

widaé¢, maksymalng warto$é E otrzymamy wtedy, gdy

dochodzimy do réwnania

energia neutrin bedzie minimalna. Taka sytuacja wystapi, E? 4 2m.c*E = p*c® = E2 = (muc® — mec® — E)?
. ey . . . B = — L 4 *
jesli oba neutrina pobiegna w tym samym kierunku, gdyz ?

wtedy E, = p,c (w innym przypadku réwnanie to Znajdujemy E = (m, — m.)?c*/(2m,) = 52,3 MeV.
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Zegar sloneczny, Florencja, XVI wiek.

Zegar sloneczny o siedemnastu tarczach,
Wilochy, 1570.

Patrz w niebo

Jedna z zagadek kosmologii jest pytanie, dlaczego we Wszech§wiecie nie
wystepuja w réwnych ilosciach materia i antymateria. Przypuszcza sie,

ze materia wypelniajagca Wszechswiat obecnie moze by¢ ta resztka, ktéra zostala
po wzajemnym zniszczeniu si¢ materii i antymaterii wystepujacych we wczesnym
Wszechswiecie prawie w réwnych ilosciach. Tak czy inaczej, dobrze wiadomo, jak
antymaterii szuka¢. Mianowicie elektrony, stykajac sie ze swoimi antyczastkami,
pozytonami, znikaja produkujac kwanty o energii 0,511 MeV nalezace do
zakresu gamma promieniowania elektromagnetycznego. Obecnosci antymaterii
mozna wiec oczekiwa¢ tam, skad dochodzi takie promieniowanie — co prawda
akurat w stadium jej anihilacji z réwnowazna jej iloscia zwyklej materii.

I takie promieniowanie sie obserwuje. Nie jest dziwne, ze jego Zrodlem jest
centrum Galaktyki. Obecna tam zapewne czarna dziura wywoluje w swoim
otoczeniu burzliwe procesy, w ktérych moga powstawac réwniez antyczastki
anihilujace nastepnie z materig. Ale obserwacje wykonane przez grupe
amerykaiiskich astronoméw za pomoca teleskopu GRO (od Gamma Ray
Observatory) ujawnily, ze charakterystyczne promieniowanie emituje tez pewien
maly obszar polozony wyraznie poza centrum. Gdyby, jak w aktywnej galaktyce,
antymateria powstawala w strugach wyrzucanych z jadra, to powinno sie widziec
dwa takie obszary polozone symetrycznie wzgledem jadra Galaktyki. Skoro

jest jeden, to widocznie mechanizm produkcji antymaterii jest inny. Wedlug
amerykanskich badaczy Zrodlem antymaterii moga by¢ promieniotwércze
pierwiastki wytworzone lokalnie w wielkich iloéciach przez np. gromade
supernowych. Trzeba jednak przyznad, ze jest to przypuszczenie, a nie solidne
wytlhimaczenie obserwowanego faktu.

Jezeli omawiany oblok antymaterii polozony jest rzeczywiscie w poblizu jadra
naszej Galaktyki, to z jego rozmiaréw katowych wynikaja jego rzeczywiste
rozmiary rzedu 1 pc. Brzmi to przerazajaco, tymczasem moc promieniowania
tego obloku dowodzi, ze antyczastki znajduja sie tam w iloéci jednego pozytonu
na kilkaset metréw szesciennych przestrzeni, a wiec byloby to chyba do
zniesienia, nawet gdyby Ziemia sie w tym obloku zanurzyla.

Tomasz KWAST

Marzec

Wieczorem trzeba wysoko uniesé¢ glowe, by zobaczy¢ gwiazdozbiér WozZnicy.
Jego najjasniejsza gwiazda, Capella, a w kazdym razie jej dominujacy

skladnik, jest olbrzymem typu widmowego bardzo zblizonego do typu Slonca.
Dlatego ma prawie taka jak Slorice temperature, lecz rozmiary kilkanascie

razy wieksze. Towarzysz obiega dominujaca gwiazde w odleglosci 0,74 j.a.,
przez co podwdjnosé ukladu przejawia sie w okresowym przesuwaniu sie linii
widmowych gwiazd spowodowanym zjawiskiem Dopplera. Caly uklad Capelli
lezy w odleglosci 14 pc. Gwiazdozbiér Woznicy lezy w Drodze Mlecznej, dzieki
czemu w jego ,wnetrzu”, wyznaczonym przez czworokat najjasniejszych gwiazd,
przez niewielka lunete widac kilka pieknych otwartych gromad gwiazd.

Wenus widaé¢ nad ranem w Wodniku. Bardzo blisko niej znajduje sie Merkury.
Moze to pomdc w jego odszukaniu, ale obie te planety sa juz dosé¢ blisko Slonca,
przez co ginag w jego blasku. Mars jest w Rybach i wczesnie zachodzi. Jowisz
i Saturn sa razem w Baranie i obie te planety wida¢ kréotko po zachodzie
Slonica. W ogdle kto sledzi nasze informacje o niebie, a moze i samo niebo,
mogl zauwazyc, ze Marsa, Jowisza i Saturna widaé¢ coraz krécej po zachodzie,
a Wenus coraz krocej przed wschodem Slorica. Czym to moze sie skonczyc?. . .
Now Ksiezyca wypada 6 III, pelnia 20 III. Réwniez 20 III jest rownonoc
wiosenna, czyli poczatek wiosny. Ksiezyc zblizy sie mocno do Wenus 4 111, ale
jej zakrycie wida¢ bedzie tylko z poludniowej pétkuli Ziemi.
: T.K.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (21)

TWIERDZENIE: Dla dowolnej liczby nieparzystej n > 3
istnieja takie liczby calkowite ai k,ze 1<a<n—-2, k>1
oraz

a® = —1(modn) .

Dowdd: Skorzystamy ze znanego twierdzenia: jesli liczby
a i n sa wzglednie pierwsze, to istnieje taka liczba
naturalna r, ze

a” = 1{modn) .
Stosujemy powyzsze twierdzenie do a = 2. Niech r.
bedzie najmniejsza liczba calkowita dodatnia spelniajaca
kongruencje

2" = I{modn) .
Jeéli r jest parzyste, to z zaloZzenia minimalno$ci r mamy
27/2 # 1(modn), a poniewaz 2"/% = +1(modn), zatem musi
by¢ 272 = —1(modn). Wystarczy wiec przyjaé k = r/2.

Jesli natomiast r jest nieparzyste, to mamy (—2)" =
= —1(mod n), wystarczy wiec przyja¢ a =n — 2 oraz k = r.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (20")

Wyjasnienie oszustwa (20'): Oczoplas oczoplasem, a bledne wzory na poczatku rozwiazania pozostaly. Prawdziwa jest jednak
réwnoéé podana w tredci zadania! Najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé jest wprawdzie réwna iloczynowi podzielonemu przez
najwigkszy wspolny dzielnik, ale tylko dla dwéch liczb. Dla trzech liczb odpowiedni wzér jest bardziej zlozony

abe - (a,b,c)

[a! b? C] = L
(a,b) - (b,c) - (c,a)
Poprawne rachunki wygladaja wiec nastepujaco
ab be ca
la,b] - [b,c] - [c;a]  (a,b) ' (b,c) ) (c,a)  ab-bc-ca (a,b)* - (b,c)? - (¢,a)? _(a,b) - (b,c) - (c,a)
[a,b,c]2  &®b*¢?-(a,b,0)) a?2¢  (a,b,c)? - (a,b)- (bye)- (c,a) (a,b,c)? ’

(a,0)?- (b,c)? - (¢, a)?

JWR

GRY (11)

Oto dalsze wlasnosci sumy gier, prowadzace do pojecia gier
réwnowaznych.

Podstawowe znaczenie ma obserwacja, ze dla dowolnej

gry G w grze G & G wygrywa drugi gracz. Latwo

bowiem podaé jego strategie postepowania. Wystarczy,
aby kopiowal on ruchy gracza rozpoczynajacego. Na

czym polega to kopiowanie? Otéz gra G & G w pozycji
wyjéciowej sklada sie z dwéch egzemplarzy tej samej

gry. Pierwszy gracz wybiera jeden z tych egzemplarzy,

a nastepnie wykonuje na nim legalny ruch. Gracz drugi
wykonuje ten sam ruch na pozostalym egzemplarzu.
Znowu pierwszy gracz ma wykonaé ruch, i znowu biezaca
pozycja jest suma dwdch egzemplarzy tej samej gry. W ten
sposdb gracz drugi zawsze bedzie mial odpowiedZ na ruch
gracza pierwszego. A poniewaz gra zakonczy¢ sie musi,
przegra gracz pierwszy. Prze$ledz to, Drogi Czytelniku, na
przykladzie gry Nim z dwoma stosami réwnej licznodci.

A w wolnym czasie obejrzyj film Mistrz zawsze traci

z cyklu Parada oszustéw.

7 kolei przyjrzyjmy sie réwnoéci 0 3 G = G &0 = G.
Dodanie gry 0 (koficéwki) jest niezauwazalne, bo nie
stwarza zadnej dodatkowej mozliwosci ruchu. Powstaje
jednak pytanie, jakie gry mozna dodaé bez wplywu na
ostateczny wynik rozgrywki. Okazuje sie, ze jest tak dla
gier, w ktérych drugi gracz wygrywa. Niech bowiem H

bedzie gra o strategii wygrywajacej dla drugiego gracza.
Posadimy dwéch graczy do gry G & H. Co sie wéwcezas
stanie? Jeden z graczy zorientuje sie, ze ma strategie
wygrywajaca w grze G. Powie sobie: Chee grad tylko

w gre G. Jednak jego przeciwnik ma pelne prawo wykonaé
ruch takze w grze H. Strategia wygrywajaca w grze G & H
dla gracza majacego strategie wygrywajaca w grze G jest
nastepujaca: gra¢ w gre G zgodnie z regutami strategii
wygrywajacej w tej grze. Jedli jednak przeciwnik wykona
ruch w grze H, to natychmiast na ten ruch odpowiedzie¢.
Whikliwy Czytelnik dostrzeze, ze jakkolwiek obecnosé

gry H zmienia przebieg rozgrywki, to nie wplynie na jej
ostateczny wynik.

Poniewaz interesuje nas nie tyle sam przebieg gier, co ich
ostateczny wynik, uzasadnione staje sie pisanie H = 0 dla
gier H o strategii wygrywajacej dla drugiego gracza.

Bedziemy takze pisa¢ G = H dla dowolnych takich gier G
i H, e G H=0.

Nie bedziemy podawaé¢ formalnie wlasnoéci relacji
réwnowaznosci gier, powiemy tylko, ze gry réwnowazne we
wszystkich rozwazanych przez nas okolicznoéciach mozna
utozsamiaé. '

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze prawdziwe sa
réwnowaznosci {1} = 0 oraz {1,{1},2} = 3.
JWR
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