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Zmieniajacy sie Wszechswiat

Marek DEMlANSKI
Wiek dwudziesty w zasadniczy sposób zmienil nasze wyobrazenia o otaczajacym
nas swiecie. Gromadzone przez poprzednie millennia obserwacje astronomiczne
oraz niezwykle szybki postep technologiczny, jaki sie dokonal w ostatnich
kilkudziesieciu latach, doprowadzily do powstania zupelnie nowej koncepcji
Wszechswiata.

W starozytnosci wyobrazano sobie, ze Ziemia z krazacymi wokól niej planetami
i Sloncem znajduje sie w centrum Wszechswiata. Gwiazdy rozmieszczone sa
na sferze o srednicy znacznie wiekszej od odleglosci miedzy Ziemia i Sloncem
i tworza niezmienne tlo. Poza sfera gwiazd stalych jest pustka. Ten obraz
Wszechswiata zostal dokladnie skodyfikowany przez Ptolemeusza i przetrwal
ponad tysiac lat.

Pierwszego powaznego wylomu w tym prostym obrazie Wszechswiata dokonal
Kopernik, który umiescil Slonce w centrum Wszechswiata, a Ziemie sprowadzil
do roli jednej z planet.

Zbudowanie pierwszej lunety przez Galileusza w 1609 roku i zastosowanie
jej do obserwacji astronomicznych spowodowalo znacznie szybszy rozwój
astronomii. Galileusz odkryl nie tylko kratery na Ksiezycu i ksiezyce Jowisza,
ale wykazal, ze Droga Mleczna sklada sie z gwiazd. W 1687 roku Izaak Newton
publikuje swoje slynne Principia, zawierajace trzy podstawowe prawa dynamiki
oraz prawo powszechnego ciazenia. Okazuje sie, ze ciala niebieskie podlegaja
takim samym prawom fizyki jak, na przyklad, pilka. Sledzenie ruchu cial
niebieskich nic jednak nie mówi o ich naturze. Opracowanie przez R.W. Bunsena
i G. Kirchhoffa analizy widmowej i zastosowanie jej do badania 'widm gwiazd
spowodowalo szybki rozwój astrofizyki.

Coraz to doskonalsze teleskopy pozwolily na penetrowanie coraz to dalszych
obszarów nieba. Glównym problemem astronomii tamtych czasów byla
klasyfikacja gwiazd oraz poznanie rozmiarów i struktury Drogi Mlecznej.
Problem ten nie byl wcale trywialny, gdyz, po pierwsze, obserwujemy Galaktyke
z jej wnetrza i nie mozemy, niestety, popatrzec na nia z góry lub z boku, a po
drugie bardzo trudno jest zmierzyc odleglosci do gwiazd. Dzieki badaniom
rozkladu gwiazd udalo sie stwierdzic, ze Galaktyka ma ksztalt dysku. Srednica
dysku Galaktyki wynosi okolo 160 tysiecy lat swietlnych, a jego grubosc okolo
1000 lat swietlnych. Przypomnijmy, ze rok swietlny to droga, jaka sygnal
swietlny, poruszajacy sie z predkoscia 300000 km/s, przebywa w ciagu roku.
Jeszcze 70 lat temu wyobrazano sobie, ze caly Wszechswiat to Droga Mleczna,
a poza nia jest juz tylko pusta przestrzen.

Do obiektów nalezacych do Galaktyki zaliczano tez mglawice, które wygladaja
jak obloki swiecacego gazu, niektóre o splaszczonych ksztaltach wskazujacych
na ich obrót (tzw. mglawice spiralne) oraz, szczególnie w plaszczyznie Galaktyki,
gaz i pyl. Na poczatku dwudziestego wieku astronomowie zainteresowali
sie mglawicami spiralnymi. V. Slipher rozpoczal systematyczne badania
widm tych mglawic. Wkrótce stwierdzil, ze widma mglawic spiralnych nie sa
typowe - wszystkie dajace sie zaobserwowac linie widmowe tych mglawic sa
przesuniete ku czerwieni, a znacznie rzadziej ku niebieskiej stronie widma.
Astronomowie znali juz gwiazdy o nietypowych widmach - linie widmowe tych
gwiazd periodycznie zmienialy swoje polozenie. Przesuwanie sie linii to wynik
ruchu gwiazdy w ukladzie podwójnym. Typowe predkosci takich gwiazd to
kilkadziesiat kilometrów na sekunde. Ziemia w swoim rocznym ruchu wokól
Slonca porusza sie z predkoscia ~ 30 km/s. Z przesuniecia prazków widmowych
mglawic spiralnych wynika, ze poruszaja sie one z bardzo duzymi predkosciami,
znacznie wiekszymi od typowych predkosci gwiazd. Problem mglawic spiralnych
stawal sie coraz bardziej intrygujacy.

Kiedy w 1917 roku uruchomiono na Mount Wilson w Kalifornii najwiekszy
wówczas teleskop o srednicy zwierciadla 2,5 m, zostal on wykorzystany
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Rozwiazanie zadania M 907.
Rozwazmy druzyne A, która wygrala co
najmniej tyle meczów, ile przegrala (taka
zaw.ze i.tnieje). Niech S bedzie zbiorem
wszystkich druzyn, które wygraly z A.
Oczywiscie S "" 0. Z warunków zadania
wynika, ze dla dowolnej druzyny B E S
istnieje druzyna z tegoz zbioru, która
wygrala z B. Tak wiec zbiór S musi
miec co najluniej 3 elementy. Druzyn
pokonanych przez A jest wiec tez co
najmniej 3. Wszystkich druzyn jest co
najmniej 3 + 3 + l = 7.

Uwaga: Proponuje Czytelnikom
udowodnienie nastepujacego uogólnienia:

Jesli dla dowolnych k druzyn (k :::: 2)
istnieje druzyna, która wygrala z kazda
z nich, to liczba druzyn w turnieju jest
równa co najmniej 2k+l - 1.

W innych jednostkach

H "" 75 km/(s·Mpc)

Rozwiazanie zadania M 908.
Srednia liczba wygranych przypadajaca
na druzyne wynosi 3,5, a wiec istnieje
druzyna A, która wygrala co najmniej
4 mecze. Na kazda sposród (pewnych)
czterech druzyn, które przegraly
z A, przypada srednio 1,5 wygranych
w meczach pomiedzy nimi. Tak wiec
znajdzie sie wsród nich taka (B), która
wygrala z co najluniej dwiema z tych
druzyn, które oznaczymy odpowiednio
przez C i D.

Uwaga: Zadanie lTIOZna uogólnic:

Jesli w turnieju uczestniczylo 2n-1
druzyn, to mozna znalezc taki ciag
róznych druzyn Al, A2, ... , An l ze dla
dowolnych i > j druzyna Ai wygrala
z Aj.

do badania mglawic spiralnych. W 1923 roku Edwin Hubble odkryl, ze mglawica
Andromedy jest zbudowana z gwiazd, a nastepnie wypatrzyl gwiazdy w kilku
innych mglawicach spiralnych. Aby rozstrzygnac, czy mglawice spiralne
naleza do Drogi Mlecznej, czy tez sa to obiekty pozagalaktyczne, trzeba bylo
znalezc sposób wyznaczania odleglosci do nich. Rok pózniej Hubble wypatrzyl
w Andromedzie cefeidy. Cefeidy to gwiazdy, których jasnosc ulega okresowym
zmianom. Dla cefeid udalo sie empirycznie wyznaczyc zaleznosc miedzy okresem
zmian jasnosci a jasnoscia maksymalna. Mierzac dla cefeidy okres zmian
jasnosci, co nie jest trudne, z tej empirycznej zaleznosci mozna wyznaczyc
jej jasnosc absolutna, a wiec i odleglosc, gdyz jasnosc maleje odwrotnie
proporcjonalnie do kwadratu odleglosci. Okazalo sie, ze Andromeda znajduje sie
w odleglosci okolo 2 milionów lat swietlnych, czyli daleko poza granicami Drogi
Mlecznej. Wkrótce, korzystajac z tej metody, Hubble wyznaczyl odleglosci do
kilkunastu innych mglawic, które tez lezaly poza Droga Mleczna. W ten sposób
Hubble odkryl swiat galaktyk.

Korzystajac z podstawowych danych o predkosci ruchu galaktyk i ich
odleglosciach, w 1929 roku Hubble zauwazyl, ze powiazane sa one liniowa
zaleznoscia. Predkosc oddalania sie galaktyki jest proporcjonalna do jej
odleglosci

v=H· d,

a wspólczynnik proporcjonalnosci H nosi obecnie nazwe stalej Hubble'a. Z wielu
róznych obserwacji wynika, ze stala Hubble'a wynosi H = (20 ± 3) km/s na
milion lat swietlnych. Galaktyka, która znajduje sie w odleglosci 100 milionów
lat swietlnych, oddala sie od nas z predkoscia okolo 2000 km/s. Odkryte przez
Hubble'a rozszerzanie sie Wszechswiata stanowi podstawe wspólczesnych
rozwazan kosmologicznych.

Aby poznawac Wszechswiat, trzeba umiec wyznaczac podstawowe
parametry galaktyk i dysponowac modelem opisujacym strukture
Wszechswiata. W 1916 roku Albert Einstein sformulowal ogólna teorie
wzglednosci - relatywistyczna teorie grawitacji, która wiaze rozklad materii
z geometrycznymi wlasnosciami czasoprzestrzeni. Nawet wielki Einstein tak
bardzo wierzyl w to, ze caly Wszechswiat to Droga Mleczna zanurzona w pustej
przestrzeni, iz jego model kosmologiczny opisywal statyczna przestrzen.

Jeszcze zanim Hubble odkryl fakt rozszerzania sie Wszechswiata, Aleksander
Friedman w 1922 roku wykazal, ze równania ogólnej teorii wzglednosci
przewiduja istnienie ewoluujacego Wszechswiata. Friedman zalozyl,
ze Wszechswiat jest w sposób jednorodny i izotropowy wypelniony materia, czyli
zaden punkt i zaden kierunek we Wszechswiecie nie sa wyróznione. Z równan
Friedmana wynika, ze Wszechswiat musial miec poczatek! Dalsza ewolucja
Wszechswiata zalezy od sredniej gestosci materii we Wszechswiecie. Jezeli
srednia gestosc materii we Wszechswiecie jest wieksza od gestosci krytycznej,

k' . l' ,. 3H2 ( . G l 't')tora Jest wyznaczona z za eznosCl 1?kryt = -G' tutaj to sta a grawl aCYJna,87r

to Wszechswiat osiagnie pewne maksymalne rozmiary, po czym zacznie
sie kurczyc i w koncu materia zostanie scisnieta do nieskonczonej gestosci
(powstanie stan osobliwy). Jezeli srednia gestosc materii jest mniejsza lub równa
gestosci krytycznej, to Wszechswiat bedzie sie rozszerzal wiecznie, a gestosc
materii bedzie malala do zera.

Prawo Hubble'a pozwala w latwy sposób wyznaczac odleglosc do galaktyk.
Jezeli znamy wartosc stalej Hubble'a, to do wyznaczenia odleglosci potrzebna
jest tylko znajomosc widma, a dokladniej tzw. parametr z, czyli wzgledne
przesuniecie linii widmowych. Poczatkowo wydawalo sie, ze waskim gardlem
w tej procedurze jest koniecznosc uzyskania widma. Na poczatku lat
trzydziestych, aby uzyskac widmo galaktyki, trzeba bylo obserwowac ja przez
kilkanascie, a nawet kilkadziesiat godzin. Pózniej okazalo sie, ze problemem jest
tez wartosc stalej Hubble'a. Nic wiec dziwnego, ze liczba galaktyk, do których
znana byla odleglosc, wzrastala bardzo powoli. Wsród astronomów
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Nowszy wynik to z = 6,68.

Rys. 1

Rys. 2

zajmujacych sie obserwowaniem galaktyk trwala i trwa nadal rywalizacja
w znajdowaniu jak naj dalszych obiektów we Wszechswiecie. W tej chwili
naj dalsza galaktyka ma z = 5,64, znajduje sie w odleglosci 10 miliardów lat
swietlnych i oddala sie od nas z predkoscia 0,95 c! Po dokladniejszym zbadaniu
okazalo sie, ze jest to normalna galaktyka.

W ciagu ostatnich 30 lat dzieki nowym technologicznym mozliwosciom, a przede
wszystkim wprowadzeniu elektronicznego sposobu zapisu obrazu (kamera CCD)
oraz coraz wiekszym teleskopom, dramatycznie zmienily sie mozliwosci
obserwowania galaktyk. Na poczatku lat osiemdziesiatych grupa astronomów

z Harvard Smithsonian Center for Astrophysics (CfA)
postanowila zrobic przestrzenna mape rozkladu galaktyk
w wybranym obszarze nieba. Juz pierwsze wyniki byly
zaskakujace. Po naniesieniu polozen okolo 1000 galaktyk
utworzyly one zgrupowanie przypominajace swoim
ksztaltem czlowieka (tzw. patyczak z Harvard - rys. 1).
Korpus tego kosmicznego ludka tworza galaktyki
z gromady galaktyk Coma. Przez kilka nastepnych lat
rozszerzono ten przeglad i przebadano caly pasek na
sferze niebieskiej. Wyniki tego przegladu przedstawione
sa na rysunku 2. Galaktyki nie sa w przestrzeni
rozlozone przypadkowo. Istnieja wyraznie widoczne
plaskie sciano-podobne skupiska galaktyk ograniczajace
olbrzymie puste obszary, gdzie galaktyki nie wystepuja
prawie wcale. Tam, gdzie sciany sie przecinaja, wystepuja
geste lancuchy galaktyk, a w miejscach, gdzie przecinaja
sie lancuchy, widzimy bogate gromady g;alaktyk. Duze
skupisko galaktyk (widoczne w górnej czesci rysunku 2)
o dlugosci siegajacej 500 milionów lat swietlnych,
to tak zwana Wielka Sciana, której grubosc wynosi
okolo 20 milionów lat swietlnych. Pustki widoczne
w przestrzennym rozkladzie galaktyk maja typowo
srednice okolo 100 milionów lat swietlnych. Sciany
skupiaja okolo 60% galaktyk, natomiast zajmuja
jedynie okolo 10% objetosci Wszechswiata. W gestych
lancuchach skupionych jest okolo 20% galaktyk,
a pozostale 20% galaktyk tworzy ubogie, slabo widoczne
lancuchy galaktyk. Ostatnio dokonano jeszcze glebszego
przegladu galaktyk we fragmencie poludniowego nieba.
Wyniki tego przegladu przedstawione sa na rysunku 3.

Najdalsze galaktyki w tym przegladzie sa odlegle od nas
o okolo 1,5 miliarda lat swietlnych, sa wiec 3 razy dalej
niz galaktyki z przegladu CfA, ale nawet w tak dalekich
obszarach galaktyki nie sa rozlozone równomiernie
i ich struktura rozkladu jest bardzo podobna do tej
ujawnionej w przegladzie CfA. Od dwóch lat zbierane
sa dane do najglehszego z dotychczasowych przegladów
galaktyk, który ma skatalogowac okolo 3 milionów
galaktyk. Oczekuje sie, ze ten przeglad ujawni wreszcie
rozmiary tzw. komórki jednorodnosci - obszaru, który
bedzie zawieral w przyblizeniu tyle samo galaktyk
niezaleznie od jego polozenia.

Badanie galaktyk i gromad galaktyk doprowadzilo do
jeszcze jednego zaskakujacego odkrycia. Jednym ze
sposobów oceny masy galaktyki jest pomiar ilosci swiatla
emitowanego przez galaktyke. Nasze Slonce jest dosc
typowa gwiazda o znanej masie i znanej jasnosci (ilosci
energii emitowanej w ciagu sekundy), zatem dzielac
jasnosc galaktyki przez jasnosc Slonca, dowiadujemy sie
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Rozwiazanie zadania F 517.
Poczas kazdego rozpadu jadra
atonlU 92 U235 wydziela sie energia

Eo = 200 MeV. Podczas rozpadu porcji
uranu o n1asie TrI, na dobe wydziela sie
energia

mNo
E = ---;:j Eo ,

gdzie M liczba nlasowa uranu 92 U235,
No liczba Avogadra. Efektywna energia
wyprodukowana przez elektrownie
w ciagu doby wynosi El = TJE. Z drugiej
strony El = PL, gdzie P to moc
elektrowni, a. t to czas pracy - czyli
w tym przypadku 1 doba. Mamy zatem

mNo
Pt = TJ---;:jEo

i stad otrzYlllujerny
MPt

m = --- ""0.031 kg = 31 g .
TJNoEo

Rozwiazanie zadania F 518.
Energia fotonu hv jest zuzyta na
wykonanie pracy A potrzebnej do wyjscia
elektronu oraz na nadanie mu energii
kinetycznej, zatelTI

mv2

Iw = A + -2-
A by zatrzymac elektrony, nalezy
przylozyc pole hamujace. Przy tym
energia kinetyczna elektronu powinna
byc równa pracy pola elektrycznego eU.
Wobec tego

hVl = A + eUl i hV2 = A + eU2 ,

skad otrzymujemy

h = e(U2 - Ud "" 6,6 . 10-34 J . s .
v2 - VI

w przyblizeniu, z ilu gwiazd sie ona sklada, co daje nam informacje o jej masie.
Dla galaktyk spiralnych, które zawdzieczaja swój ksztalt ruchowi obrotowemu,
mase mozna oszacowac metodami dynamicznymi (trzecie prawo Keplera),
obserwujac, z jaka predkoscia gwiazdy obiegaja centrum galaktyki. Masa
galaktyki oszacowana dynamicznie jest od kilku do kilkudziesieciu razy wieksza
od masy galaktyki oszacowanej na podstawie jej jasnosci. Znacznie trudniej jest
oszacowac mase gromady galaktyk, ale i w tym przypadku mozna zastosowac
dwie metody - ocenic mase gromady na podstawie jej sumarycznej jasnosci lub
sledzac ruch galaktyk w gromadzie. Okazuje sie, ze typowa gromada galaktyk
zawiera kilkaset razy wiecej masy, niz wynikaloby to z ilosci swiatla, które
emituje. Ta nieswiecaca materia zawarta w galaktykach i gromadach galaktyk
nosi nazwe ciemnej materii. Jak wynika z oszacowan, az 90% materii zawartej we
Wszechswiecie nie swieci.

Korzystajac z modelu Friedmana oraz z praw fizyki mozna bylo odtworzyc
historie Wszechswiata. Pierwszym krokiem na tej drodze bylo opracowanie
modelu Wielkiego Wybuchu. W 1946 roku George Gamow zauwazyl, ze jezeli
w poczatkowych etapach ewolucji gestosc materii wypelniajacej Wszechswiat
byla bardzo duza, to materia powinna byc tez bardzo goraca. Nie mogly
wówczas istniec ani atomy, ani jadra atomowe. Teraz wiemy, ze materia byla
wówczas rozbita na najbardziej elementarne skladniki - kwarki, gluony, leptony,
fotony i grawitony. W miare jak Wszechswiat sie rozszerzal, a poczatkowo
Wszechswiat rozszerzal sie bardzo szybko, zmniejszala sie gestosc materii
i temperatura. Po uplywie okolo 10-5 s od Wielkiego Wybuchu gestosc materii
i jej tempertura spadly na tyle, ze mogla nastapic zmiana skladu materii
(nastapilo przejscie fazowe) i pojawily sie protony i neutrony. Gdy temperatura
spadla do okolo 109 K, czas zycia deuteru, który powstawal dzieki ciaglym
zderzeniom miedzy protonami i neutronami, wzrósl na tyle, ze mogly zaczac
zachodzic kolejne reakcje jadrowe prowadzace w koncu do powstania trytu, helu
i litu. Inne ciezsze pierwiastki nie mogly powstawac, gdyz temperatura i gestosc
zbyt szybko malaly. Dokladna analiza procesu pierwotnej nukleosyntezy
prowadzi do wniosku, ze materia, z której powstaly galaktyki i gwiazdy, byla
zlozona w 25% z helu i 75% z wodoru. Po tym wczesnym okresie powinien
pozostac slad w postaci mikrofalowego promieniowania wypelniajacego caly
Wszechswiat.

W 1965 roku dwaj radioastronomowie amerykanscy, Arno Penzias i Robert
Wilson, odkryli to promieniowanie. Byl to wielki tryumf modelu Wielkiego
Wybuchu. Kilka lat temu satelita COBE (od COsmic Background Explorer)
dokladnie zbadal promieniowanie reliktowe i potwierdzil, ze ma ono
termiczny charakter, a jego obecna temperatura wynosi 2,726 ± 0,005 K.
Tak jak oczekiwano, dokladne pomiary temperatury tego promieniowania
w róznych obszarach nieba pozwolily zmierzyc predkosc, z jaka Ziemia
porusza sie wzgledem ukladu, w którym promieniowanie reliktowe jest
izotropowe. Galaktyka porusza sie wzgledem tego ukladu z predkoscia
okolo 600 km/s. Po dwóch latach obserwacji COBE odkryl tez bardzo male
fluktuacje temperatury, które swiadcza o tym, ze w momencie odprzegania
sie promieniowania i materii (moment rekombinacji, gdy protony i jadra
helu przylaczaja elektrony i powstaja neutralne atomy) istnialy juz male
niejednorodnosci w rozkladzie materii o ()f2 / f2 rv 10-5, z których nastepnie, dzieki
przyciaganiu grawitacyjnemu, powstaly galaktyki, gromady galaktyk i cala
zlozona struktura rozkladu materii, która obecnie obserwujemy.

Porównanie przewidywan pierwotnej nukleosyntezy z obserwowanym
rozpowszechnieniem lekkich pierwiastków pozwala wyznaczyc srednia gestosc
barionów we Wszechswiecie. Jezeli porównac te gestosc ze srednia gestoscia
materii szacowana dynamicznie, to okazuje sie, ze ciemna materia nie moze
byc zlozona z barionów! Dochodzimy do bardzo waznego wniosku - we
Wszechswiecie istnieje bardzo duzo jakiejs dziwnej egzotycznej materii. Poznanie
natury tej ciemnej materii jest ogromnym wyzwaniem dla fizyki i astronomii
dwudziestego pierwszego wieku.
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Kazda izometria plaszczyzny da sie
przedstawic w postaci zlozenia symetrii
osiowych. Mozemy nawet zazadac, aby
osie symetrii byly wybierane tylko
sposród prostych przechodzacych
przez dowolnie ustalony punkt P plus
jedna prosta przez P nie przechodzaca.
O ile jednak, wybierajac osie sposród
wszystkich prostych, mozemy do kazdej
izometrii uzyc nie wiecej niz 3 symetrii,
to w tym oszczednym przypadku dla
kazdej liczby N istnieje izometria, która
mozna z symetrii osiowych uzyskac
jedynie uzywajac ich wiecej niz N.

W przestrzeni trójwymiarowej jest tylko
5 bryl platonskich, w czterowymiarowej - 6,
a w przestrzeniach o wyzszym wymiarze tylko 3.

~4ol 1'}~~":j
~'"

~ .."l:P"
~~~J/~i""~

Jesli z kafelków

k

Sposród liczb postaci 22 + 1, gdzie k jest liczba calkowita
nieujemna, piec poczatkowych (dla k = O, 1,2,3,4) to liczby
pierwsze. Dla k = 5 otrzymujemy liczbe zlozona, bo

4294967297 = 225 + 1 = 232 + 54.228 - (54 . 228 - 1) =
= 228(24 + 54) - (52 . 214 + 1)(5 . 27 + 1)(5 . 27 - 1) =
= 641(228 - (52 . 214 + 1) ·639).

Znane sa troche bardziej skomplikowane dowody zlozonosci takich
liczb, np. dla k równego 6, 7, 8, 9, 11, 12, 15, 18, 23, 36, 38, 73 czy
- zeby siegnac dalej - dla k = 23471. Niestety nie wiadomo, czy
trafiaja sie wsród takich liczb jeszcze jakies liczby pierwsze.

Próbujac uogólnic twierdzenie o pochodnej funkcji
odwrotnej, mozna by podejrzewac, iz, o ile wyrazenie

00: 0{3 0"'(---
0{3 0"'( 00:

jest dobrze okreslone, to ma wartosc 1 ("'(jest funkcja
zmiennych o: i {3). Nie jest to prawda. Np. jesli o: to
cisnienie, {3objetosc, natomiast "'( to temperatura

, k' 0:{3 lgazu, wowczas orzystajac ze wzoru - = const atwo
"'(

Jesli P i Q (P i- Q) sa srodkami symetrii figury F, to
F jest nieograniczona.

wyliczyc, ze (dla const = 1)

00: 0{3 0"'( _ 1
0{3 0"'( 00: - - .

ulozymy figure srodkowosymetryczna, to liczba
tych kafelków z lewej zawsze bedzie parzysta.

Schemat w rozumowaniu nie zawsze da sie nadrobic
fantastyczna nawet biegloscia w rachunkach.
Opowiada sie np., ze nastepujacy problem
postawiono von Neumannowi: Z miasta A w kierunku
miasta B oddalonego o 100 km wyrusza pociag
z predkoscia 50 km/h. W tej samej chwili naprzeciw
pociagu wylatuje mucha z szybkoscia 100 km/h.
Po spotkaniu z pociagiem mucha zawraca i leci do
miasta B. Gdy dociera do miasta B, znów zawraca
i tak krazy miedzy miastem a pociagiem, az i ona,
i pociag znajda sie w miescie B. Jaka droge pokona
mucha? Von Neumann odpowiedzial w 5 sekund.
Gdy doniesiono mu, iz Fermi podal rozwiazanie
w 3 sekundy, wykrzyknal: - To niemozliwe! Nikt nie
obliczy sumy tego szeregu w tak krótkim czasie!. ..

Jesli sposród elips wpisanych w równoleglobok
najwieksze pole ma kolo, to równoleglobok ten jest
kwadratem.

W dowolnym czworoscianie nastepujace 7 odcinków
ma punkt wspólny: 4 odcinki laczace wierzcholek ze
srodkiem ciezkosci przeciwleglej sciany i 3 laczace
srodki skosnych krawedzi. Punkt wspólny dzieli te
pierwsze w stosunku 3 : 1 oraz polowi te drugie. Tyle
ladu, a pomyslec, ze wysokosci czworoscianu punktu
wspólnego przewaznie nie maja.

Pytanie: czy majac dane dwa sznurki, z których kazdy
spala sie w godzine, ale w sposób nieregularny, mozna
odmierzyc kwadrans?

'SU~lp~M~ d!UP~l~OP
d!Sd!UAM ~!Udl~d S~Z::JOt 'UOltS l/::J9MP z AUll1~dpod 'Ol~tSOZ

Oj5d!U z O::J'Ot n~df 'n~muzs Ul!j5nlp ~u T,ld!j50AUl!S~j5 'l]~ds

8!S AZSMld!d APO 'Oj5dUPdf z o~lAt lj5mp ~ 'M9::JT,l0~l/::J9MP z
AUl~l~dpod ~dlnuzs AZSMld!d '~U~OUl :d!U~tAd ~u ~pdlMOdPO

Mlody Galois rzucal w egzaminatora gabka, gdy
ten zadawal mu zbyt latwe pytania. Newton jako
mlodzieniec marzyl o spaleniu domu rodzinnego.
Zupelnie inny charakter mial Riemann: w dziecinstwie
najbardziej wzruszala go tragiczna historia rozbiorów
Polski, która wciaz od nowa musiano mu opowiadac.

Jesli najwieksza odleglosc punktów figury plaskiej F
wynosi d, to mozna ja przykryc szesciokatem

d

foremnym o boku v'3'
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Rys. l

Rys. 2

Rys. 3

Indeks odkrywa niewidzialne
Witold SADOWSKI

Kiedy w Mistrzu i Malgorzacie Bulhakowa Asasello prezentuje swój talent
strzelecki, Malgorzata dowiaduje sie, iz potrafi on trafiac w dowolna komore
i dowolny przedsionek serca przeciwnika.
- Alez tego nie widac - dziwi sie Malgorzata.
- Wlasnie o to chodzi, ze nie widac - odpowiada jej Korowiow -Trafic w to,
co widac, kazdy potrafi.

Byc moze, zeby strzelac do tego, czego nie widac, konieczne sa diabelskie
sztuczki. Nie sa one jednak potrzebne, by poznac pewne wlasnosci ukrytych
przedmiotów. Czesto wystarczy uwazna obserwacja ich otoczenia i odrobina
sprytu.

Przypuscmy np., ze jestesmy nad brzegiem jakiegos zbiornika wodnego,
w którym znajduja sie ujscia i zródla wody. Pewien fragment bajorka zaslania
nam jakas przeszkoda, a my chcemy sie dowiedziec, czy zasloniete miejsce
kryje w sobie zródlo, czy ujscie. Nietrudno wymyslec, ze wystarczy przyjrzec
sie uwaznie np. pewnemu okregowi otaczajacemu zakryte miejsce. Jesli ruch
wody obrazuje rysunek 1, to spodziewamy sie zródla, jesli rysunek 2, to ujscia.
Gdyby natomiast najbardziej odpowiadal prawdzie rysunek 3, to moglibysmy
podejrzewac, ze w srodku nie ma ani ujscia, ani zródla (lub moze, ze wystepuje
i jedno, i drugie).

Zwolennicy pewnego formalizmu i bardziej scislego podejscia do zagadnien
splywu i wyplywu czuja sie moze nieco zaniepokojeni rozwazaniami, w których
wiele zalezy od naszego "widzi-nam-sie". Specjalnie dla nich wprowadzmy
kilka uzytecznych pojec. Powiedzmy, ze powierzchnie bajorka opisuje
plaszczyzna. Kazdemu jej punktowi przypisujemy wektor - predkosc przeplywu
("poziomego") wody w tym punkcie. W ten sposób na plaszczyznie zostaje
okreslone pole wektorowe. Taka plaszczyzna z wektorami przypomina nieco
siersc psa. Zakladajac, ze przeplyw wody jest dosc regularny, mozemy uwazac,
iz siersc ta jest gladko uczesana. Zdarzaja sie jednak na niej miejsca, w których
pojawia sie lysinka - sa to, oczywiscie, punkty reprezentujace zródla badz
ujscia (np. ze zródla woda rozplywa sie na wszystkie strony, wiec dokladnie
w punkcie zródla wektor predkosci "poziomej" jest zerowy). Wszystkie lysinki,
czyli te punkty, którym przypisany zostal wektor zerowy, nazywamy punktami
osobliwymi pola wektorowego.

Do badania punktów osobliwych wykorzystalismy
wczesniej otaczajacy je okrag. Spójrzmy jeszcze raz na
rysunek 1. Jezeli wyruszymy z punktu A, poruszajac
sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek
zegara, zobaczymy, ze wektor pola poczatkowo
wskazujacy "pólnoc", zacznie pokazywac "zachód",
potem "poludnie", "wschód", az wreszcie - po
przejsciu calego okregu - znów pokaze "pólnoc".
W ten sposób podczas pelnego obiegu okregu wektor
pola wykonal pelen obrót w kierunku przeciwnym
do wskazówek zegara. Nietrudno spostrzec,
ze w analogicznej sytuacji wektor pola na rysunku 2
równiez wykona jeden obrót, ale w przeciwna strone.
Natomiast wektor pola z rysunku 3 nie wykona
zadnego obrotu.

Liczbe obrotów wektora pola przy obiegu okregu
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara
nazywamy indeksem tego okregu. (W przypadku, gdy
wektor pola obraca sie zgodnie z ruchem wskazówek
zegara, liczbe obrotów bierzemy ze znakiem minus.)
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Widzimy zatem, ze indeksy okregów z rysunków 1, 2, 3
wynosza odpowiednio: 1, -1, O.

Jasne jest, ze indeks okregu musi byc liczba calkowita
(po pelnym obiegu okregu koncowe polozenie wektora
pola jest przeciez takie samo, jak wyjsciowe). Wynika
stad, ze nawet przy ciaglych zmianach polozenia
oraz promienia okregu badz tez sposobu "uczesania"
pola wektorowego zmiana indeksu albo wcale sie nie
dokonuje, albo dokonuje sie skokowo (z jednej liczby
calkowitej na druga). Oczywiscie, taka "nagla" zmiana

RysA



indeksu nastapic moze tylko w "dramatycznych"
okolicznosciach, tzn. gdy na okregu pojawi sie jakis
punkt osobliwy (rys. 4). O ile zadbamy, aby do tego
nie doszlo, to przy ciaglych deformacjach badz okregu,
badz pola, indeks pozostanie taki sam.

Zauwazmy tez, ze jezeli w gladko uczesanym polu
wektorowym indeks pewnego okregu jest rózny od
zera, to we wnetrzu tego okregu musi znajdowac
sie punkt osobliwy. Przypuscmy bowiem, ze tak nie
jest. Sciskajmy okrag tak, by jego promien malal do
zera. Skoro zalozylismy, ze wewnatrz nie ma punktów
osobliwych, to indeks okregu przez caly czas bedzie
taki, jak na poczatku, tj. rózny od zera. Oznacza to,
ze na dowolnie malym okregu wektor pola wykonuje
pelne obroty. Jezeli wiec w srodku okregu wektory
pola nie sa "przystrzyzone" i nie pojawia sie nigdzie
wektor zerowy, to pole musi byc "rozczochrane", a nie
gladko "uczesane", jak zakladalismy.

Spróbujmy teraz wykorzystac nasze spostrzezenia
w ... teorii liczb zespolonych.

Przypomnijmy, ze liczba zespolona to liczba postaci
z = a + ib, gdzie a oraz b to liczby rzeczywiste, a i2 = -l.
Liczbe zespolona mozemy
przedstawic jako punkt badz
wektor na plaszczyznie.
Dlugosc tego wektora
nazywamy modulem liczby z

i oznaczamy 14 Kat, jaki I (a,b)
ten wektor tworzy z osia OX,
nazywamy argumentem
liczby z. Poniewaz a = Izl cos<p,
a b = Izl sin <p, wiec

z = lz I ( cos <p + i sin <p) .

W tej postaci liczby zespolone
bardzo latwo sie mnozy.
Jesli argumentem Zl jest !.p,

a argumentem Z2 jest 'l/J, to

Z1 . Z2 = IZ11(cos <p + i sin <p) . IZ2[(COS'l/J + i sin 'l/J) =

= IZ111z2[((cos <p cos 'l/J + i2 sin <p sin 'l/J) + i(sin <p cos 'l/J + cos <p sin 'l/J)).

Po skorzystaniu z faktu, ze i2 = -1 oraz ze wzorów na kosinus
i sinus sUlny katów, uzyskujemy

W szczególnosci dla liczby naturalnej n zachodzi elegancki wzór
de Moivre'a:

zn = Izln(cos(n<p) + isin(n<p)).

Wezmy dowolny punkt na plaszczyznie. Jesli ma on
wspólrzedne (a, b), to odpowiada on liczbie zespolonej
z = a + ib. Niech j bedzie pewnym wielomianem
zmiennej z

j(z) = zn + an_Izn-1 + ... + alz + ao,

gdzie an-l, ... ,al, ao to liczby zespolone. Oczywiscie,
j(z) jest pewna liczba zespolona, powiedzmy
j(z) = c + id. Mozemy teraz punktowi (a, b)

przypisac wektor [c, d]. Postepujac tak dla kazdego
punktu, okreslamy na plaszczyznie pole wektorowe.
W szczególnym przypadku mamy wielomian

g(z) = z.

Kazdemu punktowi przypisany zostaje wektor [a, b]
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i pole wyglada podobnie, jak na rysunku 1.
W punkcie (O, O) mamy punkt osobliwy, natomiast
indeks kazdego okregu, w którego wnetrzu lezy
punkt (O, O), wynosi 1. Inny przypadek otrzymujemy,
gdy rozpatrzymy wielomian

h(z) = zn, dla n> 1.

I tym razem latwo stwierdzic, ze w punkcie (O, O)

mamy "lysinke", natomiast indeks dowolnego okregu
o srodku w punkcie (O, O) wynosi n. (Zachecam
Czytelnika, by to sprawdzil, korzystajac ze wzoru
de Moivre'a).

Powstaje pytanie, jak wyglada sytuacja w przypadku
ogólnym. Czy zawsze w polu wektorowym, okreslonym
przez wielomian o wspólczynnikach zespolonych,
pojawia sie "lysinka"? Innymi slowy, czy dla
dowolnych wspólczynników an-l, ... , al, ao istnieje
takie z, ze

zn + an_Izn-1 + ... + alz + ao = O?

Odpowiedz na to pytanie nie wydaje sie latwa,
gdyz w ogólnosci nie da sie takich z wyliczyc ze
wspólczynników równania. Jak zatem stwierdzic,
ze istnieje cos, czego "nie widzimy"?

Spróbujmy wykorzystac nasze poprzednie sztuczki.
Wezmy okrag O o srodku w punkcie (O, O) i bardzo
duzym promieniu R tak, by ewentualne punkty
osobliwe znajdowaly sie wewnatrz niego.

Mozemy to zrobic biorac, na przyklad,
R> laol + lali + ... + lan-ll + 1, gdyz wtedy dla
Izl 2: R jest Iznl > lan_Izn-1 + ... + aol, z której to
nierównosci wynika, iz zn + an_Izn-1 + ... + ao i- O.

Zmienmy teraz "uczesanie" pola wektorowego tak, by
w chwili t bylo ono okreslone przez wielomian

W chwili t = O pole wektorowe okreslone jest przez
wyjsciowy wielomian, w chwili zas t = 1 przez
wielomian zn. W czasie "przeczesywania" pola zaden
punkt osobliwy nie pojawia sie na okregu O,
dla kazdego t E (O; 1) oraz Izl 2: R mamy bowiem

Iznl > 11- tllan_lzn-1 + ... + aol·

A zatem indeks okregu O jest taki sam w chwili t = O,

jak w chwili t = 1. Skoro w koncowym momencie
wynosil n, wiec równiez na poczatku wynosil n. Skoro
zas na poczatku wynosil n, wiec byl rózny od zera
i okrag O musial kryc w sobie "lysinke"·

Udowodnilismy zatem, ze dla dowolnych
wspólczynników zespolonych wielomian

ma miejsce zerowe. Wynika stad natychmiast, ze kazdy
wielomian niezerowego stopnia o wspólczynnikach
zespolonych ma pierwiastek. Jest to podstawowe
twierdzenie algebry.



Jak rosnie dzwig?
Niech sie mury pna do góry, póki dlonie silne sa,
zbudujemy betonowy nowy dom!

Te slowa piosenki z lat odbudowy Warszawy znowu
staly sie aktualne. Betonowe mury wykanczane na
swiecacutko pna sie do góry gdzie nie spojrzec. Zadnej
mysli urbanistycznej w tych stawianych na wyscigi
biurowcach nie ma, ale tempo prac bywa imponujace.

Dla laika (takiego jak ja) jest tez w takim budowaniu
wiele zastanawiajacych problemów technicznych. Do
budowania uzywa sie np. bardzo wysokich dzwigów.
Czy zastanawialiscie sie kiedys, w jaki sposób sa one
konstruowane?

- To przeciez proste - odpowiecie. - Przyjezdza
specjalny teleskopowy dzwig samochodowy, za
pomoca którego stawia sie tez teleskopowy dzwig
kolumnowy, który pózniej sam rozsuwa sie do
odpowiedniej wysokosci.

Nie powiem, pomysl calkiem niezly. Rzeczywiscie
w pierwszej fazie uzywa sie innego dzwigu.
Ale dzwig z rysunku nie jest teleskopowy, wiec
nie moze sie rozsuwac. Z drugiej strony jest
najwyzszy na budowie i wyzszy niz zasieg
teleskopowego dzwigu samochodowego. Musze
przyznac, ze wiele razy przypatrywalem sie
takim dzwigom, za kazdym razem dochodzac do
wniosku, ze one musza sie w jakis chytry sposób
budowac same - czyli rosnac. Wszystkie maja
kolumny zbudowane z oddzielnych elementów,
ale zeby dodac nowy element, nalezaloby górna
czesc dzwigu na chwile uniesc, co wydaje sie
niemozliwe.
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W koncu udalo mi sie zlapac dzwig w trakcie
linienia. Ta faza wzrostu jest o wiele bardziej
dyskretna niz spektakularne mocowanie sie
tamujacego ruch dzwigu samochodowego
z olbrzymim ramieniem naszego dzwigu, wiec
latwo ja pomylic z normalna jego praca·

Do samodzielnego rosniecia uzywa on specjalnej
obejmy, która sam sobie naklada na kolumne·

Nastepnie mocuje górna czesc obejmy do
elementu C i rozlacza polaczenie pomiedzy
elementami B i C. Pozwala mu to na rozsuniecie
kolumny o wysokosc elementu D, który moze
zostac wstawiony pomiedzy B i C.

Operacje te powtarza do uzyskania zadanej
wysokosci, a nastepnie obejme moze sobie
zdjac, aby umozliwic jej uzycie do budowy (lub
demontazu) innego dzwigu oraz sprowokowac do
stawiania pytan, takich jak tytulowe dzisiejszej 6.

Mala Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI
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_ Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 907. W turnieju siatkarskim kazde dwie druzyny graja miedzy soba jeden mecz.
Udowodnic, ze jesli dla dowolnych dwóch druzyn istnieje trzecia, która z obiema z nich
wygrala, to liczba druzyn jest nie mniejsza niz 7.
Rozwiazanie na str. 2

M 908. Osiem druzyn siatkarskich rozegralo turniej systemem "kazdy z kazdym" .
Udowodnic, ze mozna znalezc takie cztery druzyny A, E, C, D, ze A wygrala z E, C
i D, E wygrala z C i D, a C wygrala z D.
Rozwiazanie na str. 2

M 909. W turnieju szachowym uczestniczy 2m (m ~ 2) szachistów. Udowodnic, ze po
dwóch rundach, w kazdej z których rozegrano m partii, mozna znalezc m szachistów,
sposród których zadni dwaj nie grali miedzy soba (zakladamy, ze zadna para
szachistów nie spotkala sie dwukrotnie).
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 517. Jaka ilosc uranu 92 U235 zuzywa na dobe mala elektrownia atomowa o mocy
5000 kW? Wspólczynnik sprawnosci mozna przyjac za równy 17%. Zakladamy,
ze podczas kazdego aktu rozpadu wydziela sie energia 200 MeV.
Rozwiazanie na str. 4

F 518. Fotoelektrony, które zostaly wybite z powierzchni metalu przez swiatlo
o czestotliwosci VI = 2,2 . 1015 S-l sa calkowicie zatrzymywane przez potencjal 6,6 V,
a wybite swiatlem o czestotliwosci V2 = 4,6 . 1015 S-l - przez potencjal 16,5 V.
Wyznaczyc stala Plancka.
Rozwiazanie na str. 4
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Dwa lata temu w towarzyskim meczu z Francja znany
brazylijski pilkarz, Roberto Carlos, wykonal rzut wolny
stulecia. Wydawalo sie, ze kopnieta bardzo mocno pilka
opusci boisko w duzej odleglosci od bramki. Ci, co ogladali
mecz, zgodnie twierdzili, ze pilka po minieciu muru
francuskich zawodników jak zaczarowana zakrecila prosto
do siatki. Dokladna, poklatkowa analiza tego strzalu
pozwolila na wyjasnienie zagadki [1]. Zawodnik nadal pilce
bardzo duza predkosc liniowa (okolo 110 km/h) i obrotowa
(okolo 10 obrotów na sekunde). Poczatkowo oplyw
powietrza wokól pilki byl turbulentny, wiec poruszala sie
ona prawie po linii prostej. Jednak po okolo 10 metrach
(czyli zaraz po minieciu muru) predkosc pilki spadla na
tyle, ze przeplyw powietrza stal sie laminarny i wirujaca
pilka zaczela zakrecac, udajac zdalnie kierowany pocisk.

Dlaczego wiec nikt nie próbuje strzelac w taki sposób?
Owszem, wielu próbuje, ale to nie takie proste. Tak udane
uderzenie zdarza sie bardzo rzadko. Mocny strzal jest
zawsze obarczony duza doza niepewnosci.

Zaraz, zaraz, gdzie to my jeszcze mamy niepewnosc.
Aha, w mechanice kwantowej. Co prawda nie jest to
niepewnosc, tylko nieoznaczonosc (to naprawde nie to
samo). Zastanówmy sie jednak, czy taka nieoznaczonosc
kwantowa pogarsza sytuacje pilkarza. Dla poruszajacego
sie obiektu nieoznaczonosc polozenia jest rzedu dlugosci
fali de Broglie'a, która dla pilki wynosi okolo

). = ~ = 6,6· 10-34 J . s = 44 . 10-33 cm.
Mv 0,5 kg· 30 m/s

Troche malo. Spróbujmy sobie jednak wyobrazic, co
by sie stalo, gdyby stala Plancka urosla o te 33 rzedy
wielkosci. Wtedy mur zawodników mozna by bylo
uznac za ... siatke dyfrakcyjna, a bramke za ekran, na
którym obserwowalibysmy obraz interferencyjny. Problem
w tym, ze z taka stala Plancka nie byloby ani pilki, ani
obronców, ani bramkarza. A nawet gdyby to zaniedbac
(samolot leci z miasta A do miasta B, opór powietrza
zaniedbujemy), to trzeba by bylo zadbac o to, zeby
Przyroda nie dowiedziala sie, przez która przerwe miedzy
obroncami pilka przeleciala. Tylko wtedy mozliwa jest
interferencja róznych dróg pilki.

A gdyby tak wziac mniejsza pilke, np. pingpongowa.
Nie, to jeszcze nic nie zmienia. Poszukajmy jakiejs duzej
liczby. Liczba Avogadra jest calkiem niezla: 6,02 . 1023

pilek w molu. To juz jest cos. Co mówicie, ze ide za
daleko? No to chyba macie racje. Od dawna wiadomo,
ze mozna zaobserwowac interferencje dla pojedynczych
atomów. Ale atom to nie pilka do nogi. A co powiecie
na taki fulleren C60. Z geometrycznego punktu widzenia
wyglada jak pilka. Tyle samo szesciokatów, tyle samo
pieciokatów, w kazdym rogu atom wegla. Wtedy dla
predkosci v = 220 m/s mamy

6,6 . 10-34 J . s
12.10-25 kg· 220 m/s

= 2,5 . 10-12 m = 0,0025 nm.

To duzo czy malo? Nadal raczej malo, bo rozmiary
czasteczki fullerenu sa rzedu jednego nanometra, czyli jest
ona 400 razy wieksza. To juz prawie obiekt makroskopowy.
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Mozna go sobie obejrzec pod mikroskopem
skaningowym [2]. W dodatku ma on wiele stopni swobody
zwiazanych z drganiami ukladu 60 atomów wegla.

Czy taki obiekt moze interferowac jako calosc?

Grupa naukowców z Austrii zamiast dumac postanowila
sprawdzic [3]. Jak latwo sie domyslic, odpowiednio malych
graczy nie udalo sie znalezc. Uczeni musieli zadowolic
sie samymi pilkami. Z tym juz nie bylo problemu. Po
prostu zamówili je w Dynamie Enterprises Ltd. z Twyford
w Wielkiej Brytanii. (Jak widac, gdyby ktos sam chcial sie
takimi pilkami pobawic, to nic nie stoi na przeszkodzie.
Niby nie ma w tym nic dziwnego. Fullereny odkryto juz
15 lat temu [4], a metode masowej produkcji wynaleziono
5 lat pózniej [5]. Zastanawiajace jest jednak, w ilu
miejscach musza byc prowadzone badania nad tymi
kuleczkami, skoro oplaca sie juz po prostu je produkowac.)

W kazdej dyscyplinie sportu istotna jest rozgrzewka.
Fullereny umieszczono w piecyku i podgrzano do
temperatury 900-1000 K. (Jak widac, sa to bardzo trwale
czasteczki, skoro takie, a nawet wyzsze temperatury im
nie szkodza.) Pilki wylatywaly przez otworek w piecyku
z (najbardziej prawdopodobna) predkoscia 220 m/s.
System kolimatorów kierowal ich strumien na siatke
dyfrakcyjna (wykonana nanotechnol~gicznie z SiNx)
o szerokosci szczelin 50 nm i stalej siatki 100 nm,
a nastepnie ich polozenie bylo rejestrowane w systemie
detekcyjnym. W wyniku otrzymano obraz interferencyny
z wyraznie widocznymi prazkami zerowego i pierwszego
rzedu [3]. Rozklad intensywnosci obrazu swietnie zgadza
sie z przewidywaniem teorii dyfrakcji. Tym samym
poprawiono o rzad wielkosci stary rekord w dziedzinie
obserwacji interferencji kwantowej ,coraz wiekszych
obiektów.

Grupa trenerów kierowana przez selekcjonera, Antona
Zeillingera, zastanawia sie teraz nad mozliwoscia
prowadzenia badan nad zanikaniem interferencji w wyniku
zintensyfikowanej obserwacji czasteczek przechodzacych
przez siatke. Oprócz wnikania w podstawy mechaniki
kwantowej, interferometria taka moze prowadzic do szeregu
praktycznych zastosowan, np. w precyzyjnej metrologii czy
nanoprodukcji wzorów weglowych na krzemowym podlozu.
Autorzy sugeruja równiez, ze podobne metody beda mogly
byc w przyszlosci ulepszone w stopniu umozliwiajacym
obserwacje interferencji kwantowej dla obiektów tak duzych
jak wirusy. O kotach nie wspominajac.

Piotr ZALEWSKI
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Klub 44
Regulamin

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
M. Galecki (5), J. Dryga (4),
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor (5), P. Gadzinski (6),
K. Jedziniak, J. Olszewski,
L. Skrzypek (4), H. Kornacki,
T. Wietecha, T. Józefczyk
(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44
punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie) :
"dwukrotni" :
Z. Bartoid, W. Bednorz, A. Czornik,
P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pióro,
S. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski;
"jednokrotni" :
W. Bednarek, T. Bieganski,
W. Boratynski, M. Czerniakowska,
B. Dyda, P. Figurny, M. Fiszer,
Z. Galias, L. Gasinski, A. Gluza,
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
P. Kubit, T.. Kulpa, A. Langer, R. Latala,
P. Lipinski, P. Lizak, J. Lazuka,
J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,
M. Mostowski, W. Olszewski,
K. Patkowski, B. Piotrowska, W. Pompe,
M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
J. Siwy, Z. Skalik, A. Smolczyk,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,
A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawislawski, P. Zmijewski.

Weterani Klubu 44 F(w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):
P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,
A. Surma, P. Gworys, A. Idzik

(kazdy z nich trzykrotnie przekroczyl
bariere 44 punktów).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F

(alfabetycznie) :
"dwukrotni" :
J. Lipkowski, J. Lazuka, P. Perkowski,
T. Wietecha;
"jednokrotni" :
A. Borowski, P. Gadzinski,
A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,
B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,
A. Nowogrodzki, T. Rawlik, R. Repucha,
J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach,
M. Wójcicki.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs ­
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1999 uplynal
31 stycznia 2000). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych
uczestników nie beda brane pod uwage·

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z. danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub ba;dzo zblizonym) wraz
z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna·

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.
Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian
regulaminu.
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292. Jednorodna bryla ma ksztalt graniastoslupa prostego, którego podstawa jest
n-katem foremnym. Dla jakich n bryla ta moze sie toczyc po poziomej powierzchni,
tzn. kiedy po zetknieciu sciany z podlozem bedzie sie dalej obracala w te sama
strone, bez poslizgu? Mozna przyjac, ze sila dziala ze strony podloza tylko na kolejne
krawedzie graniastoslupa i ma charakter niesprezysty, tzn. bryla nie podskakuje.

Pytanie poza konkursem: Jesli n spelnia powyzszy warunek, to ile wynosi podczas
toczenia sie bryly maksymalna liczba "przeskoków" od jednej krawedzi do nastepnej
(uwarunkowana z jednej strony tym, aby bryla pokonala wzniesienie miedzy
przeskokami, a z drugiej strony tym, aby sila odsrodkowa nie oderwala jej od
podloza)? Pominac straty energii poza przeskokami.
Idea zadania pochodzi od dr. Slawomira Brzezowskiego z Krakowa, a zostala
przekazana przez jego uczniów - zwyciezców Olimpiady Fizycznej.

293. Po napompowaniu powietrza do komory cisnieniowej w dolnej czesci ustawionej
pionowo rury metalowej (rys. 1) zwolniono tlok, który zostal wyrzucony w góre
(tlokiem tym moze byc zabawka, np. flara opadajaca na spadochronie). Obliczyc
wysokosc osiagana przez ciezarek o masie 0,4 kg, jesli rura ma dlugosc 2 m (z czego
75 cm zajmuje komora cisnieniowa) i srednice wewnetrzna 28 mm, cisnienie
atmosferyczne wynosi 105 Pa, a cisnienie w komorze w chwili zwolnienia spustu -
5 . 105 Pa. Ponadto dana jest wartosc stosunku ciepel wlasciwych dla powietrza
1= cp/cv = 1,4.

Rozwiazania z,adan z fizyki z numeru 10/1999
Przypominamy tresc zadan:

LI LI
I I

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2000

H

Rys. l Rys. 2

Zadania z fizyki nr 292, 293 Redaguje Jerzy B. BROJAN

284. Waska rurke o dlugosci H dolaczono do otworu w dnie
szerokiego naczynia, do którego nalano wody na glebokosc h
(rys. 2). Z jaka predkoscia bedzie wyplywac z rurki woda?

285. Do zródla napiecia o okresowym przebiegu U(t) przylaczono
szeregowo opornik o opornosci 100 O, zwojnice o zmiennej
indukcyjnosci L i aJuperomierz nlicrzacy skuteczna wartosc

natezenia pradu ISk. Dana jest tabela przedstawiajaca zaleznosc Isk

od L: L [H] 0,03 0,05 0,1 0,2 0,3 0,5 l
Isk [mA] 222 220 213 203 198 195 194

Podac wzór opisujacy funkcje U(t) i wartosci parametrów
wystepujacych w tym wzorze.
Uwaga: odpowiedz llloze byc nicjcclnoznaczna, za prawidlowe bedzie
uwazane kazde rozwiazanie dajace dobra zgodnosc z tabela.

przy czym standardowe przeksztalcenia prowadza do wzorów na
lo i lI:

Zalozylismy, ze ciecz jest niescisliwa, a jej slup nie ulega
rozerwaniu - zatem predkosc pozostaje w rurce stala.

L2•
0,250,200,150,100,05

Na podstawie powyzszych wzorów mozna sie przekonac,
ze jesli na osi x wykresu odlozymy L2, a na osi y odlozymy
l/(I;k - 16), to przy prawidlowym doborze lo punkty
zaznaczone wedlug tabeli beda sie ukladac wzdluz linii
prostej. Na rysunku 3 przedstawiono takie wykresy dla trzech
wartosci lo równych 190 mA, 192 mA i 194 mA; zaznaczono
przy tym punkty L = 0,03, 0,1, 0,2, 0,3 i 0,5 H. Jak widac,
najlepiej pasowalby do linii prostej wykres odpowiadajacy
wartosci lo pomiedzy 192 a 194 mA. Niech wiec lo ~ 193 mA,
Uo ~ 19,3 V. Punkt przeciecia prostej z osia pionowa (L = O)
odpowiada y = l/(I;k - 16) ~ 77 A-2, czyli II ~ 161 mA,
Ul ~ 16,1 V. Ostatni parametr w wyznaczymy z nachylenia
prostej: czterokrotne zwiekszenie y nastepuje dla L2 ~ 0,06 H2,
L ~ 0,24 H, a z drugiej strony wzory dowodza, ze wtedy
Lw = RV3. Stad w ~ 720 s-l.

Rys. 3
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(równanie Bernoulliego).v = J26.p/p = J2g(h + H)

284. Cisnienie przy dnie naczynia jest równe sumie cisnienia
atmosferycznego PO i cisnienia slupa wody pgh. Z drugiej
strony, przy dolnym koncu rurki cisnienie wynosi PO, a wiec
aby znalezc cisnienie przy jej górnym koncu, nalezy od PO

odjac cisnienie slupa wody pgH. Skok cisnienia przy przejsciu
od naczynia do rurki wynosi zatem 6.p = pg( h + H) i jest
zwiazany ze skokowa zmiana predkosci cieczy, gdyz praca
wykonana przy przeplywie objetosci 6. V wody (równa 6.p. 6. V)
zgodnie z zasada zachowania energii równa sie zmianie energii
kinetycznej cieczy, czyli p6. V . 6.( v2 /2). Poniewaz predkosc
wody w szerokim naczyniu jest praktycznie równa zeru, wiec
w rurce wynosi ona

Io=Uo/R,

285. Nie powiedzie sie próba dopasowania danych do wzoru

Isk = Usk/ J R2 + L2w2, który obowiazywalby, gdyby
napiecie mialo przebieg czysto sinusoidalny - nawet "na oko"
widac, ze dla duzych L natezenie pradu sie ustala, a przy
takim zalozeniu powinno malec do zera. Wnioskujemy wiec,
ze U ma co najmniej dwie skladowe - stala, która decyduje
o wartosci Isk dla duzych L, i zmienna, odgrywajaca pewna role
dla malych L. Zalózmy, ze

U(t) = Uo + Ul sin(wt).

Natezenie pradu bedzie w takim przypadku dane wyrazeniem

I(t) = lo + II sin(wt + 1»,

Nastepnie obliczamy Isk:

ISk = JI6 + Ir/2.
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2. Który z oporników grzeje sie najsilniej
(ew. które - jesli jednakowo)?

1. Fotografujac z brzegu jeziora o gladkiej
powierzchni przeciwlegly brzeg otrzymano
obraz tego brzegu wraz z jego odbiciem
w wodzie. W jaki sposób mozna odróznic
góre od dolu na zdjeciu, jesli obie polowy
nie róznia sie pod wzgledem ostrosci ani
jasnosci?

2Q 4Q

Po raz drugi w ramach Festiwalu Nauki we wrzesniu w Warszawie odbyl sie
Turniej Rozwiazywania Zadan z Fizyki - firmowa impreza naszego czasopisma
i Klubu 44 F. Uczestnicy bawili sie znakomicie, raz i drugi zadajac przedluzenia

turnieju o dodatkowe zadanie. Zwyciezca zostal Tomasz Rudny (zeszloroczny
zdobywca II miejsca), a dalsze miejsca zajeli pp. Pielech, Sapierzynska, Smólska
i Zakrzewski (bardzo przepraszamy, ale nie zanotowalismy imion). Nagrodami byly
programy komputerowe, modem i kalkulatory (m.in. graficzny i programowalny). Obok
przedstawiamy niektóre z zadan turniejowych.

Jak co roku, przeglad przyslanych przez Czytelników rozwiazan zadan ligowych
nasunal pewne dodatkowe komentarze:

Zadanie 262. [Predkosc zerwanych konców drutu] (wspólczynnik trudnosci WT = 2,20, liczba
poprawnych rozwiazan LPR = 3). Bezbledne rozwiazania nadeslali A. Idzik i J. Lazuka,
natomiast przyjete przez M. Wójcickiego zalozenie, ze predkosc drutu maleje w miare
oddalania sie od miejsca zerwania, jest niesluszne (nie wplynelo to jednak w duzym stopniu
na wynik). Spadek naprezenia rozchodzi sie bowiem wzdluz drutu jako impuls nadajacy
kolejnym elementom osrodka jednakowa predkosc - jest to ogólna cecha fal w osrodku
jednowymiarowym.

Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 261 zadaniach

4. Aby zmierzyc temperature ciala za
pomoca termometru rteciowego, nalezy
trzymac go pod pacha 5-10 minut. Po
odczytaniu mozna go jednak strzasnac
praktycznie natychmiast. Dlaczego?

Lista obejmuje uczestników, którzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1997-1999 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 9 punktów. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

x

Nz

Oznaczenia: x - odleglosc
punktu zawieszenia od jednego
z konców sznurka,
N1 i N2 - napiecie jednej
i drugiej czesci sznurka.

Zadanie 270. [Maksymalny ciezar, jaki mozna zawiesic na sznurku zamocowanym na koncach]
(WT = 2,28, LPR = 4). Bezbledne okazaly sie rozwiazania A. Arciszewskiego, A. Idzika,
J. Lazuki i M. Lupiezowca, a ponadto kilka z nich zawieralo analize siegajaca dalej niz
rozwiazanie wzorcowe. Tak wiec M. Lupiezowiec wyznaczyl
analitycznie ekstrema funkcji wyrazajacej szukany ciezar, co
wymagalo rozwiazania równania trzeciego stopnia, natomiast
pozostali trzej wymienieni Czytelnicy zamiescili w swoich
pracach wykresy przedstawiajace napiecie sznurka w zaleznosci
od punktu zawieszenia ciezaru. A. Idzik przedyskutowal
jeszcze zmiany charakteru tego wykresu przy zmianach
odleglosci miedzy zamocowanymi koncami sznurka (parametr
ten - nazwijmy go e - byl ustalony i równy 0,87 dlugosci
sznurka). "Jasnym sie dla mnie stalo wyrachowanie Autora
zadania" - napisal, no i trudno zaprzeczyc! Rzeczywiscie,
wybór e wzial sie stad, aby przebieg wykresu byl "jak
najciekawszy" . Na przyklad, przy malych wartosciach e
zadanie staje sie banalne, gdyz najkorzystniejsze jest wtedy
zawieszenie ciezaru w srodku sznurka (wtedy napiecie kazdej
jego czesci jest równe w przyblizeniu polowie ciezaru),
a najmniej korzystne - w poblizu jednego z konców (wtedy
ciezar wisi na jednej czesci, podczas gdy druga zwisa luzno).

Zadanie 273. [Poprawa izolacji cieplnej budynku] (WT = 1,33, LPR = 8). W rozwiazaniu
nadeslanym przez Z. Galiasa zmieniona zostala tresc zadania (inny jest wiec wynik), ale
fachowosc komentarza przewaza nad wszystkim innym. Jak sie dowiadujemy, zgodnie z Polska
Norma PN-91 B-02020, wspólczynnik przenikania ciepla moze byc obliczony wg wzoru

1
ko = ---------,

Ri + I:.(dj/Aj) + Re

gdzie Ri i Re sa oporami przejmowania ciepla dla obu stron sciany ...
No cóz, pozostaje schylic czola przed autorytetem Polskiej Normy (ale jaki wlasciwie sens
fizyczny ma, u licha, ten opór przejmowania ciepla?).

Zadanie 269. [Sila odrzutu dzialajaca na preparat promieniotwórczy osloniety z jednej
strony] (WT = 2,53, LPR = 5). Poprawne rozwiazania - A. Idzik, J. Lazuka, M. Misiak,
A. Nowogrodzki i A. Surma, przy czym w jednym z nich wystapil ciekawy blad. Zadanie
wymagalo usrednienia jednej skladowej pedu wzgledem kierunków emitowanej czastki
promieniowania, czyli obliczenia sredniej wartosci cos e wzgledem kierunków w pólprzestrzeni;
otrzymuje sie (cos e) = 1/2. Jesli jednak usrednic wzgledem kierunków w pólplaszczyznie (na
tym polegal blad Czytelnika), to wynikiem jest (cose) = 2/71:.A gdyby tak skonstruowac silnik
dzialajacy w przestrzeni czterowymiarowej?

Zadanie 263. [Minimalna dawka promieniowania pochodzacego od punktowego zródla,
przy ustalonym poczatku i koncu drogi] (WT = 2,14, LPR = 3). Trudno oczekiwac od
uczestników ligi znajomosci rachunku wariacyjnego - dlatego zamiast polecenia "wyznaczyc
droge, dla której calkowita dawka jest minimalna" w zadaniu zamieszczono tylko zadanie
rozpatrzenia wskazanej rodziny dróg i znalezienia jakiejkolwiek drogi korzystniejszej od
nich (ale niekoniecznie optymalnej). Okazalo sie jednak, ze sposród trzech poprawnych
rozwiazan (A. Idzika, J. Lazuki i M. Wójcickiego) az dwa sa "perfekcyjne", tzn. zawieraja
rozwiazania równania Eulera rachunku wariacyjnego. Trzecie rozwiazanie ogranicza sie
natomiast do porównania dawek dla wybranej rodziny dróg, ale za to uwzglednia zmiane
dawki wynikajaca ze zjawiska Dopplera! Hm ... z pewnoscia jest to niezbedne, jesli predkosc
podróznika jest znaczacym ulamkiem predkosci czastek promieniowania ...

3S,OS

2- 37,76
1-31,26
3- 25,25

22,63
2-20,19

17,14
15,53

1- 13,96
10,56
9,Sl

Zbigniew Galias - Kraków
Tomasz Wietecha - Tarnów

Andrzej Nowogrodzki - Chocian6w
Aleksander Surma - Myszk6w
Artur Arciszewski - Kielce
Jaroslaw Lazuka - Warszawa
Grzegorz Milos - Mielec
Tomasz Rudny - Warszawa.
Marek Wójcicki - Szczecin
Jacek Konieczny - Poznan
Marian Lupiezowiec - Zebrzydowice

3. Transformatory maja zwykle po
kilkaset zwojów w kazdym z uzwojen,
np. 500 i 200. Poniewaz jednak we wzorze
na przekladnie transformatora wystepuje
tylko stosunek liczby zwojów, mozna
by sadzic, ze równie dobrze zwojów
mogloby byc 50 i 20 lub nawet 5 i 2.
Taki transformator spelnial by jednak
swoje zadanie tylko pod warunkiem,
ze: a) natezenia pradów bylyby bardzo
wielkie, b) natezenia pradów bylyby
bardzo male, c) napiecia bylyby bardzo
wysokie, d) napiecia bylyby bardzo
niskie, e) wszelkie inne ciala przewodzace
zostalyby oddalone, aby rozproszone
pole magnetyczne nie indukowalo
w nich pradów. Wybrac wlasciwa wersje
i uzasadnic.
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Zadanie 276. [Wyznaczyc temperature wody i pary po ustaleniu sie równowagi) (WT = 2,20,
LPR = 5). Gdyby tak oglosic konkurs na najbardziej zawila metode rozwiazania prostego
problemu, to niektóre rozwiazania zadania 276 mialyby duze szanse. Tym Czytelnikom, którzy
rozpatrywali parowanie kolejnych partii wody w zmieniajacej sie temperaturze i pracowicie
wyliczali numerycznie odpowiednie calki, nalezy zwrócic uwage, ze pomijali cieplo oddane
przez wczesniej powstala pare (zreszta cieplo wlasciwe pary nie bylo dane). Dobre (lub
poprawne) rozwiazania: A. Idzik, M. Wójcicki, G. Milos, T. Wietecha i A. Surma.

Zadanie 281. [Opór zastepczy sieci 18 oporników] (WT = 2,23, LPR = 6). Zacytujmy perelke
pochodzaca ze (skadinad prawidlowego) rozwiazania przyslanego przez A. Arciszewskiego:
"jesliby prad wplywajacy do obwodu posiadal swiadomosc ... " Tym bardziej - jak sadze
- mozna by odwolywac sie do jego poczucia przyzwoitosci, ale co byloby, gdyby przewazyla
zlosliwosc albo perfidia? Pozostale dobre rozwiazania: A. Idzik, G. Milos, T. Wietecha,
J. Lazuka i T. Rudny.

395. Liczby rzeczywiste ao, al, a2, ... , a2000 tworza ciag monotoniczny. Udowodnic, ze
2000 2000 2

2:) -I)ka~ ~ (2:) -l)kak)
k=O k=O

396. Dane sa dwie przecinajace sie sfery oraz szesc róznych punktów A, B, C, D,
E, F. Punkty A i B leza na jednej z tych sfer, punkty C i D na drugiej; punkty E
i F naleza do obu sfer. Punkt E lezy na odcinku AC, a punkt F lezy na odcinku BD,
który jest równolegly do prostej przechodzacej przez srodki danych sfer. Dowiesc, ze
rzuty prostokatne odcinków AB i C D na prosta AC maja jednakowa dlugosc.

!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 2000

Zadania z matematyki nr 395, 396 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1999
Przypominamy tresc zadan:

387. Ciag liczb dodatnich ao, al, a2, . spelnia zaleznosc
2n+l(an_l - an) = a~. Wykazac zbieznosc i obliczyc granice tego
ciagu.

387. Podstawienie an = 2ncn sprowadza dana zaleznosc
rekurencyjna do postaci

(cn + 1)2 = Cn-1 + 1.

Skoro liczby Cn sa dodatnie, otrzymujemy lancuszek równosci

Cn + 1 = (Cn-1 + 1)1/2 = (Cn-2 + 1)1/4 = ...
... = (co + I)1/2n = (ao + I)1/2n.

W takim razie
n eXn -l

an = 2n((ao + 1)1/2 -1) = --- ·ln(ao + 1),Xn

. ln(ao + 1)
gdzle Xn = ---- .
eX - 1

Poniewaz zas lim --- = 1, zatem, ostatecznie,
x~o X

lim an = ln(ao + 1).
n~oo

388. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwiazac równanie

w liczbach calkowitych Xl, X2, ... , Xn·

388. Dla n = 1 mamy jedyne rozwiazanie Xl = -1. Dla
n = 2 równanie przybiera (po przeksztalceniu) postac
(Xl - 2)(X2 - 2) = 3 i ma cztery rozwiazania (X1,X2):

(-1,1), (1, -1), (3,5), (5,3).

Przyjmijmy, ze n ::::3 i ze liczby calkowite Xl, X2, ... , Xn

spelniaja podane równanie. Jesli Xi = 1, to 2 - (l/Xi) = 1.
Jesli któras z liczb Xi jest rózna od 1, to odpowiedni czynnik
2 - (l/Xi) jest wiekszy lub równy 3/2. Moga byc co najwyzej
dwa takie czynniki; w przeciwnym razie ich iloczyn bylby
wiekszy od 3.

Uwzgledniajac wyniki uzyskane w przypadkach n = 1 oraz n = 2
stwierdzamy, ze w przypadku ogólnym uklad liczb calkowitych
(Xl, X2, ... , xn) jest rozwiazaniem wtedy i tylko wtedy, gdy
albo jedna z liczb Xi jest równa -1, a pozostale 1, albo jedna
z liczb Xi jest równa 3, jedna 5, a pozostale sa jedynkami.

Zestawienie na nastepnej stronie obejmuje
wszystkich uczestników ligi, którzy
spelniaja nastepujace d~a warunki:
- stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktów;
- przyslali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1997, 1998
lub 1999.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic
do naszych matematycznych lamiglówek,
jego nazwisko automatycznie wróci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Kolejny rok ligowy za nami. Kolejna okragla liczba pojawila sie w statystyce ligowej:
mamy juz dwudziestu Weteranów ligi matematycznej. Moze nalezaloby wprowadzic status
"Super-weterana", chlubiacego sie dwukrotnym wypelnieniem weteranskiej normy? Do tej
pory tylko dwaj uczestnicy wykonali szesc czterdziestoczteropunktowych rund ... Ciekawe, czy
kiedykolwiek zostanie pobity rekord, ustanowiony juz dosc dawno przez Jerzego Janowicza,
który swój udzial w lidze rozpoczal od rozwiazania zadan z Delty 9/1981 (kiedy to liga wlasnie
wystartowala), aby po dwunastu latach nieprzerwanego uczestnictwa, zadaniami z numeru
10/1993 zamknac ósme okrazenie.

Jak przed rokiem, spotkalismy sie we wrzesniu w Warszawie w gronie czlonków Klubu 44 M,
którzy nie przerwali kontaktu z liga. Takze scenariusz spotkania byl taki sam, jak rok temu:
mielismy sesje "szybkiego rozwiazywania zadan" (otwarta dla publicznosci i wkomponowana
w ciag imprez III Festiwalu Nauki) oraz wysluchalismy wykladu Zbigniewa Marciniaka o tym,
jak jezyk teorii grup pozwala elegancko formulowac i dowodzic twierdzenia na temat zliczania
kombinatorycznego.

A teraz omówienie wybranych zadan: co ciekawego zaprezentowali w swych rozwiazaniach
uczestnicy ligi, jaka wpadka tym razem byla udzialem prowadzacego lige, które wreszcie
zadania okazaly sie naj trudniejsze (minimalne liczby poprawnych rozwiazan).
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Lista uczestników
ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 383 (WT=2,OO) i 384 (WT=I,25)

z numeru 6/1999
Piotr Kumar - 4- 46,20
Bogumila Piotrowska 45,60
Krzysztof Zapisek 42,22
Janusz Olszewski - 3- 37,91
Andrzej Daniluk 37,07
Rafal Pikula 36,97
Zbigniew Galias - 1- 35,12
Andrzej J6zwik 34,12
Paulina Domagalska 34,09
Tomasz Wietecha - 3- 33,66
Jerzy Witkowski - 2- 33,22
Jaroslaw Lazuka ~ 1- 31,44
Marian Lupiezowiec 31,29
Artur Arciszewski 29,56
Bartlomiej Dyda - 1- 29,29
Nikodem Szpak 29,06
Bartlomiej Marczak 28,94
Krzysztof Jasek 27,47
Wojciech Maciak 27,26
Michal Adamaszek 26,73
Zbigniew Sewartowski 25,35
Mieczyslaw Jedrzejowski - 24,99
Michal Lewandowski 22,96
Przemyslaw Gadzinski - 6- 22,39
Konrad Patkowski - 1- 21,17
Andrzej Nag6rko 21,10
Marek Prauza - 3- 20,73
Marcin Peczarski 20,12

Legenda (przykladowo): stan konta
6-22,39 oznacza, ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (siódmej) rundzie ma
22,39 punktów.
Dwóch uczestników w tej kolejce
ligowej przekroczylo próg 44 punktów:
B. Piotrowska - po raz pierwszy,
a Weteran P. Kumor - po raz piaty(!).

c

Zadanie 367. [Uklad równan w liczbach nieujemnych: va + x + Vb+Y + ~ = l;
va + y + vb + z + VC + x = l; ~ + vb + x + VC + y = l; dowiesc, ze a = b = c lub
x = y = z] (wspólczynnik trudnosci WT=2,71; liczba poprawnych rozwiazan LPR=3).
P. Kumor proponuje interpretacje geometryczna: skladniki rozwazanych sum to dlugosci
odcinków laczacych punkty (va,O), (Vb,O), (ve,O) z punktami (O,VX), (O,yY), (O,vz),
w trzech permutacjach; teze uzyskuje rozwazajac kilka przypadków i korzystajac z tego, ze
w niezdegenerowanym czworokacie wypuklym suma dlugosci przekatnych jest wieksza niz suma
dlugosci dwóch przeciwleglych boków.

Pozostale dwa dobre rozwiazania: K. Patkowski (nie prostsze od firmowego) i J. Witkowski
(analogiczne do firmowego).

Zadanie 370. [Losowanie ze zwracaniem liczb Xl, ... , Xk ze zbioru {l, 2, ... , n}; obliczyc
wartosc oczekiwana rr Xi pod warunkiem (L Xi = n)] (WT=3,17; LP R=3). Oznaczajac
badana wartosc oczekiwana przez E(n, k) mozna uzyskac zaleznosc rekurencyjna:

E(n,k) = (~=i)-1t (n;;~;l)iE(n-i,k-i); w takiej postaci podaje ja K. Patkowski;
i=l

a w postaci nieznacznie sie od tego rózniacej - A. Nagórko. Ostateczny wynik

E(n, k) = (~=i) -1 (n2t,,--;:1) otrzymuje sie stad przez indukcje. Trzecie dobre rozwiazanie
(M. Mostowski) tez sprowadza sie do schematu indukcyjnego.

Zadanie 371. [Xl :2: ... :2: Xn :2: O; L Xk = l, L.../k(...;x;; - VXk+1 ) = l;

(Xl"", Xn) =?] (WT=2,45; LPR=3). Szukane uklady maja postac (a, a, ... , a, O, O, ... , O),

gdzie a jest liczba tak dobrana, by L Xk = 1. P. Kumor dowodzi tego przez indukcje
wzgledem n; M. Kasperski - jak w rozwiazaniu firmowym.

B. Dyda zauwaza, ze zbiór A C Rn, okreslony przez warunki Xl :2: ... :2: Xn :2: O oraz
L Xk = l, jest zwarty i wypukly, po czym sprawdza, ze suma wystepujaca w ostatnim
warunku zadania okresla funkcje A --> R, ciagla i scisle wklesla; taka funkcja musi przyjmowac
w pewnych punktach zbioru A swoja wartosc minimalna; a moze ja przyjac tylko w punktach
ekstremalnych zbioru A, którymi sa wlasnie punkty wymaganej postaci; w tych zas punktach
przyjmuje wartosc l; stad teza. (Punkt ekstremalny zbioru wypuklego - to punkt nie bedacy
kombinacja wypukla zadnej pary innych punktów tego zbioru.)

Zadanie 380. [Maksymalne pole trójkata równobocznego wpisanego w prostokat o zadanych
bokach] (WT=2,40; LPR=lO). Zadanie, jak widac, niezbyt trudne; dosc duzo poprawnych
rozwiazan - mniej lub bardziej rachunkowych. Ze skrucha trzeba sie przyznac, ze rozwiazanie
firmowe nie kwalifikuje sie do kategorii "rozwiazan poprawnych" - gubi bowiem przypadek,
gdy dwa wierzcholki trójkata leza na dwóch krótszych bokach prostokata. To przegapienie
szczesliwie nie wplynelo na koncowy wynik, ale luka jest niewatpliwa.

Zadanie 383. [ABGD - równoleglobok z ostrym katem A; okrag O srednicy
AG przecina proste GB i GD w punktach E i F; styczna do okregu w punkcie
A przecina BD w punkcie P =} punkty E, F, P sa wspólliniowe] (WT=2,00;
LPR=18). Wiele ciekawych metod. Bardzo zgrabne rozwiazanie, uzywajace
prostych srodków, przedstawili W. Bednorz oraz A. Idzik:

Prosta AP przecina proste GB i GD w punktach G i H (rys. l); trójkaty
HAD i AGB sa jednokladne wzgledem punktu P, odcinek AF jest wysokoscia
w pierwszym z tych trójkatów. Niech J bedzie punktem przeciecia prostych EF
i AB; ILBEJI = ILGAFI = jLJAGI, wiec na czworokacie AGEJ mozna opisac
okrag; wobec tego ILAJGI = ILAEGI = 90°, czyli odcinek GJ jest wysokoscia
w trójkacie AG B. Zatem punkty F i J odpowiadaja sobie we wspomnianej
jednokladnosci; a to znaczy, ze prosta EF przechodzi przez punkt P.

Rys. l

Rys.2

Inaczej rozumuje L. Kaminski: na prostych GE i GF wyznacza punkty Q
i R tak, by prosta QR byla równolegla do AG i przechodzila przez P (rys. 2);
dowodzi nastepnie (pominiemy tu szczególy, nietrudne do uzupelnienia), ze
IAQI = IGRI, skad wniosek, ze punkty A, G, Q, R leza na okregu; punkty E,
F i P sa rzutami prostokatnymi punktu A na proste GQ, GR i QR, wiec leza
na prostej Simsona punktu A wzgledem trójkata GQR.

Rozwiazanie oparte na twierdzeniu Menelausa (podobne
do firmowego) przyslal A. Nagórko. Pozostale poprawne
rozwiazania - albo znacznie bardziej skomplikowane pojeciowo,
albo uciazliwie rachunkowe.

Zadanie 384. [p-liczba pierwsza, PAn =} nlpn!-l]
(WT=1,25; LPR=24). Wiekszosc rozwiazan sprowadza sie do
spostrzezenia, ze w mysl twierdzenia Eulera p<l>(n) == l (mod n),

gdzie <p(n) jest liczba elementów zbioru {l, ... ,n}, pierwszych
wzgledem n, a wiec liczba mniejsza od n, a wiec dzielnikiem
liczby n!; stad natychmiast wynika, ze pni == l (mod n).
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Patrz w niebo

Rozwiazanie zadania M 909.
Szachistów bedziemy przedstawiac
jako punkty na plaszczyznie. Pary,
które spotkaly sie w pierwszej rundzie,
polaczynlY czarnYln odcinkielll, zas
pary, które spotkaly sie w drugiej
rundzie kolorowYIn. Zauwazluy, ze od
kazdego punktu odchodzi jeden odcinek
czarny i jeden kolorowy. Wynika z tego,
ze powstaly graf rozpada sie na rozlaczne,
zamkniete cykle (p. przykladowy
rysunek), w których odcinki czarne
i kolorowe wystepuja na przemian. Tak
wiec kazdy z tych cykli jest lamana
zamknieta o parzystej liczbie krawedzi.
Wybierajac z kazdej z nich polowe
wierzcholków tak, by zadne dwa nie byly
polaczone krawedzia, utworzymy szukany
zbiór.

GO
Luty

Zgodnie z obowiazujacym (niemal
na calym swiecie) kalendarzem
gregorianskim przestepny jest rok,
którego numer jest podzielny przez 4.
Wyjatkiem sa lata podzielne przez 100,
ale jezeli numer roku dzieli sie przez 400,
to rok jest jednak przestepny.

Gdzie szukac sladów supernowych? Chyba jasne: po eksplozji powinna zostac
gwiazda neutronowa, a wokól niej ekspandujaca mglawica, a wiec jesli ma sie
odpowiednio potezny teleskop ... To w zasadzie prawda, ale swiadectw takich
wydarzen warto tez szukac niemal pod nogami.

Nie ma, oczywiscie, sensu szukac sladów supernowej, która wybuchla
w odleglosci parseka lub blizej. Znalezienie sie Ziemi gleboko w takiej mglawicy
(oznaczanej zazwyczaj symbolem SNR, od angielskiego supernova remnant),
zlikwidowaloby caly problem przez likwidacje badz Ziemi, badz jakiegokolwiek
zycia na niej. Eksplozja w odleglosci - powiedzmy - dziesieciu parseków lub
troche dalej moglaby zniszczyc zycie na Ziemi w sposób bardziej wyrafinowany,
niejako "cudzymi rekami". Wystarczyloby zniszczenie np. warstwy ozonowej
w atmosferze, a reszty dokonaloby juz skadinad zyciodajne Slonce swoim
promieniowaniem nadfioletowym. Wtedy tez nie byloby komu zastanawiac sie
nad takimi problemami.

Ale jezeli supernowa wybuchlaby w odleglosci 50 pc lub dalej, to wyemitowane
przez nia wysokoenergetyczne czastki weszlyby w reakcje jadrowe z atomami
gazów atmosferycznych lub skorupy ziemskiej, tworzac anomalne ilosci róznych
izotopów. W koncu Ziemia moglaby tez zwyczajnie zgarniac materie pozostala
po rozproszonej mglawicy - i tych wlasnie izotopów nalezy poszukiwac.
Miejscami, gdzie moglyby sie one gromadzic i przetrwac w niezaklóconej postaci
do naszych czasów, sa np. osady oceaniczne i znacznie latwiej dostepne lodowce.
Trzeba od razu przyznac, ze nie ma bezspornych dowodów na obecnosc takich
izotopów na Ziemi, niemniej jednak prowadzone sa prace teoretyczne usilujace
wykryc, jakie to moglyby byc izotopy. Ich potencjalnym zródlem bylaby
gwiazda, z której narodzila sie Geminga, tajemniczy pulsar <?dleglyo 150 pc,
liczacy zapewne 300000 lat. Pierwsze obserwacje zwiazane z tym zagadnieniem
wykazaly, ze w glebokich warstwach lodu na Antarktydzie istnieje nadmierna
ilosc berylu 10. Wiek tych warstw oceniono na 35000 i 60000 lat. Nie wiadomo,
czy takie opóznienie osadzenia sie berylu 10 w lodach w stosunku do eksplozji
proto-Gemingi jest usprawiedliwione. Ponadto uwaza sie, ze jezeli beryl 10 jest
sladem po supernowej, to powinny mu towarzyszyc inne jeszcze izotopy, których
obecnosci na razie nie badano. Zagadek jest wiec sporo, ale szukanie sladów
supernowych pod nogami z pewnoscia bedzie kontynuowane.

Tomasz KWAST

W lutowe wieczory w zachodniej juz stronie nieba widzimy gwiazdozbiór Byka,
na którego zawsze warto skierowac chocby lornetke, by przypomniec sobie
obraz Plejad. To jedna z bardzo mlodych gromad otwartych liczaca kilkaset
gwiazd, przy czym w lornetce widac zdecydowanie nie wszystkie. Wsród innych
niedostrzegalnych za pomoca lornetki obiektów mamy w Byku jeszcze jeden
bardzo slynny obiekt, zarazem mlody, jak i stary. Jest nim, jak latwo zgadnac,
Mglawica Krab (M 1 w katalogu Messiera) wraz z genetycznie zwiazanym
z nia pulsarem. Oba skladniki tego obiektu "narodzily sie" w wyniku wybuchu
supernowej w 1054 roku. Sama mglawica, bedaca skutkiem eksplozji, jest wiec
niezwykle mloda, pulsar zas jest jadrem gwiazdy bardzo starej, która wlasnie
niecale tysiac lat temu w eksplozji swoje zycie zakonczyla.

Wenus nadal swieci jako Gwiazda Poranna na wschodnim niebie na granicy
Strzelca i Koziorozca. Marsa widac wieczorem na zachodzie, a jego polozenie
12 II dosc dokladnie wyznacza polozenie puktu równonocy wiosennej. Jowisz
jest nadal w Rybach, a Saturn nadal w Baranie i obie te planety widac
w pierwszej polowie nocy. Nów Ksiezyca wypada 5 II i nastapi wtedy czesciowe
zacmienie Slonca widoczne tylko z Antarktydy i okolic. Pelnia nastapi 19 II
(rocznica urodzin Kopernika). Ksiezyc zblizy sie jeszcze mocno do Aldebarana
14 II, ale z Polski zakrycia nie bedzie widac. Rok 2000 jest przestepny, wiec luty
ma 29 dni.

T.K.
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a zatem zamiast podanej w zadaniu równosci prawdziwa
jest równosc
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (20')
Wyjasnienie oszustwa (20):

Oszustwo dosyc prymitywne - oczoplas przy ulamkach.

Koncówka rozwiazania powinna wygladac nastepujaco:

GRY (10)

Znamy juz precyzyjna definicje gry. Teraz nauczymy sie dodawac gry. Mozna dodac dowolna (skonczona) liczbe gier, ale
najlepiej wyjasnic operacje dodawania w przypadku sumy dwóch gier. Niech dane beda gry

G={GI,G2,G3, ... ,Gn} i H={HI,H2,H3, ... ,Hrn}

Przypominamy, ze pierwszy z powyzszych zapisów oznacza, iz pierwszy ruch w grze G polega na wyborze jednej z pozycji
(czyli tez gier w przyjetym przez nas sensie) Gl, G2, ... , Gn, które to pozycje bedziemy nazywac opcjami gry G.

Suma gier G i H nazwiemy gre

GEBH={GIEBH, G2EBH, G3EBH, ... ,GnEBH, GEBHI, GEBH2, GEBH3, ... ,GEBHrn}.

Zastanówmy sie nad powyzsza definicja. Aby dodac gry G i H, musimy umiec dodac gre H do dowolnej opcji gry G oraz
gre G do dowolnej opcji gry H. Nie stanowi to problemu, gdyz, jak widzielismy poprzednio, gry tworzone sa stopniowo
z niczego, zatem opcje Gl, G2, ... , Gn gry G sa prostsze (zostaly utworzone wczesniej) niz sama gra G.

Jaka jest interpretacja sumy gier? Wyobrazmy sobie,
ze gramy z kims jednoczesnie w dwie gry, stosujac
nastepujaca zasade wykonywania ruchów: gracz wybiera
jedna z gier, a nast<;;pniewykonuje ruch w tej grze. Po
tym przeciwnik wybiera jedna z gier (te sama lub inna)
i wykonuje w niej ruch. I tak dalej. Moze sie zdarzyc,
ze zawodnik wykonuje w jednej ze skladowych gier kilka
ruchów z rzedu, podczas gdy przeciwnik zajety jest
wykonywaniem ruchów w drugiej grze. Suma gier jest gra
Nim: podstawowa gra jest zabójczo nudna gra z jednym
stosem, podczas gdy juz suma trzech takich gier ma
nieoczywista strategie wygrywajaca.

Nie bedziemy sie zbytnio wdawac w teoretyzowanie,
wspomnimy tylko, ze dodawanie gier jest przemienne
i laczne.

1 EB 1 = {O} EB {O} = {O EB 1, 1 EB O} = {l, l} = {l}. Zauwazmy,
ze utozsamiamy gry {l, l} i {l}. Formalnie ich struktura
jest inna, ale efekt rozgrywki taki sam. W pierwszej
z nich gracz rozpoczynajacy moze przejsc do pozycji 1
na dwa sposoby, w drugiej na jeden. Nie ma to zadnego
znaczenia. Gra {l} moze miec nastepujaca realizacje:
jeden z graczy ma w kieszeni jedna bierke, w swoim ruchu
moze ja wyjac i polozyc na stole (nie dopuszczamy innego
zachowania gracza), gracz drugi bierze bierke ze stolu
i mówi wygralem, koniec gry. Analogiczna realizacja gry
{l, l} jest nastepujaca: jeden z graczy ma w kieszeni dwie
bierki, w swoim ruchu moze polozyc na stole jedna z nich,
gracz drugi bierze bierke ze stolu i mówi wygralem. Fakt,
ze pierwszy gracz mial mozliwe 2 ruchy (bo mógl wybrac
jedna z 2 bierek), nie zmienil niczego, gdyz praktycznie
byly one nierozróznialne.

Popatrzmy, jak dodawanie dziala na naj prostszych grach. Podobnie stwierdzamy, ze

o EB O = {} EB {} = {} = O - majac do wyboru dwie gry,
w zadnej z których nie mamy legalnego ruchu, nie jestesmy
w stanie wykonac ruchu i przegrywamy natychmiast.

Ogólniej, O EB G = G EB O = G dla dowolnej gry G. Co z tego,
ze do gry G dodano gre O, skoro i tak nie mozna wykonac
w niej ruchu. Powyzsza równosc tlumaczy, dlaczego gre {}
nazwalismy O.

2 EB 1 = {O, l} EB {O} = {O EB 1,1 EB 1,2 EB O} = {l, {l}, 2}
oraz

1 EB 1 EB 1 = 1 EB {l} = {O} EB {l} = {O EB {l}, 1 EB l} =

= {{1},{1}} = {{l}} .

Zachecamy Czytelników do samodzielnego przeanalizowania
struktury gier wystepujacych w powyzszych przykladach.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewskirlnstytut Matematyki Uniwersytetu WrodawskiegorPlac Grunwaldzki 2j4r50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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