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Losowe prognozy pogody
Bolestaw KOPOCINSKI

Podejmowanie decyzji w warunkach niepewnoséci wymaga
prognozowania zdarzen. Praktyka krétkoterminowych prognoz
pogody w naszym klimacie pokazuje, ze to zadanie nie jest trudne.
Hugo Steinhaus (1887-1972), matematyk lwowski i wroctawski,
znawca probleméw $wiata zewnetrznego, proponowal dla Wroctawia
nastepujaca prognoze: jutro bedzie taka sama pogoda jak

dzisiaj. Nieco dla przekory sprawdzimy te prognoze dla Phoenix

w USA (J.E. Freud, Podstawy nowoczesnej statystyki, PWE,
Warszawa 1971). Zapisywano tam zachmurzenie' nieba w procentach.
Dzieni uznajemy za: stloneczny, o zachmurzeniu zerowym (Z, 0-5%
zachmurzenia), §rednim (S, 6-49%) lub duzym (D, 50-100%).

Stan zachmurzenia nastepnego dnia oznaczmy odpowiednio przez
Z*, 8% i D*. Tabela pokazuje nastepstwo pogody zaobserwowane

w 61 dniach lata 1964 roku.

Pogoda jutro
z2 S* | D* | Razem
VA 19 5 4 28
Pogoda dzi§ | S 6 2 6 14
D 2 7 9 18

Czestosciowe oszacowania prawdopodobieflstw zdarzen Z, S, D sa
wiec nastepujace: P(Z) = 28, P(S) = &, P(D) = 1. Wiersze tabeli
pozwalaja obliczy¢ prawdopodobienstwa warunkowe:

X 19 X 5 ) 4
P(2'|2)= 3, P(S'12)= 5, P(D12)= 5,
& 6 * 2 * 6
P(Z'18) =1, P(SIS)==, P(D'IS) =,
X 2 7 i 9
P(2*|D)= 2, P(S'ID)=15 P(D'ID)= =,

Prawdopodobienstwo trafnosci prognozy Steinhausa wynosi

p = P(Z)P(2*|Z) + P(S)P(S*|S) + P(D)P(D*|D) = 0,5.

po dniu slonecznym jest dzien stoneczny, po
dniu zachmurzonym jest dzien zachmurzony,
ale po dniu $rednio zachmurzonym nalezy
rzuci¢ moneta: jesli wypadnie orzel O, to
prognozujemy dzien stoneczny, jesli zas

" reszka R, to prognozujemy zachmurzenie

- Prawdopodobienstwo trafnosci prognozy
losowej jest wiec réwne

p1 = P(Z2)P(Z"|Z) + P(S)[P(O)P(Z*|S)+

Mozna proponowad takze
inne prognozy, réwnie
dobre; zauwazmy jednak,
Ze orzeczenia prognozy
losowej, wielokrotnie
powtarzane, najlepiej
oddaja prawdziwy rozklad
zachmurzenia w Phoenix.

Lepsza od Steinhausowej jest prognoza losowa:

duze. Dla rzetelnej monety P(O) = P(R) = 1.

P(R)P(D*|S)] + P(D)P(D*|D) = 0,57.

Podstawy
matematyki
w wieku XX

3. Logika
i obliczalnosé

Wiktor MAREK,
Jan MYCIELSKI

Poprzednie czesci artykulu ukazaly sie
w Deltach: 9/1999 i 11/1999.

Przejdzmy teraz do omdwienia

logiki i teorii modeli. Rozwdj logiki
matematycznej wymagal sprecyzowania
przedmiotu logiki. Na poczatku XX wieku
bylo ono nieco rézne od dzisiejszego. Co
prawda Frege wprowadzil formalizm,
ktéry poééniej zostal powszechnie przyjety,
ale sporo czasu zajelo wprowadzenie
lepszej notacji! Whitehead i Russell,

w ksiazce ,Principia Mathematica”, ktérej
pierwszy tom ukazal sie w roku 1910,
spopularyzowali wspolezesny opis

sktadni logiki, ale wlaczyli do niej czesé
wspolczesnej teorili mnogosci. Pierwszy
naprawde nowoczesny podrecznik logiki
matematycznej, napisany przez Hilberta

i Ackermanna, ukazal sie w roku 1928,

% Zasadniczy problem, jakie to formuly sg

zawsze prawdziwe, przy zalozeniu jakiegos
zbioru formul A, zostal rozstrzygniety
przez Gddla w jego pracy doktorskiej
opublikowanej w roku 1930. Wykazal tam
Godel, ze reguly dowodzenia, wskazane
przez Fregego i spopularyzowane przez
Whiteheada i Russella, sa zupelne — to,
co daje sie dowies¢ za pomocg tych regul
z aksjomatyki A, to dokladnie zdania
prawdziwe we wszystkich modelach
aksjomatyki A. Wlasnosé te nazywamy
twierdzeniem o zupelnosci dla logiki
pierwszego rzedu.

Stresémy pokrétee dowdd twierdzenia

o zupelnosci (pochodzacy od Henkina

i nieco inny niz oryginalny dowdéd Gadla).
Najpierw musimy wykazac, ze cokolwiek
jest dowodliwe (w systemie ,Principia
Matematica”) z aksjomatyki A, jest
prawdziwe we wszystkich modelach A. To
wiedzieli juz Whitehead i Russell. W druga
strone rozumowanie jest trudniejsze

— jesli A nie dowodzi jakiejs formuly (o,

to musimy skonstruowaé¢ model, w ktérym
A jest prawdziwa, ale p nie jest. Model
taki konstruujemy, dodajac odpowiednie
stale i budujac na nich interpretacje
spelniajaca aksjomaty A oraz —p. Na
nowych statych musimy definiowaé relacje




tak, by aksjomaty A byly spelnione,

ale formuta ¢ nie. Korzystajac z tego,

ze ,nowe” stale nie sa wspomniane w A,
rozszerzamy niesprzeczna teorie A U {—p}
do teorii zupelnej T, majacej te wlasnosé,
iz ilekroé¢ zdanie egzystencjalne Jaai(z)
nalezy do T, to dla jakiejs stalej ¢, ()
nalezy do T'. Taka konstrukecje musimy
powtdrzy¢ nieskonczenie wiele razy,

coraz to dodajac nowe stale. Ale kazda
formuta jest skornczona i wobec tego, po
owej iteracji wykonanej nieskonczenie
wiele razy, wlasnosé zupelnosei wzgledem
zbioru dodanych statych bedzie spelniona.
Z tak skonstruowanego zbioru formutl juz
tatwo odczytaé model, w ktérym A jest
prawdziwe, ale ¢ nie. Na dodatek, jeshi
jezyk, z ktérego zaczynaliémy konstrukcje,
jest przeliczalny, to i model, jaki zostal
skonstruowany, jest przeliczalny. Wynika
stad cos dziwnego, mianowicie ze zbiér
zdan prawdziwych arytmetyki liczb
rzeczywistych (a nawet teorii mnogoseil)
ma modele przeliczalne. Pokazuje to,

ze logika ,pierwszego rzedu” (dla ktérej
mamy wlasnosé zupelnosci) nie opisuje
struktur nieskonczonych w sposéb
jednoznaczny. Latwo tez zobaczyd,

ze arytmetyka Peano (w jezyku pierwszego
rzedu) ma wiele nieizomorficznych modeli.
Jesli zezwolimy na pisanie zdaii, w ktorych
beda kwantyfikatory przebiegajace
podzbiory zbioru liczb naturalnych, to
wbaradoks” nieizomorficznych struktur,
spelniajacych arytmetyke Peano, znika, ale
tylko pozornie. W kazdym modelu teorii
mnogodci taka teoria ma jeden model, ma
jednak inne, gdy zmieniamy model teorii
mnogosci.

Drugi problem Hilberta dotyczyl
niesprzecznoéci arytmetyki Peano. Jak
mozna by wykazaé¢ owa niesprzeczno$é?
Intuicyjnie arytmetyka Peano jest
niesprzeczna — aksjomaty dotyczace sumy
i iloczynu sprawdza sie ,na palcach”,

a nawet schemat indukcji jest tez
oczywisty — kazde dziecko wie, ze jesli
ustawi¢ kamienie domina pionowo, jeden
za drugim i popchnaé, to wszystkie sie
przewroca, nawet jesli jest ich bardzo
wiele. Jak mozna formalnie udowodnié,

ze zaden dowdd nie wykaze réwnodei 0 = 17

Ale co to jest dowdd?

Nieco uogélniajac ,drugi problem
Hilberta”, mozna pytaé o niesprzecznosé
matematyki (nie tylko arytmetyki, ale
teorii ZFC). W roku 1931 Godel wykazal,
ze nie da sie udowodnié niesprzecznosci
arytmetyki (ani teorii ZFC) w niej samej.
Samo wyrazenie tej wlasnodci nie jest
zupelnie proste. Zauwazmy, ze wewnatrz
arytmetyki mozemy efektywnie

Kolo czy elipsa?
Tomasz KWAST

Planety, jako doskonale obiekty polozone na doskonalym
niebosktonie, musiaty — wedlug astronoméw starozytnych — poruszaé
sie tez w sposob doskonaly, czyli jednostajnie po okregach. Jednak
kazdy zainteresowany widzial, ze obserwowany ruch planet nie jest
tak doskonaly. Pogodzié¢ teorie z obserwacjami Starozytni prébowali
na trzy sposoby. Anaksymander (okolo 610-550 p.n.e.), a pézniej
Eudoksos (408-355 p.n.e.), umieszczali planete na jednostajnie
obracajacej sie sferze, ktdrej o§ osadzona byla w innej sferze
obracajacej sie wokol innej osi itd., az ostatnia sfera obracala

si¢ w koncu wokél Ziemi. Hipparch (190-125 p.n.e.), a po nim
Ptolemeusz (100-168 n.e.), robili co$ podobnego, tyle ze z okregami.
Umieszczali mianowicie planete na okregu (epicyklu), ktérego srodek
wedrowal jednostajnie po innym okregu itd., a w §rodku ostatniego
okregu (deferentu) znajdowala sie Ziemia. Obie te procedury
przypominaja to, co obecnie nazwaliby$my analiza fourierowska.
Dzigki autorytetowi Ptolemeusza ten drugi opis zyskal, jak wiadomo,
szczegdlna popularno$é i przez péltora tysiaca lat w ten wlasnie
sposéb przedstawiano ruchy planet.

Ale Hipparch prébowal chwytu jeszcze
innego. Niech mianowicie przyktadowo
Storice porusza sie jednostajnie po okregu
o promieniu a — skoro.tak by¢ musi — ale
Ziemia, z ktérej Stonce ogladamy, niech
lezy w niewielkiej odleglosci z od $rodka
okregu (rysunek). Te odlegloéé = nalezy
0 z 4 / tak dobraé, by wynikajacy z tego modelu

niejednostajny ruch Slorica najlepiej
zgadzal sie z obserwowanym.
W tréjkacie OSZ jednostajnie (z zalozenia) narasta kat M, ale
obserwator znajduje sie w punkcie Z i moze mierzyé np. kat v
miedzy kierunkiem na Slonce a kierunkiem na jego ,perygeum”.
Gdyby torem Stonca byla elipsa, to zalezno$é¢ v od M we
wspolczesnym zapisie mialaby przyblizona postaé

v=M+2esinM +...,

gdzie tzw. mimoéréd e = /a? — b?/a jest miarg splaszczenia elipsy
o pélosiach a i b. Twierdzenie sinuséw zastosowane do tréjkata OSZ
daje

sin C'

sinv’

T
a
jak réwniez zachodzi zaleznosé v = M + C'. Skoro tak, to

sinC = E sinv = Esin(M +C) = E(Sinﬁf cos C' + cos M sin ().
Ale kat C jest maly, zatem jego sinus jest prawie réwny zeru,
a cosinus jednosci, a wiec sinC =~ C' =~ 5 sin M. Stad

£
ves M+ —sin M.
a

Tak wiec w pierwszym przyblizeniu jednostajny ruch po okregu
bedzie widoczny jako obserwowany ruch niejednostajny, gdy
wspolczynnik przy sin M, réwny Z, bedzie zarazem réwny 2e.

Obecnie wiemy, ze mimosréd orbity Ziemi (lub, co na jedno
wychodzi, orbity Stonica wokél Ziemi) wynosi e = 0,016. Juz
Hipparch znalazt niezte przyblizenie wartosci liczbowej tego



wspolczynnika, choé, oczywiscie, nie znal jego interpretacji
geometrycznej. To dopiero dzieki Keplerowi wiemy, ze
niejednostajnosé ruchu Stonca wzgledem Ziemi (lub odwrotnie)
wynika z eliptycznosci orbit. A pomyst Hipparcha nadal mozna
wykorzystywac przy kresleniu malo splaszczonych elips. Na przyklad
schemat orbit wszystkich planet Uktadu Slonecznego mozna

w dobrym przyblizeniu narysowa¢ cyrklem (bo ich splaszczenia i tak
sie nie zauwazy), byle tylko wbija¢ go nie w Slonce (czyli w ognisko),
lecz odpowiednio troche obok. Gdy promienie orbity maja po 10 cm,
to (sposréd widocznych planet) najdalej od Stoiica bedzie srodek
orbity Merkurego — 20,5 mm, najblizej] Wenus — 0,7 mm; dla Ziemi
bedzie to 1,7 mm.

Reminiscencje olimpijskie
Krzysztof CIESIELSKI

O Olimpiadzie Matematycznej styszalem juz jako uczen szkoly
podstawowej. W | Czytankach” — tak wowczas nazywaly sie
podreczniki do jezyka polskiego — bylo (oparte na faktach)
opowiadanie ,A jednak matma” o Andrzeju, ktéry wyprzedzajac
starszych kolegéw, zajat w Olimpiadzie pierwsze miejsce.

Z zadaniami olimpijskimi zetknalem sie jednak dopiero jako uczen
IT klasy liceum. Dostarczono nam kartke z zadaniami I stopnia,
my, mlodzi, ambitni, uczniowie klasy o profilu matematycznym,
zainteresowani matematyka, thumnie rzuciliSmy sie, by tematy
przepisac i... Po raz pierwszy w zyciu poczulem niesmak po
przeczytaniu tematéw zadan matematycznych. Na tym skonczyl sie
méj udzial w XXIV OM.

v b ol 3

Gdy bylem w III klasie, zadania okazaly sie dla mnie latwiejsze.
Rozwiazalem 10 z 12 i to pozwolilo mi znalezé¢ sie wsrod

117 uczestnikow zawodéw II stopnia w okregu krakowskim. To
nie pomylka, az tyle oséb wtedy zakwalifikowano! Punktualnie
0 9%° podyktowano tematy, zaczeliémy pisaé. .. Po godzinie na
sali powiato groza, gdyz pewien chlopak w czerwonym swetrze

z zadowolona mina podszedl do stolu prezydialnego, oddat
prace i wyszedl. WiedzieliSmy, kto to taki. Tuz przed zawodami
starsi koledzy (na olimpiadzie zawsze znajda sie ,bywalcy”,
ktérzy juz brali w zawodach udzial, wiele wiedza i dziela sie
wrazeniami z mlodszymi) pokazali nam tego w czerwonym swetrze
i poinformowali, ze jest to laureat poprzedniej Olimpiady, ktéry
w tym roku ,tylko o miedzynarodowe]j olimpiadzie mysli”. Po
jego wyjsciu z sali niejeden zastanawial sie, czy byl w ogdle sens
startowac?

Z zadan tych zawodéw najlepiej pamietam ostatnie: Dany jest
cigg liczb catkowitych ay,as,...,az,+1 0 wlasnosci: po odrzuceniu
dowolnego wyrazu pozostate mozna podzieli¢ na takie dwie grupy po
n wyrazow, e suma wyrazow w pierwszej grupie jest rowna sumie
wyrazow w drugiej. Dowiesé, Ze wszystkie wyrazy ciggu sq réwne.
Zadanie (ktérego zreszta nie zrobilem) wywarlo na mnie wrazenie
ze wzgledu na przepiekne rozwiazanie pokazane na ,herbatce
olimpijskiej”. Nalezalo mianowicie zauwazy¢, ze jeéli ciag {b;} ma
wspomniana wlasnoéé, to ciagi {b; + k} oraz {k - b;} tez ja maja

i rozwazy¢ ciag {a; — a1 }...

A kolega, ktéry oddal prace tak szybko, mimo ze byl laureatem
XXIV OM, w XXV OM nie zakwalifikowal sie do finalu.

* * K
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ponumerowaé formuly jezyka arytmetyki.
Mianowicie — formula jest ciagiem symboli
alfabetu jezyka arytmetyki. Numerujemy
wiec symbole jezyka. Potem patrzymy

na ciagi skorniczone symboli. Niektére sa
poprawnie zbudowanymi formulami, inne
za$ nie. Przypiszmy teraz ciagowi liczb
{(ai,...,ax) odpowiadajacych kolejnym
symbolom liczbe 2% - 372 . ... . py* (gdzie
pi jest k-ta liczba pierwsza), ktéra bedzie
numerem calego ciagu. Latwo rozpoznaé,
kiedy liczba m jest kodem formuly
arytmetycznej. Nastepnie, wzglednie

latwo rozpoznaé, czy liczba jest kodem

dla aksjomatu arytmetyki (zmudne to,

ale oczywiscie mozliwe). Dalej, mozemy
kodowacé ciagi formul jako liczby, i znowu
latwo (acz zmudnie) mozna rozpoznaé, czy
dana liczba koduje poprawny dowéd. Teraz
mozemy napisaé zdanie arytmetyczne
Con(PA), ktére méwi: ,z aksjomatyki
Peano nie da sie wywies¢ formuly 0 = 17.
Otéz Godel wykazal, ze o ile arytmetyka
Peano jest niesprzeczna, to Con(PA)
dowodu nie ma! Oczywiscie, w teorii ZFC
dowodzimy, ze i negacja (~Con(PA))
dowodu w PA nie ma, bowiem PA ma
model. W szczegélnodei, arytmetyka Peano
nie jest teoria zupelng. Twierdzenie to
zachodzi w silniejszej jeszcze formie.

Mianowicie — zadne niesprzeczne
rozszerzenie arytmetyki Peano o skoriczona
liczbe aksjomatdéw nie jest zupelne.

W licznych dzielach popularyzatorskich

po dzi$ dzien pisze sie o tym niezwyklym
wyniku Gédla rzeczy wielce nieprawdziwe
(na przyklad takie, ze Godel wykazal,

iz teorie zupelne nie istnieja).

Do czasu udowodnienia niezupelnoéci
arytmetyki (1931) wydawalo sie
matematykom, ze kazdy problem
dotyczacy liczb naturalnych, a nawet kazdy
problem teorii mnogosci da sie¢ rozwiazaé
na podstawie znanych juz od jakiego$
czasu aksjomatéw. Natomiast Godel
dowiddl, ze pewne zdania arytmetyczne
oraz ich negacje nie dadza sie udowodnié
ani obalié¢, nawet w najsilniejszej znanej
teorii, mianowicie teorii mnogoéci.

Oprécz zdania Con(PA) znaleziono
tez rézne wlasnosci teorioliczbowe
albo kombinatoryczne niezalezne od
aksjomatyki Peano, w szczegdlnodei
rozmaite uogdlnienia twierdzenia Ramseya
o kolorowaniu graféw. Dowody wielu

z tych uogélnien wymagaja metod analizy,
a czasem i teorii mnogosci. Co wiecej,
okazalo sie, ze zdania takie wiaza sie silnie
z rozmaitymi aksjomatami ,wielkich liczb
kardynalnych”. Badania Parisa, Solovaya

i Friedmana daly wiele takich twierdzen.



Logika, ktéra pokazaliSmy powyzej,
zajmuje sig¢ opisem struktur badanych
przez matematykow. Teoria takich _
struktur zostala rozwinieta przez Tarskiego
i jego ucznidéw (na podstawie badan
Schrodera, Skolema i innych). Jest to

tzw. teoria modeli, ktéra jest duzym
dzialem matematyki, znajdujacym sie na
pograniczu logiki, algebry i analizy.

o Wszyscy pamietamy, ze Cauchy
wprowadzil e-6 definicje ciaglosei po to,
by uniknaé¢ uzywania liczb nieskorczenie
malych. Matematycy XVII i XVIII
wieku uzywali wielkoéei nieskonczenie
malych bez zadowalajacych definicji
tych pojeé. Korzystajac z technik
teoriomodelowych, A. Robinson wykazal

- w latach 60., ze pojecie nieskoriczenie
malych mozna w pelni uscislié. Dzis
istnieja podreczniki, w ktorych rozwija sie
analize, uzywajac wielkodci nieskoriczenie
malych w calkowicie jasny sposéb.

W praktyce matematycznej niemal zawsze
uzywamy logik , wielosortowych” (jest

to tez istotne w informatyce). Logiki
wielosortowe daja sie zredukowaé do logiki
pierwszego rzedu, a ta z kolei do prostszej
jeszcze logiki réwnosciowej Birkhoffa.

Przejdzmy teraz do zagadnien

obliczalnosci. W trakcie dowodu
twierdzenia o niezupelnosci arytmetyki,
ktéry opisalismy powyzej, Godel rozwazal
klase funkcji, ktére dzi§ nazywamy
obliczalnymi (rekurencyjnymi). Nazwijmy
zbidr liczb naturalnych obliczalnym,

jedli jego funkcja charakterystyczna jest
obliczalna, a rekurencyjnie przeliczalnym,
jesli jest pusty lub jest zbiorem wartodci
jakiejé funkcji obliczalnej. Otéz Godel
wykazal, ze zbior (kodéw) twierdzen
arytmetyki Peano jest rekurencyjnie
przeliczalny, ale nie jest obliczalny.
Dalszy krok w naszym zrozumieniu
pojecia obliczalnosei zostal postawiony
przez Turinga, ktéry wprowadzit pojecie
maszyny (dzi§ nazywanej maszyna
Turinga) i wykazal istnienie uniwersalnej
takiej maszyny, tj. maszyny, ktéra za
pomoca odpowiednich parametréw jest

w stanie symulowaé kazda maszyne.
Wreszcie Kleene gleboko rozwinal teorie
obliczalnych funkeji czesciowych.

Maszyna Turinga operuje na tasmie
podzielonej na komorki (komorki te
ponumerowane sg liczbami naturalnymi).
Komoérka taka moze byé pusta lub moze
byé w niej 0 lub 1. Dzialanie maszyny
jest opisane przez akcje jej glowicy
piszaco-czytajocej. Glowica ta znajduje sie
zawsze w jakim$ stanie (ze skoniczonego

W Olimpiadzie nr XXVI postanowilem nie przejmowaé sie niczyimi
madrymi minami ani wczesniejszym oddawaniem prac przez
innych. Metoda przyniosta skutek — w Krakowie zajalem drugie
miejsce (oficjalnie tych wynikéw nie podawano, ale jakos§ wszyscy
zainteresowani o nich wiedzieli). W finale, niestety, potknalem
si¢ na najprostszym zadaniu: W rozwinieciu dziesietnym pewnej
liczby naturalnej wystepuja cyfry 1, 3, 71 9. Udowodnié, ze przez
permutacje cyfr tego rozwiniecia mozna otrzymac rozwiniecie
dziesietne liczby podzielnej przez 7 — otéz Zle zrozumialem temat.
Sadzilem, ze przez permutacje cyfr rozwiniecia Autorzy maja na
my$li zamiane — na przyktad — kazdej jedynki na czwérke, czwérki
na siédemke. .. Wedlug tego, co mialem na myéli, permutacja cyfr
w liczbie 113479 bytoby np. 449712. Autorom chodzilo natomiast
o najzwyklejsze ,pomieszanie” cyfr w liczbie; np. na 131947.
Zmodyfikowanego zadania, znacznie trudniejszego od oryginalnego,
nie zrobitem. Céz — mogtem podczas zawoddéw zapytaé, o co chodzi.
W efekcie skoniczylo sie na wyréznieniu, a zapewne moglo byé lepiej.
7, i, T
Kiedy znalaztem si¢ na I roku matematyki UJ, Olimpiada byla
czestym tematem moich rozméw z kolegami (w mojej grupie
studenckiej byto siedmiu finalistéw!). Nic wiec dziwnego, ze w lutym
kilku z nas wybralo sie na tradycyjnie organizowana ,herbatke
olimpijska” po zakonczeniu zawodéw II stopnia. Jedno z zadan
brzmialo: Na plaszczyinie umieszczono 6 punktéw w ten sposéb,
ze kazde 3 sposrod nich sq wierzcholkami trojkata o bokach réinej
dtugosci. Udowodnié, ze najkrétszy bok pewnego z tych tréjkatéw
jest zarazem najdtuzszym bokiem innego z nich. Gdy prezentowano
rozwigzania, przedstawiciel Komitetu Gléwnego powiedzial, ze to
zadanie zostalo pomyslane jako pewnego rodzaju kontynuacja
zadania sprzed 10 lat: Na plaszczyénie obrano 6 punktéw, z ktérych
zadne 3 nie lezq na jednej prostej i wykreslono wszystkie odcinki
taczace parami te punkty. Niektdre z odecinkéw wykreslono kolorem
czerwonym, a inne niebieskim. Dowiesc, ze ktores trzy z danych
punktow sq wierzchotkami tréjkata o bokach jednego koloru.
Przedstawil rozwiazanie zadania sprzed lat, okazalo sie jednak,
ze ma klopoty z przypomnieniem sobie, co dalej. Wéwczas mnie
przyszedl do glowy pomysl, jak to zrobié, podszedlem do tablicy
i pokazalem (istotnie: wystarczy na czerwono pomalowaé te odcinki,
dla ktérych istnieje taki tréjkat o danych wierzchotkach, Ze nasz
odcinek jest jego najdluzszym bokiem, na niebiesko pomalowaé
pozostale i zauwazy¢, ze nie istnieje tréjkat o wszystkich bokach
niebieskich. ..). Uczestnicy zawoddéw popatrzyli na mnie tak, jak my
dwa lata wczesniej patrzyliSmy na kolege w czerwonym sweterku.
Na szczescie zaraz potem zostaliSmy z kolegami przedstawieni przez
Przewodniczacego Komitetu Okregowego jako studenci matematyki.
Zawodnicy wyraznie odetchneli.
* kK
Gdy skoticzylem studia, od razu zglosilem Edwardowi Tutajowi
(ktéry co prawda nie byl przewodniczacym KO w Krakowie, ale
to na nim spoczywal ciezar wiekszosci prac i on de facto rzadzil)
akces do Komitetu Okregowego Olimpiady. Przyjeto mnie i zaczalem
poprawia¢ zadania. ..

Kazda prace poprawiaja dwie osoby. W trzecim roku mojego
cztonkostwa w Komitecie zdarzylo mi sie po raz pierwszy, ze nie
potrafilem ocenié¢ jednej z prac. Siedzialem nad nig kilka godzin, nie
mogac przebrnaé przez oznaczenia Autora (czasem nie zdefiniowane,
chwilami niekonsekwentne) i nie rozumiejac idei rozwiazania.

W zasadzie moglem sobie to darowaé, bo zadanie pochodzilo



z trzeciej serii zawoddw I stopnia, a Autor pracy byl juz dwa razy

w finale Olimpiady, zadania z pierwszej i drugiej serii zrobil, wiec
bylo oczywiste, ze do II stopnia sie zakwalifikuje. Niemniej jednak
prébowalem rozszyfrowaé mys$l Autora — bez efektu. Zastanawiato to
o tyle, ze wczesniejsze prace tego zawodnika byly bardzo starannie
redagowane. Nie ocenilem pracy, oddalem zmiennikowi, ktérym byl
Jurek Grzybowski, dwa lata mlodszy ode mnie zdobywca I nagrody
na Miedzynarodowej Olimpiadzie. Jurkowi udalo sie zrozumieé
rozwiazanie, stwierdzil, ze jest poprawne.

Zawodnik, o ktérym mowa, przyszed! potem do nas na studia
(a kilka lat pézniej wlaczyliémy go do Komitetu). Przy nadarzajacej
sie okazji wytknalem mu, Ze nad owa praca spedzilem spory kawalek
nocy. Wéwczas opowiedzial mi, jak sie rzecz miata. Gdy napisal
rozwiazania III serii, dal prace swojemu koledze Tomkowi, réwniez
startujacemu w Olimpiadzie i Tomek po przepisaniu rozwiagzan
mial prace ich obu wysta¢. Tymczasem Tomek oryginalne prace
zgubil; zawiadomil o tym Autora wieczorem 10 grudnia, trzy godziny
przed terminem wysylania prac. Nieszczesny zawodnik musial przez
3 godziny przypomnieé sobie rozwiazania, napisa¢ i wystaé. Nic
dziwnego, ze praca wygladala tak, jak wygladala.

* Kk
Zawody II stopnia XXXIII Olimpiady odbyly sie w lutym 1982,
dwa miesiace po wprowadzeniu stanu wojennego. DOM TURYSTY
PTTK, gdzie zawsze kwaterowaliSmy zawodnikéw zamiejscowych,
zostal przeksztalcony w ZOMO — TOURIST; udalo nam sie
jednak ulokowaé przyjezdnych gdzie indziej, z tym, ze positki
musieli je§¢ w restauracji oddalonej o dziesie¢ minut drogi piechota
od hotelu. Gdy przyjechali, udaliémy sie (zawodnicy i dwaj
czlonkowie Komitetu jako obstawa) na kolacje. Zawodnicy siedli
przy stolikach i w tym momencie stwierdziliSmy, ze nie mamy
listy z ich nazwiskami; gdyby zaczepil nas w drodze powrotnej
jakis patrol, moglibysmy mie¢ ktopoty. Mdj kolega, o surowym
i nieprzeniknionym wyrazie twarzy, elegancko ubrany — w marynarce
i krawacie, podszedl wiec do pierwszego ze stolikéw i do siedzacych
tam powiedzial stanowczym tonem: Wasze nazwiska? Chlopcy
zdretwieli. . . Chwilke trwalo, zanim kolega zorientowal sie,
ze zazadal nazwisk nie od olimpijczykéw, ale Bogu ducha winnych
mtlodych ludzi.

* h*k

W latach osiemdziesiatych mieliSmy w Krakowie spore klopoty
z sekretarzami Komitetu. Co kogos ndalo sie naméwic¢ na pelnienie
tej funkcji, to wkrétce potem trzeba bylo szuka¢ innej osoby.
Zazwycza]j okazywalo sie, ze ten z trudem znaleziony sekretarz do
tej pracy sie, niestety, nie nadaje. Z bardziej oryginalnych wyczynéw
naszych sekretarzy warta wspomnienia jest nastepujaca historia.
Liceum w Sanoku oraz X LO w Krakowie nosza imie Komisji
Edukacji Narodowej. Wypisujac zawiadomienia o zakwalifikowaniu
do zawodéw IT stopnia, Pani Sekretarz zaadresowala (i wystala) listy
do liceéw imienia Komisji Koedukacji Narodowe;j.

*

Sa takie zadania, ktére wydaja sie bardzo proste, gdy sie zna
rozwiazanie. Gdy jednak trzeba to rozwiazanie wymysli¢, moze by¢
gorzej. .. Kiedys$ na zawodach II stopnia bylo zadanie: Obliczyé kres
dolny pol szesciokagtow wypuktych, ktorych wszystkie wierzcholki majq
wspotrzedne catkowite. Nietrudno domysli¢ sie, ze wynikiem jest 3,
ale jak to wykaza¢? Zadania nie zrobil nie tylko nikt z uczestnikéw
zawodow w Krakowie, ale takze i1 zaden z czlonkéw Komitetu
Okregowego. .. Przedstawiciel Komitetu Gléwnego akurat na
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zbioru stanéw S). Poza tym glowica
wskazuje na jakas komdrke. Akcje glowicy
sa jednoznacznie wyznaczone przez

funkeje przejécia. W zaleznosci od stanu

glowicy i od symbolu w komédrce, na
ktora wskazuje glowica, glowica zmienia
zapis w komdree, zmienia swoj stan

i przesuwa sie w prawo lub w lewo. Jeden
ze stanow jest wyrdzniony — kiedy maszyna
go osiaga — staje. Funkcja f z liczb
naturalnych w liczby naturalne moze

byé reprezentowana przez maszyne M

w taki sposéb. Dana wejsciowa n
zapisana jest przez kolejnych n jedynek.
Maszyna liczy i staje, zapisujac kolejnych
f(n) jedynek. Jesli tak jest dla kazdej
liczby n z dziedziny funkcji f, to mowimy,
ze funkcja f jest reprezentowana przez
maszyne M. Turing wykazal, ze maszyny
reprezentuja dokladnie obliczalne funkeje
czesciowe.

Pojecie maszyny Turinga lub funkcji
obliczalnej o argumentach i wartodciach
calkowitych pozwala tez zbudowac
adekwatna definicje funkcji obliczalnych

o argumentach i wartosciach rzeczywistych.
Teorie taka rozwijali w latach
miedzywojennych Banach i Mazur.
Okazuje sie, ze wszystkie funkcje obliczalne
sa ciagle na swojej dziedzinie, ale dziedzina
moze by¢é np. zbiorem liczb niewymiernych
i funkcja moze nie mie¢ ciagtego
przediuzenia na zadna liczbe wymierna.
Teoria Banacha i Mazura stanowi
rozwiazanie dziewietnastowiecznego
problemu ,czym sa funkcje?”. Z jednej
strony mamy $cisla teoriomnogosciowa
ogblna definicje funkeji. Z drugiej strony
mamy Scisla definicje funkeji obliczalnych
opartych na jasnych przepisach obliczania
ich wartosci.

Teoria obliczalnosci i, w szczegdlnoéei,
maszyny Turinga pojawily sie jako
ogdlne teoretyczne modele dobrze
zdefiniowanych procedur obliczeniowych
(czyli algorytmow). Niebawem elektronika
poczynila odpowiednie postepy i mozna
bylo budowaé fizyczne maszyny Turinga.
Do postepu przyczynita sie II wojna
swiatowa, a nastepnie ,zimna wojna”.
Trzeba bylo ,tamaé¢” niemiecki szyfr
Enigma i maszyny to czynigce byly
pierwszymi komputerami (acz kandydatow
do tego tytulu jest wiecej). Nastepnie zas
potrzebne byly maszyny obliczeniowe do
budowania broni jadrowych i elektrowni
atomowych. Po nadzwyczajnym sukcesie
ogélnego pojecia obliczalnosei zaczeto
wprowadzaé¢ bardziej konkretne pojecia,
lepiej modelujace funkcje, ktére obliczane
sa na komputerach. W szezegolnosei
badano funkcje opisywane przez maszyny




Turinga, w ktérych liczba krokéw jest
ograniczona przez jaki$§ wielomian
wzgledem rozmiaru danych wejsciowych
(klasa PTIME), a takze klase funkeji,

w ktérych rozmiar aktualnie uzywanej
czesci tasmy jest ograniczony przez
podobny wielomian (klasa PSPACE). Dzis
PTIME stanowi najlepsza matematyczna
definicje funkeji praktycznie obliczalnych.
Klasy PTIME, PSPACE i pokrewne
wiaza sie z rozmaitymi aspektami
definiowalnoéci réznych zbioréw liczb
naturalnych za pomoca efektywnych
srodkéw, a pytanie, czy dwie takie klasy
(PTIME i NPTIME) sa réwne, jest
jednym z podstawowych nierozwigzanych
probleméw podstaw matematyki. Pytanie,
czy PTIME = NPTIME, ma bardzo wiele
reprezentacji, w tym kombinatorycznych,
teorioliczbowych i grafowych. W logice
reprezentowane jest ono za pomoca
wbroblemu spelnialnosei” — czy istnieje
algorytm odpowiadajacy na pytanie,

czy dana formula ¢ rachunku zdan jest
spelnialna — algorytm dajacy odpowiedz
w czasie proporcjonalnym do wielomianu
wzgledem dlugoscei formuly ¢.

W drugiej polowie XX wieku zastosowania
w informatyce i, w szczegdlnodei,
koniecznoéé¢ zbudowania solidnych podstaw
informatyki byly jednym z motywdw
rozwoju podstaw. Tak sie bowiem sklada,
ze badania informatyczne korzystaja

z wielu dziedzin matematyki i to nawet
dziedzin doéé abstrakeyjnych. Wystarczy
choc¢by spojrzeé¢ na zwiazki teorii

kategorii z programowaniem za pomoca
obiektéw (OOP).

Wrdéémy teraz do 10. problemu Hilberta.
Okazalo sie, ze nie istnieje algorytm,
ktory pozwala stwierdzié, ktdre rownania
diofantyczne maja rozwiazania. Po

wielu latach badan Davis, Putnam,

Julia Robinson i Matijasewicz wykazali,
ze algorytmu takiego nie ma. Ich
twierdzenie méwi nam, Ze juz elementarna
teoria liczb calkowitych jest bardzo
gleboka i nie ma jednolitej metody
rozwiazywania jej probleméw.

Powréémy na chwile do ogélnych
probleméw podstaw matematyki. Praktyka
matematyczna pokazuje, ze matematyka
jest nie tyle nauka, co sztuka, sztuka
budowania teorii dedukcyjnych. Na
przyklad hipoteza Goldbacha jest dobrze
potwierdzonym faktem empirycznym,

Hipoteza ta méwi, e kazda liczba parzysta
wieksza od 2 jest suma dwdch licab pierwszych.

ale matematycy nie przyjmuja jej do
arsenalu swoich aksjomatéw, bo nie

zawody do Krakowa nie dojechal, nie wiedzieliSmy wiec, jak

sobie z zadaniem poradzié. Dopiero kilka dni pdzniej rozwiazal

je w przepiekny sposéb (jak sie pézniej okazalo, takie bylo tez
rozwiazanie KG) student matematyki UJ, ktéry notabene w latach
szkolnych startowal w Olimpiadzie, ale bez powodzenia. By
rozstrzygnaé problem, wystarczy zauwazy¢, ze w wielokacie musi by¢
jeszcze jaki§ punkt o obu wspélrzednych catkowitych (co zrobiliémy)
i ze wielokat realizujacy szukany kres dolny musi mie¢ taki punkt
wewnatrz (czego juz nie udowodniliémy).

* kK

Podczas poprawiania zadan czesto jesteSmy wrecz zachwyceni
zaréwno pomystowoscia zawodnikéw, jak i wspaniala redakcja
rozwiazan. Prace wielu olimpijczykéw mozna by drukowac jako
wzor: ,tak nalezy pisa¢”. Czasami jednak zawodnicy uciekaja sie
do innych $rodkdéw. Jeden z nich napisal kiedys: Dowdd. Gdyby
teza byta fatszywa, stawiatoby to stabg note organizatorom jako
matematykom. end. PrzyznaliSmy mu za to punkt (w skali 0-10).
Ongi$ inny zawodnik, ktéry juz wezesniej byt w finale, napisal pod
tematem ostatniego zadania: Moim zdaniem, zadania moglyby byé
CIUT tatwiejsze. Mial racje, w owym roku zadania II stopnia byly
nad wyraz trudne.

* Kk Kk

Entuzjazm Komitetu w Krakowie wzbudzila pozamatematyczna
twérezosé jednego z uczestnikéw XXXIV OM. Otéz w brudnopisie
narysowal on groznie wygladajacego mezczyzne z: pistoletem
wymierzonym w czytajacego i podpisem: Radzitbym zrobié
TWORCE MEGO laureatem olimpiady. Po co sprawdzaé zadania?
I ponizej: Posmiejcie sie panowie troche, bo jestescie tacy ponurzy. ..
Od tego czasu na herbatkach zaznaczamy, ze my jesteSmy bardzo
weseli, tylko w czasie zawodéw musimy udawaé powaznych. Oprécz
bandyty z rewolwerem nasz zawodnik narysowal w brudnopisie wcale
udany akt, znakomite portrety niektérych czlonkéw KO i delegata
z Warszawy oraz spodnie jednego z pilnujacych (co prawda, bez
tulowia, ale bez trudu poznaliSémy, czyje to sa spodnie). Co ciekawe,
zawodnik nie tylko rysowal, ale réwniez rozwiazal poprawnie trzy
zadania i byl wéréd siédemki, ktéra proponowaliSmy do finatu.
Niestety, akurat jego Komitet Gléwny nie zakwalifikowal. Moze
Centrali rysunki sie nie spodobaly?

* %k

Od tego roku, w ktérym znalezlidmy owe niebanalne rysunki,
bardzo starannie przegladamy wszystkie brudnopisy. Warto! Kiedy$
znalezliémy uwage: Co ja tu robie, skad pomyst, by tu przyjsé?

Inna uczestniczka napisata: KONSTANTY I. GA ECZYNSKI,

JIM MORRISON, BOB DYLAN, GEORGE ORWELL, JACK
KERROVAL, KEN KESEY, JOSEPH HELLER — THEY WOULD
NEVER SOLVE IT! Tell me, why have I to do it? W jeszcze innym
brudnopisie odkryliémy przepiekna (dwie strony) bajke o ksiezniczce,
ktéra potrzebowala milosci. Bajka zakonczyta sie stwierdzeniem:
Po co ja to pisze, i tak nikt tego nie przeczyta. Autorka przyszla
péZniej na studia informatyczne, przekazaliémy jej informacje,

ze przeczytaliSmy i ze nam sie spodobalo; ucieszyla sie.

* kK

Na ,herbatke” po drugim dniu zawodéw II stopnia regularnie
zapraszamy gosci: profesoréw, studentéw, przedstawicieli WOM. ..
Ongis, otwierajac spotkanie, prowadzacy zebranie rozpoczal stowami:
Wezorajsze zadania byty proste. Dopiero dzisiejsze pokazaly, co

to naprawde jest Olimpiada. Na to siedzacy przy mnie profesor
matematyki (notabene byly laureat Olimpiady) szepnal do mnie:



Ja widziatem te wczorajsze zadania i teraz nie wiem, gdzie si¢ ze
wstydu schowaé.

H* ok

Gdy kwalifikujemy uczestnikéw do zawodéw II stopnia, ustalamy
limit punktowy, a potem dokladnie patrzymy na wyniki uczestnikdow,
ktérzy znalezli sie troche ,,ponizej poprzeczki” i analizujemy kazdego
indywidualnie. Czesto kwalifikujemy dodatkowe osoby; bierzemy
pod uwage na przyklad to, ze z danej szkoly czy klasy startuje tylko
jedna osoba (a wiec nie ma mozliwosci przedyskutowania rozwigzan
z kolegami). Kiedy$ zdarzylo sie, ze startujacy po raz pierwszy

w Olimpiadzie trzecioklasista rozwiazal poprawnie co prawda tylko
4 7 12 zadan, ale z oceng maksymalna, trzy z pozostatych mial
ocenione na 6 lub 5 punktéw (ocena pozytywna zaczyna sie od T),
byt z niewielkiego miasta, skad od bardzo dawna nikt nie startowal
w Olimpiadzie. .. Jednomyélnie zakwalifikowalismy go do zawoddw
IT stopnia ,na zachete”.

Na ,herbatce” tradycyjnie pytamy, kto zrobil co najmniej 3 zadania
(z szedciu), zaczynajac od pytania: Kto zrobil 6 zadan? Zazwyczaj
pytanie to wita wybuch $miechu i nikt sie nie zglasza. Gdy w owym
roku zadalem to pytanie, tradycyjnie rozlegl sie Smiech na sali, ale
zglosit sie jeden zawodnik — na sali bylo co prawda co najmniej
kilku do$wiadczonych olimpijezykéw, ale reke podnidst wlasnie

ten zakwalifikowany ,na zachete”. Oczywiscie nie pokazaliSmy po
sobie, ze sceptycznie traktujemy te deklaracje; nikt z nas w szesé
zrobionych zadan nie uwierzyl. Tymczasem przy sprawdzaniu
okazalo sie, ze zawodnik naprawde rozwiazal poprawnie 6 zadan!

* Kk

Trudno$é zadania jest rzecza bardzo subiektywna. Na ,herbatce”
tradycyjnie pytamy réwniez o to, ktére zadanie bylo najlatwiejsze,
a ktére najtrudniejsze. W roku jubileuszowej L. Olimpiady
wszyscy czlonkowie KO w Krakowie za najlatwiejsze uznali
zadanie: Dana jest funkcja f : [0,1] — R, taka, ze f(1) = (-1)"
dlan =1,2,... Wykazaé, ze nie istniejq takie funkcje rosngce
g:[0,1] =R, h:[0,1] = R, ze f = g — h. Tymczasem tylko niektérzy
z uczestnikéw zawoddéw podzielili te opinie; w wyniku glosowania
za najlatwiejsze zostalo uznane zadanie inne, a wedlug niektdrych
zawodnikéw zadanie o tych funkcjach bylo wrecz najtrudniejsze. Jak
widaé, pewne obycie z wyzsza matematyka moze istotnie wplynaé na
poglad o latwosci czy trudnosci zadania.

* * *
Nalezy podziwiaé olimpijezykéw; ich wiedza i umiejetnosci
rozwiazywania probleméw bywaja czasami niewiarygodne.
Uwazam, ze nalezy dolozy¢ staran, by za swoje osiagniecia byli
oni odpowiednio honorowani. Juz zakwalifikowanie sie do zawodow
I1 stopnia jest égromnym sukcesem — do zawodéw tych dostaje
sie zaledwie okolo 500 oséb w Polsce! Kilka lat temu udato nam
siec w Krakowie rozszerzy¢ liste olimpijezykéw uprawnionych do
premii przy egzaminach wstepnych: uczestnikom zawodéw II stopnia,
ktérzy co prawda nie dostali sie do finaltu, ale osiagneli dobre
wyniki i uzyskali rekomendacje Komitetu Okregowego, przyshuguje
zwolnienie z egzaminu wstepnego z matematyki lub wrecz przyjecie
bez egzaminu na niektdre uczelnie. Ale bardzo wazne jest tez, by
nie traktowaé wynikéw w olimpiadzie na zasadzie ,jesli mi nie
péjdzie, to znaczy, ze nie nadaje sie na matematyka”. Gdy sam
w olimpiadzie startowalem, twierdzilem, ze by dosta¢ sie do finaltu,
trzeba — niezaleznie od umiejetno$ci matematycznych — mieé¢ troche
szczedcia. Dzi$, po ponad ¢wieré wieku aktywnych kontaktéw
z Olimpiada, mam dokladnie takie samo zdanie.
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jest ona podstawa zadnej ciekawej teorii

(a takze dlatego, Ze jest nadzieja, iz da sie
ja ndowodnié na gruncie dotychczasowych
aksjomatéw). Zatem w matematyce czystej
chodzi przede wszystkim o sztuke dedukcji
raczej niz o fakty. Hipoteza continuum jest
jeszcze bardziej abstrakeyjna, bo nie ma
zadnego znaczenia fizycznego; mimo to
stanowi ona problem nadzwyczaj piekny.

Nie znaczy to, ze matematyka czysta bierze
sie tylko z wyobraZni ludzkiej. Przeciwnie,
prawie cala matematyka inspirowana jest
przez opisy $wiata fizycznego. Na przyklad
pojecie zbioru nieskoriczonego inspirowane

jest przez na pozdr niekonczace sie
procesy oraz przez kontinuum fizycznej
czasoprzestrzeni.

Wspomnimy jeszcze, ze podstawy
matematyki wylonily w XX wieku

wiele jeszcze innych dziedzin, w tym
logiki nieklasyczne i modalne, logike
konstruktywna (intuicjonizm),
rekurencyjna matematyke i inne
specjalnoéci. Nie mamy, niestety, miejsca,
by oméwi¢ w tym artykule, choéby
pobieznie, osiggnigcia tych dziedzin.

Ostatnia czesé artykulu ukaze sie
w Deleie 3/2000.

w

Rozwigzanie zadania M 905.

Ponumerujmy wszystkie odwazniki wedlug

WK['ELHliJ._'iE],t‘.f‘j masy: a1 < as

< ayn. Podstawa

naszego rozwiazania bedzie nastepujacy prosty
fakt: Jedli na szalkach znajduja sie odwazniki
QR Gltls -1 @l—1, 8, Przy czym na jednej
z nich sa te o parzystych numerach, a drugiej

o nieparzystych, to przewaza ta szalka, na
ktérej lezy odwaznik a;. Rozwazmy teraz dowolny
n-wyrazowy ciag (z:) liter Pi L (i € {1,...,n}).
Szalki bedzi
lub L. Proces kladzenia odwaznikéw zrealizujemy

ny oznaczad rowniez literami P

wod kofica™. Na szalce z,, poldzmy wszystkie

odwainiki o tej samej parzystodci numeru co n,
a na drugiej pozostale. Na mocy przytoczonego
wyzej faktu przewaiy szalka x,,. Aby otrzymad

ciag Ty, Tn—1,...,22, 1, bedziemy &

odwasniki z szalek wedlug nastepujacej za: 3
zawsze sciagamy albo najcieiszy, albo najliejszy

aznikdw znajdujacych sig na szalkach
w zaleznodci od tego, czy nastepuje zmiana
w ciagu x 1y .4 &2, &1, czy nie. Aby
otrzymad ciag ry,r2,..., T, wystarczy odwrdcié
kolejnoéé wykonywanych czynnodci.

L]

Rozwigzanie zadania F 516.
Rozprzestrzenianie sie zapachu w gazie jest

spowodowane przy kowym bladzeniem

czasteczek substancji zapachowej. Kierunki

ruchu i wartodci predkodci tych czasteczek

zmieniaja sie na skutek bezustannych zderzen

; wmi gazu, Dlatego wypadkowa
predkodé przemieszczania sie czasteczek zapachu
nie jest duza.



Noia aello

Czy szafa musi by¢ obojetna... elektrycznie?

Pytanie na pozér banalne. Oczywiscie, ze tak, nie tylko szafa, ale takze
st6l, Sciana i mndstwo innych rzeczy nie naladowanych elektrycznie. Ale
czy brak fadunku elektrycznego oznacza od razu obojetnosé elektryczna?
Hmm, zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, trzeba jeszcze powiedzieé, co
oznacza obojetnos¢ elektryczna. Jest to wlasnoéé ciala okredlajaca to,

ze jesli umiescimy je w zewnetrznym polu elektrycznym, nie bedzie ono
z nim oddzialywalo ani go zaburzalo.

Wiasciwe pytanie wiec brzmi, czy szafa umieszczona w polu elektrycznym
bedzie z nim oddziatywata. Twierdze, ze tak. Skad to moje glebokie
przekonanie? Przyjrzyjmy sie budowie szafy, oczywiécie nie budowie
makroskopowej, tzn. nie z ilu pélek, drzwiczek itp. sie ona sktada
(aczkolwiek metalowe okucia albo efektowne o$wietlenie. punktowe moze
by¢ takze istotne), ale jej budowie mikroskopowej, atomowej. Albowiem
szafa, jak kazdy obiekt makroskopowy (no, prawie kazdy, ale gwiazdy
neutronowe akurat tutaj nas nie interesuja), zbudowana jest z atoméw.
Atom za$ sklada sie, w uproszczeniu, z dodatnio naladowanego jadra oraz
krazacych wokét niego elektronéw przyciaganych elektrycznie przez to
jadro.

Co sig dzieje, jesli umie$cimy taki atom w polu elektrycznym
wytworzonym, na przyklad, przez dwie okladki kondensatora? Jedna

z nich jest natadowana dodatnio, druga ujemnie. Oczywiscie elektrony
beda przyciagane przez okladke o dodatnim tadunku, a jadra przez te

o ujemnym. Sita przyciagania jadro—elektron jest
zazwyczaj duzo wieksza od tej miedzy elektronem
a okladka. Natezenie zewnetrznego pola moze
wiec nie by¢ wystarczajace, aby oderwaé elektron
od atomu, ale odpowiednie, zeby go spolaryzowaé.
Elektrony beda wolaly znajdowaé sie po jednej
stronie atomu, blizej dodatniej ptytki, co jest
przedstawione na rysunku. Nastapi wiec co$, co
sie nazywa polaryzacja szafy.

Poniewaz pole elektryczne wytwarzane przez oktadki kondensatora

jest jednorodne, wiec sily przyciaggania elektron-dodatnio naladowana
plytka oraz jadro-ujemnie natadowana okladka beda sie réwnowazyly.
Co oczywidcie nie znaczy, ze nic sie nie bedzie dziato. Dzieki obecnosci
spolaryzowanego ciala pole elektryczne miedzy okladkami bedzie
zmodyfikowane. A wiec jesli w ten obszar wpuécimy jakie$ natadowane
cialo prébne, bedzie sie ono poruszalo po zmienionej trajektorii. Sytuacja
bedzie jeszcze ciekawsza w niejednorodnym polu elektrycznym. Sity
dzialajace na elektrony i spolaryzowane atomy nie beda sie musiaty
wtedy znosi¢, a wypadkowa niezerowa sita moze spowodowaé ruch szafy!
A wiec koniec z mitem o obojetnoéci nie natadowanej materii.
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Bystry czytelnik moze w tym momencie zapytaé: a co, na przyklad,

z neutronami? Nie sa to, oczywiscie, juz obiekty makroskopowe i nie
maja atomowej struktury wewnetrznej. Czy wiec neutron, czastka nie
majaca tadunku elektrycznego, jest czy nie jest obojetna elektrycznie?
Ot6z nie jest, bo neutron umieszczony w polu elektrycznym polaryzuje
sie, co zostalo dobrze potwierdzone doSwiadczalnie. Zwigzane to jest ze
struktura wewnetrzna neutronu, zbudowanego z dwéch kwarkéw down
o adunku —1e (gdzie e jest ladunkiem elementarnym) oraz jednego
kwarku up o ladunku 2e. Ta wewnetrzna struktura ma odpowiadaé za
polaryzacje neutronu.

Sytuacja robi sie coraz ciekawsza. Czy istnieja wiec we WszechSwiecie
jakiekolwiek obiekty neutralne elektrycznie? Tak — neutrina... Ale
niech znajdzie sie Smialek, ktéry podejmie sie préoby zltapania obiektu
zbudowanego z neutrin! Moze dokonal tego Ijon Tichy, bohater
Dziennikow gwiazdowych Stanistawa Lema, w jednej ze swoich licznych
podrézy. Najwyrazniej jednak akurat ten wlasnie rekopis musial zostac
zagubiony. . .

Nam zostaje tylko przyziemna rzeczywistos¢ i $wiadomos$é tego, ze nawet
pusta szafa kryje w sobie niejedna tajemnice.

Matq Delte przygotowata Ewa CZUCHRY

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 904. Wsréd 1999 monet jest 1410 falszywych. Masa monety falszywej rézni
sie od masy monety prawdziwej o 1 g (w te lub druga strone w zaleznosci od
monety falszywej). Mamy do dyspozycji wage szalkowa ze strzalka pokazujaca
roznice mas na szalkach. Jak za pomoca jednego wazenia stwierdzi¢ dla dowolnej
wybranej monety, czy jest ona falszywa czy nie?

Rozwiazanie na str. 11

M 905. Mamy do dyspozycji wage szalkowa i n odwaznikéw o parami réznych
masach. Odwazniki stawiamy kolejno na szalki wagi (w kazdym kroku bierzemy
jakis§ odwaznik i kladziemy na dowolnie wybrana szalke). Po kazdym kroku
zapisujemy wynik wazenia, piszac P, jesli przewazyla szalka prawa, lub L, jesli
przewazyla lewa. Rezultatem tego postepowania jest n-wyrazowy ciag liter

np. LPLLP.... Wykazaé, ze w ten sposéb mozna otrzyma¢ kazdy n-wyrazowy
ciag, zlozony z liter P i L.

Rozwiazanie na str. 7

M 906. Podczas rozprawy sadowej jako dowéd winy pewnego szurnietego
numizmatyka przedstawiono 14 monet. Ekspert stwierdza (wie, co méwi),

ze monety od 1 do 7 sa falszywe, zas od 8 do 14 prawdziwe. Sad wie tylko tyle,
ze wszystkie falszywe monety maja taka sama mase, prawdziwe monety réwniez
oraz falszywe monety sa lzejsze od prawdziwych. Ekspert musi dowie$é swojej
tezy za pomoca trzech wazen na wadze szalkowej (nie ma czasu na wiecej wazen,
bo za pie¢ minut przerwa na kanapke z z6ltym serem). Jak to zrobié¢?
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 515. Jak zmieniloby sie ciSnienie w naczyniu z gazem, gdyby nagle przestaly
dziala¢ sily wzajemnego przyciagania jego czasteczek?
Rozwiazanie na str. 15

F 516. Jak pogodzi¢ duza predkos¢ érednia czasteczek gazu (setki metréw na
sekunde) z powolnym rozprzestrzenianiem sie zapachu w spokojnym powietrzu?
Rozwiazanie na str. 7
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O prostych nieréwnoleglych i nieskonczonosci

Wiktor BARTOL Zachecony ,oszustwami”, pleniacymi sie na str. 17, chce przedstawi¢ ,dowdéd”,
ze — wbrew dotychczasowym przypuszczeniom — dwie proste nieréwnolegle
wecale sie nie przecinaja. Dwie proste, jak wiadomo, nie sa réwnolegle, gdy
po przecigciu obu jedna prosta suma katéw jednostronnie wewnetrznych,
utworzonych przez te proste z ta, ktdra je przecina, nie jest réwna 180°. Wezmy
zatem dwie takie proste a i b i przetnijmy je prosta c, tak by utworzone w ten
sposéb katy, lezace po jednej stronie ¢, byly ostre, a po drugiej rozwarte, tak jak
na rysunku 1.

Trudno oczekiwaé, by proste a i b przeciely sie po tej stronie,
gdzie znajduja sie katy rozwarte, przyjrzyjmy sie¢ zatem

temu, co sie dzieje po drugiej stronie. Odlézmy na kazdej

z prostych a i b odcinek % od punktu A do C'iod B do D.
Widaé¢, ze punkty C'i D musza by¢ rézne, gdyz w przeciwnym
przypadku otrzymaliby$my ,tréjkat” ABC (czyli ABD),

w ktérym suma dwéch bokéw bytaby réwna trzeciemu.
Podobnie nie moze istnie¢ punkt wspdlny dla odcinkéw

AC i BD, gdyz znéw otrzymalibyémy ,falszywy tréjkat”.
Powtarzajac taka sama konstrukcje, tym razem dla prostej CD
zamiast AB, otrzymamy nastepna prosta EF (odcinki CE

i DF nie przecinaja sie i nie stykaja) — i tak dalej, dowolnie
wiele razy. A ze za kazdym razem posuwamy sie o krok dalej
wzdtuz prostych a i b, wniosek prosty: a i b nie maja wspélnego
punktu. :

Tym, ktérzy chea sami dociec, gdzie kryje sie nieprawda, proponuje teraz
przerwanie lektury, jako ze zaraz nastapi rozwiklanie zagadki. Dla utatwienia
obliczeri przyjmijmy, ze odcinek AB ma diugoéé 1 jednostki, a katy BAC'i DBA
maja po 60° (rys. 2). Wéwcezas dlugosé kazdego z odcinkéw AC i BD jest
rowna % — i taka sama dlugosé¢ bedzie mial odcinek C'D. Stad wynika dalej,
ze CE, DF oraz EF maja dlugos¢ ;i, nastepne odcinki odkladane na a i na b
maja dlugosc %, itd. Inaczej méwiac, kazdy kolejny odcinek bedzie dwa razy
krétszy od poprzedniego. Zastanéwmy sie teraz, jaka czeS¢ prostej a (lub b)
\A zajelyby wszystkie odcinki, gdyby$my mogli rzeczywiscie
= powtarzaé konstrukcje nieskonczenie wiele razy? Dodajmy
kolejne dlugodci: 1 + § + & + 5 + ... Jak obliczy¢
taka nieskoniczona sume? Ci, ktérzy dostrzegli tu szereg
geometryczny i wiedza, jak sobie z nim poradzi¢, nie beda
mieli z tym problemu. My natomiast pokazemy, ze w zadnym
kroku suma dlugoéci otrzymanych odcinkéw nie przekroczy 1.
Rzeczywiscie, po pierwszym kroku mamy odcinek, zajmujacy
na kazdej z prostych % jednostki. Do pelnej jednostki zostalo
jeszcze % Z tej brakujacej % pokrywamy w drugim kroku
polowe (% jednostki), w trzecim — polowe tego, czego brakuje
do 1 po poprzednim kroku (czyli % jednostki) — i tak dalej:
w kazdym kroku kolejny odcinek zajmuje dokladnie potowe
dlugodci brakujacej do 1 jednostki. Inaczej méwiac, nigdy nie
wyjdziemy poza odcinek o diugosci 1. A przeciez prosta jest
znacznie diuzsza. .. Tak wiec nasz ,,dowdd” wykazuje jedynie,
/ B ze punkt przeciecia wybranych dwéch przyktadowych prostych
lezy w odlegloéci nie mniejszej niz 1 od punktu A (lub B).

ta|—

Rys. 2

Przy okazji okazalo sie, Ze suma nieskonczenie wielu sktadnikéw dodatnich
moze byé skonczona, ale o tym zapewne wnikliwi Czytelnicy Delty wiedzieli juz
wezesniej.

P.S. Zachecam Czytelnikéw, ktérzy uslysza o paradoksie Zenona o Achillesie
i zétwiu, aby zajrzeli jeszcze raz do tego artykuliku.
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O problemie Lipniackiego i Wojciechowskiego

Marek KORDOS

L. .]

Rozwigzanie zadania M 904,

Ogélnie: Mamy 2n + 1 monet, wérdd

ktorych jest 2k falszywych, ktdre réinia

sig masg od prawdziwych o 1 g (w te lub

druga strone, w zaleznodei od monety).

Monete, o ktérej cheemy stwierdzid,

czy jest falszywa, czy nie, odkladamy

na bok. Pozostale 2n monet dzielimy

na dwie kupki po n monet i wazymy

je. Jedli strzatka wagi pokaze parzysta

liczbe gramdw, to oznacza to, e odlozona

moneta jest prawdziwa, jesli nieparzysta
falszywa.

Ponad pie¢ lat temu przypomnialem Czytelnikom niektére, bardziej rekreacyjne
problemy zawarte w Ksiedze Szkockiej. Przypomniala mi sie ta sprawa

w zwiazku z przedrukowaniem tego artykulu w powstajacym rosyjskim
czasopismie o zasiegu Swiatowym Empire of Mathematics (czyli IlapcTBo
maTemarurn). Otéz poza  historycznymi” problemami z Ksiegi przytoczyltem
tam tytulowy problem tej notatki, ktéry brzmi:

przy jakiej ilosci plynu w butelce srodek ciezkosci jest najnize;?
Przyjmujac upraszczajace zalozenia, biorac mianowicie zamiast butelki walcowa
puszke, nietrudno bardzo standardowymi $rodkami znalezé rozwiazanie. Jak

latwo zauwazy¢ (patrz rysunek), problem jest jednowymiarowy - jedynym
parametrem polozenia $rodka ciezkosci jest wysoko$é plynu w puszce.

Przyjmijmy, ze puszka ma wysoko$é i ciezar réwne 2 (bez trudu mozna tak
dobra¢ jednostki) i niech ciezar ptynu w pelnej puszce bedzie réwny 2a,

a poziom plynu w puszce to 2y. Srodki ciezkosci puszki i plynu beda

lezaly, odpowiednio, na wysokosci 1 1 y. Poniewaz $rodek ciezkosci punktéw
materialnych (tu srodkéw ciezkosci puszki i ptynu) to ich érednia wazona
(majacych watpliwosci odsylam np. do Delty 6/1999), wiec bedzie on lezal na
wysokodci s, gdzie

s )_y-2ay—|—1-2_ay2+1
A= 2ay +2  ay+1°

Stosujac szkolne standardy, obliczamy pochodna

_ 2ay(ay+1) — a(ay? +1) . a(ay® + 2y — 1)

!
8 =5, 3
) (ay +1)? (ay +1)?
skad
41 -1
s'(y@):0i0§yg§1«#:-->ay§+2yg—1=0i0§yg51‘:’%:%.

I przy takiej wysokosci plynu érodek ciezkosci bedzie lezal najnizej. Tylko co
w tym ciekawego? Ciekawe bedzie dalej. Obliczmy, gdzie konkretnie lezy ten
gérodek ciezkosci:

a(¥t2=22 41 (VT¥a-124e 14a-2/Tfa+1+a

L o I e e e -
(1+a)—+v1+a vVi+a-—1
:2- :2- zzyo,
av1l+a a

czyli niezaleznie od ciezaru wlasciwego plynu, $rodek ciezkosci lezy najnizej, gdy
lezy na powierzchni plynu!

A teraz jeszcze nalezaloby postawiony problem rozwiazaé. Bo to, co zrobilismy
wyzej, to wymuszenie wyniku. Skoro jednak wynik jest elegancki, to powinna
by¢ tez do niego elegancka droga. Bardzo zachecam do jej wytyczenia. Czekam
na listy.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagrode Nobla z Fizyki za rok 1999 odebrali Holendrzy:
Gerardus 't Hooft 1 Martinus J.G. Veltman. Przyznano
im ja za wyjadnienie kwantowej struktury oddziatywar
elektrostabych.

I bardzo dobrze!

Kazdy fizyk po cichutku marzy o tej Nagrodzie. Szanse na

jej uzyskanie ma niewielu, a jeszcze mniejszej liczbie sie to

udaje. Dlatego przyjemnie jest mie¢ poczucie przyczynienia
sie do czyjegoé sukcesu. Tego radosnego uczucia mogla tym
razem doswiadczy¢ doéé liczna rzesza kilku tysiecy fizykdw
i inzynieréw, w tym kilkudziesieciu Polakéw.

bFatwiej wyttumaczy¢, dlaczego przyznano te Nagrode
wlaénie teraz, niz wyjaéni¢ (na poziomie popularnym),
za €o ja przyznano. Zacznijmy jednak od tej trudniejszej
stromy.

Opis najbardziej elementarnej struktury materii

opiera sie na mechanice kwantowej i szczegdlnej teorii
wzglednodci. Wyrazamy go w jezyku kwantowej teorii
pola. Ustalenie gramatyki tego jezyka zajeto prawie pét
wieku. Za poczatek mozna uznaé prace Diraca z konca lat
dwudziestych, w ktérych (w pewnym sensie) przewidzial
on istnienie antymaterii, a za zwieficzenie — wlasnie prace
tegorocznych Noblistow z przelomu lat szesédziesiatych

i siedemdziesiatych. Trwalo to tak dlugo, bo do konca
nie bylo wiadomo, czy jest to precyzyjny jezyk, czy tylko
niemowlece gaworzenie.

Podstawowym problemem (prawie od samego poczatku)
byly pojawiajace sie w rachunkach nieskoniczonosci.
Relatywistyczna teoria kwantowa okazala sie by¢ zawsze
problemem wielu cial. Zgodnie z zasada nieoznaczonosci
mechaniki kwantowej im dokladniej chcemy zbadac
polozenie pojedynczej czastki elementarnej, tym bardziej
energetycznego prébnika musimy uzyé, co zgodnie ze
szczegblna teoria wzglednosci okazuje sie prowadzié

do kreacji par czastka—antyczastka. W efekcie dowolny
teoretyczny rachunek (czyli przewidywanie) mozna
sprowadzi¢ do sumowania szeregu (kolejnych poprawek
opisujacych wklady do sytuacji z coraz wieksza liczba
czastek), ktéry to szereg okazuje sie. .. rozbiezny.
Jednoczesnie zaniedbanie poprawek dawato wyniki

z grubsza zgodne z do$wiadczeniem. Trudno sie dziwié
poczatkowemu rozczarowaniu wyrazonemu przyjeciem dosé
karkotomnego pogladu, Ze widocznie w tym przypadku

oo = 0 1 rozpoczeciem poszukiwania teorii, ktéra moglaby
to wyjasnic.

Poszukiwania te nie zostaly uwiericzone sukcesem.
Zamiast tego okazalo sie, ze w przypadku elektrodynamiki
kwantowej nieskonczonosci moga zosta¢ zaabsorbowane

w sposéb systematyczny poprzez przedefiniowanie takich
wielkoéci jak masy czastek i ladunek elektryczny. Co wiecej
ten szalony pomys! (tym razem, ze oo — co # 0) prowadzil
do skonczonych poprawek dajacych wyniki zadziwiajaco
zgodne z dodwiadczeniem. Taki schemat postepowania
ochrzczono ,renormalizacja” i oczekiwano jego realizacji
przez kazda teorie fundamentalna.
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Niestety, opis oddzialywan slabych, odpowiedzialnych
za rozpady ciezszych czastek elementarnych na lzejsze
(np. neutronu na proton, elektron i antyneutrino
elektronowe — bez ktérego Slorice nie mogloby $wiecié),
nie wydawal sie podlega¢ procedurze renormalizacji.

Zasluga tegorocznych Noblistow polegala na tym, ze jako
jedni z nielicznych nie tylko nie zwatpili w renormalizacje
oddziatywan stabych, ale doprowadzili do jej wykazania.
Przy okazji okazalo sie, ze decydujaca role odgrywa
wewnetrzna symetria tych oddzialywan. Z powodéw
historycznych symetrie te nazywa sie symetria cechowania,
gdyz w przypadku elektrostatyki odpowiada ona swobodzie
wybrania miejsca zerowego potencjatu elektrycznego.

W kwantowej elektrodynamice odpowiednia symetria jest
réwnowazna obrotom na plaszczyinie, a oddzialywania
slabe maja wewnetrzna strukture (w zasadzie) réwnowazna
obrotom w przestrzeni tréjwymiarowej.

Odkrycie znaczenia wewnetrznej symetrii dato
renormalizacji solidne (solidniejsze) podstawy
matematyczne. Pomimo tego obecnie przewaza wérdd
teoretykéw poglad, ze kwantowa teoria pola nie jest teoria
fundamentalna, a renormalizowalno$¢ jest wynikiem
tlumienia wyrazéw nierenormalizowalnych przez
odwrotnosci bardzo duzych mas hipotetycznych nodnikéw
hipotetycznych oddzialywan opisywanych przez teorie,

w ktéorych wystepuja hipotetyczne niepunktowe obiekty
takie jak struny.

Czym wiec wytlumaczy¢ tegoroczna Nagrode?

Teoria, fundamentalna czy nie, ktéra rozwinela sie

dzieki wykazaniu jej renormalizowalnoéci, pozwala

na przeprowadzenie precyzyjnych obliczen, ktére

w ciagu ostatniej dekady zostaly w dobitny sposéb
potwierdzone gléwnie przez cztery eksperymenty
dzialajace przy zderzaczu ete™ LEP w Europejskim
Oérodku Fizyki Czastek Elementarnych CERN, ale takze
przez konkurencyjny SLAC w Kaliforni, czy Tevatron
(zderzacz pp w Fermilabie pod Chicago) i wiele innych
eksperymentéw. W szczegdlnodci w LEPie udalo sie ustalié,
ze liczba pokolen lekkich neutrin wynosi dokladnie trzy,
a masa najciezszego kwarku ¢t wynosi doktadnie tyle, ile
okazal sie on mie¢ po odkryciu go w Tevatronie (patrz
tylna strona okladki).

LEP ma zakoficzy¢ swoja chlubng dzialalno§é w przyszltym
roku, co mozna przyjaé za koniec okresu precyzyjnych
pomiaréw przewidywan teorii elektrostabej, najbardziej
kompletnej i precyzyjnej teorii, jaka znamy. Nagroda
Nobla dla 't Hoofta i Veltmana zostala przyjeta

réwniez jako uhonorowanie eksperymentalnych prac
potwierdzajacych konstrukcje oparta na osiagnieciach
laureatéw. Dlaczego jednak nie poczekano do przyszlego
roku? Moze obawiano sig, ze LEP odkryje na koniec
wciaz brakujacy bozon Higgsa, a wtedy Nagrode trzeba
by bylo przyzna¢ komu innemu? Jedli to jednak sie¢ nie
uda, to ostateczng odpowiedZ powinien da¢ nastepca
LEPu — LHC (zderzacz pp). Miedzy innymi o tym bedzie
mozna przeczyta¢ w specjalnym majowym numerze Delty
po$wieconym fizyce czastek.

Piotr ZALEWSKI



Protokol posiedzenia

Zwycigska praca bedzie wydrukowana
w Deleie 3/2000

o

Rozwigzanie zadania M 906.

1 krok: na lewej szalce ekspert kladzie
monete 1, na prawej zad monete 8,
Prawa szalka przewaza, wiec sad

widzi, e moneta 1 jest falszywa, a 8

prawdziwa.

2 krok: na lewa szalke ekspert kladzie
monety 2, 31 8, a na prawa — 9, 101 1.

Prawa prze

i 3 sa falszywe, a 91 10 — prawdziwe.

3 krok: na lewa szalke ekspert kladzie
monety 4, 5, 6, 7, 8, 91 10, a na prawa
pozostale. Prawa szalka przewaza,
wiec sad widzi, ze monety 4, 5, 61 7 sg
falszywe, a 11, 12, 13 1 14

Uwaga: Uogdlnienie: 7 = 2k _ 1 dla

k=3

via, wiec sad stwierdza, ze 2

prawdziwe.

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:

Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy, Witold Sadowski, Pawel Strzelecki,
Agnieszka Wojciechowska, Jarostaw Wréblewski,

na posiedzeniu w dniu 1 wrzeénia 1999 roku, po wystuchaniu prezentacji prac
zakwalifikowanych do finalu Konkursu, postanowilo:

1) przyznaé zloty medal i nagrode w kwocie 800 zlotych Jakubowi Onufremu
Wojtaszczykowi z XIV LO im. Stanislawa Staszica w Warszawie za prace
pt. O liczbie podziatow wielokgta wypukliego na réwnolegloboki;

2) przyzna¢ srebrny medal i nagrode w lacznej kwocie 500 zlotych Eukaszowi
Kaminskiemu i Pawlowi Rochmanowi z IV LO im. Tadeusza Kosciuszki
w Toruniu za prace pt. Sumy ze wspotczynnikami Newtona;

3) nie przyznawa¢ medalu brazowego;

4) przyzna¢ dwa réwnorzedne wyrdznienia i nagrody w kwocie 250 zlotych
kazda: Erykowi Kopczynskiemu z XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie za prace pt. O symulowaniu zdarzen losowych za pomocg innych,
i Rafalowi Tyranowskiemu z I LO w Gorzowie Wielkopolskim za prace

pt. Pewne twierdzenie o potegowaniu alefow.

() podpisy cztonkéw Jury

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac

z Matematyki. Zachecamy uczniéw zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazan i nadsylania rezultatéw do redakeji Delty. Ponizej
przypominamy szczegélowy regulamin konkursu. '

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typéw szkol.

3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finaltu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod
adresem redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly;
imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawieraé¢ samodzielny wklad ucznia i pelng informacje o Zrédlach, z
ktérych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu
konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu

i kompetentnych recenzentéw. Te spodrdd prac, ktdre spetniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przestane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenia
do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego
otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byta praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprécz
merytorycznej wartodci pracy, rowniez samodzielnos¢ i oryginalnosé ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy,
wyréznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej.

11. Ogloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy
uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesigeczniku
Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gléwny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Klub 44

®
B

Termin nadsylania rozwiazan:

31 IIT 2000

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 381 (WT=2,46) i 382 (WT=1,31)
z numeru 5,/1999

Piotr Kumor -~ Olsztyn 42,95
Bogumila Piotrowska - Zielona Gdra 42,35
Janusz Olszewski = Suwalki 36,66
Andrzej Daniluk — Krakdw 35,82
Zbigniew Galias — Krakdw 35,12

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rozwiazania zadar z numeru n w terminie do kofica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegilowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2,/1999.

Zadania z matematyki nr 393, 394
Redaguje Marcin E. KUCZMA
393. Ze zbioru {1,2,3,...,2000} losujemy bez zwracania m liczb (1 < m < 2000).

Niech p.. bedzie prawdopodobienstwem tego, ze suma wylosowanych liczb dzieli sie
przez 5. Wyznaczy¢ te wartosci m, dla ktérych p,, = 1/5.

394. Udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie wiele par liczb calkowitych (a,b) o tej
wlasnodci, ze wielomian P(z) = z° — ax 4+ b ma dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych
iloczyn jest réwny 1.

Zadanie 394 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/1999
Przypominamy treéé zadan:

385. Wyznaczy¢ wszystkie liczby § > 0, dla ktérych jest prawdziwe nastepujace zdanie: jezeli
f:[0,1] — R jest dowolna funkcja ciagla spelniajaca warunek f(0) = f(1), to dla pewnej liczby =
zachodzi réwnodé: f(z) = f(xz + 8).
386. Niech n > 2 bedzie ustalona liczba naturalng. Obliczy¢ maksymalna wartosé, jaka moze miec
suma Z | Pi Py |2 dla n punktéw Py,..., P, lezacych na sferze o promieniu 1 (suma (2) skladnikdw,
odpowiadajacych wszystkim parom (i,35), < j).

385. Aby mogla zajs$¢ réwnoéé f(zx) = f(x + 8), liczby Przypusémy z kolei, ze 6 # 1/n dla wszystkich liczb

x oraz x + 6 musza naleze¢ do dziedziny funkcji f, czyli naturalnych n. Znajdujemy takie liczby m € N,

do przedzialu [0,1]. Zatem rozwazane zdanie nie jest YyER,zel=mb++, 0 <5< 8. Niech h:[0,6] - R

prawdziwe dla zadnej liczby § > 1. W dalszym ciagu bedzie jakakolwiek funkcja ciagla spelniajaca warunki

ograniczamy uwage do liczb § < 1.

Przypusémy najpierw, ze § = 1/n dla pewnej liczby
naturalnej n. Niech f:[0,1] — R bedzie funkcja ciagla

h(0) = h(8) = 0, h(vy) = 1. Przedtuzamy ja do ciaglej
funkcji okresowej h: R — R, o okresie §. Definiujemy
funkcje ciagla f:[0,1] — R wzorem

spelniajaca warunek f(0) = f(1). Okredlamy funkcje f(z) =h(z)—z dla z€][0,1].
9:[0,1—6] — R wzorem: g(z) = f(x + 8) — f(x). Poniewaz Oczywiscie £(0) = 0,
3 0(k8) = S (F((k+18) — £(K8)) = F(n8) — £(0) = L G e il e At
k=0 k=0

zatem co najmniej jeden skladnik sumy 3 g(ké) jest
liczba nieujemna i co najmniej jeden skladnik jest liczba

A skoro réwnosé¢ h(x + 6) = h(x) zachodzi dla kazdej
= f(1) — f(0) =0, liczby z, to analogiczna réwnos¢ dla funkcji f nie zachodzi
dla zadnej liczby x. Skonstruowany przyklad pokazuje, ze
w tym przypadku rozwazane zdanie nie jest prawdziwe.

niedodatnia. Z ciaglosdci funkcji g wynika, ze dla pewnego x Whniosek: zdanie to jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
zachodzi réwnosé g(x) = 0, czyli f(z + 6) = f(z). gdy 6 jest odwrotnoscia liczby naturalnej.

386. Niech v; bedzie wektorem dlugosci 1, zaczepionym w srodku sfery, o koncu
w punkcie P;. Wéwczas

YRR =Y vi—vil =) (il + v -2 vievs) =) (2-2-vievy) =

i<y

i<j i<j i<j
=2(;) - (‘Z“ : —Z|vi|2) =n(n—1)— |Zv; ¢ +n=n- |Zv,-

i

Réwnosé w tym szacowaniu zachodzi, gdy 2 v; jest wektorem zerowym, czyli, na
przyklad, dla punktéw Pi, ..., P, bedacych wierzchotkami n-kata foremnego wpisanego
w kolo wielkie danej sfery. Szukane maksimum wynosi zatem n®.

? 2
L
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 II1 2000

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 280 (WT=1,69) i 281 (WT'=2,23)
z numeru 6,/1999

Andrzej Idzik — Boleslawiec 44,82
Tomasz Wietecha — Tarndw 37.76
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 31,26
Aleksander Surma - Myszkdw 25,25
Artur Arciszewski - Kielce 22,63
Jarostaw Lazuka — Warszawa 20,19
Grzegorz Milog - Mielec 17,14
Tomasz Rudny — Warszawa 15,53
Marek Wéjeicki — Szczecin 13,96

Na uzyskanie tytulu Weterana
Ligi 44 F p. Andrzej Idzik potrzebowal
tylko okolo 3,5 roku!

..}

Rozwigzanie zadania F 515.

W gazach miedzy czasteczkami dzialaja
iagania, ktore

1+ do zmniejszenia objetosci gazu. To

sily wzajemnego przy

znaczy, ze w utrzymaniu gazu w danej

ohjetodci cifnieniu zewnetrznemu pomaga
cidnienie wewnetrzne, ktdre powstaje

na skutek wzajemnego przyciggania
czasteczek. Zatem gdyby sily wzajemnego
przyciagania przestaly dzialad¢, cifnienie

gazu zwiekszyloby sie.

Zadania z fizyki nr 290, 291
Redaguje Jerzy B. BROJAN

290. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B znajduje sie nieruchomy
tadunek punktowy Q. Matle cialo o masie m i ladunku ¢ umieszczono w punkcie
odleglym od @ o ro, przy czym odcinek g — @ byl prostopadly do B, a predkosé
poczatkowa ciala byta réwna zeru; ponadto przyjmijmy, ze znaki ladunkéw sa
jednakowe. Wykazaé, ze w czasie ruchu ciala jego odlegloéé od @ nie przekroczy
pewnej maksymalnej wielkodci rmax i podaé réwnanie pozwalajace obliczyé te wielkosé.

291. Dwie réwnolegle czarne powierzchnie ptaskie znajduja si¢ w temperaturach 0°C

i 100°C, a w obszarze miedzy nimi jest proznia. Jesli wprowadzimy w ten obszar cienka
czarng plyte réwnolegla do obu powierzchni, to jaka temperature przybierze ona po
dlugim czasie? Rozmiary powierzchni sa znacznie wigeksze od odleglosci miedzy nimi.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1999
Przypominamy tresé zadan:
282, W zewnetrznym jednorodnym polu elektrycznym umieszezono prostopadle do niego dwie

przewodzace plytki i zwarto je, tak ze wskutek indukeji na plytkach pojawily sie ladunki
przeciwnego znaku.

r wzajemne przyciaganie tych plytek jest silniejsze, czy stabsze od
rozciagajacego je oddzialywania ze strony pola zewnetrznego?

283. 4 lutego 1999 r. rosyjscy kosmonauci przeprowadzili (nieudany) eksperyment z odwietleniem
powierzchni Ziemi dwiatlem stonecznym odbitym od zwierciadla umieszczonego na orbicie. Jak
podawala prasa, zwierciadlo bylo kolem o érednicy 25 m, a wysokosé¢ orbity wynosita 360 km. Jesli
odbita wigzka Swiatla pada na powierzchnie Ziemi prostopadle, a zwierciadlo jest plaskie, to jaka
jest drednica wytworzonego ,zajaczka”? Czy mozna ja zmnie
Ile razy silniejsze jest odwietlenie takim zwierciadlem od Ksie
Stoiica i Ksiezyca na niebie — okolo 32, drednie albedo Ksiezyca (wspdlezynnik odbicia Swiatla od
jego powierzchni) — 0,073,

yé, stosujac zwierciadlo wklesle?
yea w pelni? Dane: drednica katowa

282. Silniejsze jest oddzialywanie ze strony pola zewnetrznego, co mozna wykazaé
najprosciej na podstawie bilansu energii: miedzy plytkami wypadkowe natezenie
pola jest réwne zeru, zatem rozsuniecie plytek powoduje zmniejszenie objetosci
obszaru, w ktérym wystepuje pole elektryczne i zmniejszenie energii pola. Stad praca
wykonywana przy oddalaniu plytek jest ujemna, czyli sila rozciagajaca przewaza.

283. Po odbiciu od malego zwierciadla plaskiego wigzka $wiatla o szerokoéci

katowej 32" = 9,3 - 10~ rad utworzy w odlegloéci 360 km ,zajaczek” o $rednicy
360-9,3-107% km = 3,4 km. Dla duzego zwierciadla do tego wyniku nalezaloby

w zasadzie dodaé Srednice zwierciadla, co jednak dla zwierciadla o rozmiarach
kilkudziesieciu metréw nie ma praktycznie zadnego znaczenia (teoretycznie mozna

by wyeliminowa¢ to dodatkowe zwiekszenie ,zajaczka”, stosujac zwierciadlo wklesle

o ogniskowej 360 km). Oznaczmy stala sloneczna (natezenie o$wietlenia powierzchni
prostopadlej do promieni slonecznych) przez Iy. Mnozac ja przez powierzchnie
zwierciadla, znajdujemy moc, ktéra nastepnie rozklada sie na powierzchnie ,zajaczka”.
Po przeksztalceniach stwierdzamy, ze natezenie I, o$wietlenia ,zajaczka” jest dane

WZOrernl
2
(8%
¥ s th (—~) :
i

gdzie ap jest dana érednica katowa Slorica, a a. = (25 m/360 km) = 6,9 - 107° rad jest
srednica katowa zwierciadla.

Calkowita moc promieniowania docierajaca do powierzchni Ksiezyca jest réwna
iloczynowi Iy przez ,pole tarczy Ksiezyca” wR7, a po pomnozeniu przez albedo a
znajdujemy moc wypromieniowana. Jak wynika z prawa Lamberta, natezenie I
o$wietlenia powierzchni Ziemi przez Ksiezyc w pelni wyznaczymy, dzielac te moc przez
mR? (gdzie R jest odleglodcia Ksiezyca od Ziemi):
2
Iy = aly - (%’i) = GIO%GEH
przy czym podstawiliémy Srednice katowa Ksiezyca réwng ag. Ostatecznie stosunek
oéwietleri wynosi
I Y - —
I a of
Wedlug danych prasowych srednica ,zajaczka” miala w rzeczywistodci wynosi¢ od 5 do
8 km, a stosunek oswietlenn — od 5 do 10, zapewne wskutek niedoskonalodci zwierciadla
(ktére nie byto tez, jak sie zdaje, pelnym kolem).
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Patrz w niebo

Znamy obecnie stosunkowo niezle rozklad ,,porzadnych”, wypelnionych

gwiazdami galaktyk we Wszech$wiecie liczacym — jak wiadomo — okolo

15 mld lat. Znamy tez w przyblizeniu — za posrednictwem rozktadu
mikrofalowego promieniowania tla — rozklad materii w bardzo mlodym
Whszechswiecie. Galaktyki powstaly wiec kiedy$ ,w miedzyczasie”, ale do dzis
nie ma odpowiedzi na pytania: kiedy i jak powstaly. By¢ moze w uzyskaniu tych
odpowiedzi pomoze skrupulatne przebadanie tzw. glebokiego pola Hubble’a,
oznaczanego najczesciej symbolem HDF — od angielskiej nazwy Hubble’s Deep
Field. HDF to niewielki obszar nieba w Wielkiej Niedzwiedzicy, ktdorego obraz
uzyskany w przyblizeniu 5 lat temu za pomoca kosmicznego teleskopu Hubble'a

problemy.

umozliwil dostrzezenie obiektéw do 30 wielko$ci gwiazdowej, czyli miliardy

razy stabszych od najstabszych gwiazd widzianych nieuzbrojonym okiem.

W polu tym skatalogowano oraz pomierzono jasnosci, barwy i okre§lono typy
ponad 3000 obiektéw. HDF jest teraz najglebiej siegajacym w Kosmos zdjeciem
fragmentu Wszech$wiata. Jak to czesto bywa, nowe osiagniecie naukowe

wcale nie musi da¢ odpowiedzi na juz postawione pytania, za to ujawnia nowe

Najwazniejszym problemem w badaniach tego typu jest wyznaczenie odleglosci
obserwowanych obiektéw. Standardowo odleglosci galaktyk wyznacza sig

na podstawie przesuniecia ich widm ku czerwieni, poniewaz odlegtos¢ jest
proporcjonalna do przesuniecia widma, a wspélczynnikiem proporcjonalnosci
w tej zaleznoéci jest znana skadinad stala Hubble'a. Jednak wiekszos¢ galaktyk
w HDF jest za staba, by dalo si¢ uzyska¢ ich widma nawet za pomoca
najwiekszych, 10-metrowych wspélczesnych teleskopéw. Dlatego udalo sie
okreéli¢ odleglosci, a co za tym idzie — wiek, tylko mniej wiecej stu galaktyk

w HDF.

Nie jest to wiele, ale moze juz stanowi¢ material umozliwiajacy wstepne
przesledzenie, czy i jak wlasnoéci galaktyk zmieniaja sie wraz z ich wiekiem.
Okazalo sie, ze wiekszoé¢ obiektéw w HDF to galaktyki karlowate, a zatem ich
ilos§¢ we Wszechéwiecie znacznie przewyzsza iloé¢ duzych galaktyk o wyraznej
strukturze. To z kolei moze sugerowac, ze duze galaktyki powstaly w wyniku
sklejania sie wielu mniejszych. Inni badacze jednak dowodza (przytaczajac
wyniki obliczen modelowych), ze gdyby tak mialo by¢, to obecne galaktyki
musialyby mie¢ znacznie wiecej materii w jadrze, niz rzeczywiscie maja. Wedlug
nich jest mozliwe, ze male, stabe galaktyki z czasem po prostu przestaja by¢
widoczne po zuzyciu lub rozproszeniu pierwotnej materii miedzygwiazdowej,
poniewaz niemal calkiem ustaja wtedy procesy gwiazdotwoércze. Tak wiec
odpowiedzi na podstawowe pytanie ,jak powstaly galaktyki” nadal nie ma. Na
szczescie teleskop Hubble'a ciagle pracuje. . .

Styczen

Wkraczamy w ostatni rok dwudziestego stulecia

i drugiego tysiaclecia. By¢ moze jakas czes¢ ludzi
oddycha z ulga, bo katastroficzne proroctwa dotyczace
1999 roku nie spelnily sie. Minal on spokojnie

(w kazdym razie Wszech$wiat zachowywal sie

w poblizu nas spokojnie, bo ludzko$é niezupelnie)

i nawet calkowite za¢mienie Stonca 11 VIII nie
narobilo zadnych szkéd. Miejmy nadzieje, ze reszta,
czyli wiekszos¢ ludzi, caly czas zachowywala zimna
krew.

Rok 2000 bedzie wyjatkowo ubogi w za¢mienia

— zadnego calkowitego za¢mienia Slonca. Za to juz

21 I bedziemy mogli zobaczy¢ calkowite za¢mienie
Ksiezyca. Faza calkowitoéci trwa¢ bedzie od godz. 5:04
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do 6:22 ($rodek wypada o 5:43), czyli pod koniec nocy,
ale w zimie jest wtedy jeszcze ciemno i z pewnoscia
zobaczymy charakterystyczna rdzawa barwe
za¢mionego Ksiezyca. Now Ksiezyca wypada 6 I,

a pelnia, oczywiscie, w dniu za¢mienia. Ksiezyc zblizy
sie mocno do Aldebarana 17 I, ale zakrycie gwiazdy

z Polski widoczne nie bedzie.

Wenus wida¢ w styczniu na wschodnim niebie przed
wschodem Storica w Skorpionie, Mars jest w Wodniku
i wida¢ go wieczorem w zachodniej czesci nieba. Jowisz
jest w Rybach, a Saturn niedaleko w Baranie i obie
te planety wida¢ w pierwszej polowie nocy. Wreszcie
3 I Ziemia znajdzie sie w peryhelium orbity, ale z tego
powodu nie bedzie cieplej.

T.K.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (20)

ZADANIE: Dowies¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych
a, b, ¢ zachodzi réwnosé
[a’ li)] i [b! C] ) [C, (1] = (av b) i (b‘C) . (C$ a}
la, b, ]? - (a,b,c)? :

gdzie (z,y,...,2) 1 [z,¥,..., 2] oznaczaja odpowiednio

najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejsza wspélna
wielokrotnosé liczb z, y,..., 2.

Rozwigzanie: Korzystajac z faktu, ze najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé jest réwna iloczynowi podzielonemu

przez najwiekszy wspdlny dzielnik, otrzymujemy po
przeksztalceniu lewej strony, danej w zadaniu, réwnosci:

b be
[a,8] - [b,c] - [e,a] _ Ty " Boo) " Towy
2 - a2bh2c2 -
[a, b, ] e

_ab-bc-ca (a,b)-(b,c)-(c,a) _(a,b)-(b,c)-(c,a)
. a2b?e? ‘ (a, bs C)z - (a’! b! C)2 ‘

co koniczy dowdd.

JWR

PISZEMY PRACE (1, 2, 3)

Czytelnicy nadeslali 3 opracowania tematu Tozsamosdci

w tréjkqcie Pascala, natomiast na tematy Krzywe drugiego
stopnia w geometrii oraz Wokdl wielkiego twierdzenia
Fermata nie bylo, niestety, odzewu. Tematy te pozostaja
wigc aktualne i zachecamy obecnych uczniéw szkét érednich
do siggnigcia do Delty 2/1999 i 3/1999 i nadestania

pod adresem I'-limatiasu swoich opracowan do konca
kwietnia 2000 r.

Co do opracowan tematu dotyczacego tréjkata

Pascala, to milo mi zakomunikowaé, ze wspélna praca
kol. kol. Eukasza Kamifiskiego i Pawla Rochmana
zdobyla srebrny medal w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki. W pracy tej autorzy wyprowadzili ogélne
wzory na sumy ze wspolezynnikami Newtona, ktérych ze
wzgledu na ograniczona objetosé niniejszej rubryki nie
sposoh zacytowaé w pelnej ogdélnosei.

Pozostale dwie prace nie zakwalifikowaly sie do finalu
Konkursu. W jednej z nich kol. Szymon Torunczyk
udowodnil tozsamosé

@)+ (") (") =

gdzie F, jest n-tym wyrazem ciagu Fibonacciego.
W drugiej kol. Michat Wegierek zaprezentowal opracowanie
dotyczace tréjkata Pascala, liczb Stirlinga i liczb Eulera.

n41 4

Za nadeslane prace dziekujemy i zachecamy do dalszego
udzialu w Konkursie. Pamietajcie, ze bezpoérednio do
Redakeji Delty mozna nadsylaé¢ prace konkursowe na
dowolny temat (oczywiscie z matematyki). Regulamin
Konkursu znajdziecie w tym numerze Delty.

JWR

GRY (9)

Gdyby$ bal si¢ ze mna zagraé, Drogi Czytelniku, mégtbym
Ci obiecaé, ze zagramy w najprostsza ze wszystkich gier,

a ponadto dam Ci fory w postaci pierwszego ruchu. Zgoda?
Oto najprostsza ze wszystkich gier: {}. Zaczynamy. Twoj
ruch. Co robisz? Nie masz dostepnego zadnego legalnego
ruchu? No ¢z, przegrales.

Gre przedstawiona powyzej nazwiemy koricowkaq

1 oznaczymy przez 0. Jak widzisz, Drogi Czytelniku, nie
Jest to gra specjalnie podniecajaca, ale pojawia sie ona
jako pozycja koticowa w kazdej grze. Jest to bowiem jedyna
pozycja, w ktérej przegrywa sie natychmiast.

Znamy juz jeden przykiad gry. Jakie nowe gry mozemy

z niej utworzy¢? Jedng, a mianowicie {0}. Co to za

gra? W tej grze gracz rozpoczynajacy nie ma wiele do
myslenia, gdyz ma tylko jedna mozliwo$é wykonania ruchu,
a mianowicie przejscie do pozycji 0 = {} i $wietowanie
zwyciestwa, gdyz jego przeciwnik nie ma mozliwosci
wykonania ruchu. Te gre nazwiemy 1.

Znamy 2 przyklady gier. Mozemy utworzyé 2 nowe
przyklady: 2 = {0,1} i {1}. PrzeéledZzmy gre 2. Pierwszy

gracz ma dwie opcje: przejscie do pozycji 1 (i przegrana)
oraz przejicie do pozycji 0 (1 wygrana). Oczywiscie kazdy
rozsadny gracz wybierze pozycje 0 i wygra. W grze {1}
ruchy sa wymuszone: pierwszy gracz 1, drugi gracz 0,
pierwszy gracz — brak legalnego ruchu i przegrana.

Znamy 4 przyklady gier. Mozemy utworzyé¢ 12 nowych
przykladéw: 3 = {0,1,2}, {1,2}, {0,2}, {2}, {0,1,2,{1}},
{1,2,{1}}, {0,2,{1}}, {2,{1}}, {0,1,{1}}, {1,{1}},
{o,{1}}, {{1}}.

Znajac 16 gier, mozemy utworzyé 2% — 16 = 65520 nowych
przykladéw, w tym gre 4 = {0,1,2,3}. Jedli otarte$ sie

o podstawy teorii mnogosci, Drogi Czytelniku, mozesz
sobie pomysle¢: Zapisujemy gry jak zbiory, tworzymy nowe
gry jak zbiory, czy gry maje cos wspdlnego ze zbiorami?
Naprawde gry w rozwazanym przez nas sensie sa po prostu
zbiorami.

A dlaczego pewne gry nazwaliémy 0, 1, 2, 3, 4, ...7 Bo
odpowiadaja one grze Nim z jednym stosem zawierajacym
0, 1,2, 3, 4,... bierek.

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jaroslaw Wroblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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