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Jeszcze raz
o nieréwnych Srednich

Piotr GOLDSTEIN

Na lamy Delty wraca od czasu do czasu temat nieréwnosSci miedzy
§rednia arytmetyczna, A, = (ay + ...+ a,)/n, a geometryczna,
Gr = (a1 -...—an)”“, gdzie a; (i € {1,2,...,n}) sa dowolnymi
nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, a n jest liczba naturalna.
Znane twierdzenie glosi, ze po pierwsze

(1) An 2 Gn ?

a po drugie, réownosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
liczby a; sa réwne.

Pomyst sprzed lat (kiedy$ nie spodobat mi sie dowéd podany na
wykladzie, wiec znalazlem wlasny) wciaz wydaje mi sie prostszy
od innych. Teraz dziele sie nim z Czytelnikami Delty. W dowodzie
uzywa sie, co prawda, nieréwnosci Bernoulliego

(2) A+a)"21+na dla wszystkich a > -1in=0,1,2,...

(réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n =0 lub n =1 lub
a = 0), ale te nieréwnoé¢ zna chyba kazdy, kto uczy! sie zasady
indukeji matematycznej — np. w podreczniku Anusiaka dla drugiej
klasy liceum jej udowodnienie jest trescia jednego z zadan.

Przypadek, gdy ktéres a; jest réwne zeru, jest banalny (Czytelnik
sam domysli sie, dlaczego), wiec nieréwnosé¢ (1) udowodnimy przy
zalozeniu, ze wszystkie a; sa dodatnie. Wtedy, oczywiscie, obie
rozwazane $rednie tez sa dodatnie.

A oto dowéd (1) przez indukcje.

1.Dlan =1 jest Ay = a; = G;.

2. Zalézmy, ze dla pewnej liczby k > 1 zachodzi nieréwnos¢ Ay > Gy.
Mamy wtedy

k
(Apar)*+t = (Bt ot Ot G L b
o k+1

(3)

- k . Gk+1 e =(4 )k+1(1+a)k+1
T\E+1 T k41 B ’
gdzie przyjeliémy oznaczenie a = ag+1/[(k + 1)Ax] — 1/(k + 1).
Liczba a spelnia zalozenia nieréwnosci Bernoulliego, a > —1, bo
pierwszy skladnik jest nieujemny, a drugi réwny co najmniej —1/2.
Na mocy nieréwnosci Bernoulliego prawa strona (3) speinia warunek

4) (A" + ) > () A+ (k+1)a) = (Ak) ar4 -

7 zalozenia indukcyjnego mamy wiec

(5)  (Aks1)*™ > (Gi)fars1 =a1-...- ak - apsr = (Grgr)**.

Poniewaz Ai1q 1 Ggyq sa dodatnie, z nieréwnosci (5) wynika
ostatecznie, ze A1 > Gpy1. Zasada indukcji daje teze twierdzenia
dla wszystkich liczb naturalnych n.

Nietrudno rozszerzy¢ ten dowéd tak, by za jednym zamachem
wykazaé prawdziwos¢ drugiej czesci twierdzenia. Do zalozenia
indukcyjnego dolaczamy jeszcze warunek: A, = G < a1 = ... = a;.
Nieréwnosé Bernoulliego dla wykladnikéw wiekszych od 1 (takich,
jak rozwazane przez nas k + 1) przechodzi w réwnos¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy a = 0, czyli gdy ar4+1 = Ar. Razem oznacza to, ze

a; = ... = ap = ap+1- Indukcja daje teze.
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1stnienia zbioréw proponowany przez
Fregego (ze kazda klasa jest zbiorem).

Ten sprzeczny schemat ma postad
Jao¥y [y €2 & @(y)], gdzie p jest dowolng
formula jezyka teorii mnogosci,

Niemniej jednak bylo jasne, ze pojecie

zbioru wymaga dobrego opisu. Trzeba bylo

co$ zrobi¢, by pojecie zbioru moglo stuzyc

matematykom i z odpowiednia propozycja |

wyszed! Zermelo. W roku 1908 zbudowal
on uklad aksjomatéw opisujacy zbiory

i metody budowania zbioréw, przy czym
aksjomaty nie pociagaly za soba wniosku,

ze klasa R jest zbiorem. Po pewnych
ulepszeniach Skolema i Fraenkla wylonila
sie teoria mnogoéci Zermelo-Fraenkla,
powszechnie dzi§ przyjeta aksjomatyzacja
teorii mnogosci i calej matematykl, zwana
teoria ZFC.

Sposréd aksjomatow tej teorii Jeden budzil
zaniepokojenie niektérych matematykéw,
mianowicie aksjomat wyboru. Aksjomat
ten méwi, ze dla dowolnej niepustej
rodziny zbioréw niepustych i parami
rozlacznych istnieje zbiér (zwany
selektorem) majacy z kazdym elementem
owej rodziny dokladnie jeden element
wspolny. Jest to uogélnienie oczywistej
wlasnosci rodzin skonczonych, ale jest

ono nader niekonstruktywne. Jesli bowiem
my$limy o zbiorach jako tworach, ktére
mozna konstruowaé z innych zbioréw za
pomoca rozmaitych operacji, to zupelnie
nie widad, jakie operacje konstruowalyby
6w selektor, ktéry — zgodnie z aksjomatem
wyboru — ma istnie¢. Dzi§ pogodzilismy sie
z aksjomatem wyboru, ktéry w rozmaitych
formach (np. lematu Kuratowskiego—Zorna
albo zasady dobrego uporzadkowania) jest
powszechnie uzywany. Niemniej jednalk
przyjecie aksjomatu wyboru powoduje,

ze musimy tez zaakceptowaé jego
konsekwencje, na przyklad paradoksalny
rozktad kuli, sprzeczny z intuicjami
fizycznymi. Na ogél konsekwencje
aksjomatu wyboru sa dalsze od zastosowan
matematyki, niz twierdzenia, ktére
obywaja sie bez tego aksjomatu.

Hipoteza continuum moéwi, ze kazdy
nieskoriczony zbidr liczb rzeczywistych
jest przeliczalny lub jest réwnoliczny

z calym zbiorem liczb rzeczywistych.
Teoria mnogosci z aksjomatem wyboru
dowodzi, iz jest to réwnowazne temu,
ze rodzina wszystkich podzbioréw
zbioru liezb naturalnych ma licznoéé Ny
(tj. najkrétszego zbioru dobrze
uporzadkowanego i nieprzeliczalnego).
Préby rozwigzania tego problemu
doprowadzily do wielu interesujacych
wynikéw i wskazaly na niezupelnodé
dotychczasowego rozumienia pojecia zbioru
liczb rzeczywistych. K. Godel w drugiej

Pewien komputer analogowy albo
prawa przyrody w kieliszkach
Jan GAJ

Dawno, dawno temu, kiedy komputery nazywano mézgami
elektronowymi, najlepsze z nich zajmowaly cale hale i konsumowaty
prad wystarczajacy do o§wietlenia malego miasteczka. Mimo tych
cieplarnianych warunkéw dysponowaly pamiecia o kilka rzedéw
wielko$ci mniejsza i liczyly znacznie wolniej niz dostepny dzis
sredniej klasy pecet, co jest najlepszym argumentem na rzecz
stusznosci polityki naszych kolejnych rzadéw wobec sfery budzetowej:
ograniczanie zasilania moze i§¢ w parze ze zwiekszaniem wydajnoéci.
W tych to dawnych czasach oprécz maszyn cyfrowych istnialy

tez, przede wszystkim w projektach, niestusznie dzi§ zapomniane
komputery analogowe, w ktérych liczby sa reprezentowane przez
jakies wielkosci fizyczne, najczedciej elektryczne. Zeby nadrobié to
karygodne zaniedbanie, proponuje dzi§ wycieczke w kraine cieczy

i naczyn. Wycieczka taka stanowi od pewnego czasu jedno z moich
marzeii, a ostatnie opory przed jego realizacja pomogly mi usunaé
coraz czesciej spotykane reklamy piwa bezalkoholowego! Gdyby wiec
komus wybujata wyobraznia podpowiadala naganne skojarzenia,
niech porzuci wszelka nadzieje: o napojach wyskokowych tu nie
bedzie. Zeby zrozumieé, jak dziala komputer analogowy rozwazmy
najpierw przyklad najprostszy.

Kieliszek jako komputer jednowymiarowy

Odpowiedniego ksztaltu kieliszek moze stuzy¢ do obliczania zadanej
funkcji monotonicznej. Funkcja ta bedzie objetoéé cieczy (oczywiscie
bezalkoholowej) w kieliszku, a argumentem — wysokoéé stupa cieczy.
Zeby nasz przyklad uczynié konkretniejszym, trzeba poszukaé prawa
przyrody opisywanego jaka$ funkcja monotoniczng. Rozwazmy na
przyklad prawo Stefana-Boltzmanna opisujace zaleznoéé natezenia
promieniowania ciala doskonale czarnego od temperatury:

I =oT"
Za temperature przyjmiemy wysoko$é¢ poziomu cieczy w kieliszku
T = aH (z uwzglednieniem wspélezynnika o wyrazajacego skale),
a natezeniem promieniowania bedzie objetosé tej cieczy I = SV
(ze wspéiczynnikiem skalowania 3). Musimy wiec skonstruowaé
kieliszek, w ktérym oqutoéé bedzie proporcjonalna do czwartej
potegi wysokosci V = 87 loatH* = AH?, gdzie A = B~ 1oa? jest
stalym wspétczynnikiem.

W przypadku kieliszka o symetrii
obrotowej scharakteryzowanego
zaleznoscia promienia R od
wysokosci H objetos¢ mozna

H
wyrazi¢ wzorem V = [ wR?*(h)dh,
0

dVv
ktére ika — = TR?
z ktérego wynika iH TR* |

dv
dH’
W naszym przypadku oznacza to

azatem R = /71

proporcjonalnosé¢ promienia do wysokosci w potedze 3/2, a wiec
kieliszek wyrazajacy prawo Stefana-Boltzmanna powinien wygladaé
w przekroju tak, jak na powyzszym rysunku.



Oczywiscie, wazny jest tylko ksztalt wnetrza, reszta z punktu
widzenia naszego wywodu nie ma zadnego znaczenia. Obliczanie
natezenia promieniowania przy uzyciu takiego kieliszka polegaloby
na przelaniu do menzurki cieczy z kieliszka napelnionego do
wysokosci odpowiadajacej temperaturze. Jezeli kto§ nie lubi
pierwiastkowania, moze skonstruowac ,kieliszek” plaski, w ktérym
warstwa cieczy o gruboéci d bedzie ograniczona §ciankami
determinujacymi szerokoéé b stupa cieczy zalezna od wysokosci h.
W takim kieliszku objeto$é V' w zaleznosci od wysokosci stupa
cieczy H bedzie opisana wzorem

H
vV =d [ b(h)dh.
/

Pozwala to, podobnie jak w poprzednim przypadku, wyliczyé
szerokos¢ b jako funkcje wysokosdci H dla zadanej zaleznosci objetosci

dv
od wysokosci b = d_lﬁ. Ostatni wzdr ukazuje nam szczegdlna

uzytecznosc kieliszka plaskiego do ilustracji praw przyrody,

w ktérych interesuje nas zaréwno jakas wielkoéé (reprezentowana
przez V), jak i jej pochodna (jest do niej proporcjonalna szerokosé
kieliszka b).

W przypadku zaleznosci
kwadratowej (a wiec pochodnej
liniowo zaleznej od argumentu)
nie pomylmy sie, kieliszek nie
bedzie mial ksztaltu stozka,
powinien natomiast mie¢ promien
proporcjonalny do pierwiastka

z wysokosci, a wiec wygladaé, jak
na rysunku obok.

Ostatni przyklad podaje nie bez
kozery, bo ilustruje nie tylko prosta
zaleznoé¢ kwadratowa (na przyktad energii kinetycznej od predkosci).
Swietnie nadaje sie tez do rozszerzenia naszych rozwazai na
przypadek dwuwymiarowy. Prawem, ktére réwniez potrzebuje
takiego kieliszka, a najlepiej dwdch, jest

Twierdzenie Pitagorasa

Jak wiemy, odnosi sie ono do tréjkata prostokatnego i méowi,

ze suma kwadratéw przyprostokatnych jest réwna kwadratowi

przeciwprostokatnej: a? + b? = ¢?. Dysponujac dwoma kieliszkami

o kwadratowej zaleznosci objetosci od wysokosci poziomu cieczy,

wystarczy nala¢ do kazdego z nich, na przyklad, soku pomidorowego

do wysokoséci odpowiadajacej dlugosci jednej z przyprostokatnych

tréjkata, zla¢ zawartos$é obu kieliszkéw do jednego z nich, a wtedy

odczytamy z wysokosci poziomu soku dlugosé przeciwprostokatnej.

Latwo zauwazy¢, ze ten tryb postepowania mozna stosowaé

wtedy, kiedy mamy do czynienia z dodawaniem pewnych funkcji

wielkoéci, ktére nas interesuja, wedlug schematu f(a) + f(b) = f(c).

Na przyklad energia caltkowita ukladu dwéch identycznych kul

jest proporcjonalna do sumy kwadratéw ich predkosci. Dzieki

temu mozna omawiang pare kieliszkéw wykorzystac takze do

przewidywania wyniku zderzenia sprezystego, w ktérym, jak

wiadomo, energia kinetyczna sie zachowuje, a wiec zachodzi réwnosé
v} + v =off +17,

gdzie dolny indeks numeruje kule, a prim odnosi sie do sytuacji po

zderzeniu. Trzeba tylko nalaé¢ cieczy do dwdch kieliszkdw
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Teoria mnogoéci ZFC pozwala na
przypisanie kazdemu zbiorowi z jego
rangi, ktéra oznaczamy rank(z).
Zbiorowi pustemu przypisujemy

range 0. Dla zbioréw niepustych
rank(z) = sup{rank(y) +1:y € z}. Stad
juz krok do zdefiniowania poziomdw
von Neumanna, Vo, mianowicie

Va = {z: rank(z) < a}. Kazde V,
jest zbiorem. Zbiory V, pozwalaja

z kolei zdefiniowaé zbiory porzgdkowo
defintowalne. Zbidr x jest porzadkowo
definiowalny, jesli dla jakiego$ poziomu
von Neumanna V5, i jakiej§ formuly o(-),
z jest zbiorem tych elementéw y z Vi,
ktore spelniaja w (V,, €) formule o(y).
Klase zbioréw definiowalnych z liczb
porzadkowych oznaczamy OD. Jak
wykazal Gédel, uniwersum zlozone ze
zbioréw dziedzicznie definiowalnych

2z liczb porzadkowych (tj. takich, ze one
same, wszystkie ich elementy, elementy
elementéw etc. sa definiowalne z liczb
porzadkowych) spelnia wszystkie
aksjomaty ZFC. Podobnie jak L[R]
definiujemy klase OD[R]. Jeden

z probleméw, jakie sformutujemy na koticu

tego artykutu, odnosi sie wlasnie do tego
uniwersum.

Dhugo nie umiano wykazaé, ze hipoteza
continuum jest niezalezna, tzn. nie
moze byé udowodniona na gruncie teorii
mnogosci ZFC (o ile ta ostatnia jest
niesprzeczna). Zostalo to wykazane

w roku 1963 przez P.J. Cohena.
Rozumowanie Cohena jest bardziej
skomplikowane niz argument Godla

i opiera si¢ na konstrukeji modelu
boolowskiego — klasy zlozonej z pewnych
funkeji o wartoéciach w algebrze Boole'a
podzbioréw otwarto-domknietych
przestrzeni topologicznej. Przy
odpowiedniej definicji relacji nalezenia

i relacji réwnosci dla takich funkeji
klasa tych funkeji nadaje wszystkim
aksjomatom ZFC wartosé boolowska 1.
Ale dla odpowiednio dobranej przestrzeni
topologicznej wartosé formuly opisujacej

hipoteze continuum w tym uniwersum jest

réwna 0. Teraz juz tylko trzeba dowiesé,
ze cokolwiek da sie wykazaé z formul

przyjmujacych w owym modelu wartosé 1,

- tez ma wartodé 1. Tak wiec hipoteza
continuum jest zdaniem niezaleznym
na gruncie teorii mnogosei. Ani nie jest
‘dowodliwa (Cohen), ani jej negacja nie
jest dowodliwa (Godel). Przy okazji
dowodu niezaleznosci hipotezy continuum
Cohen wprowadzil metode tzw. forsingu.

Metoda ta byta nastepnie uzyta do bardzo

wielu dowodéw niezaleznoéci, w tym do
dowodu niezaleznoéci aksjomatu wyboru
od pozostatych aksjomatéw ZFC. Dosé
wspomnieé, ze w latach szes¢dziesigtych

do wysokoéci odpowiadajacych predkoéciom dwdéch kul przed
zderzeniem, nastepnie przela¢ cze$¢ plynu z jednego kieliszka do
drugiego tak, aby poziom cieczy w nim odpowiadal predkoéci jednej
z kul po zderzeniu. Z poziomu w drugim kieliszku odczytujemy
predkosé drugiej kuli po zderzeniu. Ten sam schemat rozumowania
mozna zastosowac nawet do tak zaawansowanego zagadnienia, jak
relatywistyczne dodawanie predkosci. Potrzebne sa do tego

Kieliszki Einsteina

Jak mozna przeczyta¢ w artykule Wojciecha Kopczyriskiego

w jednym z niedawnych numeréw Delty (7/1997), relatywistyczne
dodawanie predkoéci niezwykle sie upraszcza, kiedy zamiast
predkoéci v rozwazamy tak zwany kat hiperboliczny v spelniajacy
warunek tght) = v/c, gdzie tghy) = (e¥ —e™¥) / (e¥ + e ¥) jest
tangensem hiperbolicznym, natomiast ¢ — oczywiécie predkoscia
$wiatla. Kat hiperboliczny jest bowiem addytywny: aby otrzymadé
predkosé bedaca relatywistycznym zlozeniem dwéch predkodcei,
wystarczy znalez¢ kat hiperboliczny predkosci wypadkowej,
zwyczajnie dodajac katy hiperboliczne predkosci skltadowych.
Méwimy tu o najprostszym przypadku dodawania relatywistycznego
ruchéw odbywajacych sie wzdluz jednej prostej. Widaé wiec,

ze mozemy zastosowac tu przywolany poprzednio schemat

f(a) + f(b) = f(c), gdzie potrzebna nam funkcja jest funkcja
odwrotna do tangensa hiperbolicznego, wzieta od predkosci
podzielonej przez predkosé swiatla f(v) = Artgh(v/c). Jezeli
chcemy skonstruowac kieliszek Einsteina, potrzebujemy zgodnie

z poprzednimi rozwazaniami zada¢ w wersji tradycyjnej promien
proporcjonalny do pierwiastka z pochodnej naszej funkeji lub

w wersji plaskiej — szerokos¢ proporcjonalng do tej pochodnej.
Rézniczkujac nasza funkcje, mamy

d
d_-vf(v) =

1
2 b
e (1 — (v/c) )
a wiec, uwzgledniajac dowolnosé skalowania, promien kieliszka
w zaleznosci od wysokosci powinien mieé postaé

1
Bo 11— (/H)?
| r———— [ _———] natomiast szerokosc
0.8 plaskiego kieliszka Einsteina
\ jest
0.6 \ f : 1
0.4 bo  1-— (H/Ho)*
0.2}— l W praktyce ksztalt kieliszka
l w wersji plaskiej wyglada
g tak jak na wykresi
—10 ek 0 5 10 aK Jak na wykresie.

Relatywistyczna suma predkosci bedzie, na przykltad, predkosé vo
w ukladzie spoczynkowym czastki poruszajacej sie z predkoscia v,
wzgledem rakiety pedzacej z predkoscia u, oczywiscie wszystko
wzdluz jednej prostej. Dla znalezienia predkoéci wypadkowej
wystarczy zawarto$¢ dwdch kieliszkéw Einsteina, napelnionych

do pozioméw odpowiadajacych vy oraz u, wlaé¢ do jednego z nich.
Oczywiscie skala predkosci nie osiaga tu ¢, gdyz wtedy kieliszki
musialyby mieé¢ nieskonczone rozmiary.

Zachecam Czytelnika do projektowania kieliszkéw opisujacych
najrézniejsze prawa przyrody, a nawet do szukania stosownych
ksztaltéw po sklepach.



Slonce a klimat
Tomasz KWAST

O zaleznosci Ziemi i licznych, zachodzacych na niej, zjawisk od
Stoiica nikogo nie trzeba przekonywaé. Bywa raczej odwrotnie,

tzn. niektorzy sa sklonni dopatrywac sie decydujacej roli Stonica tam,
gdzie jest to nieuzasadnione, a przynajmniej nie dowiedzione. Na
poparcie tych domniemanych wiezi przytacza sie rézne statystyki,
zapominajac o tym, ze statystyka jest cierpliwa, korelowa¢ mozna
wszystko ze wszystkim, tylko Ze na koncu i tak nie wiadomo, czy
korelacja — jezeli w ogdle wystapi — jest przypadkowa, czy jest
skutkiem jakiej$ fizycznej wiezi. Nierzadko w prognozie pogody
slyszymy np., ze nastepny dzieri bedzie ciezki dla meteopatéw,

bo nadciaga niz. Tymeczasem naturalne jest, ze ponura pogoda
dziala na wszystkich przygnebiajaco, nikt nie lubi gwaltownych
zmian ci$nienia, za to jezeli kto§ akurat dostal podwyzke, to
najbardziej ponura pogoda nie zepsuje mu nastroju. Tak wiec
ostroznie z tego rodzaju statystykami, bo mozna by uwierzyé¢ nawet
w to, ze konfiguracja planet w chwili urodzenia czlowieka okreéla
jego charakter i losy.

Niemniej jednak Ziemia od Slonca otrzymuje konkretna ilosé energii,
ktora okresla srednia temperature i w ogéle klimat. W ciagu roku
Sloiice silniej oswietla to péinocna, to znowu poludniowa pétkule
Ziemi — wskutek pochylenia ziemskiej osi obrotu — i wynikiem

tego sa pory roku. W ciagu roku zmienia sie tez odleglo$¢ Ziemi

od Slonica, a wigc ilos¢ energii, otrzymywanej od Storica, lekko

si¢ zmienia. Jednak jest to efekt bardzo maly, gdyz splaszczenie
orbity ziemskiej jest niewielkie, a poza tym ilosé¢ ta usrednia sie

juz po roku. Chcielibysmy wiedzieé¢, czy w dluzszych okresach

czasu zmiany zachodzace na Sloncu maja wplyw na klimat Ziemi.
Najpierw trzeba wiec stwierdzié¢, czy takie zmiany na Sloricu

w ogole zachodza. Nie ma watpliwoéci, ze Storice przechodzi 11-letni
($rednio) cykl aktywnosci. W okresie tym zmienia sie liczba plam,
magnetyzm i calkowite natezenie promieniowania stonecznego.
Minimum cyklu to minimum liczby plam, w tym tez czasie pole
magnetyczne na powierzchni Stonica jest najstabsze i — co nie jest
oczywiste — najstabsze jest tez calkowite promieniowanie Stonca.
Inaczej méwiac, zaplamione Stonice §wieci silniej, gdyz plamom
towarzysza liczne obszary aktywne, ktére z nadmiarem rekompensuja
zmniejszenie sie swiecacej normalnie powierzchni Sloiica. Zmiany

te sg zreszta bardzo male. Ziemia otrzymuje od Stofica $rednio
1,372 kW/m? (jest to tzw. stala stoneczna), a wspomniane zmiany
to w przyblizeniu o jednostke na trzecim miejscu dziesietnym, moze
troche wiecej. Ten 11-letni cykl aktywnosci Slonica przejawia sie

w rozmaitym natezeniu wystepowania zorz polarnych, okresowych
trudnosciach w lacznosci radiowej, réznym napromieniowaniu

Ziemi przez energetyczne czastki pochodzenia kosmicznego itd. Czy
jednak ma to znaczenie dla klimatu? Jezeli nawet kroniki zanotuja,
ze byly lata chlodne i gorace, to nie nazwiemy tego zmianami, lecz
fluktuacjami klimatu, bo 11 lat to za malo, by juz orzekaé o zmianie
klimatu.

Czy na Slonicu zachodza zmiany o dtuzszym okresie? Tu juz

sprawa nie jest prosta, bo nawet to, co najlatwiej zaobserwowac,
czyli plamy, Indzkos¢ ledzi (w kazdym razie systematycznie) nie
dtuzej niz od wynalezienia teleskopu, czyli od niecalych 400 lat.
Wiadomo, ze w tym okresie wystapilo jedno bardzo dlugie minimum
aktywnosci Stonca (tzw. minimum Maundera) w latach 1640-1700,
ktéremu towarzyszylo dos¢ istotne ozigbienie, przynajmniej

w Europie. Nie ma tez zadnych wzmianek o zorzach z tego okresu,
podczas za¢mien praktycznie nie bylo wida¢ korony stonecznej,
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(i pozniej) ciagle pojawialy sie twierdzenia
o niezaleznosci roznych zdar od teorii
muogosci ZFC. Istnieje jednak bardziej
pozytywna strona badan w teorii
mnogodci: niemal wszystkie te zdania
niezalezne daja si¢ jednak udowodnié

lub obali¢ w dwdch naturalnych
poduniwersach, mianowicie poduniwersum
zbioréw konstruowalnych L oraz (przy
uzyciu hipotez o istnieniu duzych liczb
kardynalnych) we wspomnianym wyzej
poduniwersum L[R)].

W zwiazku z tym motywem przewodnim
badan teorii mnogosci stalty sie tzw. duze
liczby kardynalne. Réznych klas takich
liczb jest wiele — skoncentrujemy sie

tutaj na dyskusji jednego ich rodzaju,
mianowicie liczb mierzalnych. Oto
mianowicie liczbe kardynalng « nazywamy
mierzalng, jesli dla zbioru X mocy &

w rodzinie wszystkich podzbioréw .

zbioru X istnieje taka miara o wartosciach
0, 1, ze miara kazdego zbioru
jednoelementowego jest réwna 0, miara
calego zbioru X jest 1, suma za$ mniej
niz &£ zbioréw miary 0 ma miare 0. Na
gruncie teorii mnogoéci ZF'C nie mozna
udowodni¢ istnienia liczb mierzalnych,
dlatego Ze w uniwersum L nie ma
odpowiednich miar. Ale zalozenie istnienia
liczb mierzalnych, lub innych duzych liczb
kardynalnych, ma liczne ciekawe i glebokie
konsekwencje w analizie rzeczywistej

i kombinatoryce, szczegdlnie jej czedei
dotyczacej zbioréw nieskoriczonych.

Praktykujacy matematyk, algebraik albo
analityk, nieczesto styka sie z problemami
niezaleznymi od teorii mnogosci ZFC.
Fakt ten jest zadziwiajacy, bowiem

teoria mnogosdci zostala odkryta przez
Cantora ponad 100 lat temu. Mimo

ze matematyka jest stale inspirowana przez
nauki przyrodnicze (opisy rzeczywistosci
fizycznej), prawie nigdy nie prowadzi

nas do zdan niezaleznych od ZFC lub

do nowych aksjomatéw. Co wiecej,

w ostatnich latach wiele stynnych
probleméw (np. hipotezy Fermata oraz
Bieberbacha) zostalo rozwiazanych

przy uzyciu bardzo slabych podteorii
teorii ZFC. Zwazmy, ze sama niezaleznosé
jakiego$ zdania od teorii mnogodci nie
méwi nam nic o prawdziwosci tego
zdania. Méwi ona tylko, ze takie zdanie
jest falszywe w jakims uniwersum
bedacym modelem teorii ZFC. Tak wiegc
wyniki o niezaleznosci réznych zdan
zazwyczaj mowia tylko o tym, co sie
dzieje w pewnych poduniwersach. Jesli
ograniczymy sie do uniwersum zbiordw
konstruowalnych, to otrzymamy zupelnie
inny obraz struktury zbioréw liczb
rzeczywistych, niz w uniwersum zlozonym




a obecne pomiary zawartoéci wegla *C dowodza jego zwiekszonej
ilosci w substancjach organicznych z tamtych czaséw, bowiem stabe
stoneczne pole magnetyczne nie chronito Ziemi przed czastkami
promieniowania kosmicznego, produkujacymi w atmosferze
promieniotworczy wegiel z azotu. Informacje o temperaturze na
Ziemi sa jeszcze ubozsze, rzetelne obejmuja ostatnie 250 lat, ale
chyba do dzi$ trudno moéwié, ze dotycza calej Ziemi. Wynika

z nich, ze temperatura jest skorelowana nie z faza cyklu, lecz z jego
dlugoscia, przy czym w okresie dlugich cykli (okolo lat 1800, 1855

i 1900) nastepowalo obnizenie sie sredniej temperatury na péinocnej
poétkuli Ziemi, zreszta zaledwie o mniej niz jeden stopien. Jest
nawet gorzej, gdyz minimum temperatury czasem nastepowalo po
najdluzszych cyklach aktywnosci Stonca, a czasem przed. Jest wiec
korelacja, ale czy takze zwiazek fizyczny?

Badanie tych zagadnien stwarza chyba wiecej nowych pytan niz
daje odpowiedzi na dawne pytania. Préby odtwarzania zwiazkéw
Ziemia-Stonce cho¢by w czasach historycznych sa jeszcze bardziej
zawodne. Wiadomosci o klimacie sa wyrywkowe, a plam i tak nikt
nie obserwowal. W odniesieniu do czaséw dawniejszych niepewnosc
jest jeszcze wieksza. O temperaturze na danym obszarze prébuje sie
wnioskowaé np. na podstawie $ladéw roslinnosci w odpowiednich
warstwach geologicznych, nigdy jednak nie ma pewnosci, czy pylki
roélin znajdowane w tych warstwach pochodza akurat z tego terenu,
czy zostaly przywiane przez wiatr. Dlatego wyciaganie wnioskow

z takich obserwacji posrednich jest i trudne, i niepewne.

Rzecz jasna, nonsensem byloby twierdzi¢, ze ziemski klimat nie
zalezy od Slonca. Jednak udokumentowane zmiany aktywnosci
Stonca powoduja bardzo niewielkie zmiany stalej stonecznej i — jak
widzimy — bardzo niewielkie zmiany temperatury na Ziemi. Zapewne
jedno z drugim wiaze sie, chcieliby§my jednak umiec¢ oddzieli¢
wplyw Slonica od innych czynnikéw okreslajacych ziemski klimat.
Wydaje sie, ze nastanie i ustapienie epok lodowcowych wywolywane
sa zmianami w przebiegu wielkich pradéw morskich, a te z kolei
wypietrzaniem sie lub zanikaniem ladéw, czyli ogélnie ruchem

plyt tektonicznych. Ale np. wyginiecie dinozauréw 65 mlin lat

temu nastapilo chyba z innych przyczyn. Coraz bardziej przebija

sie hipoteza upadku wielkiego meteorytu — prawdopodobnie na
skraj Jukatanu — co doprowadzilo do takiego zapylenia atmosfery,
ze z braku $wiatla wygineta rodlinnosé, a w konsekwencji z gtodu
dinozaury. Jednak wedlug innej hipotezy Slonce przechodzilo

w owym czasie przez gestsze obszary ramienia spiralnego

naszej Galaktyki i to oddzialywanie Sloiica z gesta materia
miedzygwiazdowa moglo spowodowac¢ znaczne oziebienie klimatu
Ziemi. Wreszcie moze w ogdle nie ma powoddéw do przejmowania

sie zmiennoscia Stonca, a bardziej drastyczne zmiany klimatu

moze wywola¢ wzmozona aktywnos¢ wulkaniczna Ziemi lub nawet
dziatalnod¢ czlowieka, systematycznie zanieczyszczajacego srodowisko
naturalne. Niektdrzy twierdza, ze juz obserwujemy ocieplenie
klimatu, co przypisuje sie wzbogaceniu atmosfery w dwutlenek wegla
i zwiekszenie przez to efektu szklarniowego. Konkurencja z kolei
dowodzi, ze jest to niemozliwe, gdyz oceany i tak wchlona kazda
(powiedzmy — do pewnych granic), wyprodukowana przez czlowieka,
ilos¢ dwutlenku wegla, tak ze sklad atmosfery jeszcze dlugo sie nie
zmieni. Badanie tych zjawisk na pewno jest nie tylko zaspokajaniem
naukowej ciekawosci, gdyz moze da¢ czlowiekowi bardzo konkretne

~ wskazéwki co do postepowania w przyszlosci. Niestety, jak dotad
wniosek jest raczej pesymistyczny, mianowicie zbyt wiele jest tu
niewiadomych. Nie zmienia to faktu, ze przyjemnie jest, jezeli
powietrzem daje sie oddychaé, a wody ze zrédla mozna si¢ napié,
wiec lepiej zbyt intensywnie z nasza planeta nie eksperymentowac.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kolekcjonowanie lezy w naszej naturze. Cho¢ (na
szczedcie) tylko dla nielicznych staje sie sensem zycia,
to kazdy cos zbiera. Jedni znaczki, drudzy oceny

w szkole. Jedni puste butelki, inni referencje do swoich
publikacji. Czy co$ zbieramy, najlatwiej poznaé po
tym, zZe co jaki$ czas ogladamy nasza kolekcje. I tu
zaczyna sie kltopot. Do najcenniejszych naleza zbiory
eksponatéw tatwo ulegajacych zniszczeniu. Drogocenne
przedmioty bywaja zabezpieczane przed zwiedzajacymi.
Crzasami wrecz uniemozliwiajac cieszenie sie nimi.
Czesto zmuszeni jestesmy ogladaé arcydziela zza
pancernych szyb lub wrecz zadowala¢ sie makietami.
Obcowanie z kolekcja zamienia sie w watpliwa
przyjemnos¢ czytania spisu inwentarzowego. Sa

jednak obiekty tak ulotne, ze gina przy kazdej prébie
kontaktu. Klasycznym przykladem moga by¢ arcydziela
sztuki kulinarnej. Zeby ich do$wiadczyé, trzeba je zjesé!

Oprécz klasycznych, sa tez przyklady kwantowe.

Na przyktad fotony. Kolekcjonowanie pojedynczych
fotonéw wydaje sie beznadziejne, gdyz przekonaé sie
o ich obecnosci mozna dopiero po ich zaabsorbowaniu,
czyli zniszczeniu. Nie jest to jednak ograniczenie
fundamentalne. Prawa mechaniki kwantowej zezwalaja
na tzw. QND, czyli nieniszczacy pomiar kwantowy
(quantum non-demolition measurement). W tym
przypadku mierzony stan kwantowy zachowuje sie

jak katalizator — sam nie ulegajac zmianie wywoluje
wykrywalna zmiane otoczenia. W przypadku fotonu
mozna by jednoczes$nie ,mie¢ ciastko i je zje$¢”, choé,
Jjak sie za chwile przekonamy, chodzi tu bardziej

o wywolanie  kwantowej slinki” niz ,zaspokajanie
kwantowego takomstwa”.

O szczegoltach jednego z najnowszych osiagnieé

w dziedzinie QND mozna przeczyta¢ w Nature [1]

i na éwietnie przygotowanych stronach WWW [2].
Doniesienie dotyczy pierwszego nieniszczacego
pomiaru pojedynczego fotonu. Centralnym elementem
zestawu doswiadczalnego jest nadprzewodzaca
wneka rezonansowa — miejsce ekspozycji fotonu.

Aby przekonaé sie o jego obecnoéci, przez wneke
przepuszcza sie pojedyncze atomy rubidu wzbudzone
do rydbergowskiego stanu kolowego o gléwnej

liczbie kwantowej n = 50. (Chodzi tu o bardzo silnie
wzbudzone atomy z maksymalnym momentem pedu,
dla ktérych orbital elektronu walencyjnego jest
cienkim torusem o duzym promieniu. Rydbergowskie
stany kolowe charakteryzuja sie dlugimi czasami
zycia i silnym sprzezeniem do mikrofalowych
fotonéw umozliwiajacych przejécie pomiedzy stanami
o kolejnych gtéwnych liczbach kwantowych.)

Parametry eksperymentu odpowiadaja zachodzeniu
tzw. cyklu Rabiego polegajacego na rezonansowym
oddzialywaniu atomu z wneka. Uklad ten oscyluje
pomiedzy stanami o n = 50 i jednym fotonie a n = 51
i brakiem fotonu we wnece. Czas oddzialywania mozna
tak dobra¢, zeby atom o n = 50 zaabsorbowal foton,

a nastepnie go wyemitowal. W ten sposéb wneka
pozostaje w nie zmienionym stanie, co jest podstawa
pomiaru QND. Atom rubidu, pelniacy tu role
prébnika, tez wylatuje z wneki w tym samym stanie,
ale ze zmiana fazy o m, jezeli we wnece jest foton, albo
bez zmiany fazy, gdy fotonu nie ma. Zmiana fazy jest
mierzona, co pozwala na stwierdzenie, czy we wnece
ukrywa sie ,ciastko”.

Metoda polega na wykorzystaniu interferencji ramseyowskiej. Nazwijmy atom

o gléwnej liczbie kwantowej n = 50 glodnym, o n + 1 najedzonym, a o n — 1
spigeym. Poczatkowo glodny atom, tak przed wejSciem do centralnej czesci
wneki, jak i po wyjsciu z niej, przechodzi przez strefy Ramseya, w ktérych
napotyka fale mikrofalowa dostrojona do przejscia pomiedzy stanem gtodnym

i $pigcym. Atom glodny staje sie najpierw superpozycja gtodnego + $piacego.
Nastepnie jego glodna cze$é zmienia faze, jezeli we wnece jest foton (przechodzac

rozpoznac latwo.

komputerdw.

cykl Rabiego glodny — najedzony — — glodny). Na koncu glodna czeéé ponownie
zamienia si¢ na superpozycje glodnej + $pigcej, natomiast cze$é $pigca na
superpozycje spigeej — glodnej. Pamietajac o czynniku normalizacyjnym

1/v/2, tatwo sprawdzié, ze jezeli we wnece jest foton, to na koficu otrzymamy

w ten sposéb atom gtodny (i to z zaostrzonym apetytem), a jezeli nie ma, to
$pigey (wiadomo przeciez, ze jak nie ma co jesé, to najlepiej gléd przespac), co

Eksperyment ten to nie tylko sprawdzanie podstaw mechaniki kulinarnej,

tzn. kwantowej, czy propozycja dla ekscentrycznych kolekcjoneréw. Zbudowany
uklad moze by¢ wykorzystany jako pamie¢ kwantowa albo tzw. kwantowa
bramka fazowa [2], otwierajac kolejne drzwi na drodze do kwantowych

Piotr ZALEWSKI

[1] Seeing a single photon without destroying it, G. Nougues, A. Rauschenbeutel, S. Osnaghi,
M. Brune, J.M. Raimond, S. Haroche, Nature 400(15/07,/1999)239

[2] http://www.lkb.ens.fr/recherche/qedcav/english/englishframes.html
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Rys. 1. Odwrotnoéé dlugosci promienia
kolorowego okregu to krzywizna grubej
krzywej w punkcie A, a jego srodek to

srodek krzywizny.

NMoia delid

Kolka 1 sznurki

Kiedy jadacy samochdd wejdzie w zakret (szczegdlnie, gdy kierowca

nie zmniejszy szybkosci), jadacy czuja, ze jakas sila popycha ich na
zewnetrzne (w stosunku do zakretu) drzwi. Fizycy o tym zjawisku méwia
sita odsrodkowa, matematycy nazywaja je krzywizna. Mozna wielko§é
krzywizny mierzy¢ w rozmaitych jednostkach — matematycy uméwili

sie, ze beda uzywaé odwrotnosci diugoéci (np. ). Wybér ten staje

sie zrozumialy, gdy zauwazymy, iz wielkosé¢ krzywizny przy jezdzie po
okregu (dla tej samej szybkosci jazdy) jest odwrotnie proporcjonalna

do promienia tego okregu, a wielko$¢ promienia mozemy mierzy¢

w centymetrach. Przyjmuje sie przy tym dla prostoty umowe, ze stosunek
tej proporcjonalnodci jest 1.

Jak zorientowaé sie, jaka krzywizne ma w swoich réznych punktach dana
nam przez kogo$, czy cos, krzywa? Metoda jest bardzo prosta ideowo,
cho¢ nieco trudniejsza przy praktycznych wyliczeniach. Mianowicie dla
punktu krzywej, w ktérym chcemy zmierzy¢ jej krzywizne, bierzemy
wszystkie okregi majace w tym punkcie te sama prosta styczna, co
krzywa, i wybieramy ten okrag, ktéry najlepiej (w okolicy tego punktu)
badana krzywa przybliza (rys. 1). Odwrotno$¢ promienia tego okregu
to wladnie wielko$¢ krzywizny. Ale dowiedzieliSmy sie tez, gdzie ta
krzywizna ma S$rodek. Mozemy wiec dla prawie kazdej krzywej znalez¢
inna krzywa, zlozona z jej srodkéw krzywizny i zwana ewolutq lub

— po polsku — rozwinietq tej krzywej (rys. 2 i 3). Skad wziela sie taka
nazwa, za chwile. Stowo ,prawie” bierze sie stad, ze, gdy krzywa
zawiera odcinek, to tam najlepiej przyblizajacego go okregu nie ma (im
wiekszy, tym lepszy) i tym samym nie ma, dla zadnego z jego punktéw
wewnetrznych, srodka krzywizny.

Rys. 2. Elipsa (gruba) i jej ewoluta (kolorem). Jeéli elipsa ma Rys. 3. Parabola (gruba) i jej ewoluta (kolorem). Jeéli parabola

2
i
rownanie (—) + (%) =1, to jej ewoluta E. ma réwnanie

a

(az) + (by)3 = (a® - 1%)3.

ma réwnanie 2 = 2py, to jej ewoluta E;, ma réwnanie
27pz? = 8(y — p)°.



O kotkach juz bylo, teraz o sznurkach. Najlatwiej site odérodkows
demonstrowac postugujac sie rozkreconym ciezarkiem na sznurku. Gdy
chodzi o ruch po okregu, nalezy trzymac¢ sznurek w jednym punkcie

— obracajacy sie ciezarek bedzie zataczal okrag. Ale przeciez jeden punkt
to ewoluta okregu. Analogicznie mozna postapi¢ w przypadku dowolnej
ewoluty.

Wyobrazmy sobie napieta ni¢ rozwijana ze szpulki w ksztalcie ewoluty
elipsy (rys. 4) czy tez ewoluty paraboli (rys. 5). Otrzymane krzywe
nazywaja si¢ ewolwentami odpowiednio krzywej E. i E,,.

Rys. 4. Ewolwenty krzywej F.. Jest wérdd nich tylko jedna Rys. 5. Ewolwenty krzywej E,. Jest wéréd nich tylko jedna

elipsa - ta, dla ktérej otrzymalismy E..

Rys. 6. Jedna z ewolwent brzegu
kwadratu. Sklada sie z éwiartek
okregéw. A inne?

Kazdy, kto zetknal sie z obliczaniem
pochodnych, widzi, ze relacja miedzy
ewoluta i ewolwenta jest zupelnie

parabola — ta, dla ktérej otrzymalidmy Ep,.

Tym razem polska nazwa ewolwenty — rozwijajgca — jest catkiem
zrozumiala: faktycznie jest to linia, ktéra zakreslamy rozwijajac sznurek.
Zauwazmy teraz, ze ewoluta kazdej krzywej, otrzymanej z pewnej
krzywej K przez to rozwijanie, jest krzywa K. Mamy zatem wyjasnienie
polskiej nazwy ewoluty i bardzo interesujace twierdzenie dla krzywych
bez odcinkdéw:

ewoluta ewolwenty danej krzywej to wtasnie ta krzywa.

Sa to wiec operacje wzajemnie odwrotne.

Ewoluta krzywej (jesli istnieje) jest jedna, ewolwent za$ jest duzo. To,
ktéra ewolwente danej krzywej otrzymamy, zalezy od poczatkowej
dlugosci sznurka.

Znajdowa¢ ewolute mozemy tylko dla krzywych gtadkich, to znaczy
takich, ktére w kazdym punkcie maja dobrze okreélong styczna

(i, na dodatek, nie zawieraja odcinkéw), nie moga natomiast mie¢
np. dziobkéw. Przy znajdowaniu ewolwent te ograniczenia sa

analogiczna do relacji miedzy pochodna agodniejsze. Widaé to w obu rozpatrzonych przyktadach, a rysunek 6

i funkcja pierwotna.

pokazuje, ze w brzegu moga sie znajdowaé i odcinki.

Rys. 7. Huygens odkryl, ze krzywa moze byé taka sama, jak jej ewoluta, czy ewolwenta; przykladem jest cykloida, czyli krzywa jaka
zakresla punkt okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej.
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Rys. 1

Rys. 2

Straznicy w muzeum

Przypusémy, ze muzeum ma ksztalt wielokata o m bokach (niekoniecznie
wypuklego), a jego dyrektor chcialby mieé pewnos$é, ze wszystkie punkty
muzeum znajduja sie stale pod obserwacja straznikéw, ktérzy stoja

w miejscu, ale moga sie obracaé. Ilu straznikéw powinien zatrudnié?
Zakladamy, ze muzeum nie ma dziur wewnatrz, tzn. jego brzeg tworzy
jedna lamana zamknieta, ktéra nie ma samoprzecieé.

Oczywiscie, gdy wielokat tworzacy muzeum jest wypukly, wystarczy
jeden straznik, postawiony w dowolnym punkcie. Czytelnik bez trudu
wskaze przyktady muzedéw, ktére wypukle nie sa, lecz mimo to do

ich upilnowania wystarcza jeden straznik. Takie wielokaty nazywamy
gwiaZdzistyma.

Czasem potrzeba wiecej straznikéw. Rozpatrzmy muzeum w ksztalcie
grzebienia, ktére ma m = 3k Scian (rysunek 1). Kazde z ostrzy zebéw
grzebienia — na rysunku zaznaczonych kolorowymi kropkami — mozna
obserwowac tylko z punktéw zacieniowanego tréjkata, ktéry dane ostrze
zawiera. Tego muzeum musi wiec pilnowaé¢ przynajmniej k straznikéw

i oczywiscie tylu wystarczy: trzeba ich ustawi¢ np. na odcinkach
oznaczonych kolorowymi kreskami.

Odcinajac z muzeum w ksztalcie grzebienia jeden lub dwa narozniki,
przekonamy sie, ze dla kazdej liczby m (nie tylko dla rozpatrzonych przed
chwila m podzielnych przez 3) istnieje muzeum o m bokach, ktérego musi
pilnowaé przynajmniej [%] straznikéw.

Okazuje sie, ze gorszego przypadku wymy$li¢ nie sposéb, zachodzi
bowiem nastepujace twierdzenie, ktére udowodnit éwieré wieku temu
Vaclav Chvatal:

Twierdzenie. Do pilnowania dowolnego wielokgtnego muzeum
o m Scianach wystarczy [%] straznikéw .

Dla dowodu narysujmy m — 3 przekatnych muzeum, dobranych

tak, by podzieli¢ muzeum na m — 2 tréjkatéw (rysunek 2). Zawsze
mozna to zrobié¢, na ogél na wiele sposobéw; nie jest wazne, ktéry

z nich wybierzemy. Gdy wierzchotki muzeum oznaczymy kropkami,
powstanie graf. Okazuje sie, ze jest to zawsze graf trdjkolorowalny: jego
wierzchotki mozna pomalowaé trzema kolorami w taki sposéb, zeby
kazde dwa wierzcholki, ktére sa polaczone odcinkiem, mialy rézne kolory.
Udowodnimy to przez indukcje wzgledem m.

Gdy m = 3, nie ma czego dowodzié: kazdy z wierzcholtkéw malujemy
innym kolorem. Przypu$émy teraz, ze m > 3 1 zalézmy, ze dla wszystkich
liczb m’, mniejszych od m, otrzymany graf jest tréjkolorowalny. WeZmy
ktorekolwiek dwa wierzcholki polaczone przekatna; dzieli ona caty

graf na dwa mniejsze grafy tego samego typu. Korzystajac z zatozenia
indukcyjnego, kolorujemy najpierw jeden z nich, a potem drugi, w razie
potrzeby dokonujac przy drugim malowaniu permutacji koloréw, tak

aby uzgodni¢ kolory obu koncéw wybranej przekatnej. To konczy dowod
postawionej hipotezy.

Teraz wszystko jest juz niemal oczywiste: poniewaz mamy m
wierzchotkéw pomalowanych trzema kolorami, wiec istnieje kolor
— powiedzmy kolor czerwony — ktérym pomalowano nie wiecej niz
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(%] wierzchotkéw. Straznikéw nalezy ustawi¢ wlasnie w tych
wierzchotkach; kazdy z tréjkatow, na ktére przekatne dziela muzeum,
ma wierzchotek czerwony, a zatem kazdego tréjkata z pewnoscia pilnuje
przynajmniej jeden straznik. Skoro tak, to i cale muzeum znajduje sie
pod obserwacja.

Istnieja rézne wersje i odmiany zadania o straznikach w muzeum.
N Wspomnijmy o jednej z nich, ktéra do dzis§ czeka na to, az jakis
wystarczajaco zdolny i zapalony czlowiek ja rozwiaze. Nadal
rozpatrujemy muzeum o m $cianach, takie, jak poprzednio, jednak tym
razem zakladamy, ze kazdy ze straznikéw moze spacerowaé¢ wzdiuz
jednej ze $cian i widzi wszystko, co mozna zobaczyé z dowolnego punktu
lezacego gdziekolwiek na tej Scianie. Ilu spacerujacych straznikéw musi
pilnowa¢ muzeum?

/l Fatwo podaé, w §lad za Gottfriedem Toussaintem, przyklad muzeum
o m = 4s Scianach, do ktérego upilnowania potrzeba przynajmniej

s spacerujacych straznikéw. Rysunek 3 przedstawia ten przyklad dla
s = 3; Czytelnik bez trudu wskaze, wzdtuz ktérych $cian powinni
spacerowac straznicy. Nie wiadomo natomiast, czy w muzeum

o m $cianach [2] spacerujacych straznikéw zawsze wystarczy; istnieje
hipoteza, ktéra glosi, ze tak, byé moze z wyjatkiem pewnych niezbyt
duzych wartosci m. Moze wiec ci z Czytelnikéw, ktérym marza sie
matematyczne ostrogi, sprébuja swych silt?

Rys. 3

Matq Delte przygotowali Marek KORDOS i Pawel STRZELECKI

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 898. Niech a 1 b beda dwiema wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi,

n za$ liczba catkowita. Niech (xg,yo) bedzie punktem kratowym lezacym na
prostej o réwnaniu ax + by = n. Wykazaé, ze punktami kratowymi na tej prostej,
lezacymi najblizej punktu (zq,yo), sa (zo — b,yo + a) i (zg + b,y — a).
Rozwiazanie na str. 16

M 899. Niech a 1 b beda dwiema wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.
Niech M bedzie zbiorem wszystkich liczb calkowitych, ktérych nie da sie
przedstawi¢ w postaci ax + by, gdzie z i y sa nieujemnymi liczbami calkowitymi.
Zmnalez¢ max M.

Rozwiazanie na str. 15

M 900. Wykaza¢, ze przy zalozeniach zadania 899 dla dowolnej liczby
catkowitej n dokladnie jedna z liczb n i (max M — n) nalezy do M.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 511. Kropla wody o masie m = 0,1 g zostala umieszczona miedzy dwiema

plaskimi i réwnoleglymi plytkami szklanymi, doskonale zwilzalnymi woda.

Jaka jest wielko$¢ sily przyciagania miedzy plytkami, jezeli znajduja sie one
D e w odleglosci d = 10~* cm? Napiecie powierzchniowe wody o = 7,3- 1072 X,
AECE AOSRONALle Zwiiza naczynle, jesll m

tworzy menisk wklesty, stykajacy sie ze ~ ROZWiazanie na str. 15

Scianks naczynia pod katem réwnym (. ) A " ' W !
Podobnie ciecz doskonale nie zwilia F 512. Gram rteci zostal umieszczony miedzy dwiema plaskimi plytkami
“ac;:“i“s jesli t‘;’“”ykme“ijk wypukly,  szklanymi. Jaka sile nalezy przylozyé do gérnej plytki, aby rteé¢ miala postaé
stykajacy sie ze Scianka pod tym samym s 3 W e - _E 2 . .

BEs (o et Wb pesvaatliion krazka jednakowej grubosci o promieniu R = 5 cm? Zakladamy, ze ;‘thc
Scianka naczynia jest styczna do menisku  doskonale nie zwilza szkla. Napiecie powierzchniowe rteci a = 0,5 .

w punkcie zetkniecia sie z nim). ROZWiQ.ZB.]‘LiE‘ na str. 14
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O wspdlistnieniu koniecznosci i przypadku
Tomasz NOWICKI

Zjawiska ewoluujace w czasie mozemy opisywaé ciagami rekurencyjnymi,
ktére okreSla sie wzorami postaci &1 = f(x,). Poniewaz czesto nie znamy
lub nie potrafimy kontrolowaé¢ poczatku ciagu, wiec chcielibyémy powiedzieé
& cos o dalekich wyrazach ciagu niezaleznie od zg. Jedli ciag stabilizuje sie,
2 na przykltad, gdy ma granice, to méwimy, ze zjawisko jest zdeterminowane
— jakkolwiek byémy zaczynali, znamy rezultat koncowy. Czasem, wybierajac,
powiedzmy, co szdsty wyraz, dostaniemy podciagi zbiezne; wtedy tez méwimy
o determinizmie — w granicy zjawisko jest okresowe. Czesto jednak zachowanie
(an, hn) ciaggu wymyka sie takim przewidywaniom. A czasem jest i tak, i tak. Jak?
| I AR Zobaczmy na przykladzie.

- —» Srednia arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna

Zadanie 1. Dla p > ¢ > 0 okreslamy dwa ciqgi: ag = p, go = q, a dalej
Rys. 1. Gdy aphp > 0, to dla wszystkich n p 7 y 4 o Py S0 i J

punkt (a,, hy,) nalezy do tej samej galezi mku?ﬂencyjnﬁe’
hiperboli zy = aphg, do ktérej nalezy n + Gn il
(a0, ho). Dla n — oo punkt (an, hy) Ant1 = =g In+1 = +/Anfn

zmierza bardzo szybko do prostej y = z. Zbadaj e Lea tych cs’qgo’w.
Dla p > ¢ > 0 mamy (p + ¢)? > 4pq. Stad réwniez p > (p + q)/2 > \/pq > q,
a zatem p > a, > g, > ¢ dla wszystkich n, przy czym a, maleje, a g,, roénie.
Ponadto, |an11 — gnt1| < |an — ga|, a wiec oba ciagi maja wspélng granice,
ktéra nazywa sie Srednia arytmetyczno-geometryczna liczb p i g.

Zadanie 1 ilustruje twierdzenie o zbieznoéci ciagéw monotonicznych
ograniczonych w przypadku, gdy granice trudno jest wyrazié¢ wzorem. Czasem
tatwiej przekona¢ si¢ do rozumowania, gdy mozemy granicy dotknaé reka.

Zadanie 2. Dla p > q > 0 okreslamy dwa ciqgi: ag = p, hy = q, a dalej
rekurencyjnie
an + hy 2 2a,hn,

a = —, = .
n+1 2 n+1 L_FL an+hn

Zbadaj zbieznosé tych ciggdw.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, p > an, > apt1 > hniy > hy > ¢ (trzeba
o skorzysta¢ z nieréwnosci (1/p + 1/¢)? > 4/(pq)), a oba ciagi maja wspélna
granice g, ktéra tym razem mozemy obliczy¢. Mamy bowiem a,,1h, 11 =

= anhn = ... = aoho = pyg, skad g* = pq, czyli g = /pq (rys. 1). Korzystajac

Rys. 2. Metoda stycznych — algorytm 7 tego, otrzymujemy jeden ciag rekurencyjny
Newtona. Zalézmy, ze funkcja f jest

dcifle wypukla (wystarczy, by f''(z) > = £ + 92

0 dla wszystkich z) i f{zp) = 0. Dla On41 = 9 (n o

dowolnego zq okreslamy ciag L

Flzn)

Fizn)

g“; I\l:{;kf:‘:ll ; ?vn;ff]f:{c\zmkmﬁ: ?;‘cha Ciag any1 = f(an) jest bardzo szybko zbiezny do punktu stalego funkcji f;

przecina 0§ OX. Ciag (z,) jest zbiesny ~ Wladnie tej procedury uzywaja kieszonkowe kalkulatory do obliczania

do mlieisca Zerowego 2o, Prz&}“-zb’m (przyblizen) pierwiastkéw kwadratowych. Pray okazji, jest to algorytm

— o ile zp nie jest minimum f - dla x, v . um s 0 9

Bliakiich. &, saaimy obliczania miejsca zerowego funkcji #* — g metoda stycznych (algorytm
Newtona — rys. 2).

20 !

| _—7x3/22  [n

I3 ST T

Tn4l = Tn —

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = (2% + ¢°)/2z.

2
|Tnt1 — 20| = |20 — 20]",

co ormacza, %e za kazdym krokiem liczsba  Zanim przejdziemy dalej, zauwazmy, ze wzory rekurencyjne ciagéw an i hy sa

cyfr dokladnych przyblizenia z grubsza ¥ ¥ i e & s

hioran, dhelwada e, jednorodne, to znaczy, ze dla A > 0 ciagi A, = Aa, i H, = Ah, spelniaja te
same warunki i wzory, co ciagi a,, i h, (z nowymi punktami startowymi P = \

Zwrocmy uwage, ze funkcja wypukia 5 M a8l an & ( y P y P

moze mie¢ dwa miejsca zerowe, wigc 1 Q = ’\Q)'

trzeba uwazaé, gdzie si¢ startuje. e " 5 < ‘4 i
Crytelnik zechce pomysled, co sig moze ~ Mamy tu do czynienia z sytuacja w pelni zrozumiala, ciag (an, hy,) jest bardzo

dziaé, gdy f nie ma miejsca zerowego lub  szybko zbiezny. Gdyby$my wiec modelowali nim jakies zjawisko, juz po niewielu
ISR R iteracjach widzieliby$my tylko punkt zbieznoéci. Pelny determinizm. A przeciez
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2

Rys. 3. Wykres praeksztalcenia T

Rozwiniecie dwéjkowe liczby = € [0, 1)
to jej przedstawienie w postaci

==}
5= et
k=1

gdzie by € {0,1} jest nazywane k-ta
cyfra rozwiniecia. Czasem piszemy

[#]2 = 0, bybabs .. .. Aby rozwiniecie bylo
jednoznaczne, przyjmujemy, ze ciag cyfr
ma nieskoniczong liczbe zer. Jedli taki ciag
ma skoticzong liczbe jedynek (czyli od
pewnego miejsca wystepuja w nim same
zera), to x jest liczba postaci g/2", gdzie
n jest pozycja ostatniej jedynki.

Przedzial dwuadyczny

[g/2™, (g +1)/2"] dla 0 < g < 2™ sklada
sie z liczb, ktdrych rozwiniecia dwdjkowe
sa takie same na n pilerwszych pozycjach,
a potem sa dowolne. Diugosé tego
przedzialu wynosi 1/27.

Rys. 4. Przeksztalcenie ToT o T = T2 ma
2% — 1 = 7 punktéw stalych.

w ciggu tym tkwia jeszcze pewne tajemnice. Zanim je poznamy, sprébujmy
opisa¢ sytuacje jak najbardziej losowa.

Jedno przeksztalcenie o wielu obliczach

Rozpatrzmy przeksztalcenie T' odcinka [0, 1) okreslone nastepujaco: Tax = 2z
dla0 <z <05oraz Te =2z —1dla 0,5 <z <1 (rys. 3). Bedziemy tez pisaé
Tz = 2z mod 1. Oba odcinki, na ktérych T' jest ciagle, bedziemy nazywac
poléwkami.

Przeksztalcenie T' nakrywa dwukrotnie [0,1), a jego n-ta iteracja T™ nakrywa
odcinek 2"-krotnie, w szczegdlnoéei, T™ ma 2™ — 1 punktéw stalych (rys. 4),
czyli T ma 2" — 1 punktéw okresowych o okresie n. Czytelnik odpowie: dla

ilu z tych punktow n jest nagmniejszym okresem? Kazdy podprzedzial, ktory
zawiera sie w jednej z poléwek, przeksztalcenie T' rozciaga dwukrotnie.
Przeciwobraz dowolnego odcinka zawartego w [0, 1) sklada sie z dwéch dwa razy
krétszych odcinkéw.

Zajmiemy sie teraz zapisem dwdéjkowym liczb z [0,1).

Przeksztalcenie T' dziala tak, ze w rozwinieciu dwéjkowym wszystkie cyfry
przesuwamy o jedna pozycje w lewo, a o pierwszej cyfrze zapominamy. Kazda
liczba ma zakodowane wszystkie swoje iteracje w nastepujacy sposéb. Jesli

na (k + 1)-tej pozycji w rozwinieciu dwdjkowym liczby wystepuje zero, to

0 < T*z < 0,5, jesli zas jeden, to 0,5 < T*zx < 1, czyli po k iteracjach punkt
zawedruje do wskazanej poléwki odcinka. Co wiecej, pierwsze m cyfr rozwiniecia
wskazuje, do ktdrego przedziatu dwuadycznego [¢/2™, (g + 1)/2™) nalezy
liczba. Liczba o ustalonych m cyfrach na pozycjach od k& + 1 do k + m trafi po
k iteracjach do przedzialu dlugosci 27" wyznaczonego przez te cyfry. Teraz
widaé, ze mozna znalezé mnéstwo liczb, ktére pod dzialaniem przeksztalcenia T
beda trafialy do kolejnych, z géry danych odcinkéw.

Zadanie 4. ZnajdZ dtugosé sumy odcinkdw ztozonych z liczb, ktdre doktadnie

w k-tej iteracji trafig do zadanego przedziatu dwuadycznego. Znajds dlugosé sumy
odcinkow ztoZonych z liczb, ktore nie odwiedzq zadanego przedziatu dwuadycznego
przed k-tq iteracjq.

Zauwazmy, ze jesli dwa punkty sa rézne, to ktéras iteracja wepchnie je do
réznych poléwek, a jedli wtedy oba beda blisko érodka, to nastepna odepchnie
je do przeciwleglych konicéw odcinka [0,1). Mamy wiec przeksztalcenie, ktére
produkuje ciagi o wielu wlasnosciach: sa okresowe o dowolnie zadanym okresie,
sa inne — odwiedzajace kazdy odcinek; bliskie punkty rozjezdzaja sie, odlegle
wpadaja na siebie. Czy jest tu jakas regularnosé?

Losowanie i statystyka

Teraz zaczniemy rzuca¢ moneta. Wyniki kolejnych rzutéw kodujemy jako zera
(dla ortéw) i jedynki (dla reszek). Jesli rzucimy n razy, otrzymamy ciag orléw

i reszek, ktéry kodujemy w postaci przedziatu dwuadycznego [¢/2", (g + 1)/2"),
wypisujac rozwiniecie dwéjkowe liczby ¢/2" - kolejne cyfry po przecinku to
wyniki kolejnych rzutéw. Zauwazmy, ze dodanie nastepnego rzutu to wybranie
ktérejé polowy juz otrzymanego przedziahu.

Taki sposéb kodowania rzutéw ma dodatkowsa zalete: dla monety symetrycznej
szansa otrzymania ciagu orléw i reszek, ktéry spelnia te czy inne z gory
narzucone warunki (np. w ciagu dziesieciu rzutéw nie ma trzech kolejnych
reszek), odpowiada dlugosci sumy przedzialéw dwuadycznych okreslonych przez
owe warunki (w tym przykladzie chodzi o przedzialy [¢271°, (¢ + 1)2719), dla
ktérych w rozwinieciu ¢271° nie ma trzech kolejnych jedynek).

W jezyku rzutéw moneta przeksztalcenie T to zapominanie o wyniku
pierwszego rzutu. Zastosowanie k-tej iteracji przeksztalcenia to odrzucenie
pierwszych k rzutéw. Diugoéc przedzialéw po przeksztalceniu odpowiada
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Centralne Twierdzenie Graniczne.
Jeéli S, oznacza liczbe sukecesdw

w n priobach Bernoulliego z ustalonym
prawdopodobierstwem sukcesu p, to

P((Sn — np)/4/np(1 —p) < t) — F(t)

dla n — oo, gdzie F jest dystrybuantq
standardowego rozktadu normalnego,

a b [ mpe
F(t) = m[mexp( = /2)dt.

Przyklad. Szansa, ze w dlugiej serii
rzutéw moneta wérdd rzutéw od

401 do 500 bedzie co najwyzej 60
orléw, jest réwna P(S100 < 60) =

= P((S100 — 50)/v/25 < 2) = F(2).

Podobnie, laczna dlugoié przedzialéw
dwuadycznych, w ktérych rozwiniecia
liczb maja na pozycjach od 401 do

500 co najwyzej 60 zer, jest réwna
okolo F'(2). Sa to te liczby, ktére

po 400 poczatkowych iteracjach
przeksztalcenia T w stu kolejnych
odwiedza dolna polowe przedzialu [0, 1)
co najwyzej 60 razy.

vE

zy = aghp

Rys. 5. Gdy agho < 0, to punkt (an, hy)
skacze w chaotyczny sposéb po obu
galeziach hiperboli zy = agho (wnikliwi
Czytelnicy zechca poeksperymentowad
sami).

@

Rozwigzanie zadania F 512.
Zadanie rozwiazujemy podobnie jak
poprzednie, otreymujac
2ece
F= ps p— ?S "
gdzie d jest grubodcia krazka cieczy,
a § = mR? jego polem powierzchni. Ale

v
d= — = L
5 prR?2
i stad
2n’apR?
P 200 aaan W,

m

prawdopodobienstwu warunkowemu, z warunkiem opisanym przez poczatkowe
k rzutéw.

Cokolwiek mozemy powiedzie¢ o seriach niezaleznych rzutéw moneta
symetryczna, mozemy tez powiedzie¢ o liczbach dwuadycznych

i przeksztalceniu T'. A zatem, jesli obserwujemy zjawisko, ktére mozna opisaé
za pomocy iteracji T, to mamy do czynienia z sytuacja czysto losowa i po
pominieciu poczatkowych obserwacji mozemy postugiwaé sie metodami
statystycznymi, na przyktad centralnym twierdzeniem granicznym.

Wracamy do poczatku

Wzoru rekurencyjnego na $rednie: arytmetyczna i harmoniczna mozemy uzy¢ nie
tylko dla liczb dodatnich. Jedli obie liczby p, ¢ sa ujemne, to dzieki jednorodnosci
otrzymujemy ten sam wynik, co dla obu dodatnich. Jesli jednak jedna jest
dodatnia, a druga ujemna, to (pomijajac drobny klopot, kiedy a,, + h,, = 0)
tak juz pozostanie dla wszystkich n, bo niezmienniczy iloczyn a,h, bedzie stale
ujemny. Przeskalujmy zmienne do pg = —1, wtedy tez a,h, = —1 dla kazdego n.
Tym razem dla h,, dostajemy

2anhy, -2 2h,

h ! — =
g T Ve SR Nl g )

i pozostaje zbadaé¢ funkcje z; = f(z) = 2z/(1 — z?). Zauwazmy, ze podstawiajac
T = tga, gdzie a € [—m, ), otrzymamy znajomy szkolny wzér na tangens kata
2a:

i 20 2tga te2
a1 = I = = = o
ity mibea i Badeiie tg’a e

co po przetlumaczeniu na katy, juz bez tangenséw, i zadbaniu, aby &, nalezalo
do [—m,7), daje warunki a; = 2a dla @ € [—7,0) oraz a; = 2a — 27 dla
a € [0, 7). Po liniowym przeskalowaniu dostaniemy dla 3 = (o + 7) /27 réwnosé

B1 = 2Bmod1.

Oznacza to, ze gdy aghg < 0, to elementy ciagu (an, hy,) zachowuja sie tak
losowo, jak przeksztalcenie T', czyli jak niezalezne rzuty moneta symetryczna
(rys. 5).

Rodzina kwadratowa

Nasze rozwazania o dwéch srednich mozna przeniesé¢ do dziedziny zespolonej.
Tam réwniez spotykamy wspdlistnienie koniecznosci i przypadku.
Przeksztalcenie ¢ — 2¢ mod 1 jest to przeskalowane przeksztalcenie zespolone

z — 2% na okregu jednostkowym, gdzie patrzymy tylko na argument. Z drugiej
strony, we wspétrzednych (z,y) mamy (z,y) = 2 — 22 = (22 — 32, 2zy),

a poniewaz jesteSmy na okregu S, gdzie —y* = z? — 1, wiec pierwsza
wspolrzedna punktu z, ktéra nalezy do przedziatu [—1, 1], poddawana jest
przeksztalceniu kwadratowemu z — 2z? — 1. Widzimy zatem, ze f(z) = 2z% — 1
jest innym przedstawieniem tego samego zjawiska, co ¢ — 2¢ mod 1.

Zadanie 5. Sprawd?, Ze zmieniajgc liniowo wspétrzedne w ten sam sposéb

w dziedzinie i przeciwdziedzinie, mozna dostaé nastepujace reprezentacje tego
przeksztatcenia: y — y? — 2 na [-2,2], t — (2t — 1)? na [0,1], czy u — 4u(l — u)
na [0,1]. Wykonaj rysunki (wraz z przekatna).

W ostatnim wzorze dokonaj zamiany wspdtrzednych u = sin®(7¢/2).

Samo przeksztalcenie z — 22 w dziedzinie zespolonej zachowuje sie tak:
wewnatrz okregu jednostkowego wszystko zbiega w szaleficzym tempie do zera,
a na zewnatrz ucieka réwnie szybko do nieskoniczonosci (to w istocie to samo

— wystarczy przeciez zmieni¢ z na 1/z). Natomiast na samym okregu nie mamy
wcale takiego determinizmu; tu panuje losowo$é¢, poddajaca sie jednak prawom
statystycznym.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazaii:
31 I 2000

Crzoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 276 (WT'=2,20) i 277 (WT'=1,64)
z numeru 4,/1999

Zbigniew Galias — Krakdw 48,08
Andrzej Idzik — Bolestawiec 37,99
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 30,41
Tomazz Wietecha — Tarndéw 20,89
Aleksander Surma - Myszkdw 256,25
Artur Arciszewski - Kielce 17,26
Jaroslaw Eazulka - Warszawa 13,90
Grzegorz Milos — Mielec 11,52

Tomasz Rudny - Warszawa 11,46

Crzoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
377 (WT'=1,70) i 378 (WT=1,52)
z numeru 3,/1999

Bogumitla Piotrowska - Zielona Gdéra 39,07
Piotr Kumor - Olaztyn 35,70
Zbigniew Galias — Krakdw 35,12

o

Rozwiazanie zadania M 899.

Niech I, bedzie prosta o réwnaniun az + by = n. Z zadania M 898 wynika,
ze kazda prosta l,, dla n € Z ma dokladnie jeden punkt kratowy w pasie

{lz,y)0<z<b

wtedy i tylko wtedy, gdy n ¢ M. Rozwazmy teraz symetrie érodkowa o

b—1 1

- 0

plaszczyzny wzgledem punktu 2

(z,y) — (b—1—=z,—1 — y). Zauwazmy, ze pas {(z,y)|0 < = < b — 1} przechodzi
przy o na siebie, a punkty kratowe z tego pasa o wspdlrzednych nieujemnych
przechodza na punkty kratowe z tego pasa o wspdlrzednej y ujemnej i na odwrét.
Tak wigc proste l,, dla n € M przechodza na proste l,,, dla m & M i na odwrét.
Jak nietrudno obliczy¢, obrazem prostej I, w symetrii o jest prosta lap—o_p—n.
Oczywiste jest, e min (Z\ M) = 0, z czego wynika, ze max M = ab—a — b.

1}. Poza tym punkt ten ma obie wspdlrzedne nieujemne

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzal zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania ceterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlezynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z fizyki nr 286, 287
Redaguje Jerzy B. BROJAN

286. Oceni¢ orientacyjnie maksymalna ilo§¢ (mase) tlenu, jaka moze zawieraé butla
stalowa o rozsadnych rozmiarach i masie m = 40 kg, napelniona pod ci$nieniem
réwnym polowie wartosci, ktéra spowodowalaby rozerwanie butli. Dane dotyczace stali
wziac z tablic.

287. Mion rozpada si¢ na elektron i dwa neutrina:
u —e —I—EQ + vy
Obliczyé maksymalng energie kinetyczna elektronu powstalego z rozpadu

spoczywajacego mionu. Masa mionu wynosi 105,6 MeV /c?, masa elektronu —
0,51 MeV/c?, a mase neutrin nalezy pominaé.

Zadania z matematyki nr 389, 390
Redaguje Marcin E. KUCZMA

389. W turnieju rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym” (bez remiséw) kazdy
zawodnik, ktéry kazdego innego pokonal bezposrednio lub poérednio, otrzymal
nagrode. (Gracz A pokonal gracza C' posrednio, jesli pokonal pewnego zawodnika B,
ktéry wygrat z C.) Dowiedé, ze jezeli przyznana zostala tylko jedna nagroda, to
otrzymal ja zawodnik, ktéry wszystkich innych pokonal bezposrednio.

390. Prostokat o bokach dlugosdci a, b (a > b) dzielimy w dowolny sposéb na n
prostokacikéw o bokach réwnoleglych do bokéw duzego prostokata; n jest ustalong
liczba naturalna. Dla kazdego prostokacika obliczamy stosunek dlugosci krotszego boku
do dlugoscei dhuzszego boku, a nastepnie obliczamy sume tych stosunkéw. Znalezé kres
dolny wartodci takich sum.

Zadanie 390 zaproponowala pani Joanna Jaszuriska z Warszawy.

L.}

Rozwigzanie zadania F 511.
Warstwa wody migdzy plytkami jest ograniczona po
bokach meniskiem wkleslym o promieniu krzywizny
1
réwnym polowie grubosci warstwy wody R = §d'
MNapiecie powierzchniowe wywoluje ujemne ciénienie
ciecz jest rozciagana. Pod meniskiem wklestym
nadwyzka p cifnienia zewnetrznego, dzialajacego na
powierzchnie plytek S, wynosi

, ktdra jest dana wzorem

o _a 2c

AR Ra
A wiec sila, ktéra nalezy prazylozyé, aby oderwad
plytki od siebie, jest rdwna

F=p8= i 8
d
m Pole zwilzanej powierzchni plytek wynosi
V. m
Rozwigzanie zadania M 900. = E
Oznaczmy ¢ = max M. Jak pokazano w rozwigzaniu zadania M 899, prosta [, Ostatecznie
przechodzi na l._, i na odwrét. Poza tym proste I, dla n € M przechodza przy o L _ 2am = 14600 N

na proste [, dla m & M i na odwrdét. Stad wynika juz teza zadania.

pd?
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Patrz w niebo

Chyba mamy szczescie, ze zyjemy w spokojnym zakatku spokojnej galaktyki.

Whprawdzie samo centrum naszej Galaktyki calkiem spokojne nie jest (znajduje
si¢ tam prawdopodobnie czarna dziura o masie rzedu miliona mas Slorica),

ale to nic w poréwnaniu z innymi galaktykami. Wydaje sig, ze galaktyki

o nienormalnie jasnym jadrze naleza do dwéch klas. Nadmierna jasno$é galaktyk
jednej klasy wynika z niezwykle silnego tempa powstawania nowych gwiazd,

u drugiej klasy natomiast wywolana jest wlasnie obecno$cia supermasywnej
czarnej dziury. Ale od niedawna dwaj japonscy astronomowie, Yoshiaki
Taniguchi i Keiichi Wada, twierdza, ze te typy galaktyk wcale nie sa rozlaczne.

Otéz w stosunku do wielu galaktyk, w ktérych intensywnie tocza sie procesy

gwiazdotwércze, mozna podejrzewad, ze doznaly zaburzenia wskutek bliskiego

przejécia innej galaktyki. Tymczasem japonscy badacze twierdza, ze tylko

u 30% takich galaktyk mozna znalezé pobliska galaktyke towarzyszaca, ktéra

moglaby by¢ Zrédlem tego zaburzenia. Z drugiej strony zauwazaja oni, Ze niemal

wszystkie wielkie galaktyki spiralne maja bardzo male towarzyszki, tak jak
& nasza ma swoje Obloki Magellana. Wiele tych satelitarnych galaktyk zostanie

Rozwigzanie zadania M 898.

w przyszlosci wchlonietych przez znacznie masywniejsze galaktyki centralne. Co

Niech (21, y1) bedzie punktem kratowym Wi€C€j, W naszym sasiedztwie okazalo sie, ze przynajmniej jedna mala galaktyka

na rozwazanej prostej, réznym od

{0, yo). Po odjeciu stronami réwnan
azy + by; = n (i = 0,1) otreymamy
a(zo — x1) + blyo — y1) = 0, cayli

a(zo — 1) = —b(yo — y1)-

Liczby a i b s3 wzglednie pierwsze, wiec
al(yo — y1) oraz b|(zg — z1).

Wynika stad, ze najblizszymi do punktu

satelitarna — M 32, towarzyszka Wielkiej Mglawicy w Andromedzie — zawiera
supermasywna czarna dziure, a wiele innych o to sie podejrzewa. Japofiscy
astronomowie przeprowadzili wiec komputerowe symulacje, by dowiedzie¢ sie,
co stanie sie, gdy wielka i bogata w gaz miedzygwiazdowy galaktyka z czarna
dziurg w centrum wchlonie podobna, tyle ze mniejsza, galaktyke.

(20, y0) punktami kratowymi na prostej  eneralnie wchlanianie matej galaktyki z czarna dziura prowadzi do

beda te spelniajace yp — y1 = *a
i odpowiednio xq — 1 = Fb, czyli punkty
(xo — byyo +a) i (o + b, yo — a).

silnego ,zamieszania” materii wiekszej galaktyki, podobnie jak mieszanie
herbaty w szklance. Szczegély takiego procesu zaleza jednak od stosunku

mas czarnych dziur. Jezeli pochlaniana czarna dziura jest wyraznie mniej
masywna, to dochodzi do powstania ramion spiralnych lub wielkich pierécieni,
w ktérych gwaltownie formowane sa nowe gwiazdy. Jezeli jednak czarne

dziury sa poréwnywalne, dochodzi do zjawisk bardziej chaotycznych. Gaz
miedzygwiazdowy ulega silniejszemu zgeszczeniu i gwaltowne procesy
gwiazdotworcze obejmuja nieregularne obszary o rozmiarach zaledwie kilkuset
parsekéw, przy czym moga one by¢ usytuowane réwniez w centralnych
czeéciach galaktyki. Prawdopodobnie takie wlasnie struktury obu typéw zaczeto
dostrzegaé¢ w odleglych galaktykach za pomoca teleskopu Hubble’a.

Listopad

Wielka Mglawica w Andromedzie (M 31,

NGC 224), o ktérej wspomnieliSmy wyzej, to jeden

z najciekawszych obiektéw jesiennego nieba, a z racji
bliskosci jeden z najciekawszych w ogéle. Jest
najodleglejszym obiektem widocznym golym okiem
— lezy w odleglosci 0,7 Mpc. Oprécz malej galaktyki
M 32 (NGC 221, to ta z czarng dziurg w centrum)
ma za towarzyszke jeszcze jedna galaktyke M 110

(ostatni numer w katalogu Messiera lub tez NGC 205).

Razem stanowia wiec uklad potréjny podobnie jak
nasza Galaktyka z Wielkim i Malym Oblokiem
Magellana, z tym tylko, ze towarzyszki M 31 to
galaktyki eliptyczne, a Obloki Magellana zaliczaja sie
do nieregularnych. Niedaleko Andromedy, w Tréjkacie,
znajduje sie druga co do jasnoéci galaktyka M 33
(NGC 598), odlegla o 0,8 Mpc. By ja dostrzec,
potrzebna jest jednak przynajmniej lornetka. Jest to
rowniez duza galaktyka spiralna, stanowiaca wraz
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z nasza i z M 31 tréjke najwiekszych obiektow
w Lokalnej Grupie Galaktyk. Ale ona nie ma galaktyk
towarzyszacych.

W listopadzie Wenus znajduje sie w Pannie i wida¢

ja na wschodnim niebie przed wschodem Slorica.

Mars jest w Strzelcu i wida¢ go wieczorem nisko

i doéé¢ krdtko na potudniowym zachodzie. Jowisz

jest w Rybach, a Saturn niedaleko w Baranie i obie
planety wida¢ praktycznie przez cala noc. Saturn 6 XI
ma opozycje, tzn. znajdzie sie na niebie w kierunku
przeciwnym do kierunku na Slorice. Néow Ksiezyca
wypada 8 XI, a pelnia 23 XI. Ksiezyc zblizy sie mocno
do Aldebarana tez 23 XI, ale zakrycia nie zobaczymy.
Wreszcie 15 XI Merkury przejdzie przed tarcza Stofica,
ale zjawisko to bedzie widoczne w obu Amerykach, na
Pacyfiku, we wschodniej Azji i w péinocnej Australii.

T.K,



’Wfﬂl /99 (23)
]__Egggatiué

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (19)

— Czy postawilbys jedna stawke przeciwko moim dwém
stawkom na rzut moneta? — kusi Bazylego Ambrozy.

— Z toba boje si¢ w cokolwiek graé.

— Ale powiedz, czy by$ postawil.

— Pewnie potem powiesz, ze stawka jest ujemna.

— Alez skad. Moge ci powiedzieé, jak ja ustalimy. Bedziemy
rzuca¢ moneta tak dlugo, az wypadnie orzel. Jesli orzet
wypadnie za n-tym razem, wtedy stawka wyniesie 10™.

— A wiec jesli bedzie kolejno reszka, reszka, orzel, to stawka
wyniesie 10007

~ Zgadza si¢. Czy postawisz wéwczas na rzut moneta 1000
przeciwko moim 20007

— Uczciwa moneta?

— Uczciwa. Jak wypadnie reszka, ptace ¢i 2000, a jak orzel,
to ty mi placisz 1000.

— No... postawie. Jasne, ze postawie.

— Czy zdecydujesz sie graé, jesli stawka wyniesie 107

— Tak, zagram niezaleznie od tego, jaka stawke wylosujemy.
- Skoro zawsze zdecydujesz sie zagraé, to moze najpierw
wylosujmy zwyciezce, a potem stawke, w ten sposéb gra
bedzie mniej nerwowa. Zgadzasz sie na taka modyfikacje?
— Losowania stawki 1 zwycigzcy sa niezalezne, wiec to
chyba bez réznicy.

— Jedli juz wygrasz dwie stawki, to czy zgodzisz sie je
postawi¢ przeciwko moim trzem na rzut moneta?

— Czyli jak wypadnie reszka, to dostane 5 stawek, a jak
orzel, to nic?

— Zgadza sie.

— Czemu nie? W koiicu wartosé¢ oczekiwana mojego zysku
w takiej dogrywce wynosi pél stawki.
— Podsumujmy, co ustaliliémy. Rzucamy moneta. Jesli
wypadnie orzel, to losujemy stawke i ty mi ja wyplacasz.
Jesli wypadnie reszka, to losujemy stawke, a nastepnie
przez rzut moneta decydujemy, czy mam ci wyplacié
5 stawek, czy jestesmy kwita.
— Wlasciwie w przypadku, gdy w pierwszym rzucie
wypadnie reszka, mogliby§my najpierw rzuci¢ moneta o to,
czy ty mi placisz 5 stawek, czy nic, a potem — o ile masz
mi co$ placi¢ — wylosujemy stawke.
— Dobry pomyst. Wiesz, troche mi ghupio, ze czasami
niby wygrasz, a nie dostaniesz nic. Czy przyjmiesz ode
mnie 5 zl, jesli okaze sie, ze pomimo twojej wygranej
w pierwszym rzucie, drugi rzut rozstrzygnal, Ze nie mam
ci nic placi¢?
— Co chcesz w zamian?
— Nic.
— No pewnie, ze sie zgadzam.
- Jeszeze raz podsumujmy, co ustaliliSmy. Rzucamy
monety (nazwijmy ten rzut zerowym). Jesli wypadnie
orzel, to ja wygralem i ustalamy stawke, rzucajac monety
do pierwszego orla. Jesli orzel wypadnie w pierwszym
rzucie, to placisz mi 10, w drugim 100, trzecim 1000,
potem 10000 itd. Jesli natomiast w zerowym rzucie
wypadnie reszka, to wiadomo, ze ty wygrales i rzucamy
dalej moneta. Jesli w pierwszym rzucie wypadnie orzel, to
place ci 5, jeli reszka, to rzucamy dalej do pierwszego orla.
Ja wyplacam ci 50, 500, 5000, 50000 itd. w zaleznosci od
tego, kiedy pojawi sie orzel.
— Tak ustaliliémy.
— Czyli, méwiac krétko, losujemy przez rzut moneta, kto
wygral, a nastepnie losujemy stawke wedlug przyjetej
wezeéniej procedury. Jedli ja wygram, to zaplacisz mi
stawke. Jedli ty wygrasz, to ja wyplace ci pdél stawki.
— Chwila! Jakie p61? Mialo byé wiecej.
— Popatrz uwaznie na to, co ustaliliémy.

JWR

GRY (8)

Poznalidémy juz kilka przykladéw gier, najwyzszy czas
odpowiedzie¢ precyzyjnie na pytanie: Co bedziemy uwazaé
za gre?

Méwiac pogladowo, chcemy nazwaé gra procedure, w ktérej
dwaj gracze wykonuja na przemian ruchy, przy czym ruchy
dostepne dla obydwu graczy sa takie same. Postronny
obserwator znajac pozycje w takiej grze, wiedzialby, jakie
sa dozwolone ruchy bez koniecznosci dopytywania sie,

kto za chwile wykona swéj ruch. Nie sa gra w tym sensie
szachy lub warcaby, gdyz jeden gracz uprawniony jest do
wykonywania ruchéw bialymi bierkami, a drugi czarnymi.
Bedziemy zakladaé¢ réwniez skonczonosdé gry, tzn. gra musi
zakonczy¢ sie w skoriczonej liczbie ruchéw, a w kazdej
pozycji istnieje tylko skoriczenie wiele ruchéw do wyboru.
Jesli zechcemy rozwazac gry nieskoriczone, wyraznie to
zaznaczymy. Przyjmujemy wreszcie uniwersalng zasade,

ze wygrywa gracz, ktéry jako ostatni wykona ruch,

pozostawiajac przeciwnika na pozycji, w ktérej legalny
ruch nie istnieje.

Bardziej formalnie, gra nazywaé bedziemy dowolny
skonficzony zbidr gier:

B = C sl

Zakladamy ponadto, ze wszystkie rozwazane gry
powstaja w opisany sposdb. Powyiszy zapis rozumiemy
w ten sposdb, ze gracz, ktéry w pozycji G ma wykonaé
ruch, moze wybraé¢ jedna z n opcji, a mianowicie G,

G2, G, ..., G,. Faktycznie utozsamiamy wiec gry

o jednakowej strukturze rézniace sie tylko scenariuszem
postepowania. Zauwazmy, ze w tak okredlonych grach nie
ma mowy o remisach. Zanim omdéwimy przyklady gier,
pare dalszych przykladéw niegier: poker, brydz, pilka
nozna, tenis stolowy, kétko i krzyzyk (bo sa remisy).

Przyklady prostych gier podamy za 2 miesiace.
JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jaroslaw Wroblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwrfimath. uni. wroc.pl
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