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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1999 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne (tez przez ckres co najmniej trzech miesigey)

cena numeru w 1999 r. wynosi 6 zl. W praypadku Zyczenia dostawy droga lotniczg
odpowiednia doplate panosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkewo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Whplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1999 r. wynosi 9 zl.

3. Whplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
JRuch” S.A. wlaéciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sig
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granicg jest rdwna cenie prenumeraty
krajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. Wplaty prayjmuje ,RUCH" 5.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa, ul. Towarowa 28,
czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 877 — 1497,

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowsg ze zleceniem za granice
5 XII 20 X1 na 1 kwartal roku nastepnego,
5 11T 20 11 na Il kwartal,
5 VI 20V na IIl1 kwartal,
5IX 20 VIII na IV  kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od oséb zamieszkalych za granicy,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdéwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela \RUCH” S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 25676, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17, wewn. 2366,

Numery archiwalne (od 1985 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie,



Dzwonnik
z Londynu

Francesc ROSSELLO

Zanim Lagrange zaczal stosowaé permutacje do badania réwnan
algebraicznych, pewien Anglik uczynil z nich uzytek w sposéb
bardzo przypominajacy o sto lat pézniejsza teorie grup. Mowa

o Fabianie Stedmanie, urodzonym w 1640 r. w Londynie, drukarzu,
a potem — az do $mierci w 1713 r. — poborcy podatkowym. Do
historii wprowadzito Stedmana jego hobby. Nalezal do przeréznych
stowarzyszenl mitosnikéw muzyki dzwonéw, a jego dwie ksiazki
Tintinnalogia (1668) i Campanalogia (1677) czynia z niego ojca
nowoczesnego dzwonienia. To, co moze nas tu zainteresowaé, to
elementy teorii grup, ktére mozna odnalezé w jego pracach — caly

dlugi wiek przed Lagrangem.

Grupa — algebra (G,0, 7", e), w

¢ elementem neutralnym wzgl
kazdego elementu a grupy

W Anglii (a takze, w mniejszym stopniu, w innych krajach pod
brytyjskim wplywem) gra na dzwonach nie polega na ukladanin
§licznych melodii, lecz na tworzeniu ciagéw uderzen, w stylu zwanym
change ringing: w n dzwonéw, ponumerowanych 1,2,...,n
uderza si¢ kolejno w réznych permutacjach (w jezyku dzwonnikéw
zwanych sekwencjami). Z przyczyn technicznych kazde przejécie
do kolejnej sekwencji (czyli zmiana) musi byé zadane roztacznymi
transpozycjami sasiadujacych dzwondéw: zmiana prosta sktada

sie z jednej takiej transpozycji, natomiast zmiana skrzyzowana
dopuszcza ich wiecej (koniecznie roztacznych).

Transpozycja — permutacja polegajaca na tym, ze dwa elementy zamienia sie

miejscami.

Utrzymana w tym stylu kompozycja, zwana biciem, jest wiec
ciagiem nastepujacych po sobie sekwencji, zaczynajacym sie
1 koniczacym sekwencja okrggle (1,2,...,n); od sekwencji do

sekwencji prowadzi zmiana prosta lub
zlozona. Mozemy zatem traktowaé bicie
jako ciag permutacji oy, 09, ..., 0 zbioru
n-elementowego, z ktérych kazda jest

zlozeniem rozlacznych transpozycji, a zlozenie
wszystkich, czyli oy - 09 - - - o1 jest permutacja
identycznosciowa e; powiemy wowczas, ze biciem
odpowiadajgcym rownosci oy - 09 - -0 = € jest

Od bicia oczekiwano nastepujacych wlasnosci (zwanych przez

_dzwonnikéw, o dziwo, aksjomatamsi):

e Kazde bicie ma si¢ zaczynac i koriczyé sekwencja okragla

(o czym juz byla mowa).

e Przy przejéciu od jednej sekwencji do nastepnej zaden dzwon nie
moze si¢ przesunaé o wiecej niz jedno miejsce w ciagu.

e Zadna sekwencja nie moze wystapi¢ dwa razy w jednym biciu.

e Zaden dzwon nie moze pozostaé na tej samej pozycji w trzech

kolejnych sekwencjach.

¢ Cale bicie musi by¢ podzielone na palindromiczne czesci (zwane
uktadami) jednakowej dtugosci (czyli ciag zmian, czytany od
tytu, jest taki sam, jak w normalnej kolejnosci).

1

Fizyczne metody datowania
w badaniu prehistorii czlowieka

ktorej o jest dwuargumentowym dzialaniem lacznym,

edem o, a = taka funkcja, ze a0 a”

Grzegorz WROCHNA

Homo sapiens to jedyny w przyrodzie
gatunek, ktéry stawia sobie pytania

o swoja wilasna przeszloéé. Kiedy pojawil
sie na naszej planecie? Jak do tego doszlo?
Czy wyodrebnil sie sposréd innych
gatunkéw w sposéb ciagly, na drodze
powolnej ewolucji, czy tez raczej skokowy,
z wyraznie okreslonym poczatkiem? Jesh
ciagly, to jak wygladaly ogniwa poérednie?
Jesli skokowy, to jaki byl mechanizm

tego skoku? Te i inne pytania sa domena

poszukiwan archeologicznych. Kiedy jednak
archeolog znajdzie interesujacy obiekt

i zadaje sobie pytanie, z jakiego okresu on
pochodzi, z pomoca przychodzi fizyka.

Najwieksze ustugi oddala tu metoda

radioizotopowa, oparta na rozpadzie

izotopu wegla 1*C. Jest on produkowany
w atmosferze przez neutrony powstale
wskutek oddzialywania protonéw
promieniowania kosmicznego z atmosfera

n+“N—+’*C+p

w ilosci okolo 7,5 kg na rok. Rozpada sie
on samorzutnie z czasem polowicznego
rozpadu 75 = 5730 lat

“C—YN+te.

Réwnowaga miedzy produkcja

a rozpadem ustala si¢ na poziomie
M"C/*2C =1,5-10""2. W atmosferze 1C
taczy si¢ z tlenem, tworzac radioaktywny
dwutlenek wegla '*CO,, ktéry moze

by¢ absorbowany przez roéliny podobnie
jak normalny *2CO,. Stad moze sig tez
przedostawaé do organizméw zwierzecych.
Dopéki organizm zyje i odzywia sie,
zachowuje staly stosunek *C/*2C. Od
momentn $mierci przestaje uzupelniaé
rozpadajacy sie '*C, co powoduje
zmniejszanie si¢ stosunku *C/*2C,
Mierzac ten stosunek w badanej prébce,
mozemy zatem okreslié czas, jaki uplynal
od $mierci organizmu.

Pierwszym sprawdzianem opracowanej
w 1947 r. metody bylo poréwnanie
zmierzonego wieku piramid egipskich

z zapiskami historycznymi sprzed
2000-5000 lat. Pierwszym odkrywczym
Jjej zastosowaniem bylo okreslenie wieku
znanego z Biblii miasta Jerycho na
T000-8000 lat, dwa razy wiecej niz
dotychczas przypuszczano.



Dokla.dnoéé metody"

"nwzglqdma.nc zmiany st.osunkn
C/C w atmosferze. spowodo
zmianami mtensywnoéc; promieniow:
kosmlcznego khma.tycznyml, itp. Taskle
cechowanie mozna przepr@wadmc, e
poréwnujac zmierzony Wl_el_(__ba,;dz_o L

 starych drzew z liczba stoi wich e
przekroju. Na._;leple] do tego el e

- nadaja sie sosny pinus aristata Ioﬂgaeva
rosnace w. kahform_]skjch gota.ch :

- White-Inyo. Najstarszy : Zywy akaz ma

4764 lata. Poréwnujac zgqszczema sl‘o_]éw

(spowodowane chlodmejszym khma.f.en:l)
mlodszych i starszych drzew mozemy tg
metode 1 rozszerzyc do okolo 10 000 lat

Pletwotme zawa.rtosé 1‘*C ocema.no
-mierzac intensywnosé promiemowa.ma.
0Od lat 80. liczbe atoméw '*C ocenia si
wyodrebniajac je z prébki za pomoc@ 5
a.kceIera.tara SPIZgZONego ze. spektrametrem-__ i
maaowym ‘Spektrometr masowy Jest" e
- to magnes, ktéry pod réinymi katami e

‘odchyla rozpedzone w akceleratorze J_qny i

o réinych stosunkach masy i ladunku.
Prébka (grafit lub CO2) jest joﬁig-o_mm,_ o
ujemnie (aby uniknaé pumytki"z"
bombardowanie jonami cezu. Powst.ale i

jony formuje sie w qukg o energn typowo

25 kiloelektronowoltéw i przepuszcz;:. it
przez spekt.rometr, ktéry wyblera. _}ony

o masie 14: *CT, Senr 120H2 quzka___

- ta jest nastepnie przyspleszana do energii
1 megaelektronowalta (MeV) i zderzana

'N) 'pr"ze_:z =

Ponadto, dobre bicie musiato byé odpowiednio dhugie i zawieraé
jak najmniej réznych zmian (oczywiscie,

1,2,3,4

%2 i 33 powtarzanych tyle razy, ile bylo to konieczne). Bicie,
(2’ 4’ l, 3) zawlerajace wszystkie mozliwe dla danego zestawu
(4’ 2’ 3’ 1) dzwondw sekwencje, nazwiemy pefnym. Tak wiec

(41 312: 1) pelne bicie n dzwonéw zawiera n! 4 1 sekwencji
(3,4,1,2) (tacznie z powtérzona ostatnia sekwencja okragla).
(3,1,4,2)  Popatrzmy (przyktad obok) na bicie z 1621 roku,
(1,3,2,4)  znane jako ,Uklad Podstawowy dla czterech
(1,2,3,4)  dzwonéw” i odpowiadajace ciagowi 9 sekwencji.

Jesli przyjmiemy o1 = (1,2)(3,4) i o2 = (2, 3), to zmiany,
wykonywane w tej kompozycji, sa nastepujace (w podanej
kolejnosci):

01,02,01,02,01,02,01,02,

bicie odpowiada zatem réwnoéci (0102)* = e w Sy. Nie jest ono
szczegolnie dlugie (S4 ma przeciez 24 elementy, a o1 1 o2 generuja
podgrupe D), ale spelnia wszystkie pozostale warunki. Zauwazmy,
na przykltad, ze powtarzanie zmiany oy zapewnia, iz zaden dzwon
nie pozostanie na swoim miejscu przez trzy kolejne sekwencje.

Bicie zawiera tylko jeden uktad (stad nazwa ,Uktad podstawowy”),
widoczny zwlaszcza po odrzuceniu ostatniej zmiany o2, ktéra ma
doprowadzi¢ do powrotu do sytuacji wyjsciowe;j.

Sp, taw. grupa symetryczna zbioru n- elr-ment,r)webf.) Jest gr l:p] wszy stkich permuts 'tf'_]l
tego zbioru, w ktérej o oznacza skladanie permutacji.

D, grupa wszystkich izometrii wlasnych n-kata foremnego (podgrupa grupy Sy,
jako ze kazda taka izometria jest jednoznacznie wyznaczona przez pewng permutacje
wierzcholtkéw n-kata)

We wstepie do Campanalogii Stedman zapowiada wyjasnienie
»Sztuki zmian, czysto matematycznej, lecz prowadzacej do
zadziwiajacych efektéw”. Popatrzmy na dwa przyklady z tej ksiazki.

Jeéli we wspomnianym wyzej Ukladzie Podstawowym zastapimy
ostatnia zmiane oy przez o3 = (3,4), to mozemy zbudowac bicie
peine, zwane Plain Bob Minimus, nastepujacej postaci (kazda
kolumna opisuje jeden uklad):

(1,258 1,549 (14,99
(2,1,4,3) (3,1,2,4) (4,1,3,2)
(2,4,1,3) (3,2,1,4) (4,3,1,2)
(4,2,3,1) (2,34,1) (34,21
(4,3,2,1) (2,4,3,1) (3,2,4,1)
BALD) @218 (23.14)
(3,1:42) @&1.2,3) (2:1,3:4)
(1,3,2,4) (1,4,3,2) (1,2,4,3

(1,2,3,4)

Pierwsza kolumna to podgrupa Dy izometrii kwadratu,
odpowiadajaca Ukladowi Podstawowemu, druga to warstwa wD,
dla w = (0103)%0103, natomiast trzecia jest warstwa w?Dy. Tak
wiec kolumnowy zapis tego bicia odpowiada podziatowi grupy Si

na warstwy podgrupy Dy. Zauwazmy przy tym, ze w kazdej
kolumnie wystepuja te same zmiany, co w pierwsze] (rézne sa jedynie
wyjéciowe sekwencje), stad wszystkie dziedzicza wlasnosei pierwszej,
a w szczegolnoscei sa palindromami.

Warstwa (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H — kazdy podzbidr postaci

aH = {aoh: he H}. Jedli aH # bH, to warstwy aH i bH sa rozlaczne

Stedman zauwaza, ze gdy, tak jak przed chwila, w danym ukladzie
zastapimy ostatnia zmiane inna, to otrzymamy kolumny o tej



samej liczbie elementdw, a przy tym dwie z nich sa albo rowne

(z dokladnoscia do kolejnosci elementéw w sekwencji), albo
roztaczne. Dzi§ wiemy, ze jest to ogdlna wlasnosé warstw w grupie.
Ponadto dowodzac, ze ciag sekwencji jest istotnie biciem, Stedman
korzysta z faktu, ze waz = wy implikuje ¢ = y, a w*z = w*t'y
pociaga za soba # = w'y. Z pierwszej whasnosci wynika, ze jesli
wszystkie sekwencje w pierwszym ukladzie sg parami rézne, to
podobnie jest w nastepnych uktadach, z drugiej za$, ze takze
powtérzenia sekwencji maja Zrédlo w pierwszym uktadzie. Pisze tez,
ze w pelnym biciu ,,dwa dzwony (lub wiecej) pozostaja na swoich
miejscach tyle razy, ile razy pozostale dzwony moga swoje miejsce
zmieniaé” | czyli istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy permutacjami n elementéw, ktdre sa stale na k sposréd nich,
a permutacjami n — k elementdéw.

Kolejnym waznym wkladem Stedmana do nauki o dzwonach jest
kompozycja na 5 dzwonéw (uogdlniona na dowolna nieparzysta
ich liczbe), znana jako ,Stedman Doubles”. Na poczatku
Stedman rozwaza zmiany o1 = (1,2)(4,5) i 02 = (2, 3)(4, 5).
Ciagi, odpowiadajace stowom ¢, = (0103)201 i @2 = (0201)%02
(wolna szostka i szybka szostka), wyznaczaja wszystkie permutacje
pierwszych trzech dzwonodw, przesuwajac ostatnie dwa sposréd
nich w celu zachowania regul bicia; odpowiada to réwnosci

((1,2)(2,3))> =e w Ss.

Dalej wprowadza sie zmiane czesei o3 = (1,2)(3,4), by polaczyé
sasiednie széstki (na przemian wolne i szybkie). Kazde jej
wystepowanie zmienia zbidr pierwszych trzech dzwonéw; otrzymuje
sie bicie (zlozone z 60 sekwencji), odpowiadajace réwnoéci’
(<P153<P203)5 i G

Permutacje o1, 02 i 03 sa parzyste, wiec generuja jedynie grupe
alternujaca As, zatem do otrzymania pelnego bicia wystarczy
zastapi¢ ostatnie o3 przez dowolna transpozycje i powtérzy¢ uklad.
Odpowiada to podziatowi na warstwy: S5 = As U 7As dla dowolnej
transpozycji 7.

Grupa alternujaca A, — podgrupa S,, zloZona ze wszystkich permutacji, ktére mozna

otrzymad jako zlozenie parzyste] liczby transpozycji.

Postepujac podobnie z siedmioma dzwonami, biorac dwie szdéstki
o1 =(1,2)(4,5)(6,7) 1 02 = (2,3)(4,5)(6,7) i zmiane czesci
o3 = (1,2)(3,4)(5,6), mamy

((010?)25163(520’1)20'20'3)7 = g;

czyli uktad poczatkowy z 84 sekwencjami. Aby otrzymac

5040 permutacji, Stedman proponuje zastosowanie

o4 = (1,2)(3,4)(6,7) 1 05 = (1,2)(3,4) zamiast jednego lub obu
wystapienn 3 w poprzednim wyrazeniu 1 powtorzenie ukladu.

Na koniec postawit problem zbudowania pelnego bicia za pomoca
jedynie o1, 09, 03, 04. Dzi$ oznacza to zbudowanie cyklu Hamiltona
w grafie grupy S7, generowanego przez o1, 03, 03, 04, Utworzonego
przez oba rodzaje naprzemiennie ustawionych szdstek, potaczonych
zmianamios 1 04.

Cykl Hamiltona — ciag kolejno polaczonych ze soba krawedzi grafu, ktéry przechodzi
przez kazdy wierzcholek dokladnie jeden raz — z wyjatkiem pierwszego, w ktérym cykl
sie zaczyna 1 konczy.

Problem pozostawal nierozwiazany do 1995 roku, kiedy to
rozwiazanie przedstawil zespét muzyczny Towarzystwa Absolwentéw
~ Uniwersytetu w Cambridge.

Ttumaczenie W.B.

zeii *°Th pozwala wiec okresli¢ wiek
skamieliny.

Metoda potasowo-argonowa,

uzywana do datowania skal

bazaltowych, wykorzystuje rozpad *°K

0 712 = 1,25 - 10° lat na *°Ar. Argon
ulatnia sie z roztopionej lawy. W momencie
zastygniecia lawa zawiera *°K, a jest wolna
od *°Ar. Zawartoéé nowo powstalego

19 Ar w skale bazaltowej pozwala okredli¢
moment jej zastygniecia.

Najnowoczesniejsze metody datowania
wykorzystuja zjawiska zwiazane

z defektami struktur krystalicznych.

W niektérych krysztalach (kwarc, kalcyt)
elektrony moga byé przeniesione z pasma
walencyjnego do pasma przewodnictwa
dzieki promieniowaniu naturalnemu

~ lub kosmicznemu. Dyfundujac, moga
- napotkaé defekty sieci, w ktérych zostana

uwiezione. Dostarczenie energii do prébki
powoduje ich uwolnienie, po ktérym
moze nastapié¢ emisja fotonu. Tego

typu emisj¢ nazywamy luminescencja.

W metodzie termoluminescencyjnej
energii dostarcza sie, podgrzewajac
probke. Metoda ta mierzy wiec czas

od ostatniego ,wyzerowania” prébki,

tj. uwolnienia wszystkich elektronéw, co
zachodzi w temperaturze powyzej 300°C.
Moglo do tego doj§<’: np. podczas
rozgrzewania krzemiennego narzedzia

w ogniu badZ podczas wypalania wyrobéw

garncarskich. Im dluzszy czas minal od

wyzerowania prébki, tym wiecej elektronéw
w putapkach, a wiec i tym silniejsza
luminescencja. W metodzie wymuszonej
fotoluminescencji elektrony uwalnia
si¢, naswietlajac prébke. Metoda ta jest
czulsza od termoluminescencyjnej, gdyz
uwalniane sa w niej jedynie elektrony

z plytszych pulapek i do wyzerowania
prébki wystarcza silne naslonecznienie.
Dlatego nadaje si¢ do datowania lessn,
wydm, pytu w lodowcach, dna morskiego
itp.

Liczbg elektronéw w pulapkach mozna
tez mierzyé¢ za pomoca rezonansu
spinowego. Prébke umieszcza sie

w silnym, statycznym polu magnetycznym
rzedu 1 tesli, ktére powoduje
rozszczepienie pozioméw energetycznych
réznych stanéw spinowych elektrondw.
Prébke poddaje sie nastepnie dzialaniu
mikrofal o cze¢stotliwosci rzedu 1 GHz.
Rezonansowe pochlanianie energii mikrofal
zachodzi, gdy ich czesto$é odpowiada
rozszczepieniu. Metoda ta ma olbrzymie




zaslugi w badaniu prehistorii czlowieka,
gdyz znakomicie nadaje si¢ do datowania
emalii na zebach.

Metody magnetyczne wykorzystuja
zmiennosé kierunku ziemskiego pola
w przesziosci. Domeny tlenku zelaza
w rozgrzanym materiale (lawa, glina
w piecu garncarskim) ukladaja sie
zgodnie z polem magnetycznym Ziemi.
»Lamrozona” magnetyzacja moze

by¢ wiec wykorzystana do datowania.
W ciagu ostatnich 3 milionéw lat bieguny
ziemskiego magnesu zamienialy sie
miejscami 6 razy!

Odrebna grupe stanowia metody
astro-klimatyczne. Opieraja sie one
na korelacjach zmian polozenia Ziemi
wzgledem Storica i dlugoterminowych
zmian klimatycznych oraz ich efektéw
fizycznych i biologicznych. Przykladowo,
poziom oceandéw byl nizszy w okresach
zlodowacen. Bogatsze nagromadzenie
pyikéw kwiatowych w osadach Swiadczy
o okresach ocieplenia. Przenikalnosé
magnetyczna osadéw jest zalezna od
rozpuszczania magnetytu w procesach
biologicznych. Stosunek stezen izotopow
80 /*®0 jest czuly na temperature,
stosunek >C/*2C jest zaé zalezny od
intensywnosci fotosyntezy. Poszukuje
sie coraz to nowych korelacji tego

typu i choé metody na nich oparte sa
generalnie bardziej zawodne od metod
radioizotopowych czy luminescencyjnych,
stanowia czesto ich sprawdzian i cenne
uzupelnienie.

Zobaczmy teraz, jak omdéwione metody
przyczynily sie do poznania prehistorii
czlowieka. Do poczatkéw lat 80. panowalo
przekonanie, ze rozwd] biologicznych
przodkéw czlowieka zachodzit réwnolegle
na kilku kontynentach. Homo erectus,
ktéry pojawil sie w Afryce okolo 2 min
lat temu, rozprzestrzenil sie na cala
Europe i Azje. Znaleziono nawet dziecko
homo erectus na Jawie. ,Normalne”
namagnesowanie mineraléw wokét
znaleziska pozwolilo umiejscowié jego
wiek migdzy 1,79 a 1,95 mln lat temu.
Homo erectus przeksztalcal sie stopniowo
w archaic homo sapiens, by okolo 100 tys.
lat temu daé poczatek homo neandertalsis.
W érodowiskach odizolowanych homo
erectus przetrwal niemalze do ,naszych
czaséw”. Swiadcza o tym dwa znaleziska
na Jawie datowane za pomoca rezonansu
spinowego na 5344 i 27+2 tys. lat!

Neandertalczyk wyginal kilkadziesiat
tysiecy lat temu. Niemal jednoczesne

Arytmetyczne figle
Jarostaw GORNICKI

Matematyka jest nauka, ktéra charakteryzuje duzy stopien precyzji.
Oznacza to, Ze poruszanie si¢ w ramach tego przedmiotu wymaga
przestrzegania okreslonych regut. Jak pokazuje historia (piszemy

o tym w dalszej czesci), ich ksztaltowanie to nie jednorazowy akt,
lecz dlugotrwaly proces, w ktérym wazna role odgrywaja paradoksy.
7 jednej strony jaskrawo uwidaczniaja one staboéci naszych
dotychezasowych koncepcji, a z drugiej pozwalaja sprawdzié jakosé
naszej wiedzy i lepiej zrozumieé istote uzywanych pojeé i metod.
Wielokrotnie potrzeba wyjasnienia odkrytego paradoksu stawala

sie impulsem postepu. Paradoksom zawdzieczamy przekonanie

o koniecznodci formalizacji geometrii, teorii mnogosci, rozwoju logiki
i podstaw prawdopodobienstwa.

Ponizej przypominamy kilka szkolnych figli o charakterze
rachunkowym, majac nadzieje, ze Czytelnicy bez trudu wskaza

w nich bledy prowadzace do falszywych wnioskéw. Ostatnie dwa

z nich maja swéj udzial w rygoryzacji analizy i moga byé pretekstem
do powazniejszych rozwazan.
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Gdy w ostatniej réwnoséci a > b, to réwniez

T T
In(~1)*=In1=0, ¢ > d. Przyjmijmy wiec: a = d = 1,

2In(-1) =0, b = ¢ = —1. Spelnione sa wéwczas warunki
In(-1) =0, a-d=b-c i a>b,
~1=¢’, musi wiec byé
-1=1 e>d, czyi —-1>1.
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Wyjasnienie ostatnich dwéch paradokséw moze sprawi¢ pewien
ktopot. Nie do$é, ze dotycza one wykonywania nieskoriczenie wielu
dziatan, to pojawia sie w nich jeszcze swobodna zmiana kolejnosci -
sktadnikéw (jak pamietamy ze szkoly, jesli nie ma nawiaséw, to
dziatania +, — wykonujemy w kolejnosci ich wystepowania). To
wiadnie zmiana porzadku wyrazéw w powyzszych nieskoriczonych
sumach jest przyczyna paradoksalnych wynikéw. Ostatnie
przyktady wykazuja, ze nie ma prostego przejécia od ,,matematyki
wielomianowe]j”, opartej na obliczeniach wykonywanych zawsze
na skonczonej liczbie wyrazéw, do ,matematyki rézniczkowe;j”
u podstaw ktorej leza procesy graniczne i dzialania nieskoniczone.

Jeszcze w XVIII wieku matematycy tej miary co L. Euler
(1707-1783), G.W. Leibniz (1646-1716), matematycy z rodu
Bernoullich, postugiwali sie dzialaniami nieskoficzonymi bardzo

pojawienie si¢ ,nowoczesnego czlowieka”
(homo sapiens sapiens) wydawalo sie
wskazywaé, ze pochodzi on bezposrednio
od Neandertalczyka. Przelom przyniosty
badania szczatkéw obu tych gatunkdw
znalezionych w kilku jaskiniach izraelskich.
Metoda termoluminescencyjna wykazala,
ze w jaskini Kebara Neandertalczycy
przebywali mniej wigcej od 62 do

48 tys. lat temu. W pobliskiej jaskini
Qafzeh homo sapiens sapiens pojawil

sie juz 90-100 tys. lat temu. Metoda
Tezonansu spinowego poprawiono ten
wynik na 120%8 tys. lat i okreslono wiek
czaszek homo sapiens sapiens z jaskini
Skhul na 110+10 tys. lat. Te i inne nowe
odkrycia sugeruja, ze homo sapiens sapiens
i homo neandertalsis to dwie rézne galezie
wywodzace si¢ ze wspdlnego pnia archaic
homo sapiens. Neandertalczyk rozwinal
si¢ na Bliskim Wschodzie i w Europie,
podczas gdy homo sapiens sapiens powstal
w Afryce i stamtad rozprzestrzenil sie na
wszystkie kontynenty. W Europie pojawil
si¢ okolo 35 tys. lat temu. Szybko wyparl
Neandertalczyka i utworzyl kulture zwana
Cro Magnon znana z pieknych malowidet
Jjaskiniowych. :

Niespodziewanie silnego poparcia

tej hipotezie dostarczyla genetyka.

W 1987 r. podjeto prébe wyznaczania
wieku i genotypu wspdlnego przodka
badanej grupy ludzi poprzez ,odtwarzanie
w ty}” mutacji koniecznych do
wygenerowania obserwowanej
réznorodnosci. Zrekonstruowane
»drzewo genealogiczne” okazalo sie
wyrasta¢ z Afryki 140-290 tys. lat temu
i wypuszczaé odnoge na inne kontynenty
90-180 tys. lat temu. W nastepnych
latach inne grupy opublikowaly

podobne rezultaty. Jednej z nich udalo

swobodnie, byto to niemal entuzjastyczne eksperymentowanie. Choé
rozrézniano wéwczas szeregi zbiezne 1 rozbiezne (znano nawet pewne
kryteria zbieznosci), to dominowalo przekonanie, ze podstawowe
prawa algebry i analizy sa jednakowe. Dla éwczesnych matematykéw
naturalne byto, Ze na kazdym szeregu mozna wykonywaé dowolne
przeksztalcenia i dzialtania, podobnie jak na funkcjach wymiernych.
Akceptowano nawet argumentacje bardziej metafizyczna niz
matematyczng. Na przyklad Guido Grandi (1671-1742), profesor

si¢ odtworzy¢ sekwencje (397 par
nukleotydéw) DNA Neandertalczyka
sprzed 40 tys. lat. Poréwnano ja z DNA
2051 ludzi i 59 szympanséw. Zmierzone
$rednie liczby réznic

czlowiek - czlowiek 8,0
czlowiek z Afryki - Neandertalczyk 27,1
czlowiek z Europy — Neandertalczyk 28,2

matematyki w Pizie, uwazal (1703 r.), Ze wzory postaci czlowiek — szympans 55,0
0+04+0+...=(1-D)+(1-D)+(Q-1)+...= sa mocnym potwierdzeniem hipotezy
=l1-(1-1D)—-(1-1)—...= pochodzenia homo sapiens sapiens
z Afryki. Gdyby pochodzil on od
= Ll lomsands & Neandertalczyka, Europejezyk powinien
0+0+4+0+...=(1-D+(1-D+1-1)+...= by by¢ znacznie blizszy Neandertalczykowi
1 niz Afrykaticzyk. Jako najbardziej
=1-141-141-14+...= 2’ prawdopodobny rysuje si¢ wiec scenariusz




(daty w tys. lat temu):
2000 Wyodrebnienie sie homo ereclus
w Afryce. .
1600-800 Homo erectus przenosi sie na
inne kontynenty.
500-200 Homo erectus przeksztalca sie

stopniowo w archaicznego homo

sapiens.

130-100 Homo sapiens w basenie Morza
Srédziemnego daje poczatek
Neandertalczykowi, ktory
opanowuje Europe i Bliski
Wschéd.

150-120 Homo sapiens w Afryce daje
poczatek homo sapiens sapiens.

110-90 Homo sapiens sapiens pojawia
si¢ na Bliskim Wschodzie.
okolo 35 Homo sapiens sapiens :
gwaltownie opanowuje
cala Europe, wypierajac
Neandertalczyka; eksplozja
kulturalna Cro Magnon.

To, co stalo sie 30-40 tys. lat temu,

bez cienia przesady mozna nazwaé
eksplozja kulturalnag. Wprawdzie juz

na diugo przedtem homo sapiens

sapiens postugiwal sie narzedziami, ale

- nigdy nie byly one specjalnie zdobione.
Natomiast poczawszy od wieku okolo

35 tys. pojawia si¢ mnéstwo bogato
zdobionych narzedzi, rzefb i malowidel na
dcianach jaskin (fotografia na okladce).

W Europie odkryto juz ponad 200 jaskin

z malowidlami. Co roku odkrywane sa
nowe. Zadna z nich jednak nie przekracza
magicznej granicy 35000 lat. Dlaczego
homo sapiens sapiens, genetycznie -
1 anatomicznie niemal identyczny z nami,
od 120 do 35 tys. lat temu nie rozwinal
zadnej kultury? Co sie wydarzylo

35000 lat temu? Dlaczego Cro Magnon
nagle tak bardzo sie rozprzestrzenit

1 catkowicie wyparl Neandertalczyka?
Dlaczego zaczal zdobié narzedzia, rzezbié,
malowaé na §cianach jaskin? Wydaje

sie, ze dlatego, iz rozwinal jezyk, zaczal
uzywaé symboli, mysleé abstrakcyjnie.
Ale dlaczego nastapilo to tak nagle

i dlaczego dopiero 35000 lat temu, a nie
np. 80000 lat wczesniej?

A moze istnieja dawniejsze malowidla
i rzefby, ktdre czekaja na odkrycie?
Albo pomyliliémy si¢ w datowaniu
pierwszych homo sapiens sapiens

lub przegapili$my istotne réznice
anatomiczne czy genetyczne? To
wszystko malo prawdopodobne, ale nie
wykluczone. OdpowiedZ moze przyblizyé
Jjedynie cierpliwe poszukiwanie oraz
dalsze doskonalenie metod fizycznych

i genetycznych.

sa symbolami ,tworzenia czego$ z niczego” (wynik % uzyskal,
przyjmujac z = 1 we wzorze
1
1+
i nie zdajac sobie sprawy, ze ma on sens jedynie dla |z| < 1).

=l—at+a’—-a23+...

Sytuacja ta trwala az do pierwszej potowy XIX wieku, kiedy to
m.in. B. Bolzano (1781-1848), A.L. Cauchy (1789-1857), N.H. Abel
(1802-1829) zaczeli budowaé teorie zbieznoscl szeregdw. Stworzone
pézniej teorie sumowania szeregéw rozbieznych pokazaly, ze pewne
metody (idee) stosowane przez Eulera, Bernoullich nie sa pozbawione
podstaw.

Nie oznacza to jednak, ze w XVIII wieku nie dostrzegano zadnych
niebezpieczenstw zwiazanych z dziataniami nieskonczonymi.

G. Leibniz w lidcie z 10 stycznia 1714 r. do J. Bernoulliego
(1667-1748) podaje kryterium zbieznosci szeregéw naprzemiennych
(wczesniej pisal o tym 26 czerwca 1705 r. do J. Hermanna
(1678-1733)). Dla jednego z takich szeregéw (dzisiaj nazywanego
anharmonicznym) Ch. Goldbach (1690-1764) czyni niebanalne
spostrzezenie: wyrazy ciagu 1, %, %, ... mozna polaczy¢ znakami +
i — tak, by suma otrzymanego szeregu byla réwna dowolnej liczbie
rzeczywistej. Komunikuje to Eulerowi (listem z 1 pazdziernika
1742 r. i latem 1752 r.). Informacja ta przechodzi jednak bez

echa. Dopiero w 1853 roku B. Riemann (1826-1866) wykazuje
twierdzenie (opublikowane w 1867 r.): majac dany szereg
zbiezny warunkowo, mozna przez zmiane porzadku jego
skladnikéw uzyskaé szereg rozbiezny lub zbiezny do z géry
danej granicy. W tej sytuacji zbieznos¢ szeregow, kidre nie sq
bezwzglednie zbiezne, jest sprawg bardzo delikatna i weiaz aktualna
(dla szeregéw bezwzglednie zbieznych wszystko jest jasne: szereg
bezwzglednie zbiezny nie zmienia swej sumy po dowolnej
zmianie porzadku wyrazdéw). '

Szereg r, nazywamy bezwzglednie zbieinym, jesli zbiezny jest szereg -
g } 3 Bgle ym, ] g

Szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie, nazywamy warunkowo zbieinym

Uzasadnienia obu wspomnianych tu twierdzeni nie sa zbyt trudne
i mozna je znalez¢ np. w [2]. Przejrzenie ksiazki [1] pozwala
zorientowaé sie, jak mocno 1 gleboko problematyka badania
zbieznosci szeregdw ,odpornych” na permutacje sktadnikéw

jest zwiagzana ze wspdlezesnymi badaniami w zakresie analizy
funkcjonalnej.

Podkresli¢ nalezy tez, ze w wielu fragmentach wspdlczesnej
matematyki dzialania nieskoriczone (np. szeregi) — juz poprawnie
zamocowane — odgrywaja plerwszorzedna role i maja duze znaczenie
praktyczne, by wspomnie¢ o szeregach Fouriera czy funkcjach
analitycznych.

Literatura
[1] V.M. Kadets, M.I. Kadets, Rearrangement of series in Banach spaces, AMS,
Providence, Rhode Island, 1991,
[2] W. Rudin, Podstawy analizy matematycznej, PWN, Warszawa, 1982,
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Pad nieobecnodé sity cigzkosdci molekuly poruszalyby sie chaotycznie i ich zderzenia
# dnem 1 pokrywa naczynia réwnowazylyby sie. W polu sily ciezkosdci skladowa
pionowa predkodci molekul, poruszajacych sie w dét, zwicksza sie, a molekul
poruszajacych sig do géry — maleje. W rezultacie sila parcia na dno naczynia jest
wigksza od sily parcia na pokrywe o tyle, ile wynosi cigzar gazu.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Najaktualniejszym wydarzeniem miesiaca jest niewatpliwie
caltkowite za¢mienie Slorica widoczne w Europie w poludnie
11 sierpnia (str. 16). Wykorzystujac zainteresowanie tym,
co mozna zobaczyé na niebie, sprébujmy i my sprawdzié,
czy nie dzieje sie tam cos ciekawego. Sezon ogérkowy
uprawnia do podjecia sprawy Plutona. Prawie od chwili jego
odkrycia wielu astronomdéw nie byto do kotica przekonanych
o jego przynaleznodci do zbioru planet, a to z uwagi

na ekscentrycznosdé (orbity), wylamywanie si¢ z szyku
(plaszczyzny ekliptyki) oraz male rozmiary w poréwnaniu
do czterech poprzedzajacych go olbrzyméw. Jego obecnosé
miata tlumaczyé nieregularnosci orbity Neptuna, ale Pluton
najpierw okazal si¢ za maly (co uruchomilo poszukiwanie
planety transplutonowej), a nastepnie same nieregularnosci
okazaly sie bledami pomiarowymi. Poszukiwania
transplutona zeszly ze szpalt gazet, co nie znaczy, ze ich
zaprzestano. Wprost przeciwnie — okazaly sie bardzo owocne.
Obecnie znamy kilkadziesiat sierzantéw (nadplutonowych)

i kaprali (podplutonowych). Wszystkie one bardziej
przypominaja planetoidy niz planety, a sam plutonowy
wydaje si¢ po prostu ich najwigkszym przedstawicielem.
Biorac to pod uwage Miedzynarodowa Unia Astronomiczna
postanowila sprawe uporzadkowaé. Pierwszym krokiem
mialo byé nadanie Plutonowi stosownego numeru w zbiorze
sierzantéw i kaprali. Czujni zwolennicy Plutona zwietrzyli
podstep — najpierw przyznaja medal, a péiniej zdegraduja!
Pospolite ruszenie w obronie planetarnosci Plutona przybralo
niespotykane rozmiary. Unia ugieta sie pod naporem

i oficjalnie zrezygnowala z degradacji plutonowego. Nie
trzeba chyba wyjasniaé, ze z najsilniejszym oporem (acz

nie otwarcie) wystapilo Srodowisko astrologiczne. Dla
niewtajemniczonych wyjasniam, ze Pluton jest (miedzy
innymi) odpowiedzialny za wywolywanie najwigkszych
kataklizméw, z koncem $wiata wlacznie. Jak mozna wiec
degradowaé go w tak odpowiednim momencie dla kofica
$wiata, jak przelom tysiacleci?

Na tym doniesienia planetarne si¢ nie kofcza. Worek

z pozaslonecznymi ukltadami planetarnymi, naderwany

z korica wypelnionego pulsarami prawie dziesie¢ lat temn
przez Aleksandra Wolszczana, w koficu rozwiazal sie¢ i mamy
tego calkiem sporo. Co prawda na razie znajdywane sa
przyklady doéé odmienne od naszego rodzinnego ogrédka.
Odkryto kilka pojedynczych, duzych planet krazacych bardzo
blisko rodzimych gwiazd (patrz Delta 1/1998). Najnowszym
osiggnieciem w tej dziedzinie jest wykrycie dwdch dalszych
towarzyszy v Andromedy (Nature 398, s. 659). Uzupelniony
uktad nadal nie przypomina naszego, gdyz planety sa duze,
ekscentryczne i nie wydaja sie leze¢ w jednej plaszczyinie.
Poszukujacy pozaziemskiego zycia nie maja jednak powoddéw
do obaw. Brak podobieiistwa znajdywanych planet do Ziemi
i jej towarzyszy wynika z uzywanych metod — analizowania
przesunie¢ dopplerowskich widma gwiazdy, zataczajacej sig
pod wplywem obcowania z nieodpowiednim towarzystwem.
Wplyw planet wielkosci Ziemi jest — na razie — nie do
zauwazenia. To jednak ma sie w niedalekiej przyszlosci
zmienié (zobacz np.: http://ast.star.rl.ac.uk/darwin).

Popatrzmy jeszcze dalej. Jednymi z najciekawszych obiektéw
na niebie sa czarne dziury. Nie wida¢ ich bezposrednio, ale za
to widaé efekty ich zartocznosci. Pozerany gaz (i co tam jest

w okolicy) rozgrzewa si¢ i wysyla promieniowanie wysokiej
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energii. W ten sposob odkryto juz wiele miejsc
ukrywajacych (prawdopodobnie) czarne dziury. Do
niedawna jednak wydawalo sie, ze widzimy albo stosunkowo
male, o masie niewiele przekraczajacej mase Stofca, albo
bardzo masywne osobliwoéci gniezdzace sie w centrach
galaktyk. Przypuszczamy, ze te pierwsze powstaja w wyniku
wybuchdéw supernowych. Pochodzenie dziur galaktycznych
jest natomiast niejasne. Jedna z hipotez zaklada, ze sa

one wynikiem akrecji wielu mniejszych czarnych dziur
powstajacych w galaktykach o wzmozonej dzialalnodci
gwiazdotworczej. Jej potwierdzeniem mogloby byé odkrycie
czarnych dziur posredniej wielkosci. W kwietniu, na
spotkaniu w Charleston Oddzialu Astrofizyki Wysokiej
Energii Amerykanskiego Towarzystwa Astronomicznego,
dwie grupy astrofizykéw doniosly o rezultatach dokladnej
inspekeji kandydatéw na takie obiekty na podstawie

danych zebranych w zakresie promieniowania X za

pomoca satelitéw ASCA i ROSAT. Wydaje sie, ze udalo
sie uchwycié superciezkie czarne dziury w czasie ich
powstawania (Science 284, s. 566).

Na nastepnej stronie tego samego numeru Science

mozna przeczytaé o prawdopodobnym odkryciu
»glodujacych czarnych dziur”. W danych pochodzacych

z tego samego satelity ASCA wykryto stabe sygnaly
wysokoenergetycznego promieniowania X przychodzace

z szedcin pobliskich galaktyk. Tiziana Di Matteo i Andy
Fabian z Anglii uwazaja, ze gigantyczne czarne dziury,
zasilajace odlegle kwazary, nie cichna zupelnie (w miare
jak ustaja dostawy zywnoéci — gazu miedzygwiazdowego),
ale nadal cicho wolaja , jes¢”, zasysajac resztki bardzo
goracego gazu. Nie wszyscy specjaliSci sa przekonani do
takiego obrazka, ale jezeli okazalby sie on prawdziwy, to
cze$é tajemniczej poswiaty rentgenowskiej, wypelniajacej
Wszechswiat, moglaby pochodzié¢ od glodujacych kwazaréw.

Innymi tajemniczymi zjawiskami, charakteryzujacymi

si¢ promieniowaniem o jeszcze wyzszych energiach, sa
tzw. GRB, czyli blyski promieniowania gamma, o ktérych
pisaliSmy juz rok temu (Delta 7/1998). Wiadomo,

ze przynajmniej cze$¢ z nich (jezeli nie wszystkie) jest
pochodzenia pozagalaktycznego i jezeli docierajace

do nas promieniowanie wystane zostalo izotropowo
(réwnomiernie we wszystkich kierunkach), to sa to
najbardziej ,wstrzasajace” wydarzenia w Kosmosie.
Polawiacze GRB mieli swoje swieto w styczniu, kiedy
wyjatkowo dobrze zarejestrowano wyjatkowo energetyczny
przypadek GRB 990123. Po szczegdly odsylam do literatury
i Internetu (np.: http://www.aip.de/ jcg/grbgen.html).
Dodam tylko, Ze zaczeto poszukiwaé wyjadnienia
fenomenu GRB wéréd katastrof zdolnych do wysylania
ukierunkowanego strumienia energii.

W ten sposéb zblizamy sie do granic obserwowalnego
Wszech$wiata. Obecnie najdalszym zidentyfikowanym
obiektem jest galaktyka o przesunieciu ku czerwieni

z = 6,68 (Nature 398, s. 586). Wyrafinowana analiza, ktéra
umozliwila te obserwacje, wskazuje na duza intensywnosé
galaktyki w nadfiolecie, co §wiadczyloby o niespotykanie
gwaltownych procesach gwiazdotwérczych. A gdzie gwiazdy,
tam w przyszlosci moga pojawié sie planety, ksiezyce

i zaémienia. Moze kto$ tam teraz, czekajac na jedno z nich,
obserwuje rumieniaca sie¢ prababke nasze] Galaktyki?

Piotr ZALEWSKI



(a) (b)

Mota delid

Wielo$ciany foremne w krainie Plaszczakow

Od dawien dawna (a Sciélej od czaséw Euklidesa) wiadomo, ze istnieje
tylko pie¢ wypuklych bryt foremnych: czworo$cian, szescian, osmioscian,
dwunasto$cian i dwudziestoscian. Bryly sa, rzecz jasna, tworami
przestrzennymi, sprébujemy jednak wykaza¢ 6w znany od stuleci fakt,
nie wychodzac z plaszczyzny.

WprowadZzmy zatem na scene graf (ktérym to okresleniem bedziemy
nazywac tu tylko te obiekty, ktére w prawdziwej teorii nazywaja sie
grafami planarnymi).

Ot67 graf to po prostu pewien zbiér punktéw (wystarcza nam zbiory
skoficzone), zwanych wierzchotkami, i linii, zwanych krawedziami,

z ktorych kazda taczy dwa wierzcholki. Zakladamy dodatkowo, ze owe
linie mozna zawsze narysowaé na plaszczyznie tak, by zadne dwie nie
mialy punktéw wspdlnych poza wierzcholtkami (to jest wlasnie owa
planarnoé¢). Oto pare przykladow:

/\

() (d)

Rys. 1. Nie rozrézniamy graféw, ktére — choé narysowane inaczej — realizuja ten sam system polaczen miedzy wierzcholkami,

jak (c) i (d).

Mozecie sie przekonac, ze graf 1(c)
mozna narysowaé¢ tak — nie zmieniajac
polaczen miedzy wierzcholkami — by
dowolna z jego Scian stala si¢ dciana
nieskoriczona.

Dla celu, jaki sobie wytyczyliSmy, bedziemy rozpatrywaé grafy z jeszcze
jedna, dodatkowa wlasnoécia: przyjmiemy mianowicie, ze krawedzie
grafu tworza na plaszczyinie przylegajace wielokaty (choé niekoniecznie
z prostoliniowymi bokami) i to tak, by Zaden z nich nie byl calkowicie
otoczony przez inny, a z kazdego wierzchotka mozna bylo dojéé po
krawedziach do kazdego innego. Takie grafy nazwiemy wielokgtnymi. Na
rysunku 1 jest nim tylko graf (¢) — czyli (d) — bowiem (a) nie sklada sie
z wielokatow, a w (b) jeden wielokat otacza drugi. Wéréd wielokatéw
grafu s takie, ktdre nie zawieraja w swoim wnetrzu zadnej krawedzi:
nazwiemy je scianamsi grafu — ale to nie wszystko: uznamy, ze kazdy graf
ma jeszcze jedna Sciane (nieskoficzona), ktéra jest cala cze$é plaszczyzny
na zewnatrz grafu. Wéwczas graf z rysunku 1(c) bedzie mial 6 §cian,

z ktorych kazda jest ograniczona 3 lub 4 krawedziami — nawet $ciana
nieskoficzona, ktéra ograniczaja cztery zewnetrzne krawedzie grafu.

Ciekawostka jest fakt, ze dla graféw wielokatnych zachodzi tzw. wzér
Eulera, znany Wam, by¢ moze, w wersji dla wieloicianéw: jeéli przez w
oznaczymy liczbe wierzchotkéw bryly, przez k liczbe jej krawedzi,
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a przez s liczbe $cian, to
w—k+s=2.

Ot67 tak samo jest dla grafow wielokatnych, z czego nie omieszkamy
niebawem skorzystac.

Pora wreszcie zajac sie zapowiedzianym problemem. Powiemy, ze graf G
jest calkowicie regularny, jesli w kazdym wierzcholku spotyka sie zawsze
tyle samo krawedzi oraz kazda $ciane ogranicza tez taka sama liczba
krawedzi. Ilez to moze by¢ takich graféw calkowicie regularnych?
Wdajmy sie w obliczenia. Niech m bedzie liczba krawedzi wychodzacych
z kazdego wierzchotka, a m’ liczba krawedzi ograniczajacych kazda $ciane.
Wéwezas, jak latwo sie przekonad,

2. k=miw=ms,

; 1 : m el
cyik==-m-wis= O Podstawmy te wartosci do wzoru Eulera

(nadszed! jego czas!):

w(1-1m+ﬁ) =4

2 m'

albo inaczej: w(2m' — mm' + 2m) = 4m’. Wyrazenie w nawiasie
musi by¢, rzecz jasna, dodatnie, wiec (szczegdly prostego obliczenia
wspanialomyslnie zostawiamy Czytelnikowi) mamy warunek

(m' —2)-(m-2) < 4.

Pamietajac o naszych docelowych wielocianach (nawet Plaszczaki

— wspaniale, cho¢ catkowicie plaskie istoty z ksiazki Edwina Abbotta

— styszaly o ich istnieniu), mozemy zalozy¢, ze kazda z liczb m i m’

jest wieksza od 2. Okazuje sie, Zze jedynymi rozwiazaniami ostatniej
nieréwnosci sa nastepujace pary wartosci tych liczb: (1) m =31 m' = 3,
2)m=3im=4,3)m=3im'=5,(4) m=4im' =3 oraz (5) m=5
i m' = 3. Z poprzednich wzoréw, wiazacych liczby w, k i s, latwo wynika,
ze w przypadku (1) sa one réwne odpowiednio 4, 6, 4, dla (2) to 8, 12, 6,
dla (3) mamy 20, 30, 12, dla (4) wychodzi 6, 12, 8, a dla (5) 12, 30, 20.
Te liczby $cian wydaja sie co$ przypominad. .. I rzeczywiscie:

(2) (3) (4) (5)

Rys. 2. (1) czworoscian, (2) szedcian, (3) dwunastodcian, (4) oémiodcian, (5) dwudziestoscian.

Twierdzenie udowodnione (niestety, nie po raz pierwszy). W nagrode
mala zabawa. Co wyjdzie, jedli w grafie sze§cianu narysujemy kropke
wewnatrz kazdej $ciany, a potem polaczymy kazda pare kropek
sasiadujacych $cian tak, by laczaca je linia przeciela wspélna dla obu
§cian krawedz szescianu (nie zapomnijmy o $cianie nieskoficzonej)? A co
bedzie, gdy zrobimy to samo z o§mioScianem? A z pozostalymi trzema
grafami?

Powodzenia!
Mata Delte przygotowat Wiktor BARTOL



Wiek topologii Jerzy MIODUSZEWSKI

Aby zainteresowaé¢ matematyka moja szeScioletnia cérke, skleitem pasek papieru
we wstege Mobiusa. Powiedziala: Tato, tys sie pomylil! Powiedzieliby zapewne
tak i starozytni Grecy. W pierwszym rozumowaniu , Elementéw” Euklides

nie zauwaza, ze korzysta z faktu rozcinania plaszczyzny przez okrag. Dopiero

w matematyce arabskiej dostrzec mozna $wiadome korzystanie z aksjomatu
Pascha. Matematyka nie akceptuje bez potrzeby rzeczy zbyt osobliwych i nie
zauwaza rzeczy zbyt oczywistych.

Wstega Mobiusa i aksjomat Pascha leza u poczatkéw topologii, dyscypliny
matematycznej zdajace] sprawe z najogdlniejszych zasad geometrii, ktérej
potrzebe przeczuwal Leibniz, inspirowal Gauss, a ktérej powstanie przypada na
druga polowe XIX wieku.

Jej siostrzyca jest topologia ogdlna — nazywana tez mnogosciowa — ktorej
motywacje siegaja Arystotelesa i Scholastykow XIV wieku — ale ktodra

w matematyce pojawita sie¢ w konicu wieku dziewietnastego jako zbidr srodkéw
dowodowych analizy i geometrii, a z poczatkiem naszego wieku wyodrebnita
sie jako dyscyplina samodzielna. Bada obiekty mnogosciowe, wiec mogtaby byé
uwazana za galaZ teorii mnogosci, ale sposéb traktowania zadan jest taki, jak
w powstale] wezesniej topologii geometrycznej.

Szersze zakresy obu topologii nie tworza jednak calodci. Synkretyczne ich
taczenie doprowadzito do mylacego obrazu. Ich Zrédla sa rézne, a kierunki
rozwoju — w pewnym okresie wspomagajace sie — odmienne. Laczy je wszakze
jeszcze jeden ogdlny aspekt. Jedna 1 druga zaspokajaly wazng potrzebe
matematyki XIX wieku, ktéra dla swojej imponujacej budowli poszukiwala
zwienczenia w postaci metafizycznych uzasadnien.

Metafizyka jest budowa myélowa dajaca ramy dla pojeé najogdlniejszych. Problemem
metafizycznym jest zastanawianie sie nad sensownoscia mysli o podzielnosci przestrzeni

w nieskonczonosé. Metafizyka przedyskutuje problem nieskoriczonosci. Okredli zadania
geometril. Sformuluje V postulat, ale nie bedzie zajmowad sie zadaniem o sumie katéw

w tréjkacie. Czerpie z doswiadczenia. Ale jest to doswiadczenie podstawowe — wspdlne dla
wszystkiego. Razem sklada si¢ na to, co Kant nazwal wiedza a priori. Dyscypliny naukowe
maja whudowane w siebie wlasciwe sobie zasady metafizyczne. Sa okresy w rozwoju nauk,
kiedy tworzenie tych zasad daje si¢ obserwowaé. Matematyka przeszla faze niepokoju
metafizycznego w glebokiej starozytnosci greckiej, kiedy odkryto niewspélmiernoscei,

a aporie Zenona wskazywaly koniecznos¢ ograniczen co do pogladu na budowe punktowa
przestrzeni i w rozumieniu nieskoriczonosci. Innymi takimi okresami byly: okres nowozytny,
kiedy dzieki rachunkowi rézniczkowemu i calkowemu wlaczono do matematyki ruch, oraz
okres po odkryciach Dedekinda i Cantora, kiedy trzeba bylo adaptowaé dla matematyki
teorie mnogosci. Po zbudowaniu metafizycznych ram dla teorii nastepuje okres korzystania
z sily jej zasad. Okres rozwoju sie koniczy, kiedy dochodzi do rozwiazania probleméw
wynikajacych z przyjetych zasad i teoria ginie w pustce metafizycznej. Jest niewiele dyscyplin
matematycznych — wérdd nich na pewno teoria liczb — ktérych niepokéj metafizyczny nie
opuszcza. Wiekszodé — na przekdr twierdzeniu Gédla — rozwiazuje swoje problemy.

Geometryczny nurt topologii rozwijal sie — poczawszy od Gaussa — pod
wplywem potrzeb analizy. Teoria funkcji analitycznych postawila zadanie
wyeliminowania z rozwazan funkcji wielowarto$ciowych poprzez zinterpretowanie
ich jako funkeji jednowartosciowych na powierzchniach nakrywajacych ich
dziedziny. Redukcje tego zagadnienia — nazywanego zagadnieniem uniformizacji
— wiodly do twierdzenia nazywanego twierdzeniem o zachowaniu obszaru,

ktore mialo orzekad, ze podzbidr otwarty przestrzeni euklidesowe]j, przeniesiony
za pomoca homeomorfizmu punktowego w inne jej miejsce, nadal bedzie
zbiorem otwartym. Twierdzenia dowiédl Brouwer, nie baczac, ze problem

uniformizacji zostal rozstrzygniety wezesniej przez Koebego na innej drodze.
ﬂi Jeden z wnioskéw tego twierdzenia orzekal, ze przestrzeni euklidesowych
Rozwiazanie zadania F 506. rozniacych sie wymiarami nie mozna odwzorowaé na siebie homeomorfizmem

W czasie wyplywu z naczynia powietrze  punktowym. Uprawomocnilo to stosowalno$é metod mnogosciowych w geometrii.
RENREL P HE A OSH ae. Prace Brouwera zawieraly poza tym rozwinigcie procedury aproksymacyjnej
Nastg¢pnie pozostale w naczyniu powietrze % 3 oS R o b o e 2 =
ogrzewa si¢ kosztem ciepla przewodzenia  1aczace) metody istniejacej juz wezedniej topologii symplicjalnej z metodami

i ciénienie jego zwigksza sig. mnogos$ciowymi. Dzieki nim 1 programowej rozprawie Dehna i Heegarda,
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Rozwigzanie zadania M 890.
Niech f(z) = z? -z +a,

glz) = #'% 4 = + 90. Mamy

F(0) = f(1) = a, g(0) = 20, g(1) = 92,
a zatem liczba a powinna dzieli¢
najwigkszy wspdlny dzielnik 901 92,
czyli 2. Ponadto, f(~1)=a + 2,
g({—1) = 88, skad wynika, ze a nie
moze byé réwne 1 ani —2. Wreszcie,
f(=2)=a+6, g(—=2) = —8104, wigc
% pewnoécia a # —1.

Z tych rozwazar wynika, ze o ile

liceba a, o ktére) mowa w tresci zadania,
w ogdle istnieje, to a = 2. Bezposrednim

rachunkiem sprawdzamy, ze #° — r + 2
istotnie jest dzielnikiem z'* 4+ 2 4 90.

. dotyczacej topologii wieloScianéw, topologia o ukierunkowaniu geometrycznym

okreslila sie jako dyscyplina niezalezna od probleméw zewnetrznych.

' \_ Jej podkladem stricte geometrycznym byla topologia wielosciandw
- rozumianych jako bryly komplekséw symplicjalnych — z ich odwzorowaniami

kawatkami liniowymi. Tu problemem stala sie wkrétce hipoteza podstawowa

' — Hauptvermutung — wedtug ktérej dwie rozmaitoéci wieloicienne, dajace sie

odwzorowaé na siebie homeomorfizmem punktowym, mialy da¢ sie na siebie
odwzorowaé¢ homeomorfizmem kawatkami liniowym. Wezeéniejszym problemem
bylo to, czy rozmaitoéci — rozumiane jako sumy mnogoéciowe obszaréw
euklidesowych tego samego wymiaru — moga by¢ traktowane jako wielociany,
tj. czy sa triangulowalne. Hauptvermutung zapewnialaby, ze triangulacja jest

w okreslonym sensie jedyna. Zapewnialaby, ze charakterystyka Eulera sumujaca
ze znakami na przemian iloéci symplekséw triangulacji — kolejno wedtug ich
wymiaréw — nie zmienia sie, jesli bryle triangulacji poddaé przeksztalceniu
bedacemu homeomorfizmem punktowym. Problem triangulacji zostal
rozwiazany w wymiarze 2 w latach dwudziestych przez Radd, a w wymiarze 3
w latach czterdziestych przez Moise’a, ktory potwierdzil Hauptvermutung

do wymiaru 3. Mimo ze w wymiarach wyzszych Hauptvermutung jest
nierozstrzygnicta badz falszywa, to charakterystyka Eulera okazala sie
niezmienna przy homeomorfizmach punktowych; dzieki wykorzystanej — poprzez
teorie homologii — metodzie aproksymacji symplicjalnej, sumowanie ilosci
symplekséw mozna zastapi¢ sumowaniem liczb Bettiego, ktdre sa niezalezne od
triangulacji.

Nie sposéb wymienié tu dostatecznie duzej czastki spoéréd waznych problemdéw
i rozstrzygnieé topologii geometrycznej, aby daé pojecie o sile jej rezultatéw.

Ale wspomnijmy J.H.C. Whiteheada, ktory przedstawil kostke euklidesowa
wymiaru 10 w postaci produktu kostki wymiaru 7 i pewnego wieloscianu
réznego topologicznie od I3, inwolucje ciagla na sferze S* — zbudowana przez
Binga - ktérej zbidr punktéw stalych nie jest sfera, nierozstrzygnieta do tej pory
hipoteze Poincarégo, oraz to, ze dawne metody Koebego odzylty u Thurstona

w jego prébach klasyfikacji rozmaitoscl tréjwymiarowych. Wyraznie okreslone

1 trudne problemy stawiaja te galaz topologii w centralnym miejscu matematyki.
Tendencje algebraizujace z lat sze§édziesiatych ostably.

Topologia mnogosciowa jest nie tylko dlatego inna, ze jest mnogosciowa, lecz
gléwnie dlatego, iz nie stawia sobie niczego za cel. Jej charakter metafizyczny
okreslit Cantor w swoim manifescie matematyki wyzwolonej. Chociaz
poczatkowo traktowana byta przede wszystkim jako pomoc w badaniu wlasnosei
figur geometrycznych danych punktowo, to juz od lat trzydziestych obiekty,
takie jak GN, discontinua Cantora, przestrzenie normalne Moore’a, uwolnity
topologie mnogoéciowa z wiezdow uzytkowosci. Patrzac na ten okres topologii
mnogo$ciowe], trudno nie poddac sie nostalgii. Zdawalo sie, ze odkrycia
mnogos$ciowe Cohena przedtuza w sposéb istotny ten imponujacy rozwdj.

Ale nieokredlonoéé celéw — tak poczatkowo atrakeyjna — doprowadzita

do tego, co mozna poréwnaé z zadeptaniem srodowiska naturalnego. Czy
musialy powstaé przestrzenie motylowe i kosmetryczne, gdzie autorzy jednego

z tych pojeé atakowali autoréw drugiego — i na odwrdt — za udziwnienia?
Odegraly role niekorzystne warunki zewnetrzne w postaci zasilania srodkami
materialnymi, co w zakresie dyscyplin majacych charakter swobodnej gry mysli
nie ma uzasadnienia. Powodowalo to szybkie rozwiazywanie zagadnien, co
skutkowalo poszukiwaniem probleméw ciggle nowych, bez ogladania sie na ich
umotywowanie. Rozwiazania nie zawsze byly gruntowne 1 na pobitewnym polu
pozostalo wiele skarbéw. Wracanie do nich jest przeciwne naturze poszukiwaczy.

Topologowie nasze] generacji glosza, ze topologia ginie, ze powinna wrécié do
swych zrédel w fizyce, ktéra uznaja za oparcie w kazdym kryzysie. Chodzi

o nieokreslonosé probleméw, od czego nie jest wolna i geometryezna czesé
topologii, a wiec o kryzys zasad metafizycznych. Ale, jedli fizyka miataby ten
kryzys rozwigzaé¢, musialaby byé sama metafizycznie ugruntowana. Wpadamy
w bledne koto — bo fizyka szuka — chociaz z innych przyczyn — oparcia
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Pan Stawomir Cholcha (Podgérno 6,
84-242 Luzino) wymieni lub kupi stare
(1974-9) roczniki lub pojedyncze numery
Delty, takie Problemdw i Mtodego
Technika.

w matematyce, nie wylaczajac topologii. Wedtug powszechnego pogladu fizyka

¢ to fizyka formalizméw matematyeznych algebry i analizy matematyczne;j.
i Tymczasem fizyka wspdlistnieje z matematyka dopiero od Newtona, a wigc

niewiele wiecej niz trzy stulecia. Zapomina sie o jej niematematyczne]j prehistorii

. siegajacej Arystotelesa, ktora fizyke uksztattowala metafizycznie. Dwudziesty

~ wiek obarczyl fizyke zadaniami, dla ktérych obecnie stosowany formalizm

* matematyczny staje si¢ nieadekwatny, zaréwno na poziomie fizyki czastek

~ elementarnych, jak i w teoriach kosmologicznych. Ma si¢ nieraz wrazenie, ze jest
-~ stosowany przez fizykéw magicznie.

© Méwiac o wymiarze przestrzeni, my$limy o trzech wzajemnie prostopadtych

wektorach, nie zwazajac na to, ze fizycznodé reperu trzech wektoréw ma
uzasadnienie jedynie w naszych warunkach ziemskich, gdzie Ziemia w swojej
plaszczyznie daje dwa z nich, a kierunek ciezaru trzeci. Jedliby nam przyszio
rozwingé cywilizacje w miejscu, gdzie brak grawitacji, skad wzigtaby sie

w naszym umysle prostopadto§é? Niech to pytanie bedzie sygnalem watlosci
naszych przestanek co do wyboru konwencji matematyeznych, ktére sa dalekie
od uniwersalnoéci. Mimo to wymiarem, opartym na pojeciu reperu wzajemnie
prostopadlych wektoréw, fizycy postuguja sie nie tylko w makroswiecie, ale

i w mikrodwiecie, o ktérym juz Riemann pisal, ze zapewne rzadzi sie inna
geometria.

Aby wyjéé z trudnosci, wezmy na pomoc topologie. Henri Lebesgue
zaproponowal w latach dwudziestych widzenie wymiaru takie, w ktérym

kazdy element pojeciowy ma sens fizyczny. Przyjmijmy za Lebesguem,

ze przestrzen jest wymiaru nie wickszego niz n, jesli ma dowolnie drobne
pokrycia zbiorami otwartymi, takie, ze nie wiecej niz n + 1 spoéréd tych zbioréw
moze sie przecinaé, 1 przyjmijmy za wymiar przestrzeni najmniejsza spodréd
wspomnianych liczb n. Jednym z najwiekszych osiagnie¢ topologii poczatku
naszego wieku byl dowdd, ze dla przestrzeni euklidesowych wymiar Lebesgue’a
pokrywa si¢ z ich wymiarem wektorowym. Ale wymiar Lebesgue’a ma sens

dla wszelkiego rodzaju przestrzeni, a elementy sktadajace si¢ na to pojecie

— przecinanie sie 1 pokrywanie figur oraz ich rozdrabnianie si¢ ku zeru — maja
uniwersalny sens fizyczny. Wymiar przestrzeni w danym jej miejscu jest maly,
jesli sasiedztwo tego miejsca, ztozone z komodrek pokryé, jest ubogie przy
rozdrabniajacych sie pokryciach. Ustalenie wymiaru mozna wyobrazi¢ sobie
jako czynno$é fizyczna. Fizycy obserwuja, ze kwark moze kontaktowaé si¢ naraz
z bardzo wielka iloscia innych, co znaczy, ze jego przestrzen jest bardzo luZna,
tj. ze jej wymiar jest duzy. Wymiar nasze]j czesci makrokosmosu — wynikajacy

z naszych doéwiadczen z ciatami sztywnymi — jest 3. Czy utrzymuje sie

w dalszych jego partiach?

Przed dwudziestu mniej wiecej laty wystano w przestrzen informacje o naszej
cywilizacji. Bylo tam twierdzenie Pitagorasa, uwazane przez nas za uniwersalne
dla kazdej mozliwej do pomyslenia matematyki. Tymczasem, wystarczy sobie
wyobrazié istoty, ktérych matematyka jest oparta na reagowaniu na dwa
symbole: 11 0. Wiemy, ze ten drobny poczatek wystarczy, by rozwinaé to

w imponujacy system liczb dwuadycznych, ktére mozna dodawad, odejmowac,
mnozyé, a nawet dzielié. Nie ma wsrdd nich jednak liczby, ktdéra pomnozona

- przez siebie daje 2. Postugujacy sie ta arytmetyka i geometria na niej oparta nie

zapytaja o twierdzenie Pitagorasa.

Odgalezieniem topologii przestrzeni euklidesowych jest teoria kontinuéw,

. najpierw lokalnie spdjnych, ktdre sa figurami o dostatecznej regularnosci. Ale

uwage bardziej przyciagaja ich osobliwosci. Krzywa tréjkatowa Sierpinskiego
— przy prostym opisie globalnym — dostarcza nadal trudnych probleméw
dotyczacych jej zachowania sie przy odwzorowaniach. Krzywa Mengera ukazuje

' swoje rézne nieoczekiwane oblicza, zaleznie od polozenia w przestrzeni. Ale
| jeszcze osobliwsze jest zachowanie sie pseudotuku — kontinuum dziedzicznie

nierozkladalnego wezowego. Jest ono homeomorficzne z kazdym swoim
podkontinuum wielopunktowym, na ktére mozna je zretrahowaé¢ — w czym jest
podobne do odcinka — ale — podobnie jak okrag — jest przestrzenia jednorodna.
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Ma na sobie nietozsamosciowe inwolucje ciagle dowolnie bliskie tozsamosci.
Niektore z kontinuéw wezowych — przy pewnych polozeniach na plaszczyinie

— sa atraktorami homeomorfizméw plaszczyzny, ale nie wiadomo, czy
atraktorem moze by¢ pseudoluk. Wspdlne brzegi trzech obszaréw — jezior Wady
— zapoczatkowaly te dyscypline, ktéra atrakcyjnoscia poréwnywalna jest z teoria
liczb.

Wartosé teorii matematycznych oceniana bywa ich uzytecznos$cia. Topologia

— nawet ogolna — wykazala uzytecznosé, dajac ogdlniejszy wglad w inne teorie
matematyczne. W XX wieku nastapilto co§, co mozna by nazwaé topologizacja
matematyki.

Ale uzytecznoéé z czasem sie wyczerpuje. Przestrzenn SN méwila co

o problemie cigglego przedtuzania funkeji. Teraz raczej podziwiamy jej strukture
wewnetrzng, problem przedtuzania funkeji widzac dla niej jako marginalny.
Przyjdzie czas, Ze nic nowego o tej przestrzeni nie bedzie juz do powiedzenia.
Ale nie przestaniemy jej podziwiaé, tak jak nie przestajemy podziwiaé
Koncertow Brandenburskich Bacha.

Nieefektownym wydaje sie los teorii matematycznej w roli eksponatu
muzealnego. Ale pomyélmy, ze ten los moze spotkaé rachunek prowadzacy od
zasad dynamiki Newtona do praw Keplera. Ruchy planet nie sa tak idealne jak
opis dany tymi prawami. Odchylenia lepiej odda manipulacja komputerowa

niz trud matematyka. Przyjemnie wiec bedzie dla kontrastu zobaczyé kiedys

w muzealnym otoczeniu elegancki — wygladzony przez upltyw wiekdw — wywdd
Newtona. Niewdzieczny bedzie los dokonail matematycznych, ktére nie znajda
tam miejsca.

Chcieliby$my, by nasze dokonania pozostaly w matematyce wiecznie. Ale nawet

Jjesli sama matematyka jest wieczna i jest podobna do drzewa, ktére stale roénie,
to jego galezie Sledzone z osobna moga wieczne nie byé. Drzewem — dodajmy,

ze szczuplym (to wazne!) — ktére samo jest wieczne — a zadna z jego galezi taka

nie jest, jest drzewo Suslina. Jednym z dokonan XX wieku — w ktérym topologia
miala swoj udzial - jest to, ze bez sprzecznoséci mozna takie drzewo pomyéleé.

Przygotowal Pawel STRZELECKI

M 889. Udowodni¢, ze najmniejsza liczba catkowita wieksza od (ﬁ+ 1)2'“
jest podzielna przez 2m+1,
Rozwiazanie na str. 14

M 890. Dla jakiej liczby catkowitej a wielomian z'? +  + 90 jest podzielny
przez 2 — & + a?
Rozwiazanie na str. 11

jest liczba niewymierng.

o0
1
M 891. Wykazaé, ze suma szeregu =
? g ﬂz=:1 1999”

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 505. Odejmujac od ciezaru naczynia z gazem cigzar samego naczynia, mozna
znalez¢ cigzar gazu. Ale molekuly ,lataja” po calym naczyniu, w jaki wiec
sposéb mozna wyznaczy¢ ciezar gazu?

Rozwigzanie na str. 6

F 506. Naczynie zaopatrzone w manometr napompowano powietrzem.
Nastepnie otwarto kurek taczacy naczynie z otoczeniem, aby nastapito
wyréwnanie cisniel na zewnatrz i wewnatrz naczynia, po czym od razu kurek
zamknigto. Po pewnym czasie ci$nienie w naczyniu ponownie wzrosto. Dlaczego?
Rozwigzanie na str. 10
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Klub 44

Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 270 (WT=2,28) i 271 (WT=3,14)

z numeru 1/1999

Andrzej Idzik ~ Bolestawiec
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw
Aleksander Surma - Myszkdw
Artur Arciszewski - Kielce

L n2;12

20,54
29,08
20,83
15,62

Rozwigzanie zadania M B89,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosei danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1 w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/1999

Przypominamy tres¢ zadan:

2786, Izolowane termicznie naczynie jest przedzielone na dwie czeéci: jedna czesé zawiera 50 g wody

o temperaturze 70°C, a w drugiej (o objetosci 0,2 m*) jest préznia. Usunieto przegrode rozdzielajaca
obie czgsci. Obliczy¢ koncows temperature wody i pary (w stanie réwnowagi). Dane sa: cieplo
wlasciwe wody ¢ = 4,19 J/(g- K) oraz tabela przedstawiajaca zaleznosé ciepla parowania wody g oraz
gestodci pary wodnej nasyconej ¢ od temperatury:

T (°C) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
g (J/g) 2471 2460 2448 2437 2425 2414 2402 2391 2379 2368 2357 2345 2333
e (g/m®) 9,40 12,8 17,3 23,0 30,3 39,5 51,0 653 82,7 103,9 129,5 160,2 196,7
277. Promien dwiatla pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna o stalej d = 2 um, za ktéra w pewnej

odleglosci znajduje si¢ ekran (rys. 1). Zaobserwowane na ekranie widmo zostalo przedstawione na
okladce Delty 4/1999. Obliczy¢ dlugosci fali trzech zaznaczonych linii widmowych.

276. Zamiast rozpatrywaé parowanie kolejnych porcji wody w zmieniajacej sie
temperaturze, rozwazmy réwnowazny pod wzgledem energetycznym (a znacznie
prostszy) proces, w ktérym najpierw cala mase M = 50 g wody oziebiamy do koncowej
temperatury T, odprowadzajac na zewnatrz cieplo, a nastepnie przy ustalonej
temperaturze zwracamy to cieplo, przeprowadzajac pewna iloé¢ wody w pare. Bilans
ciepla ma postaé

Mc(To — Tx) = Vo(Tx)q(Tw),

gdzie Tp = 70°C jest temperatura poczatkowa, a V = 0,2 m® (pomijamy

niewielkie zwigkszenie tej objetodci wynikajace ze zmniejszenia sie ilosci wody

oraz z rozszerzalnodci cieplnej). Widzimy, ze nalezy uzupelnié tabelke o rubryke

z wartosciami iloczynu g - g i wyznaczyé (graficznie lub metoda préb i bledéw) punkt
przeciecia z prosta opisana wyrazeniem (Mc/V)(To — Tk). Znajdujemy Tk =~ 22 + 23°C.

277. Oznaczmy zmierzona odlegloéé danej linii od érodka (linii $wiatla bialego na
rysunku) przez z, a nieznana odleglo$é ekranu od siatki dyfrakcyjnej przez ! — zatem
we ,wzorze siatkowym” dsin# = n) nalezy podstawié¢ sin @ = z/vz°> + I°. Pojedyncay
pomiar z nie pozwala, oczywiscie, wyznaczyé dwéch niewiadomych i A. Brakujaca
informacj¢ mozna jednak uzupelni¢ na podstawie kilkakrotnego pomiaru z dla réznych
rzedéw widma tej samej linii. Przeksztalcajac wzér siatkowy, doprowadzamy go do
postaci szczeg6lnie wygodnej do analizy graficznej

n? + ﬁlg = ﬁ

g2 T A%’

Odlézmy na jednej osi wykresu wielkoéé n*, a na drugiej n?/z? (rys. 2). Widzimy,
ze punkty odpowiadajace tej samej dlugosci fali ukladaja si¢ wzdluz réwnoleglych
prostych. Nachylenie tych prostych pozwala wyznaczyé [, a punkt przeciecia z osig n?
daje wielko$é¢ n'? odpowiadajaca formalnemu podstawieniu n®/z? = 0 w powyzszym
wzorze (czyli katowi f réwnemu 90°). Odczytujemy z wykresu dla linii niebieskiej
n'? =185 n' =4,30, cayli A = d/n' = 0,465 pm. W podobny sposéb dla linii zielonej
znajdujemy A = 0,53 pm, a dla linii czerwonej A = 0,66 pm.

Najmniejsza liczba calkowita wicksza od a = (v/3 + 1)*™ jest réwna Poniewaz (v3 £ 1)? = 4 + 24/3, wiec

b= (V3 -1 4 (V34 1)*™. b=(4-2V3)" + (44 2v/3)™ = 2™ [(2 ST (o \/51'“] .
(Liczba b jest calkowita, gdyz sktadniki z nieparzystymi Liczba (2 — \/5)"‘ + (24 \/5)’“ Jjest calkowita i parzysta (skladniki,
potegami v/3 wystgpuja w rozwinieciach obu dwumianéw ktére nie redukujg sig, gdy dodajemy rozwiniecia obu m-tych poteg
z przeciwnymi znakami; ponadto V3 -1 < 1, awiec b—a < 1.) dwumianéw, mozna polaczyé w pary). Stad juz wynika teza zadania
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Rozwigzanie zadania M 891.

W ukladzie liczenia o podstawie 1999 suma rozwazanego szeregu jest
réwna 0, 1001000010000001. . . (kolejne jedynki wystepuja na tych
miejscach po przecinku, ktérych numery s3 pelnymi kwadratami).
Rozwinigcie nie jest okresowe, gdyz miedzy dwiema jedynkami

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadah z matematyki z numeru 4/1999

Przypominamy tre$¢ zadan:
379. Dla danej liczby naturalnej parzystej n > 2 znalezé wszystkie uklady liczb (#1,...,24)
spelniajace warunki: 0 < #; <1 dlai=1,...,n oraz
T
n i il
E ri(l=rip1) = 3 (prayjmujemy Tap41 = 1)

i=1

380. Obliczy¢ maksymalng wartodé pola tréjkata réwnobocznego, ktérego wszystkie wierzcholki leza
na brzegu prostokata o bokach dlugosci a, b (dla danych liczb a > & > 0).

379. Niech (z1,...,2,) bedzie uktadem liczb spelniajacym podane warunki.
Przyjmijmy y: = 2z; —1dlai=1,...,n; skoro 0 < z; <1, to |y;| < 1. Ponadto

n b3

2= -z =Y o (1 ) = 2 4 ) (1 - o) =

=1 i=1 i=1
=z i(l + ¥ — Yit1 — Yilis1) = ! i(l — Yi¥Yit1) = l(n - iyiym)
4 o 4 e 4 e !

skad zy.‘y.‘ﬂ = —n. Dla liczb y; o modulach nie wigkszych od 1 otrzymana

t==]
réwno$é oznacza, ze kazdy z iloczynéw yiyi41 ma wartosé —1, czyli ze uktad liczb
(y1,---,yn) jest zlozony z jedynek i minus jedynek, wystepujacych na przemian. Uktad
(z1,...,%n) ma w takim razie postaé (0,1,0,1,...,0,1) lub (1,0,1,0,...,1,0). Te dwa
uklady stanowia pelne rozwiazanie zadania.

380. Wezmy pod uwage dowolny trdjkat réwnoboczny wpisany w prostokat ABCD

o bokach dlugoéci |BC| = |DA|=a, |AB|=|CD|=1b; a > b. Na kazdym z odcinkéw
BC, DA musi leze¢ wierzcholek trojkata. Laczacy te wierzcholki bok tréjkata

jest nachylony do prostych BC i DA pod katem ¢ > 60°, a wiec jego dlugoéé nie
przekracza %\/5 b. Mamy zatem goérne oszacowanie dlugosci boku tréjkata. Bedzie ono
osiagniete, gdy ¢ = 60°; na jednym z odcinkéw BC, DA leza wéwczas dwa wierzcholki
tréjkata. Warunek na to, aby taki tréjkat istnial — to nieréwnoéé a > %\/56, czyli

b< iv3a.

Zajmiemy si¢ teraz przypadkiem, gdy ten warunek nie jest spelniony, czyli gdy

b > 3v/3a (prostokat ABC D ma ksztalt zblizony do kwadratu). Oznaczmy wierzchotki
tréjkata przez P, @, R tak, by P € DA, R € BC; trzeci wierzcholek @ lezy na jednym
z krétszych bokéw prostokata — na przyklad na boku AB — i nie pokrywa sie z zadnym
z punktéw A, B. Mozna zalozy¢, ze |AP| < |BR|; wtedy |AQ| > |BQ)|.

Oznaczmy srodki odcinkéw AB i PR odpowiednio przez M i S, i niech

T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na odcinek BR. Tréjkaty SMQ

i STR (o przyprostokatnych odpowiednio prostopadlych) sa podobne, wiec

|SM| :|ST| =|SQ| : |SR| = v/3. Stad [SM| = +/3-|ST| = V3 - 1b, co oznacza, 7e
trojkat ABS jest rownoboczny.

WykazaliSmy w ten sposéb, ze — w rozpatrywanym przypadku (b > % 3a) — wszystkie
tréjkaty réwnoboczne PQR (P € DA, Q € AB, R € BC) maja wspdlny srodek

boku PR: jest nim wierzcholek S tréjkata réwnobocznego ABS. Odcinek PR ma
maksymalna dlugoéé, gdy punkt R pokrywa sig¢ z C. Kat BCS jest wickszy od 60°

(bo b > %-\/5 a), a wiec wierzcholek @ tréjkata réwnobocznego PQR nie ucieknie

z odcinka AB. Prosty rachunek pokazuje, ze |C'S| = \/a? — v/3ab + b2. Najwiekszy
tréjkat réwnoboczny wpisany w prostokat ABCD (gdy b > /3 a) ma bok dwukrotnie
dluzszy.

Obliczamy pola znalezionych w obu przypadkach tréjkatéw réwnobocznych
i otrzymujemy odpowiedz:
V387, gdy b < 1v3¢;

ak al le =
s danll Sl {\/g(a2+52)—3ab, edy b}% 3a.

pojawiaja sie ciagl zer, ktérych dlugoéci sa kolejnymi liczbami
parzystymi. A zatem suma szeregu nie jest liczba wymierna, bowiem
wszystkie liczby wymierne majga (w ukladzie o dowolnej podstawie
calkowitej!) rozwiniecia skoniczone lub okresowe.
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Patrz w niebo

Zaémienia sa generalnie zjawiskami dos¢ rzadkimi.
Zwlaszcza rzadko obserwuje sie zaémienia Stoiica, gdyz
trzeba w odpowiednim czasie znalezé si¢ w odpowiednim
miejscu. Totez zdumienie budzi fakt, ze astronomowie
starozytni wiedzieli juz o tym, ze za¢mienia powtarzaja
sie z pewna regularnoécia i nawet potrafili je przewidywac.
Majac do dyspozycji stosowne dane liczbowe, mozemy te
regularnodé bez trudu wyprowadzic.

Ksiezyc obiega Ziemie po orbicie nie lezacej w plaszczyznie
orbity Ziemi, dlatego nie co miesiac moze Slofice przestonié
lub nie co miesiac moze dostaé sie w ciefi Ziemi. Aby
nastapilo za¢mienie, powiedzmy — Stoiica, musza byé
spelnione dwa warunki: Ksiezyc musi by¢é w nowiu oraz
musi byé dostatecznie blisko plaszczyzny ziemskiej orbity,
czyli dostatecznie blisko punktu przecigcia sig rzutu na
niebo jego orbity z rzutem na niebo orbity Ziemi. Punkt
ten (sa oczywiécie dwa takie punkty) nazywa si¢ wezlem
orbity Ksiezyca. Odstep czasu, uplywajacy od nowiu do
nowiu, to tzw. miesiac synodyczny, trwajacy 29,530589 dni,
a od przejécia Ksiezyca przez wezel do nastepnego przejécia
przez ten sam wezel to tzw. miesiac smoczy, trwajacy
27,212221 dni. Regularnoéé za¢miefi mozna wspélczesnym
jezykiem wyrazié nastepujaco: jezeli kiedy$ zaszlo

e b ¥ T Y

zaémienie, to inne (nie nastepne, lecz w ogdle) zajdzie po
uplywie calkowite] liczby zaréwno miesigcy synodycznych,
jak i smoczych. Ta wielokrotnosé bedzie, co prawda,

tylko przyblizona, ale wladnie juz starozytni zauwazyli,

ze niezlym przyblizeniem jest okres 223 miesiecy
synodycznych réwny 242 miesiacom smoczym. Okres ten,
zwany sarosem, wynosi wiec 6585,34 dni = 18,03 lat.

Mys$l te mozna rozwijaé jeszcze dalej. Skoro saros trwa
ile dni plus 1/3 dnia, to znaczy, ze w tym samym
miejscu Ziemi zaémienie Slofica powinno zajéé po trzech
sarosach, bo po uplywie jednego sarosn Ziemia bedzie
obrécona o 120° wzgledem poltozenia przy ostatnim
za¢mieniu. Przyklad. Ostatnie calkowite zaémienie
Slorica w Polsce bylo 30 VI 1954 r., dodajac trzy

sarosy (19756 dni), otrzymujemy date 1 VIII 2008 r.

I tu rozczarowanie: tablice za¢mieii nie przewiduja
calkowitego zaé¢mienia Slofica wtedy w Polsce. Bowiem
zaémienie to zobacza wtedy obserwatorzy usytuowani

w przyblizenin w tych samych dlugosciach geograficznych,
ale w innych szerokoéciach. Nie wymagajmy w korficu za
wiele — zauwazenie, ze w ogdle istnieje cosd takiego jak
saros, to duze osiagnigcie starozytnych astronoméw, ale
wykorzystywanie go do przewidywania zaémien to sprawa
doéé¢ delikatna. Inaczej méwiac, ,na palcach” nie da sie
zacmienia obliczyé.
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Przebieg calkowitego zaémienia Slonica w Europie 11 sierpnia 1999 r. Owale oznaczajg ksztalt cienia Ksigzyca. Czas trwania fazy calkowitoéci
wynosi od 2 min na zachodzie Europy do 2 min 23 s w Rumunii — tu za¢mienie bgdzie najdiuzsze. Momenty srodka za¢mienia podano w czasie
uniwersalnym (UT). Jezeli w danym kraju obowiazuje czas srodkowoeuropejski, do UT nalezy dodaé 1 h, jezeli letni — dodaé 2 h.

Sierpien

Wydarzeniem roku jest niewatpliwie za¢mienie Storica
11 sierpnia, mimo ze ogladane z Polski bedzie tylko
za¢mieniem czedciowym. Jako calkowite mozna je
obserwowa¢ z pobliskich krajéw Europy — przedstawiamy
jeszcze raz mapke przebiegu zaémienia. Wybraé sie tak
niedaleko za granice, choéby tylko na jeden dzief, to
zaden problem. Jezeli dopisze pogoda, to wrazenia beda
niezapomniane!

Kosmicznych atrakcji, poza za¢mieniem, bedzie w sierpniu
nie za wiele. 20 VIII Wenus znajdzie si¢ w dolnym
zlaczeniu ze Sloficem (niekiedy w tej sytuacji przechodzi
przed tarcza Sloiica), a zatem w ogdle jej nie widac

w slonecznym blasku. Mars jest w Wadze, a wiec
wieczorem juz zachodzi, a Jowisz i Saturn (oba w Baranie)
dopiero wschodza. Néw Ksiezyca wypada, oczywiscie,

w dniu zaémienia Slonca, tj. 11 VIII, a pelnia 27 VIIL
Ksiezyc zblizy si¢ mocno do Aldebarana 6 VIIT i nawet go
zakryje, ale z Polski tego nie bedzie widaé.
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Widzimy za to w calej okazalodci Droge Mleczna. Niemal
w zenicie wieczorem znajduje si¢ jedna z najjasniejszych
gwiazd nieba, mianowicie Deneb, tj. o Labedzia. To w jej
poblizu znajduje sie punkt, ku ktéremu z predkoscia

220 km /s pedza wszystkie widoczne golym okiem gwiazdy,
uczestniczac w rotacji Galaktyki. Ale niedaleko Labedzia,
nieco ku zachodowi, lezy Herkules, a pisaliémy juz kiedyd
i zreszta Czytelnicy moga wiedzieé skadinad, ze to ku
niemu leci Stofice. Nie ma w tym zadnej sprzecznosci, bo
w ruchu ku Fabedziowi biora udzial praktycznie wszystkie

- gwiazdy, ktére kazdy widzi na niebie, a wzgledem nich

Storice ma jeszcze dodatkowa mala predkosé (tzw. predkosé
swoista) wynoszaca 20 km/s i skierowana ku Herkulesowi.
Wreszcie nisko nad poludniowym horyzontem wida¢
gwiazdozbidr Strzelca, gdzie znajduje sig¢ centrum
Galaktyki, ktére Sloiice i towarzyszace mu gwiazdy
obiegaja w ciagu ¢wierci miliarda lat.

T.K.
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— Kiedy ten Bazyli wreszcie przyjdzie? — niecierpliwi sig
Celestyn — Mial byé pél godziny temu.

— Pewnie coé go zatrzymalo — uspokaja kolege Ambrozy —
A co? Masz do niego jakas sprawe?

— Wtaéciwie do was obu. Przygotowalem dla was dwie
kolejne liczby naturalne i chee kazdemu z was powiedzie¢
jedna z nich na ucho.

— I co mamy zrobié z tymi liczbami?

— Spytam cie, czy wiesz, jaka liczbe ma Bazyli.

— A skad niby mam to wiedzie¢? Chyba ze powiesz nam,
ktéry ma wigksza liczbe.

— Tego nie powiem. Ale pomys$l, co bedzie, jesli podam ci
jedynke.

~ Wtedy sprawa jest jasna. Bazyli musi mie¢ dwdjke,

bo przeciez zawsze si¢ umawialiémy, ze zero nie jest

liczba naturalna. Ale jeéli podasz mi dwdjke, to nie bede
wiedzial, co ma Bazyli. Moze mieé¢ réwnie dobrze jedynke,
jak i tréjke.

— Wtedy spytam Bazylego, czy wie, jaka ty masz liczbe.

- Jak bedzie mial jedynke, to powie, ze ja mam dwdjke, ale
jedli dostanie tréjke, to nie zgadnie, co ja mam.

— Wtedy spytam cie, czy wiesz, co ma Bazyli.

— Po co? Przeciez juz raz pytales. Zaraz, zaraz... Przeciez
udzielajac pierwszej odpowiedzi, nie wiedziatem, co

powie Bazyli. Zatem jego odpowiedZ dala mi dodatkowe
informacje, ktérych nie mialem na poczatku zabawy,

a ktére w mojej drugiej prébie pozwalaja mi stwierdzi¢,
ze ma tréjke. Genialne! A tak w ogdle, to na czym polega
ta zabawa?

— Poczynajac od ciebie bede was pytal na przemian, czy
wiecie, jaka liczbe ma drugi z was, az ktéry$ powie, ze wie.
—~ Rozumiem. Nawet jedli jakié czas bedziemy moéwié Nie
wiem, Nie wiem, Nie wiem, ... , to kazda taka odpowied?
bedzie przekazywala pewne informacje, ktére w koricu
pozwola nam odgadnaé przygotowane przez ciebie liczby.
— Jestes$ pewien?
— Tak mi sie wydaje.
— A jak podam ci liczbe 1007
— To wtedy na twoje pierwsze pytanie odpowiem Nie wiem.
Zreszta Bazyli tez zaraz powie Nie wiem. | ja w drugiej
kolejce powiem Nie wiem. Ale w miedzyczasie dowiem sie,
ZE. ..
~ No, czego sie dowiesz?
— Wtasciwie niczego. .. Przeciez na samym poczatku
wiedzialem, ze pierwsza odpowiedZ Bazylego bedzie Nie
wiem. Nie uzyskalem zadnej nowej informacji.
- A Bazyli?
— Bazyli ma liczbe 99 lub 101. Wie, ze moja pierwsza
odpowiedZ bedzie Nie wiem. Wie tez, ze moja druga
odpowied? bedzie Nie wiem. Moja druga odpowied? byla
mu znana, zanim jej udzielitem. Nie dowiedzial si¢ niczego
miedzy swoja pierwsza i druga odpowiedzia.
— Jaki stad moral?
~Zew drugiej kolejce zaréwno ja, jak i Bazyli mamy
dokladnie te same informacje, co w pierwszej. Bylismy
w stanie przewidzie¢ nawzajem swoje odpowiedzi, wigc
niczego si¢ nie dowiedzieliSmy. Zabawa nie posunela si¢
do przodu, druga kolejka polega na udzieleniu odpowiedzi
opartych na dokladnie tych samych przeslankach, ktore
znali§my juz w pierwszej. Jednak ta gra nie wyglada tak,
jak poczatkowo myélatem. Dla duzych liczb bedziemy sobie
moéwié¢ Nie wiem do. ..
— Do émierci. Widzisz, ze jeéli podam ci mala liczbe, jak
na przyklad 1 lub 2, to zabawa sie zakonczy, a jak duza, na
przyktad 100, to nigdy nie odgadniecie swoich liczb.
— To dla jakiej najwiekszej liczby, ktdra mi podasz, zabawa
sie zakonczy?
— No, dla jakiej?
~ Dobre pytanie!

JWR

GRY (5)

Dzié przedstawiamy nowa gre. Rozgrywa sie ona na bardzo dlugiej (w poziomie) planszy o szerokoéci jednego pola. Dla
wygody pola bedziemy numerowaé. Na planszy znajduje si¢ pewna liczba bierek, przy czym zZadne dwie bierki nie moga
znajdowaé sie na tym samym polu. Ruch polega na przelozeniu dowolnej bierki w lewo o dowolna liczbe pél, przy czym nie
wolno przeskakiwaé innych bierek. Oczywiscie, bierke mozemy przetozy¢ tylko na wolne pole. Gracze wykonuja ruchy na
przemian. Gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu (bo wszystkie bierki sa zablokowane w lewym koricu planszy), przegrywa.

Popatrzmy na przykladowa pozycje w tej grze:

| 1 | 2 IQIO' 5 |6 I 7 |O| 9 |OI11I:lz|13|14l15|1sl17|0|19120|

Na planszy znajduje si¢ pie¢ bierek. Dozwolonymi ruchami
w tej pozycjl sa:

przelozenie bierki z pola 3 na pole 1 lub 2,

przelozenie bierki z pola 8 na pole 5, 6 lub 7,

przelozenie bierki z pola 10 na pole 9,

przelozenie bierki z pola 18 na jedno z pdl od 11 do 17.

Bierka, znajdujaca sie na polu 4, ruchu wykonaé nie mozna.
Mamy 13 mozliwych ruchéw. Ktéry z nich jest najlepszy?

A moze wszystkie sa zle? Gdybys$ mial zagraé w te gre,
Drogi Czytelniku, rozpoczynajac od powyzszej pozycji, czy
wolalbyé wykonywaé ruch jako pierwszy, czy tez okazalbys
wspanialomy$lno$é (niekoniecznie bezinteresowna),
ofiarowujac przeciwnikowi prawo pierwszego ruchu? A jesh
rozpoczynalby$ gre, to jaki ruch bys wykonal?

I nie méw, ze nie znasz tej gry, gdyz jest to w gruncie
rzeczy gra Nim. Musisz tylko zobaczyé w niej stosy.
JWR

Korespondencje do [-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW,; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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