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Jak podwoié¢ szeScian 1 podzieli¢c kat na trzy

Rys. 1. Przestrzenny cyrkiel — widok
z dolu.

- czyli konstrukcje geometryczne w przestrzeni
Aleksiei TRETIAKOW i Henryk ZOEADEK

Wszyscy znamy geometryczne zadania konstrukeyjne. Przewaznie chodzi tu
o konstrukcje platonskie, czyli wykonywane cyrklem 1 linijka na plaszczyznie.
Na przyklad majac odcinki o dlugosciach a i b, mozna w taki sposcb
skonstruowaé odcinek o diugosci Vab.

W naszym artykule bedzie mowa o konstrukcjach geometrycznych
wykonywanych przestrzennym cyrklem i przestrzennag linijkg.

Przestrzenny cyrkiel i przestrzenna linijka

Nietrudno domysli¢ sie, jak dziala linijka przestrzenna — daje ona plaszczyzne
przechodzaca przez dane trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

Objaénienie dzialania przestrzennego cyrkla jest bardziej zlozone. Wyobrazmy
sobie, ze zwykly szkolny cyrkiel (z dwiema nézkami réwnej dlugoéci) obraca sie
wokdl jednej unieruchomionej nézki, a druga nézka pozostawia slad powierzchni
bocznej stozka — ostatnio takie stozki mozna rysowaé na ekranie komputera.
Bardziej precyzyjnie: dla danych trzech niewspdélliniowych punktow A, B, C|
spetniajacych warunek AB = AC, otrzymujemy (ograniczony) stozek I, ktdrego
osia jest pdiprosta AC, odcinek AB jest za$ jedna z jego tworzacych (rys. 1).

Tak jak w przypadku konstrukeji platonskich, zaréwno linijki przestrzennej, jak
i przestrzennego cyrkla mozemy uzywac wielokrotnie 1 w réznych polozeniach,
przy czym cyrkiel moze takze zmieniaé kat rozwarcia ndzek. O dlugoéei

nézek cyrkla przestrzennego zalozymy (co robi sie réwniez przy konstrukejach
platonskich), ze jest ona wystarczajaca do wykonywanych konstrukeji.

Przede wszystkim trzeba sie przekonaé, ze naszymi nowymi érodkami mozna
wykona¢ wszystkie konstrukeje platonskie. Zostawimy jednak te przyjemnosé
Czytelnikom, sugerujac, by zaczaé¢ od stwierdzenia, iz za pomoca naszych dwéch
przestrzennych narzedzi mozliwe jest wykonanie nastepujacych konstrukeji:
(a) dana jest prosta /i1 punkt A na niej; skonstruowaé plaszczyzne
przechodzaca przez A i prostopadla do [;
(b) dana jest plaszezyzna II i punkt A na niej; skonstruowaé prosta
przechodzaca przez A i prostopadla do II;
(¢) dana jest prosta [ oraz punkty A i B poza nia; skonstruowaé plaszczyzne
przechodzaca przez A 1 B oraz réwnolegla do [.
Czy te konstrukcje mozna przeprowadzi¢ bez zalozenia o réwnosci ramion
cyrkla, tzn. gdy dysponujemy jedynie stozkiem o zmiennym kacie rozwarcia?

Problem podwojenia szeScianu

Starozytni Grecy nie potrafili zrealizowaé wszystkich naturalnych konstrukeji za
pomoca zwyklego cyrkla i zwyklej linijki. Jednym z problemdw, ktéry sprawit
sporo zametu, byl problem podwojenia szescianu.

Wedle podania, gdy na wyspie Delos wybuchta epidemia, wystani do Pytii
Delfickiej postowie przywiezli odpowiedz Apollina, ze — aby zarazie zaradzié
— nalezy zwiekszyé dwukrotnie jego szeécienny oltarz ofiarny o krawedzi a,
nie zmieniajac przy tym jego ksztaltu. Nalezalo zatem skonstruowac szescian
o krawedzi av/2. Préby znalezienia platofiskiej konstrukeji odcinka o dtugosci
a+/2 okazaly sie bezowocne. A zajmowali sie tym problemem tacy uczeni, jak
Hipokrates z Chios, Archytas z Tarentu, Eratostenes, Heron i inni. Archytas
podal konstrukeje a</2 poprzez przeciecie trzech powierzchni w przestrzeni.

W pierwsze] polowie IV w.p.n.e. Menaichmos badajac przekroje stozka, wykazat,
ze liczba av/2 jest odcieta jednego z punktéw przeciecia paraboli 2? = ay
i paraboli y* = 2azx, jak tez paraboli 2 = ay i hiperboli zy = 2a”.



Rozwigzanie zadania F 504.
Promienie swiatla padajace na granice
woda—powietrze przechodzg z odrodka
bardzie] gestego optycznie do mniej
gestego. Na skutek tego promienie, ktdre
padaja na granice rozdzialu odrodkdw
pod katem réwnym lub wickszym
od granicznego, doznaja calkowitego
wewnegtrznego odbicia. Sinus tego
granicznego kata wynosi
g 1
sinag = — ,

7
gdzie n jest wspdlezynnikiem zalamania
woda—powietrze.
Na powierzchnig moga wydostaé sie
jedynie promienie zawarte w stozku
o wierzcholku w Zrédle dwiatla i kacie
rozwarcia 2ag oraz drednicy podstawy
2Ry, takie) ze

Ro = htgao ,

gdzie h jest glebokodcia wody.
Wyznaczajac tg ag

1

vnd —1 '

otrzymujemy minimalny promien plytki

tg ap =

mogacej zaslonié grddlo swiatla

Ry = =~ 1l 4cm .

n? —

Dopiero w 1837 roku francuski matematyk, P. Wantzel, wykazal niewykonalnoéé
podwojenia szescianu za pomoca cyrkla i linijki na plaszczyZnie.

Spoérdd innych starozytnych probleméw, ktérych nie da sie rozwigzad

za pomoca zwyklego cyrkla i linijki, nalezy wymienié¢ trysekcje kata oraz
konstrukcje siedmiokata foremnego i dziewieciokata foremnego. Dla ich
rozwigzania Grecy stworzyli nowe, oryginalne instrumenty, np. konchoidograf.
Oméwimy te problemy w ostatniej czesci artykutu.

Powréémy do problemu podwojenia szescianu. Majac odcinki o dlugosciach
1ib, bedziemy konstruowali odcinek o dtugoéci v/b. Uzyjemy do tego
paraboli y = 22 /b i hiperboli y = 1/2. Odcieta ich punktu przeciecia na
plaszczyznie XOY to z, = v/b (patrz rys. 2).

Zadanie sprowadza sie wiec do konstrukeji paraboli i hiperboli za pomoca
naszych nowych narzedzi.

Konstrukcja paraboli y = 22/b

Ustalmy plaszczyzne II i obierzmy taki uklad wspélrzednych, by osie

OX i OY lezaly na II, a OZ byla do niej prostopadla. Niech stozek Xy,

o wierzchotku w punkcie Oy = (0, —1b, —%Eb) i kacie rozwarcia (podwojony
kat rozwarcia ramion cyrkla) 7/3, bedzie tak polozony, ze jego o§ O1K lezy
w plaszczyznie YOZ 1 przecina o§ OY w punkcie K pod katem 7 /6 (rys. 3).
Zatem pdlprosta 010 jest jedna z tworzacych stozka. Dolna tworzaca jest
réwnolegta do osi OY . Zauwazmy przy okazji, ze 010 = b, a wiec réwniez
OK = b (jako ze tréjkat O1 KO jest réwnoramienny).

Znajdziemy teraz réwnanie punktéw przeciecia IIN L. Dla M = (z,y) oznaczmy
przez M, jego rzut prostokatny na o§ OY i przez P — jego rzut prostokatny

na o§ 01 K. Zatem plaszczyzna M M, P jest prostopadla do ptaszczyzny YOZ.
Poniewaz OM, =y, wigc MyK =b—y.

Dla tréjkata prostokatnego M PM, mamy
MP?* = MM} + My P? = a® + M, K?sin®(x/6) = 2* + (b— y)* /4.

Oznaczmy przez N punkt przecigcia tworzace] 010 z plaszezyzng M PM,.
Tréjkat ON M, jest réwnoboczny, co daje ON =y 1 O1N = b+ y. Mamy zatem

MP = NP =0;Nsin(wn/6) = (b+y)/2,
co razem z poprzednim wzorem daje (b+ y)?/4 = 2% + (b — y)?/4, cayli
y=z%/b.

Konstrukcja hiperboli y = 1/

Przy takim samym wyborze ptaszczyzny II i uktadu wspélrzednych niech
stozek ¥, ma wierzchotek w punkcie Q5 = (0, 0, —v/2), 0§ réwnolegta do
dwusiecznej ZXOVY i kat rozwarcia réwny /2 (rys. 4).

Z

Rys. 3

Rys. 4



=

Rozwiazanie zadania M 887,

Réznych od zera reszt z dzielenia przez n
jest n — 1, wiec z zasady szufladkowe]
Dirichleta wynika, ze pewne dwie liczby

2 naszego ciggu daja te sama reszte

2 dzielenia przez n. Ich rdznica jest
rowna kd dla pewnego 1 €< k < n.
Poniewaz n|kd, wiec liczby d i n nie moga

byé wzglednie pierwsze — w przeciwnym
preypadku byloby n|k, co przeczy
nierdwnodci k < n.

Rys. 5

Literatura:

M. Kordos, Wyklady z historia
matematyks, WSiP, Warszawa 1994,

XpecToMAaTHA [0 HCTODHH
marematury (AJL. FOmxesuwy, red.),
INpocsemenue, Mocksa 1976.

Poniewaz stozek X, jest przesunietym w dét stozkiem z pétosiami OX 1 OY jako
tworzacymi i dwusieczng £ZXOY jako osia, wiec jego przeciecie z plaszezyzna Il
jest hiperbola z osiami OX i OY jako asymptotami. Ogdlne réwnanie takiej
hiperboli ma postaé zy = c.

Aby pokazaé, ze ¢ = 1, wystarczy sprawdzié, ze punkt R = (1, 1, 0) lezy
w II N X5. Wynika to natychmiast z faktu, ze tréjkat OOs R jest réwnoramienny
i prostokatny.

Chetni moga réwniez wyprowadzi¢ réwnanie hiperboli II N X3 w podobny
sposéb, jak to zrobiliémy dla paraboli II N X;.

Inne nierozstrzygniete problemy starozytnych

Do problemu skonstruowania odcinka o dlugoéci bedacej pierwiastkiem
szesciennym z dlugosci danego odcinka sprowadzaja sie liczne inne problemy
konstrukeyjne. Dla przykladu rozwiazemy tu zadania wymienione na
zakoticzenie pierwszej czescl tego artykulu. Wobec tego, co juz zostalo wykazane,
bedzie to znaczylo, ze mozna je rozwiazaé za pomoca przestrzenne] linijki

i przestrzennego cyrkla.

Siedmiokat foremny

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie AB = BC'= R i ZABC = w7,
obliczymy dtugosé d boku AC. Mamy ZA = £C = 3 /7. Jesli punkty D i E
na boku AB sa obrane tak, ze pélproste CD 1 C'E dziela £C na trzy réwne
czedei (po 7/7; rys. 5), to wtedy CD = CA =d, a z podobieristwa AACD

i AABC mamy AD = d?/R. Poniewaz tréjkat CBE jest réwnoramienny, wiec
EB=FEC=R-d.

Tu skorzystamy z (niezbyt popularnego) twierdzenia o dwusiecznej kata, ktore
glosi, ze kwadrat jej dlugosci jest réwny réznicy miedzy iloczynem dlugosci
bokéw wychodzgcych z danego wierzchotka 1 tloczynem dlugosci odcinkéw, na
ktére dwusieczna dzieli przeciwlegly bok (prosimy je udowodnié). Stosujac je do
tréjkata DBC otrzymujemy
EC? = DC - BC — DE - BE,

czyli

(R—d)? =dR - (d - d*/R)(R - d),

co daje réwnanie trzeciego stopnia z niewiadoma d

d®— Rd* - 2R’d+ R® = 0.
Takie za$ réwnanie mozna (za pomoca wzoréw Cardano) rozwiazac, gdy umie
sie wyciagac pierwiastki drugiego 1 trzeciego stopnia - a to juz umiemy. Mozemy
wiec skonstruowaé tréjkat z rysunku 5, czyli segment czternastokata foremmego.
Laczac za$ co drugi wierzcholek tego czternastokata, otrzymujemy siedmiokat
foremny.

Dziewigciokat foremny
Czytelnik zechce sprawdzié, ze przeprowadzajac podobne rozumowanie dla
tréjkata réwnoramiennego o kacie w/9 przy wierzchotku, otrzymamy dla d
rownanie

d® —3R*d+ R* =0,

co daje osiemnastokat, a w konsekwencji i dziewigciokat foremny.

Trysekeja kata, czyli podzial kata na trzy réwne czesci.
Gdy kat o jest dany przez jego sinus réwny m, to, wobec tozsamosci
sin o = 3sin(a/3) — 4sin®(a/3), mamy réwnanie

4 —3n4+m=0,
z niewiadoma n = sin(a/3). Jesli za§ mamy znaleziong wartos¢ sinusa
(czyli dlugosé przeciwleglej przyprostokatnej w tréjkacie prostokatnym
o przeciwprostokatnej réwnej 1), to mamy i kat.
Tak wiec wszystkie te konstrukeje mozna wykonaé przestrzenna linijka
i przestrzennym cyrklem.

3



Osiggniecia astrofizyki XX wieku

Kazimierz STEPIEN

Artykul ten rozpoczyna cykl
podsumowan osiggnieé matematyki,
fizyki i astronomii w XX wicku, ktéry
bedziemy kontynuowaé przez 2 lata.
Redakcja

Rozwiazanie zadania F 503.

Cuzlowiek kratl

(torym
» padajace od
o 16 em bez

11 soczewkami

Dla ocka nicuzbrajonego mamy

— oznaczylibiny zdolnosd

do = 0,16 m jest

dzenia dia

kratkowidza, a f glebokoscia oka.

Analogicznie dla oka uzbrojonego mamy

Podobnie jak we wszystkich naukach przyrodniczych, wiek XX przynidst

w astrofizyce wiecej odkryé niz wszystkie wezeénigjsze razem wazigte. Wybédr
najwazniejszych z nich musi mieé, sita rzeczy, subiektywny charakter, zwtaszcza
ze nalezy je niejako wyrwaé z ciagu kolejnych 1 écidle ze soba powiazanych prac
i wynikéw naukowych, ktére sktadaja sic na globalny proces poznawezy. Ja
wybralem dwa takie odkrycia.

Za pierwsze z nich uwazam odkrycie reakeji jadrowych prowadzacych do syntezy
pierwiastkéw i stanowiacych podstawowe Zrédlo energii gwiazd. Odkrycie to
pozwolilo zrozumieé, jak ewoluuja gwiazdy 1 jak zmieniajg sie ich wlasnoéci
obserwacyjne w zaleznodci od wieku, masy 1 sktadu chemicznego. Obserwowane
na niebie gwiazdy wydawaly sie wezedniej dziwnym zbiorowiskiem obiektéw ,bez
tadu i sktadu”, majacych wielkie i male rozmiary, jasnych i stabych, stalych

i zmiennych na najrézniejsze sposoby, czasem pojawiajacych sie nagle tam, gdzie
ich wezeéniej nie bylo, a potem znikajacych. Czy wszystkie maja jednakowy
wiek? Jak dlugo 7yje gwiazda? Czy jedne sa ,skazane” na zmiennoéé przez

cale zycie, a inne, np. Stonce, sa stateczne i niezmienne? Caly ten galimatias
stal sie jasny i zrozumialy dzigki rachunkom ewolucyjnym. Kazda gwiazda
znalazla swoje miejsce w uktadzie ewolucyjnym, tak jakby ktod ulozyl rozsypana
wezeénie] ukltadanke. Wszystko to byto wynikiem odkrycia podstawowego
mechanizmu napedzajacego ewolucje gwiazd: reakeji jadrowych.

Co na temat Zrédel §wiecenia gwiazd wiadomo bylo na przetomie wiekéw?

Dla zwiezlej prezentacji 6wezesnych pogladéw poshuze sie eytatem

z monumentalnego, 3-tomowego dzieta zbiorowego pt. ,,Wszechdwiat i cztowiek”,
o objetoéci ponad 1500 stron formatu A4, ktére ukazato si¢ na samym poczatku
XX w. pod redakcja Hansa Kramera (wyd. polskie: Warszawa 1906). Zawiera
ono podsumowanie wiedzy przyrodniczej z przelomu XIX 1 XX wieku. Czytamy
tam: ,...przy ciaglej utracie ciepla przez promieniowanie w przestrzen §wiata,
nastepowaé moze powolne §ciaganie sie bryly stonecznej, co w dalszym ciagu
sprowadza silniejsze cidnienie w jej wnetrzu i stan bardzo naprezony. Wiadomo
powszechnie, ze wedlug pogladu Helmholtza, przez ciggte takie Sciaganie si¢
warstw wierzchnich storica i wynikajace ztad wzmaganie sie temperatury jego,
wyréwnywane byé moga straty ciepla, jakie nieuniknienie zachodzi¢ musza
skutkiem promieniowania ciepta slonecznego w przestrzen wszechdwiata”
(pisownia oryginalna). A zatem wierzono, ze zZrédlem energii Storica (i innych
gwiazd) jest energia potencjalna zamieniana na cieplo podezas powolnego
kurczenia sie tych cial. Autorzy podkresiaja, ze wynikajace stad zmniejszenie
$rednicy Slofica byloby zauwazalne dopiero po wielu tysiacleciach starannych
obserwacji. Energia potencjalna (zwana czasem grawitacyjna) jest istotnie
jednym z wagnych Zrédel energii we Wszechdwiecie. Powstajaca z rozproszonej
materii gwiazda zaczyna $wiecié, jeszcze zanim rozpoczna si¢ w jej wnetrzu
jakiekolwick reakcje jadrowe. Kurczenie sie porcji gazu prowadzi do wzrostu
temperatury, a rosnaca szybko nieprzezroczysto$é uniemozliwia szybkie
wychlodzenie przez wypromieniowanie nadmiaru energii wewnetrznej. Proces
wzrostu temperatury trwa do chwili, gdy osiagnie ona wartod¢ wystarczajaca
do zapoczatkowania reakcji przemiany wodoru w hel (pomijam tu inne, malo
znaczace reakcje, ktére zachodza nieco wezedniej). Oceny z poczatku stulecia
byly poprawne: proces kurczenia si¢ gwiazdy o masie Stofica trwa bardzo
dlugo w poréwnaniu ze skala zycia ludzkiego, bo okoto 100 mln lat, ale jest

to nadal o wiele krécej niz wiek Ziemi. Wtedy jednak nie dostrzegano tej
sprzecznoscl. Wprawdzie istnial akeeptowany do dzisiaj podzial na okresy

i ery geologiczno-paleontologiczne, ale bylo to datowanie wzgledne. Dopiero

na poczatku XX w. wprowadzono izotopowe metody datowania dajace wiek
badanych prébek w latach. I wtedy okazalo sig, ze wiek Ziemi siega kilku
miliardéw lat, a Slorice musialo przez caly ten czas swieci¢ podobnie, jak
obecnie. Powstala zasadnicza sprzecznosé wymagajaca znalezienia innego,
trwalszego zrédla energii. Poczatek XX w. to réwniez poczatek badan nad
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reakcjami jadrowymi przemieniajacymi jedne pierwiastki w inne. W 1905 roku
A. Einstein opublikowal stynny zwiazek miedzy masa i energia: £ = mc?. Stalo
sie jasne, ze wyzyskanie energii zawarte] nawet w bardzo niewielkiej porcji
materii moze jej dostarczyé w wymaganej ilosci. W 1927 roku A. Eddington
zauwazyl, ze suma mas czterech jader wodoru jest nieco wieksza niz masa

jadra helu. Gdyby wiec, spekulowal, cztery jadra najobficiej w przyrodzie

wystepujacego pierwiastka, czyli wodoru, polaczyé w jedno jadro helu,

a nadwyzke masy zamieni¢ na dostepniejsza forme energii, dostaliby$my
niezmiernie obfite zrédlo energii, wystarczajace do podtrzymania §wiecenia
gwiazd przez dostatecznie dlugi czas. Nie potrafit jednak zaproponowaé
sposobu tej przemiany. Dopiero w 1939 roku H. Bethe odkryl i opisal cyk]
reakcji, zwany cyklem weglowo-azotowym (lub cyklem CNO), w wyniku
ktérego powstaje hel z wodoru. Zasugerowal tez, ze ten wlasnie cykl moze
zachodzi¢ we wnetrzu Stonca. Nastepne lata przyniosty odkrycie wielu

innych reakeji, w tym reakcji proton-proton, ktéra zachodzi wydajniej niz

cykl Bethego w gwiazdach mniej masywnych niz okolo 1,5 masy Slonca,
majacych tez nizsze temperatury w swych wnetrzach. Odkryto caly

laficuch egzotermicznych reakeji prowadzacych do syntezy kolejno coraz to
masywniejszych pierwiastkow az do zelaza. Wymagaja one coraz to wyzszych
temperatur i ci$nieni, osiaganych w zaawansowanych stadiach ewolucyjnych
coraz to masywniejszych gwiazd. Reakcje tworzace jeszeze masywniejsze
pierwiastki sa endotermiczne i1 zachodza w warunkach silnie niestacjonarnych,
na koszt energii grawitacyjnej zapadajacego sie gwaltownie jadra gwiazdy
supernowej. Wyznaczenie niezbednych danych jadrowych, przekrojéw czynnych,
tempa poszczegdlnych krokéw cykli, ich bilansu energetycznego itp. umozliwito
wlaczenie reakeji jadrowych do ewolucyjnych modeli gwiazd. Burzliwy rozwdj
technik komputerowych pozwolil na prowadzenie szczegélowych i dokladnych
obliczen modeli w kolejnych stadiach ewolucyjnych, co w efekcie doprowadzito
do wyznaczenia calych ewolucyjnych sekwencji gwiazd o réznych masach

i poczatkowych zawartosciach ciezkich pierwiastkow — od narodzin do $mierci.
Modele bytly stale konfrontowane z obserwacjami, w ktérych szczegdlnie wazna
role pelnity obserwacje gromad gwiazdowych — gestych skupisk gwiazd o tym
samym wieku, ale réznych masach. Badania nad ewolucja gwiazd prowadzone
byty gléwnie w latach 50. do 70. Obecnie koncentruja si¢ na najbardziej
zaawansowanych stadiach ewolucji gwiazd (w tym modelowanie wybuchéw
supernowych) 1 réznych nietypowych konfiguracjach, powstalych np. w wyniku
wzajemnego oddzialywania dwu lub wiecej gwiazd.

Drugie, najwazniejsze, moim zdaniem, odkrycie astrofizyczne XX w., to
wykazanie, ze Wszechéwiat powstal w wyniku Wielkiego Wybuchu. Stan wiedzy
na temat calego Wszechswiata na poczatku wieku tak opisuje cytowana juz
ksiazka: ,,O poczatek 1 koniec wszechrzeczy nie troszczy sie wiedza przyrodnicza.
Wie dobrze, ze nieumiarkowane takie daznosci, jakby mamidta, uwodzity mysl
nasza coraz glebiej w pustynie dogmatéw jatowych”. I dalej: , Astronomja
odwazyla si¢ na zastosowanie praktyczne swych teorji ruchu, jakkolwiek nic

nie wie o pierwszych podnietach ruchéw cial niebieskich i1 jakkolwiek nie zna
zgola istoty tak zwanych sit, ktéremi tak pomyslnie operuje, a wprowadzonych
dotad w obrazach matematycznych jedynie”. Cytaty pokazuja, jak mierna

byta podéwezas wiedza dotyczaca powstania i zycia Wszechdwiata. Wprawdzie
akceptowano powstanie Slonca i planet z materii rozproszonej, ale to bylo
wszystko. Podziwia¢ mozna dyscypline przyrodnikéw, ktdrzy nie majac do
dyspozycji zadnych faktow obserwacyjnych dotyczacych powstania, ewolucji,
obecnego wieku czy rozmiaréw Wszech$wiata, nawolywali do unikania jalowych
spekulacji, ktére albo doprowadzityby do uznania dogmatéw religijnych, albo
do stworzenia innych, réwniez nie majacych zadnego wsparcia przyrodniczego.
Z perspektywy éwezesnego obserwatora Wszechéwiat wydawal sie niezmienny

1 albo wieczny, albo powstaly w wyniku procesow, ktérych nigdy nie poznamy

1 nie zrozumiemy. Potrzeba bylo geniuszu Einsteina, by zmierzy¢ sie z zadaniem
matematycznego opisu struktury calego Wszechswiata. Zaraz po odkryciu

w 1916 roku ogdlnej teorii wzglednosei Einstein zastosowal jej réwnania do opisu
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Wszechéwiata. Poszukiwal jednak statycznych rozwiazan, zgodnych

z powszechnym przekonaniem. Okazalo sie, ze rozwiazania takiego nie mozna
znalezé. Latwo to zrozumieé nawet na podstawie potocznej intuicji: zawieszone
w przestrzeni masy (np. galaktyki) przyciagaja sie wzajemnie i przy braku

sity réwnowazacej sile przyciagania grawitacyjnego Wszechéwiat powinien

si¢ zapaéé. Cheac mieé model statyczny, trzeba wprowadzié sile przeciwna
grawitacji. Einstein zrobil to, wprowadzajac do swych réwnan stynny czlon
kosmologiczny opisujacy site odpychania dzialajaca miedzy dwiema masami,
wprost proporcjonalna do odlegloéci miedzy nimi. Dla odleglosci wystepujacych
w Uktadzie Slonecznym, a nawet w Galaktyce, wielkosé¢ tej sity byta bardzo
mala, nieporéwnywalnie mniejsza niz sity grawitacji. Ale odlegle galaktyki
powinny odpychaé sie wystarczajaco silnie, by zréwnowazyé grawitacje

i zapewni¢ statycznosé Wszechéwiata. Czlon kosmologiczny wprowadzony
zostal ot tak, ,z sufitu”, tylko by znalezé rozwiazanie statyczne. Tymeczasem

w 1929 r. E. Hubble opublikowal przetlomowa w kosmologii prace, w ktérej
wykazal, ze istnieje liniowa zaleznosé miedzy odlegtoscia do galaktyki (odleglosci
te nauczono si¢ wyznaczaé niewiele wezesniej, tez dzigki pracom Hubble’a)

i jej predkoscia wyznaczona z dopplerowskiego przesuniecia linii widmowych.
Poza najblizszymi galaktykami, ktére poruszaja sie wzgledem nas chaotycznie
ze stosunkowo nieduzymi predkodciami, przesuniecie dopplerowskie wystepuje
zawsze ku wiekszym dhugosciom fal (w czesci widzialnej widma — ku czerwieni).
Prawo Hubble’a méwi, ze wszystkie dostatecznie odlegte galaktyki oddalaja sie
od nas z predkosciami proporcjonalnymi do odlegloéci. Natychmiast uznano,

ze to zjawisko, wykryte przeciez dla niewielkiej liczby niezbyt odlegltych
galaktyk, jest uniwersalne i oznacza, ze caly Wszech$wiat rozszerza sie. Praca
Hubble’a zrewolucjonizowala nasz poglad na Wszech§wiat. Wywolala lawine
prac teoretycznych, ktére, oczywiscie, pokazaly, ze dla rozszerzajacego sie
Wszech§wiata mozna rozwigzac réwnania Einsteina bez czlonu kosmologicznego.
Jezeli np. cala masa Wszechdwiata zostala kiedys rozrzucona w olbrzymim
wybuchu, to — ze wzgledu na istnienie sity przyciagania — jej fragmenty
powinny poruszaé sie ruchem opéznionym, ale istnienie Wszechéwiata nie
wymaga zadne] sity odpychajacej. Obecne rozszerzanie sie Wszechéwiata
prowadzi do oczywistego pytania, co bylo na poczatku tej ekspansji. Ale

takie pytanie oznacza, ze w ogdle byl jaki§ poczatek, ktéry mozemy badaé
metodami przyrodniczymi. Ewolucyjne modele Wszeché§wiata, uwzgledniajace
zachowanie si¢ wypelniajacej go materii, doprowadzity w latach 40. G. Gamowa
i wspétpracownikéw do wniosku, ze wezesny Wszechéwiat musiat byé bardzo
goracy, a pozostalodcig po tej fazie powinno byé izotropowe promieniowanie
elektromagnetyczne wypelniajace catly Wszechéwiat i majace rozktad widmowy
taki, jak promieniowanie ciata doskonale czarnego o temperaturze rzedu paru
kelwinéw. Ponadto, poniewaz we wezesnym Wszechéwiecie panowaly warunki
przypominajace wnetrze gwiazdy, powinny byly tam tez zachodzié reakeje
Jjadrowe. Szybka ekspansja ochlodzita Wszechéwiat, wiec warunki do zachodzenia
tych reakeji (gléwnie syntezy helu z wodoru) panowaty zaledwie przez pare
minut. Doktadniejsze rachunki modelowe wykazaly, ze 25-30% protondw
powinno ,zdazyé” polaczyé sie w jadra helu. A zatem, najpierwotniejszy
budulec gwiazd to (masowo) siedemdziesiat kilka procent wodoru i reszta hel, ze
sladowymi ilosciami deuteru i litu. W 1965 r. przyszto kolejne wazne odkrycie
obserwacyjne. A. Penzias i R.Wilson zarejestrowali istnienie mikrofalowego
promieniowania tta, dokltadnie tak, jak przewidywaly to modele teoretyczne.
Jego temperatura wynosi 2,73 kelwina. Zauwazmy, ze o ile obserwacyjne
odkrycie ekspansji Wszechs§wiata wyprzedzilo prace teoretyczne, o tyle teraz
nastapito empiryczne potwierdzenie przewidywari teoretycznych. Tak to czesto
w nauce bywa. Réwniez pierwotna zawarto$é helu nalezy uznaé za potwierdzona,
cho¢ nie odbylo sie to poprzez jedno spektakularne odkrycie, a raczej przez
zmudne pomiary zawartosci helu w réznych, mozliwie najstarszych obiektach.
Pomiary wskazuja, ze istotnie istnieje dolna granica pierwotnej zawartoéci helu,
bliska 25%. Oczywiscie, nie znamy wciaz odpowiedzi na wiele fundamentalnych
pytan dotyczacych Wszechéwiata. Gwaltowny rozwdj kosmologii zachodzi
wlasnie teraz, na naszych oczach i bedzie jeszcze trwal. No, ale o tym napisze
ktos, kto podsumuje odkrycia XXI wieku.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nadeszly dhugo oczekiwane wakacje. Wreszcie mozna
uciec z miasta, polozyé sie w trawie 1 patrze¢, jak
obtoczki leniwie wedruja po niebie. Cieplo, przyjemnie,
nic nas nie goni, nie trzeba sie nigdzie spieszyé. Tak,
lato ma swoje dobre strony. A teraz przewracamy

sie na brzuszek i obserwujemy taczke. Z bliska widac
kazde Zdzblo kolyszace si¢ na wietrze. Mréweczki,
motylki, zuczki, gasieniczki — pelno tu tego drobiazgu.
Ile ruchu, ile gwaru. .. nie, to nie ta bajka — zostawmy
zuczki 1 zajmijmy sie sama trawka. To dopiero cud
natury. Wida¢ to na trawkach duzych, jak bambus,
ale 1 na malych, jak te na zdjeciu.

Zaraz, zaraz, ale czy to aby na pewno trawki? Dlugie
na kilka mikronéw, grube na kilkadziesiat nanometréw,
a wlos ma grubos¢ kilkudziesieciu mikronéw. Alez tak,
to nie trawka, tylko nanorurki! Pamigtam, pisatem

juz o nich rok temu (Delta 8/1998). Nanorurka to
arkusik ulozonych w szedciokatng siatke atomow
wegla, zwiniety w rurke o Srednicy od kilku do
kilkudziesieciu nanometréw, zakoniczona weglowymi
polsferami. Ta odmiana alotropowa wegla jest bardzo
intensywnie badana w laboratoriach na calym éwiecie.
W zaleznosci od szczegétéw budowy charakteryzuje
si¢ réznorodnymi wlasnosciami elektrycznymi oraz
mechanicznymi. Tylko jak te ostatnie mierzyé?

" Okazuje sie, ze mozna na nich zagraé za pomoca
transmisyjnego mikroskopu elektronowego [1].
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Na zdjeciu (elektronowym mikrografie) (A) widaé
termiczne drgania ,nanotrawki” o dtugosci 6,25 pm
i srednicy 14,5 nm, zdjecie (B) przedstawia
rezonansowe wzbudzenie pierwszej harmonicznej
(630 kHz) nanorurki, a zdjecie (C) - drugiej
harmonicznej (3,01 MHz). Wartoéci stosunku
czestoscl oraz polozenia wezla dobrze zgadzaja

sie z obliczeniami przeprowadzonymi dla idealnej
rurki. Metoda rezonansowego wzbudzania nanorurek
pozwala na precyzyjne mierzenie ich mechanicznych
whasnosci, w szczegdlnosci modutu Younga, ktéry
okazuje si¢ by¢ rzedu biliona paskali dla malych
§rednic (okolo 10 nm). Dla grubszych rurek wartosé
modutu Younga spada o rzad wielkosci, co autorzy
artykutu [1] ttumacza zmiana sposobu giecia sie
rurki. Zamieszczaja zdjecia nanorurki w duzym
powiekszeniu, na ktérych widaé powstawanie
regularnych zmarszezek na Sciskanej przy zginaniu
stronie rurki.

Okazuje sie, ze takiej rurki, po jej wyskalowaniu,
mozna uzy¢ jako nanowagi. Wyobrazmy sobie zuczka
siedzacego na koricu trawki. Obecnosé chrzaszcza
zmieni czesto$¢ rezonansowsa trawki, pozwalajac na
wyznaczenie jego masy.

Podobnie pomiar zmiany czestoéci rezonansowej,
spowodowane] doczepieniem do kofica nanorurki
weglowej kulki (zdjecie ponizej), umozliwia

okreslenie masy obciazenia. W tym konkretnym
przypadku czastka wegla okazala sie mieé mase

22 + 6 femtograméw (1 fg = 10~1° g), co zgadza sie

z oszacowaniem (30 fg) uzyskanym na podstawie
wielkodei kulki 1 gestosci amorficznego grafitu.
Autorzy artykutu [1] proponuja, aby za pomoca takiej
wagl wazy¢ wirusy.

Wiedziatem, ze dzi§ bedzie co$ o zyjatkach.
Piotr ZALEWSKI

[1] Electrostatic Deflections and Electromechanical Resonances
of Carbon Nanotubes, Philippe Poncharal, Z. .. Wang, Daniel
Urgate, Walt A. de Heer, Science 283 (1998) 1513.

Zdjecia: Walt A. de Heer
www.aip.org/physnews/graphics/html/nanobal.htm
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Przeprawy

Wiele starych lamigléwek ma za temat rézne przeprawy przez rzeke.
Chyba najslynniejsza z nich jest — pochodzace z ésmego wieku — zadanie
mnicha Alkuina: naleiy przewiezé na drugi brzeg rzeki wilka, koze

i kapuste lodzia, w ktdrej (oprécz wiostujacego) miesci sie tylko jedno

z nich; nie mozna przy tym zostawi¢ wilka sam na sam z koza ani kozy
sam na sam z kapusta.

Przyjemno$é rozwiazania zadania Alkuina pozostawimy tym
Czytelnikom, ktérzy go wczeéniej nie znali, a sami zajmiemy sie inna
— réwniez nieile znana — lamigléwka: o kanibalach i misjonarzach.

Sytuacja jest nastepujaca: trzej misjonarze i trzej kanibale chca
przeprawic si¢ na drugi brzeg rzeki. Maja 6dke, ktéra za jednym
razem moze przewieZ¢ najwyzej dwie osoby. Jesli w pewnym momencie
na ktérymkolwiek brzegu rzeki kanibali bedzie wiecej od misjonarzy,
to misjonarze zostang zabici i zjedzeni. Czy cala szdstka moze sie
bezpiecznie przeprawié¢ na drugi brzeg?

Rozwazmy wszystkie mozliwe stany liczebnosci misjonarzy i kanibali na
tym brzegu, z ktérego wyrusza przeprawa. (Kazdemu takiemu stanowi
odpowiadaja — jednoznacznie wyznaczone! — liczba kanibali i liczba
misjonarzy na drugim brzegu, wiec nie musimy oddzielnie rozwazaé,

co dzieje sie u celu przeprawy.) Oznaczmy przez m liczbe misjonarzy,

a przez k — liczbe kanibali. Mozliwe wartosci m i k to 0, 1, 2, 3, wiec
lacznie mamy 4 -4 = 16 réznych stanéw. Trzeba jednak wykluczyé stany,
odpowiadajace sytuacjom, w ktérych na jednym z brzegéw rzeki kanibali
jest wiecej od misjonarzy, a wiec stany, w ktérych m i &k sa réznymi
liczbami niezerowymi. Zostaje dziesieé¢ standéw dopuszczalnych; kazdy

z nich jest na rysunku 1 oznaczony kropka w ukladzie wspélrzednych.

Zamiast planowaé przeprawe, bedziemy laczy¢ kropki strzatkami. Kazda
strzalka odpowiada jednemu kursowi 16dki przez rzekeZaczynamy od
prawego gornego rogu (m = 3, k = 3). Kazda strzalka musi obrazowa¢
przewiezienie jednej lub dwéch oséb przez rzeke. Trzeba tez pamietaé,
ze po kazdej strzalce skierowanej w lewo lub w dél musi nastepowaé
strzalka w prawo lub w gére (czyli powrét 16dki z drugiego brzegu).

Metoda préb i bledéw dosé szybko odkryjemy, ze sa cztery uklady
strzalek, kiére prowadza do rozwiazania lamigléwki. Jedno z rozwiazan
przedstawia rysunek 2. Przewiezienie calej széstki przez rzeke wymaga
jedenastu kurséw l6dki. Pozostale trzy rozwiagzania Czytelnik z larwoscia
narysuje sam.
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Zapytajmy teraz, czy w podobnych warunkach, dysponujac dwuosobowa
16dka, przez rzeke moze si¢ przeprawié czterech kanibali i czterech
misjonarzy. OdpowiedZ tym razem jest przeczaca: bezpiecznej przeprawy
nie ma. Sprébujmy si¢ przekonaé o prawdziwosci tego twierdzenia.

Jak poprzednio, zaznaczmy kropkami w ukladzie wspélrzednych
dopuszczalne stany liczebnoéci kanibali i misjonarzy na jednym z brzegéw
rzeki (rysunek 3). Przypusémy, ze przeprawa jednak jest mozliwa.
Rozwazmy przeprawe, ktéra wymaga najmniejszej liczby kurséw

16dki przez rzeke i wyobrazmy sobie uktad strzalek odpowiadajacy

takiej przeprawie. Przypatrzmy sig¢ blizej pierwszej strzalce, ktéra

konczy sie w jednej z kropek oznaczonych kolorem (tzn. rozwazmy
pierwszy moment, gdy wszyscy misjonarze znalezli si¢ na drugim

brzegu rzeki). Nietrudno stwierdzi¢, ze musiataby to by¢ jedna z trzech
strzalek zaznaczonych na rysunku 4. Gdyby byla to strzatka Sj,

laczaca punkty (1,1) i (0,0), to poprzednia strzalka musialaby mieé
poczatek w punkcie (1,0). Wtedy jednak na linii kolorowych kropek
musieliby$my znalezé si¢ po raz pierwszy juz wczeéniej — mamy wigc
sprzecznoéé. Gdyby pierwsza strzaltka, koficzacy si¢ w kolorowym punkcie,
byla strzalka S, to wéwczas zamiast niej mogliby§my réwnie dobrze
narysowaé strzalke S, i od razu zakoficzyé przeprawe, zmniejszajac liczbe
kurséw 16dki. Znéw mamy sprzecznoéé, bo rozwazana przeprawa miala
by¢ najkrétsza.

Gdyby wreszcie pierwsza strzalka z kolorowym koficem byta strzatka S,
to poprzednie dwa kursy 16dki musialyby odpowiadaé strzatkom, ktére na
rysunku 5 s3 zaznaczone kolorem. Wtedy jednak obie kolorowe strzatki,
tworzace zamknigta petelke, moglibySmy z zaplanowanego schematu
przeprawy usunaé i zmniejszy¢ liczbe kurséw 16dki o 2, co kléci sig z tym,
Ze rozwazamy przeprawe najkrétsza z mozliwych. Po raz trzeci trafiliémy
wiec na sprzecznosé, a to oznacza, zZe najkrotsza bezpieczna przeprawa
nie istnieje. Nie istnieje wiec zadna bezpieczna przeprawa.

Czy jest na to rada? Okazuje sig, ze tak. Trzeba zwigkszy¢ todke. Jesli
}6dka moze pomiescié trzech pasazeréw, i przyjmiemy, ze ani w 16dce, ani
na brzegu kanibale nie moga przewyiszy¢ liczebnoécia misjonarzy, to cala
6semka zdota sie bezpiecznie przeprawié (rysunek 6).

Pieciu kanibali i pigciu misjonarzy réwniez moze si¢ bezpiecznie
przeprawié¢, dysponujac 16dka, ktéra miesci trzech pasazeréw, lecz
szeciu kanibali i szeSciu misjonarzy — nie moze. Wskazanie rozwigzania
w pierwszym przypadku i uzasadnienie, Ze w drugim przypadku
bezpiecznej przeprawy nie ma, pozostawiamy Czytelnikowi.

Zeby bezpiecznie przewiezé przez rzeke szedciu kanibali i szeSciu
misjonarzy, trzeba mieé 16dke czteroosobowa. I nie ma juz co rozwazac
wiekszych wycieczek: dowolna grupa zlozona z jednakowej liczby kanibali
i misjonarzy moze si¢ bezpiecznie przeprawié przez rzeke za pomoca
16dki, ktéra mieéci czterech lub wiecej pasazeréw. Musimy po prostu
wybraé jednego kanibala i jednego misjonarza, ktérzy zasiada przy
wiostach, splung w dlonie i beda przewozié cala reszte parami — za
kazdym razem jednego kanibala i jednego misjonarza — tak dlugo, az cel
zostanie osiggniety.

Mata Delte przygotowat Pawet STRZELECKI



Sumy dwoch kwadratow i kolejne liczby naturalne
Lew KURLANDCZYK ¢ Andrzej NOWICKI

W artykule ,Rézne rozktady na sumy kwadratéw” (Delta 3/1998, str. 12-13)
zajmowali$my sie liczbami naturalnymi majacymi rozklady na sume dwéch
kwadratow, w ktérych wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb naturalnych.
Przykladem takiej liczby jest 1105. W rozkladach

b 1105 .= 317 4122 = 322 4 9% — 337 it
wystepuja trzy kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasno$é maja,
na przyklad, liczby: 12025, 66625, 252601. WykazaliSmy, ze liczb tego typu jest
é nieskonczenie wiele.
W tym artykule podamy pewien algorytm, za pomoca ktérego mozna znalezé

wszystkie takie liczby. Dokladniej, opiszemy wszystkie pary (M, n), w ktérych
M,n > 1 sa takimi liczbami naturalnymi, ze

(1) M= (n-12+k = n’+k = (n+1)> +43,

& dla pewnych liczb naturalnych ki, ko, k3. We wspomnianym artykule
udowodniliémy, ze liczba M spelnia (dla pewnego n > 1) warunek (1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a® + b2 + 1 jest liczba
kwadratowa oraz M = a?b? + a? + b? + 1. Nasze zadanie sprowadza sie zatem do
rozwiazania nastepujacego problemu.

Problem. Znalei¢ wszystkie pary (a,b) takich liczb naturalnych, ze b > a
i 14 a?+ b2 jest liczbg kwadratowq.

é Jesli para (a,b) jest taka, jak w tym problemie, to liczby
M=(®+1)(*+1), n=ab,
@ ki=a+b, ky=Va+b2+1, ks=b-a
spelniaja warunek (1).
& Niech ¢ = a? + b®> + 1 i niech t = ¢ — b. Wéwezas z réwnosei
(b +1)? = a? + b? + 1 otrzymujemy réwnoéé
(3) a® =2 EF -1,
Zalézmy najpierw, ze t = 1. Wéwczas a? = 2b i stad (a,b) = (2r, 2r?), gdzie r
é Jest liczbg naturalng. Dla kazdego r > 1 mamy par¢ (a,b) = (2r, 2r?), spetniajaca

warunki podane w problemie. Podstawiajac to do (2) otrzymujemy (odpowiednio
dla r = 2, 3,4, 5) nastepujace rozklady:

1106 = 3124122 = 3224 9?7 .=l NRIE
12026 = 10724242 = 10824192 = 1092+ 122,
66626 = 2552+402 = 25624332 = 25724 242
252601 = 49924602 = 500%+512 "= _§01° 402

Powréémy do réwnodci (3) 1 zalézmy, ze ¢ > 1. Poniewaz reszta z dzielenia

przez 4 liczby kwadratowej a? nie moze by¢ réwna 3, wiec ¢ nie moze by¢é

liczba parzysta. Zatem ¢ jest liczba nieparzysta. Zauwazmy ponadto, ze ¢ nie
moze by¢ podzielne przez 3. Gdyby tak bylo, wéwczas reszta z dzielenia liczby
kwadratowej a? przez 3 bylaby liczba 2, a to jest niemozliwe. Wykazalismy wiec,
et #2,3 4.

Niech ¢t = 5. Wtedy a? = 10b + 24, skad tatwo wynika, ze liczby a i b sa parzyste.
Polézmy a = 2v, b = 2u, gdzie v, u sa liczbami naturalnymi. Wtedy v* = 5u + 6,
a zatem v = 5s & 1 dla pewnego naturalnego s.
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Jedliv=">5s+1, to u=>552+2s—11istad (a,b) = (105 + 2, 10s% + 45 — 2). Kazda
para (a,b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a = b), spelnia warunki podane
w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2, 3,4, 5)
nastepujace rozklady:

1026746 = 101124+ 682 = 10122+ 512 = 101324 242,
10251026 = 31992 +1322 = 3200241052 = 32012+ 682
53438905 = 7307242162 = 7308241797 = 73092+ 1322,
194286625 = 13935%+ 3202 = 13936242732 = 139372 + 2162

Jedliv=>5s—1, to u="5s2—2s—11istad (a,b) = (10s — 2,10s% — 45 — 2). Kaida
para (a,b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s =1, to a > b), spelnia warunki podane
w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2, 3,4,5):

202825 = 53924 482 = 54024+ 357 = 54124 122,
4534945 = 2127241042 = 21282+ 812 = 212924+ 482
29138425 = 5395241807 = 53962+ 1472 = 53972 + 1042,
119825425 = 10943242762 = 109442+ 2332 = 109452 + 1802

7 réwnosci (3) wynika, ze liczba a jest rozwiazaniem kongruencji:
(4) z? = —1 (mod t).

Do dalszych rozwazan potrzebne nam beda pewne dobrze znane fakty dotyczace
rozwiazan tej kongruencji. Fakty te znajdziemy, na przyktad, w ksiazce Wactawa
Sierpinskiego Teoria liczb (Warszawa—Wroctaw 1950) lub w ksiazce Iwana
Winogradowa Elementy teorii liczb (PWN, Warszawa 1954).

Wiadomo, ze jedli ¢ jest nieparzysta liczbg pierwsza, to kongruencja (4) ma
rozwigzanie doktadnie wtedy, gdy ¢ jest postaci 4k + 1 (wtedy rozwiazaniem
jest © = £(2k)!). W ogélnym przypadku, gdy ¢ jest dowolna liczba naturalna
nieparzysta, kongruencja (4) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie
dzieli sie przez zadna liczbe pierwsza postaci 4k + 3. Jeéli ¢ > 1, to ¢ musi mieé
zatem postaé

t=pr'ps,
gdzie n; > 0,...,n; > 0 oraz py,...,ps sa parami réznymi liczbami pierwszymi
postaci 4k + 1. W takim przypadku kongruencja (4) ma dokladnie 2¢ rozwigzan
modulo t. W przedziale [1,100] taka liczba ¢ jest dokladnie jedna z liczb:

1,5,13,17,25,29,37,41,53,61,65,73,85,89,97.

;ﬁ Rozpatrzylismy juz dwa przypadki ¢ = 11 ¢ = 5. Analogicznie postepujemy dla
Rozwiqzanie zadania M 886, kazdego (nieparzystego) ¢ spelniajacego opisane warunki.

Nasz ciag jest ciggiem rosnacym. Mozemy
M ATy 2 1 b 25 waglediie Na zakonczenie rozpatrzmy jeszcze przypadek ¢ = 13. Mamy wtedy réwnosé

pierwsze (w przeciwnym przypadku

xz; dla i > 1 bedg podzielne przez a"! = 26b + 168, Z ktérej W)’Illka., ze Ilczby alb 58 pa.rzyste. POl’éZIﬂy a = 21},
NWD(a,b)). Wtedy a i oy (k> 1) beda  § = 2y, Wtedy v? = 13u +42’ wi(gc v=13r+4.

réwniez wzglednie pierwsze. Ustalmy k

| rozwazmy licaby Zx, Tx41, - Thtny-  Jefliv=13r+ 4, tou=13r24+8r - 21i stad (a,b) = (26r + 8,26r% + 167 — 4).

Z zasady szulladkowe) Dirichleta wynika, . i = - .
7e istniejn wérdd nich takie dwie liezby, ~ Kazda taka para (a,b) spelnia warunki podane w problemie. Podstawiajac

np. &5 i g (p > q)2e wx|(zp — @q). do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 1,2, 3) rozktady:

Mamy #, — 24 = a{2,-1 — 24-1), skad

wynika, ze réwniez ai|(@p-1 — ¥g-1) (bo

NWD(a, 7x) = 1). Zmnicissajac dalei 1671865 = 129124 722 = 12922+ 512 = 120324 42
wskaZniki w podobny sposdb, preekonamy & 9 9 9 9 9 9

sie w koricu, 2e xg|(Tigp—q — Tx), skad 62747425 = 7919 + 192 = 7920 + 145 = 7921 - 72 y
wynika, 12 Ty |Trppq, c2yli Ze Tryp_gq =

o e L o BTI677145 = 23907°+364° = 23008242912 = 239092+ 1922,
rozumowaniu k bylo dowolne, wiec teza " ;

Jest udowodniona. Podobnie postgpluemy, gdy v=13r — 4.

11



Wszedzie wypukla, jak sfera Marek KORDOS

Hys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Geometria jednorodna opisuje przestrzen (wszystko jedno iluwymiarowa - tu
bedzie stale najprostszy do obserwacji wymiar 2) w kazdym miejscu taka
sama. Oznacza to tyle, ze jesli wokdl dwéch jej punktéw wezmiemy malutkie
kéteezka (ogodlnie — kulki), to okaza sie one nieodrdznialne. Gauss wprowadzit
wazne pojecie rozrézniajace te geometrie: krzywizne (ale nie bedziemy jej
teraz definiowaé) — dla geometrii jednorodnej musi ona by¢ stata. Gdy jest
dodatnia, to kéteczka, o ktérych byla mowa, wygladaja jak narysowane na
sferze (powierzchni kuli), gdy zerowa — jak na plaszczyinie, gdy ujemna - jak
na siodle. Wida¢ wigc, ze dla dodatniej krzywizny przestrzeni jest mniej, a dla
ujemnej — wigcej niz na plaszezyznie.

Jezeli do jednorodnosci dorzucimy jeszcze warunek, aby przez dwa rézne
punkty przechodzila tylko jedna prosta (linia nieskracalna), to okaze sie,

ze takich geometrii jest trzy. Najbardziej znana jest ta o krzywiznie zerowej,
naukowo zwana paraboliczna: jest to zwykla, szkolna geometria noszaca
powszechniej znana nazwe euklidesowa, od imienia matematyka, ktéry ja

w IV w.p.n.e. skodyfikowal. Druga w kolejnosci pojawila si¢ na swiecie
geometria hiperboliczna, bardziej znana jako geometria Bolyai-Lobaczewskiego,
od nazwisk matematykow, ktorzy okolo roku 1830 uparli sie przy jej istnieniu.
Trzecia wreszcie to geometria eliptyczna, czasami wiazana z nazwiskiem
Riemanna, gdyz on stworzyl cala mnogoéé réznych geometrii, wéréd ktérych

i ona si¢ znajdowala. Tutaj zajmiemy si¢ nig wlasnie, a raczej sposobami
pogladowego zapoznania sie z niektérymi jej twierdzeniami. Pogladowo, to
znaczy przez ogladanie modelu, czyli struktury zachowujacej sie jak plaszczyzna
eliptyczna, ale zbudowanej z dobrze nam znanej geometrii euklidesowe;.

Skoro plaszezyzna eliptyczna jest lokalnie taka, jak sfera, to model zbudujemy
ze sfery. Sama sfera nie jest modelem plaszezyzny eliptycznej. Latwo sie o tym
przekonaéd, gdy zauwazy sie, ze liniami nieskracalnymi na sferze sa okregi wielkie
(czyli takie, ktérych plaszezyzna praechodzi przez $rodek sfery), a przez punkty
antypodyczne (czyli na konicu jednej srednicy) mozna przeprowadzié nie jeden,
lecz dowolnie wiele takich okregéw (czyli prostych w geometrii sfery). Model
plaszezyzny eliptyczne] robi sie ze sfery, wlasnie sklejajac koice kazdej $rednicy.
Oczywiscie, operacji takiej nie da sie przeprowadzié¢ fizycznie — mowi sie wobec
tego, ze plaszezyzna eliptyczna nie jest zanurzalna w tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Jak jednak wobec tego obejrzeé cos, czego nie ma?

Model, ktérym si¢ postuzymy, bedzie zbudowany ze sfery, kiérej polozenie

i rozmiar tak beda dobrane do rozstawu naszych Zrenic, ze widzieé¢ bedziemy
dokladnie jej polowe. Z kazdej pary punktéw antypodycznych bedziemy widzieli
doktadnie jeden (P 1 @ na rysunku 1), z wyjatkiem punktéw widzianych na
brzegu polsfery — te bedziemy widzieli ,w dwdch osobach” (na rysunku A i R).
Oto natychmiastowe spostrzezenia, czyli twierdzenia geometrii eliptycznej:

— prosta jest zbudowana tak jak okrag (mozna po niej chodzié w kétko: gdy
znajdziemy sie — idac w strone od P do @ — w punkcie I z prawej strony,
bedziemy tym samym w punkcie R z lewej strony i idac dalej znéw dojdziemy
do P);

— cala plaszezyzna eliptyczna lezy po jednej stronie prostej, inaczej: prosta nie
rozcina plaszezyzny (faktycznie, znajdujac sie nad prosta P@ mozemy dojéé do
punktu A u géry, czyli na dole, i znalez¢ sie ponizej prostej PQ);

— dwie rézne proste maja dokladnie jeden punkt wspolny (bo na sferze dwa
okregi wielkie przecinajg sie w punktach antypodycznych).

Odleglos¢ w naszym modelu mierzy si¢ tak jak na sferze, czyli nitka taczaca
punkty z tej strony, z ktérej jest blizej (albo nie dalej). Tak wiec odlegtodé
punktéw P 1 @ z rysunku 1, to ten z hukéw, ktéry zawiera punkt . Mamy
zatem kolejne twierdzenie:

- proste na plaszczyinie eliptycznej (mierzone w jednostkach réwnych
promieniowi sfery) maja dlugosé .
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Rys. 9

Q 9
>~|lq

Przy okazji mozna zobaczy¢ nastepna ciekawa wlasnoéé naszego modelu

— mozemy go, mianowicie, obracaé wzgledem dowolnej osi przechodzgcej

przez srodek sfery: gdy jedne punkty beda znikaé z naszego pola widzenia,
réwnoczeénie pojawia sie ich bracia blizniacy, czyli antypody; w ten sposéb

stale bedziemy widzieli cala plaszczyzne eliptyczna. Zastosowanie tego
udogodnienia prezentuje rysunek 2, gdzie przez obrét tego, co widac na

rysunku 1, przekonujemy sie, ze tuk prostej PQ, zawierajacy punkt R, jest tego
samego rodzaju, co tuk go nie zawierajacy. Proponuj¢ Czytelnikowi, aby zechcial
przez odpowiednie obracanie konfiguracji z rysunku 3 przekonad sig, ze

— trzy proste nie przechodzace przez jeden punkt rozcinaja plaszczyzne na cztery
trojkaty.

Bardzo dziwna wlasnoéé plaszczyzny eliptycznej prezentuja rysunki 4-7. Oto
fabuta. Wycieliémy w plaszczyinie eliptycznej okragly dziure. Obracanie modelu
przekonuje nas, ze to, co zostalo, to pasek sklejony w taki sposéb, ze jest wstega
Mobiusa, a wige powierzchnia jednostronna. Czyli

— plaszezyzna eliptyczna jest sklejeniem kola 1 wstegi Mobiusa, jest zatem
powierzchnia jednostronna, a wiec takze nieorientowalna.

Kolejne dwa rysunki pokazuja, ze

— na plaszczyznie eliptycznej nie jest spelniona pierwsza cecha przystawania
tréjkatéw.

Na rysunkach tych prosta podzielono na trzy réwne czesci punktami A, B

i C (kazda z cz¢Sci ma wige dlugodé T). Nastgpnie z A i z B zatoczono okregi
promieniem %. Okregi te przecinaja sie w trzech punktach: jednym jest C,

a jeden z pozostalych oznaczmy D. Tréjki ABC i ABD spelniaja zalozenia
pierwszej cechy przystawania trojkatow, a nie spelniaja jej tezy (chocby
dlatego, ze punkty A, B i C leza na jednej prostej, a punkt ) na niej nie lezy).
Rozsuwajac punkty A i B (rys. 9), otrzymujemy inny przyklad: tréjki ABD

i ABP - tu o tym, ze nie moga by¢ przystajace, swiadczy fakt, iz lamana ABD
rozcina plaszezyzne eliptyczna, a tamana ABP nie.

Ciekawych wtasnoscl izometrii tej plaszezyzny (czyli przeksztalcenn nie
zmieniajacych odleglosci) jest wiecej. Na przyklad

- kazde podobienstwo plaszczyzny eliptyczne) jest izometria (kazde bowiem
przeksztatca proste na proste, a te wszystkie maja te sama dlugosé; skala
podobiefistwa musi wiec byé réwna 1).

Kolejna osobliwosé daje spostrzezenie, iz

— wszystkie prostopadle do danej prostej przecinaja si¢ w jednym punkcie
(rys. 10).

Bez wiekszego trudu stwierdzamy wobec tego, ze kazda symetria osiowa jest
symetria srodkowa (rys. 11 i 12). Na koniec zadanie trudniejsze dla Czytelnikéw
zacheconych modelowym badaniem plaszczyzny eliptycznej:

- kazda izometria plaszczyzny eliptycznej jest obrotem (z czego wynika

w szezegdlnosel, ze obracajac model, dokonywalismy wszelkich mozliwych
izometrii).

Natychmiast uzyskuje sie stad moral, ze

— kazda izometria ma punkt staty i prosta stata.

Oczywiscie, takich spostrzezen mozna poczynic jeszeze bardzo, bardzo wiele.

Rys. 12



Klub 44

Rys. 1

Rys. 3

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzar zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osdéb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/1999
Przypominamy tre$¢ zadan:

2T74. Stala sloneczna, czyli moc promieniowania slonecznego na jednostke powierzchni prostopadlej,
jest w okolicach Ziemi réwna I = 1,35 k\’\u’fi112. W prézni kosmiczne) umieszezono prostopadle

do promieni stonecznych czarng plyte 2 materialu izolacyjnego o wspélezynniku przewodnictwa
cieplnego réwnym A = 0,3 W/(m-K) i grubodci d = 10 cm (a pozostalych rozmiarach znacznie
wigkszych). Obliczy¢ numerycznie temperature, jaka po dlugszym czasie osiggnie kazda ze stron
plyty. Stala Stefana—Boltzmanna wynosi ¢ = 5,67 - 10™® W/(m?K").

275. Zaldzmy, ze sila elektromotoryczna termopary zbudowanej z przewodnikdéw A i B jest
proporcjonalna do réznicy temperatur stykéw (jest to sluszne dla nieduzych wartosei tej réznicy):

Eap = aap(Th — T2).

Stale] @4 p przypiszemy znak dodatni wtedy, gdy w styku goracym prad plynie od przewodnika A
do B, a ujemny w przeciwnym przypadku. '

1. Udowodnié, ze @eap + apc = aac.

2. W obwodzie skladajacym sig z trzech przewodnikéw A, B i C temperatura styku AB jest

réowna T, temperatura styku BC jest rédwna T3, a temperatura styku AC jest réwna Ts. Wyznaczyé

sile elektromotoryczna takie) termotrdjki”

274. Oznaczmy szukane temperatury przez 71 i T>. Z bilansu energii otrzymujemy
I=0o(T3 +T2),
przy czym energia wypromieniowana z chlodniejszej strony musi byé réwna
strumieniowi ciepta doplywajacego od strony cieplejszej:
AT - Tz)/d =oT3.
Préba rozwiazania analitycznego prowadzi do réwnania bardzo wysokiego stopnia.
Analiza numeryczna daje wynik T1 = 369 K, 15 ~ 269 K.

275. Przyjmijmy, ze styki termopary AB maja temperatury T3 i T3, styki termopary
BC - temperatury T2 i T3, a odpowiednie woltomierze (rys. 1) mierza sily
elektromotoryczne £ap = aap(Ti —13) i £6c = ape (T2 — T3). Zaznaczone na rysunku
znaki napieé odpowiadaja sytuacji, gdy 71 > T3, T> > T3, a oba wspdlczynniki o
sa dodatnie. Zetknigcie stykéw o jednakowej temperaturze 73 nie spowoduje
— oczywiscie — zadnej zmiany we wskazaniach miernikéw. Tak samo zadna istotna
zmiana nie nastapi, gdy ,rozciagniemy” ten wspdlny styk (rys. 2); poziomy odcinek
przewodu na rysunku moze byé wykonany np. z przewodnika B. Dokonajmy teraz
przeniesienia woltomierza z gérnej galezi obwodu do tego poziomego odcinka.
Z 11 prawa Kirchhoffa wynika, ze przeniesiony woltomierz nie zmieni wskazania,
natomiast dolny woltomierz zacznie wskazywaé laczna sile elektromotoryczna, réwna
sumie £4p + Epc. W nastepnym kroku usuiimy poziomy odcinek z przeniesionym
woltomierzem — poniewaz i tak nie plynal tamtedy prad (zakladamy, ze woltomierze
sa doskonale), wiec w pozostalym obwodzie nie zajdzie zadna zmiana. Temperatura T3
staje sie w tym momencie istotna tylko dla stykn AC, gdyz zmiany temperatury
wzdluz jednorodnego przewodu B nie maja znaczenia. Jak widaé, otrzymaliSmy
rozwiazanie punktu 2:

E=aap(Th —T3) + apc(T2 — T3).
Polézmy teraz Ty = T3 i zetknijmy styki AB i BC (rys. 3). Stosujac rozumowanie
odwrotne do powyiszego, przekonamy sie, ze podczas zetknigcia nie zmieni sie¢ sila
elektromotoryczna w czesci AC, natomiast cze$¢ B mozna odrzuci¢ — czyli pozostaje
termopara AC. Wynika stad natychmiast dowéd punktu 1.
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Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 369 (WT=1,99) i 370 (WT=3,17)
z numeru 11,/1998

Witold Bednarek - Ladi 44,99
Zbigniew Skalik ~ Pyakowice 44,04
Witold Bednors — Tychy 43,87
Tadeusz Jézefczyk — Poznani 42,19

Bogumila Piotrowska - Zieclona Géra 38,82

Witamy nowych czlonkdéw Klubu 44 M:
pana Bednarka i pana Skalika.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/1999

Przypominamy tre$é¢ zadan:

377. Rozwazamy wielomian P(z) = 2% 4 az? + bz + ¢ zmiennej zespolonej z, o wspdlezynnikach
zespolonych. Dowiesé, ze jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu P(z) sa liczbami zespolonymi

o module 1, to réwniez wszystkie pierwiastki wielomianu Q(z) = 2® + |a|z® + |b|z + |¢] sa liczbami
zespolonymi o module 1.

378. Wykazaé, ze dla kazdej liceby naturalnej & istniejs dwie kolejne liczby naturalne, 2 ktérych
kazda ma co najmniej k& réznych dzielnikéw pilerwszych.

377. Niech z1, z2, z3 beda pierwiastkami wielomianu P(z); |z;| =1, wiec 1/z;, = Z;
dla j =1,2,3. W mysl wzoréw Viete’a: a = —(z1 + 22 + 23), ¢ = —z12223,

b=zz+mn+an=—(c/n)—(c/2)—(c/z) = —c(Zx+ 7 + %) = ac.

Zatem |c| =1, |b] =|a| < 3; wielomian Q(z) ma postaé Q(z) = 2* + |a|2® + |a]z + 1;
jednym z jego pierwiastkéw jest liczba —1.

Dzielac Q(z) przez dwumian z + 1, dostajemy tréjmian kwadratowy

T(z) = 2> + dz + 1, gdzie d = |a| — 1. Skoro |a| < 3, to |d| < 2, wiec wyréznik
tréjmianu T'(z), réwny d® — 4, nie jest dodatni. Wobec tego pierwiastki tréjmianu T'(z)
tworza parg liczb zespolonych sprzezonych (w szczegdlnym przypadku moze to byé
podwdjny pierwiastek rzeczywisty). Moduly tych pierwiastkéw sa réwne, a ich iloczyn
wynosi 1 (wzér Viete’a). Stad wniosek, 7e oba te pierwiastki sa liczbami zespolonymi
o module 1.

378. Wybierzmy dowolnie 2k réznych liczb pierwszych pi,. .., pax. Liczby

M =pi-... Pk OTAZ M = Pg41 * ... P2k sa wiglednie pierwsze, wiec istnieja liczby
calkowite z, y spelniajace réwnanie mz — ny = 1. Skoro m,n > 2, liczby mz i ny sa
jednoczesnie dodatnie lub ujemne. Tak wiec |mz|i |ny| sa dwiema kolejnymi liczbami
naturalnymi, a kazda z nich ma co najmniej k réznych dzielnikéw pierwszych.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 886. Niech a, b, zg beda liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze w ciagu (z;),
takim, ze &, = axp_1 + b (n > 1), jest nieskoriczenie wiele liczb zlozonych.
Rozwiazanie na str. 11

M 887. Wykazac, ze jesli zadna z liczb a, a +d, a+2d, ..., a + (n — 1)d nie
dzieli si¢ przez n, to liczby d i n nie sa wzglednie pierwsze.
Rozwiazanie na str. 3

M 888. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje liczba podzielna
przez m, ktére) zapis dziesietny zawiera tylko zera 1 jedynki.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 503. Krétkowidz po zdjeciu okularéw moze czytaé ksiazke, trzymajac ja

w odleglodci 16 cm od oczu. Jaka jest zdolnoéé skupiajaca okularéw? Przyjaé,
ze normalna odleglosé dobrego widzenia wynosi 30 cm.

Rozwigzanie na str. 4

F 504. Na dnie akwarium, napelnionego woda do wysokoéci 10 cm,
umieszczono punktowe Zrédlo dwiatta. Na powierzchni wody unosi si¢ okragla
nieprzezroczysta plytka tak, ze jej érodek znajduje si¢ pionowo nad zrédlem
swiatta. Jaki jest najmniejszy promien plytki, przy ktérym ani jeden promien
swiatta nie moze wyj$é przez powierzchnie wody? Wspdlezynnik zalamania
woda-powietrze wynosi 1,33.

Rozwigzanie na str. 2
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Patrz w niebo

Zaémienie Stofica bedzie wprawdzie za miesiac, ale

juz dzié opowiedzmy sobie o za¢mieniach. Wiadomo,
ze zaémienie Storica to skutek przestoniecia go przez
Ksiezyc. Jest on w niezlym przyblizeniu tyle razy
mniejszy od Sloiica, ile razy jest blize] Ziemi niz

ono. Dlatego katowe rozmiary jego tarczy sa bardzo
zblizone do rozmiaréw tarczy Stonca. Ani okoloziemska
orbita Ksiezyca, ani okolostoneczna orbita Ziemi

nie jest dokladnie kolowa, wskutek czego rozmiary
tarcz obu cial lekko sie zmieniaja. Czasem Ksiezyc
zakrywa tarcze Slonica z nadmiarem i mamy zaémienie
catkowite, a w innym przypadku nie jest w stanie
zakryé jej calkowicie i mamy zaémienie obraczkowe.

W sierpniu bedzie akurat za¢mienie catkowite.
Dostarcza ono niezapomnianych wrazen, zupelnie
innych niz za¢mienie czesciowe lub obraczkowe.
Podezas tych ostatnich dwéch robi sie wprawdzie
nieco mroczno, ale wlagciwie nie ma powodow do
wlaczania oéwietlenia (w kazdym razie kodeks drogowy
nic o tym nie méwi). Natomiast za¢mienie calkowite
to zapadniecie czarnej nocy, tym straszniejsze,

ze nagle. Zwierzeta lepiej od czlowieka wyczuwaja,

ze w przyrodzie dzieje si¢ coé niezwyklego 1 szykuja
si¢ do snu, z ktérego zreszta zaraz beda sie budzié, bo

\1 0°E

faza calkowito$ci trwa nie dluzej niz 7 minut. Podobno
gdy oczekuje sie na za¢mienie na jakims wzgdrzu,

z ktérego jest rozlegly widok, to ostatnie chwile przed
zaémieniem sa wrecz przerazajace, gdyz widaé, ze od
horyzontu pedzi na obserwatora sciana mroku. A pedzi
rzeczywiscie, poniewaz cien Ksiezyca porusza sie po
powierzchni Ziemi nie wolniej niz okoto 0,5 km/s.
Potem zapada jakby normalna noc, gdyby nie to,

ze w miejscu Stonca widaé czarny krag otoczony
promienista poswiata, ktdra jest korona stoneczna,
normalnie niewidoczna w blasku Stonca. Przed
zbudowaniem koronografu wtasnie catkowite za¢mienia
Stofica stwarzaly jedyna mozliwoéé obserwowania jego
korony 1 dlatego organizowano specjalne ekspedycje do
miejsc, z ktérych zaémienie mialo by¢ widoczne.

Zaémienie calkowite jak nagle nastepuje, tak i nagle
sie konczy. Jest to moment szczegdlnie niebezpieczny
dla tych, ktérzy ogladali korone przez jakas lunete.
Juz pierwszy skrawek tarczy Slonca wylaniajacy
sie zza Ksiezyca moze swym blaskiem spowodowaé
powazne uszkodzenie oka. A szkoda by bylo, gdyby
wycieczka w celu obejrzenia tak rzadkiego zjawiska
miala zakonczy¢ sie wypadkiem. Zyczg obserwatorom
dobrej pogody!

Tomasz KWAST

0506 feruwfeu 0o m 214DyezZ 2000}

Przebieg catkowitego zaémienia Storica w Europie 11 sierpnia 1999 r. Owale oznaczaja ksztalt cienia I(sigzyca. Czas trwania fazy catkowitosci
wynosi od 2 min na zachodzie Europy do 2 min 23 s w Rumunii - tu zaémienie bgdzie najdluzsze. Momenty érodka za¢mienia podano w czasie
uniwersalnym (UT). Jezeli w danym kraju obowigzuje czas $rodkowoeuropejski, do UT nalezy dodaé 1 h, jezeli letni — dodaé¢ 2 h.

Lipiec

Wysoko w kierunku poludniowym widzimy gwiazdozbior
Herkulesa, a w nim golym okiem, choé z trudem,
najjagniejsza na pélnocnym niebie gromade kulista gwiazd
oznaczona symbolem M 13. Kilkaset gromad kulistych otacza
doé¢ réwnomiernie nasza Galaktyke, a dwie najwspanialsze
znajdunja sie — niestety — na niebie poludniowym. Kazda to
skupisko w przyblizeniu miliona gwiazd, zachowujace swoja
tozsamosé od najdawniejszych czaséw. Gromady kuliste
naleza bowiem do najstarszych obiektdw Galaktyki i innych
galaktyk. M 13 lezy w odleglodci 6,4 kpc od nas.

Dla niecierpliwych prezentujemy juz teraz mapke przebiegu
catkowitego za¢mienia Sloiica, ktére nastapi 11 sierpnia.
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Widaé je bedzie z miejsc tak bliskich, ze warto choéby

na ten jeden dzien pojechaé do Austrii czy na Wegry i to
niecodzienne zjawisko zobaczyé na wlasne oczy. A co sie
tyczy lipca, to Wenus jest w Lwie 1 widaé ja po zachodzie
Sloiica w zachodniej stronie nieba; 14 VII Wenus osiaga
najwicksza jasnosé. Marsa rowniez widaé wieczorem

w zachodniej czedci nieba w Pannie. Natomiast Jowisz

i Saturn sa w Baranie i planety te wida¢ dopiero w drugiej
polowie nocy. Néw Ksigzyca wypada 13 VII, a pelnia

28 VII - wtedy tez nastapi czesciowe zaémienie Ksiezyca,
ale z Polski niewidoczne, bo bedzie to podczas naszego
dnia. Ksigzyc zblizy sie jeszcze mocno do Aldebarana

10 VIII (i nawet zakryje go, ale w Europie bedzie to tez

za dnia) i do Regulusa 15 VIIL. i
A
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (17')

Wyjasnienie oszustwa (17):
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GRY (4)

Zanim poznasz duzo ciekawych gier, musisz si¢ uzbroié

w troche cierpliwosci, Drogi Czytelniku. Dzis dalej o grze
Nim. Moze pomyélisz, ze gra Nim jest pepkiem $wiata,
skoro poéwiccamy jej tyle nwagi, ale tak jest w istocie: gra
Nim jest pepkiem $wiata, oczywiscie swiata gier. Dopiero
gdy znajdziesz sie w tym Swiecie, bedziesz mégt w pelni
docenié to, o czym méwimy ponizej.

WhprowadZmy do gry Nim drobna modyfikacje. Oprécz
stoséw, ktére braly udzial w grze na dotychezasowych
zasadach, i kiére bedziemy w razie potrzeby nazywaé
stosami zwyklymi, wprowadZmy stos rezerwowy, rzadzacy
sie nastepujacymi regulami. Na poczatku rozgrywki
znajduje si¢ w nim pewna liczba bierek. W trakeie
rozgrywki mozna wykonywaé ruchy na dotychczasowych
zasadach, tzn. zabieraé¢ bierki ze stoséow zwyklych — te
bierki nie biora udzialu w dalszej grze. Pojawia sie jednak
nowy rodzaj dozwolonych posunigé: mozna przelozyé
dowolna liczbe bierek ze stosu rezerwowego na dowolny
stos zwykly, ktéry dotad nie zostal zlikwidowany. Wygrywa
ten gracz, ktéry zabicrze wszystkie bierki z ostatniego
stosu zwyklego. Regula méwiaca, ze zlikwidowane stosy
nie moga si¢ odradzaé, ma charakter czysto porzadkowy

i jest bez znaczenia dla istoty naszych rozwazan.

Jak wyglada strategia wygrywajaca w tak zmodyfikowanej
grze? Jest taka sama jak w zwyklej grze Nim! Nalezy
dazyé do podawania przeciwnikowi pozycji o dwdjkowe)
sumie bierek w stosach zwyklych réwnej 0. To, co dzieje sig
ze stosem rezerwowym, jest zupelnie bez znaczenia. Istotne
jest tylko to, ze reguly gry nie pozwalaja, aby gra toczyla
sie w nieskonczonosé. Stos rezerwowy daje mozliwosé
wykonywania ruchéw ,do tylu”. Nie wplywa to w niczym
na fakt, ze kazdy ruch zmienia dwéjkowa sume bierek

w stosach zwyklych — jedli wiec podamy przeciwnikowi
pozycje o sumie (), to w odpowiedzi otrzymamy pozycje

o sumie dodatniej, niezaleznie od tego, czy przeciwnik
skorzystal ze stosu rezerwowego, czy tez nie. Natomiast
zawsze mamy mozliwosé przejicia od pozycji o sumie
dodainiej do pozycji o sumie 0 — dokladnie taka sama, jaka
istniala w zwyklej grze Nim. Jezeli jestedmy na pozycji

wygrywajacej, to stosu rezerwowego uzywac nie musimy!
Niech go uzywa przeciwnik, 1 tak mu to nie pomoze. Kiedy
tylko przelozy on bierki ze stosu rezerwowego na zwykly,
to w kolejnym ruchu mozemy te bierki odlozy¢ na bok,
niejako cofajac ruch wykonany przez przeciwnika.

Popatrzmy na przyktad:

7 12 4
Poniewaz T 42 4 = 3, wigc wygrywajace posuniecie polega
na zabraniu 9 bierek ze stosu drugiego, co prowadzi do
pozycji

Rezerwowy : 5.

7T 3 4 Rezerwowy : 5.

Jest to jedyne wygrywajace posuniecie polegajace
na nsuwaniu bierek ze stoséw zwyklych. Jak juz
powiedzielismy, stosu rezerwowego mozemy nie dotykaé, ale
jesli cheemy. .. 12 45 4 = 8, to mozemy przelozy¢ 1 bierke
na pierwszy stos, prowadzac do pozycji

8 12 4
Natomiast 742 12 = 11, skad wynika, ze wygrywajacy
ruch z uzyciem trzeciego stosu nie jest mozliwy, gdyz

wymagatby dolozenia 7 bierek, a w stosie rezerwowym jest
ich tylko 5.

Rezerwowy : 4.

A co by bylo, gdyby graczowi usuwajacemu bierki ze
stosu zwyklego przyznaé prawo wyboru: wylaczyé bierki
z dalszej gry (czyli tak jak dotychczas) lub umiescié je
w stosie rezerwowym? Pozornie wydaje sig, 7e taka gra
moglaby si¢ clagna¢ w nieskonczonosé. Latwo bowiem
wyobrazi¢ sobie sytuacje, kiedy jeden z graczy przeklada
bierke ze stosu rezerwowego na zwykly, drugi gracz te
sama bierke przeklada z powrotem na stos rezerwowy,
pierwszy na zwykly, drugi znowu na rezerwowy itd. Taka
rozgrywka nie skonczy sie nigdy. Ale to tylko pozory!
W praktyce bowiem ten z graczy, ktéry jest na pozycji
wygrywajacej, bedzie dazyl do zakorficzenia gry i nie bedzie
przektadal bierek na stos rezerwowy, tylko usuwal je
z gry. Jego przeciwnik nie ma mozliwosci przedtuzania gry
w nieskoniczonosé. Gra zawsze sie zakonczy, o ile gracze
beda graé w sposéb przemyslany.

JWhR

Korespondencje do -limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wrdblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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