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1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1999 r. wynosi 9 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenulneratora; dostawa
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poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest równa cenie prenumeraty
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5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenlunerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed termineln realizacji.
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Jak podwoic szescian i podzielic kat na trzy
- czyli konstrukcje geom.etryczne w przestrzeni

Alek;siej TRETIAKOW i Henryk ZOLADEK

Wszyscy znamy geometryczne zadania konstrukcyjne. Przewaznie chodzi tu
o konstrukcje platonskie, czyli wykonywane cyrklem i linijka na plaszczyznie.
Na przyklad majac odcinki o dlugosciach a i b, mozna w taki sposób
skonstruowac odcinek o dlugosci vaE.

W naszym artykule bedzie mowa o konstrukcjach geometrycznych
wykonywanych przestrzennym cYTklem i przestrzenna linijkq.

A

B

Rys. 1. Przestrzenny cyrkiel - widok
z dolu.

Przestrzenny cyrkiel i przestrzenna linijka
Nietrudno domyslic sie, jak dziala linijka przestrzenna - daje ona plaszczyzne
przechodzaca przez dane trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

Objasnienie dzialania przestrzennego cyrkla jest bardziej zlozone. Wyobrazmy
sobie, ze zwykly szkolny cyrkiel (z dwiema nózkami równej dlugosci) obraca sie
wokól jednej unieruchomionej nózki, a druga nózka pozostawia slad powierzchni
bocznej stozka - ostatnio takie stozki mozna rysowac na ekranie komputera.
Bardziej precyzyjnie: dla danych trzech niewspólliniowych punktów A, B, C,
spelniajacych warunek AB = AC, otrzymujemy (ograniczony) stozek I:, którego
osia jest pólprosta AC, odcinek AB jest zas jedna z jego tworzacych (rys. 1).

Tak jak w przypadku konstrukcji platOllskich, zarówno linijki przestrzennej, jak
i przestrzennego cyrkla mozemy uzywac wielokrotnie i w róznych polozeniach,
przy czym cyrkiel moze takze zmieniac kat rozwarcia nózele O dlugosci
nózek cyrkla przestrzennego zalozymy (co robi sie równiez przy konstrukcjach
platonskich), ze jest ona wystarczajaca do wykonywanych konstrukcji.

Przede wszystkim trzeba sie przekonac, ze naszymi nowymi srodkami mozna
wykonac wszystkie konstrukcje platonskie. Zostawimy jednak te przyjemnosc
Czytelnikom, sugerujac, by zaczac od stwierdzenia, iz za pomoca naszych dwóch
przestrzennych narzedzi mozliwe jest wykonanie nastepujacych konstrukcji:

(a) dana jest prosta l i punkt A na niej; skonstruowac plaszczyzne
przechodzaca przez A i prostopadla do l;

(b) dana jest plaszczyzna II i punkt A na niej; skonstruowac prosta
przechodzaca przez A i prostopadla do II;

(c) dana jest prosta l oraz punkty A i B poza nia; skonstruowac plaszczyzne
przechodzaca przez A i B oraz równolegla do l.

Czy te konstrukcje mozna przeprowadzic bez zalozenia o równosci ramion
cyrkla, tzn. gdy dysponujemy jedynie stozkiem o zmiennym kacie rozwarcia?

Problem podwojenia szescianu
Starozytni Grecy nie potrafili zrealizowac wszystkich naturalnych konstrukcji za
pomoca zwyklego cyrkla i zwyklej linijki. Jednym z problemów, który sprawil
sporo zametu, byl problem podwojenia sze.5cianu.

Wedle podania, gdy na wyspie Delos wybuchla epidemia, wyslani do Pytii
Delfickiej poslowie przywiezli odpowiedz Apollina, ze - aby zarazie zaradzic
~ nalezy zwiekszyc dwukrotnie jego szescienny oltarz ofiarny o krawedzi a,
nie zmieniajac przy tym jego ksztaltu. Nalezalo zatem skonstruowac szescian
o krawedzi a -012. Próby znalezienia platonskiej konstrukcji odcinka o dlugosci
a.y2 okazaly sie bezowocne. A zajmowali sie tym problemem tacy uczeni, jak
Hipokrates z Chios, Archytas z Tarentu, Eratostenes, Heron i inni. Archytas
podal konstrukcje a-012 poprzez przeciecie trzech powierzchni w przestrzeni.

W pierwszej polowie IV w.p.n.e. Menaichmos badajac przekroje stozka, wykazal,
ze liczba a-012 jest odcieta jednego z punktów przeciecia paraboli x2 = ay
i paraboli y2 = 2ax, jak tez paraboli x2 = ay i hiperboli xy = 2a2.
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Rys.2

x*=Vb

Dopiero w 1837 roku francuski matematyk, P. Wantzel, wykazal niewykonalnosc
podwojenia szescianu za pomoca cyrkla i linijki na plaszczyznie.

Sposród innych starozytnych problemów, których nie da sie rozwiazac
za pomoca zwyklego cyrkla i linijki, nalezy wymienic trysekcje kata oraz
konstrukcje siedmiokata foremnego i dziewieciokata foremnego. Dla ich
rozwiazania Grecy stworzyli nowe, oryginalne instrumenty, np. konchoidograf.
Omówimy te problemy w ostatniej czesci artykulu.

Powrócmy do problemu podwojenia szescianu. Majac odcinki o dlugosciach
l i b, bedziemy konstruowali odcinek o dlugosci Vb. Uzyjemy do tego

X paraboli y = x2/b i hiperboli y = l/x. Odcieta ich punktu przeciecia na
plaszczyznie XOY to x* = Vb (patrz rys. 2).

Zadanie sprowadza sie wiec do konstrukcji paraboli i hiperboli za pomoca
naszych nowych narzedzi.

Rozwiazanie zadania F 504.
Promienie swiatla padajace na granice
woda-powietrze przechodza z osrodka
bardziej gestego optycznie do mniej
gestego. Na skutek tego promienie, które
padaja na granice rozdzialu osrodków
pod katem równym lub wiekszym
od granicznego, doznaja calkowitego
wewnetrznego odbicia. Sinus tego
granicznego kata wynosi

. l
SIn 0'0 = - ,n

gdzie n jest wspólczynnikiem zalamania
woda-powietrze.

Na powierzchnie moga wydostac sie
jedynie promienie zawarte w stozku
o wierzcholku w zródle swiatla i kacie
rozwarcia 20'0 oraz srednicy podstawy
2Ro, takiej ze

Ro = htgao,

gdzie h jest glebokoscia wody.

Wyznaczajac tgao
l

tgao = vn2 _ l
otrzymujemy minimalny promien plytki
mogacej zaslonic zródlo swiatla

h

Ro = vn2 _ l "" 11,4 cm.

Konstrukcja paraboli y = x2/b

Ustalmy plaszczyzne II i obierzmy taki uklad wspólrzednych, by osie
OX i OY lezaly na II, a OZ byla do niej prostopadla. Niech stozek ~l,

o wierzcholku w punkcie Ol = (O, - lb, -:q.b) i kacie rozwarcia (podwojony
kat rozwarcia ramion cyrkla) 1r/3, bedzie tak polozony, ze jego os OlK lezy
w plaszczyznie YOZ i przecina os OY w punkcie K pod katem 1r/6 (rys. 3).
Zatem pólprosta 010 jest jedna z tworzacych stozka. Dolna tworzaca jest
równolegla do osi OY. Zauwazmy przy okazji, ze 010 = b, a wiec równiez
OK = b (jako ze trójkat OlKO jest równoramienny).

Znajdziemy teraz równanie punktów przeciecia II n ~l. Dla M = (x, y) oznaczmy
przez My jego rzut prostokatny na os OY i przez P - jego rzut prostokatny
na os OlK. Zatem plaszczyzna M MyP jest prostopadla do plaszczyzny YOZ.

Poniewaz OMy = y, wiec MyK = b-y.

Dla trójkata prostokatnego M P My mamy

M p2 = M M; + Myp2 = x2 + MyJ{2 sin2(1r/6) = x2 + (b _ y)2 /4.

Oznaczmy przez N punkt przeciecia tworzacej 010 z plaszczyzna M P My.

Trójkat ON My jest równoboczny, co daje ON = y i OlN = b + y. Mamy zatem

M p = N P = OlN sin(1r/6) = (b + y)/2,

co razem z poprzednim wzorem daje (b + y)2/4 = x2 + (b - y)2/4, czyli

y = x2/b.

Konstrukcja hiperboli y = l/x
Przy takim samym wyborze plaszczyzny II i ukladu wspólrzednych niech
stozek ~2 ma wierzcholek w punkcie O2 = (O, O, -V2), os równolegla do
dwusiecznej LX OY i kat rozwarcia równy 1r/2 (rys. 4).

z

Rys.3 Rys. 4
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Rozwiazanie zadania M 887.
Róznych od zera reszt z dzielenia przez n
jest n-l, wiec z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, ze pewne dwie liczby
z naszego ciagu daj a te sama reszte
z dzielenia przez n. Ich róznica jest
równa kd dla pewnego 1 :<::: k < n.
Poniewaz nlkd, wiec liczby d i n nie moga
byc wzglednie pierwsze - w.przeciwnym
przypadku by loby n Ik, co przeczy
nierównosci k < n.

B

Rys.5

Literatura:
M. Kordos, Wyklady z historii
matematyki, WSiP, Warszawa 1994.

XpeCTOM8THg no HCTOpHH

M8.TeM8.THKH(A.n. IOwKeB •••·l, red.),
npOcBe~eHHe, MOCKB8. 1976.

Poniewaz stozek ~2 jest przesunietym w dól stozkiem z pólosiami OX i OY jako
tworzacymi i dwusieczna LXOY jako osia, wiec jego przeciecie z plaszczyzna II
jest hiperbola z osiami OX i OY jako asymptotami. Ogólne równanie takiej
hiperboli ma postac xy = c.

Aby pokazac, ze c = 1, wystarczy sprawdzic, ze punkt R = (1, 1, O) lezy
w II n ~2' Wynika to natychmiast z faktu, ze trójkat 002R jest równoramienny
i prostokatny.

Chetni moga równiez wyprowadzic równanie hiperboli II n ~2 w podobny
sposób, jak to zrobilismy dla paraboli II n ~1'

Inne nierozstrzygniete problemy starozytnych
Do problemu skonstruowania odcinka o dlugosci bedacej pierwiastkiem
szesciennym z dlugosci danego odcinka sprowadzaja sie liczne inne problemy
konstrukcyjne. Dla przykladu rozwiazemy tu zadania wymienione na
zakonczenie pierwszej czesci tego artykulu. Wobec tego, co juz zostalo wykazane,
bedzie to znaczylo, ze mozna je rozwiazac za pomoca przestrzennej linijki
i przestrzennego cyrkla.

Siedmiokat foremny
W trójkacie równoramiennym ABC, gdzie AB = BC = R i LABC = 7r/7,
obliczymy dlugosc d boku AC. Mamy LA = LC = 37r/7. Jesli punkty D i E
na boku AB sa obrane tak, ze pólproste CD i CE dziela LC na trzy równe
czesci (po 7r/7; rys. 5), to wtedy CD = CA = d, a z podobienstwa ó.ACD
i ó.ABC mamy AD = d2 / R. Poniewaz trójkat C BE jest równoramienny, wiec
EB =EC = R-d.

Tu skorzystamy z (niezbyt popularnego) twierdzenia o dwusiecznej kata, które
glosi, ze kwadrat jej dlugosci jest równy róznicy miedzy iloczynem dlugosci
boków wychodzacych z danego wierzcholka i iloczynem dlugosci odcinków, na
które dwusieczna dzieli przeciwlegly bok (prosimy je udowodnic). Stosujac je do
trójkata DBC otrzymujemy

EC2 = DC . BC - DE· BE,

czyli
(R - d)2 = dR - (d - d2 / R)(R - d),

co daje równanie trzeciego stopnia z niewiadoma d

d3 _ Rd2 - 2R2d + R3 = O.

Takie zas równanie mozna (za pomoca wzorów Cardano) rozwiazac, gdy umie
sie wyciagac pierwiastki drugiego i trzeciego stopnia - a to juz umiemy. Mozemy
wiec skonstruowac trójkat z rysunku 5, czyli segment czternastokata foremnego.
Laczac zas co drugi wierzcholek tego czternastokata, otrzymujemy siedmiokat
foremny.

Dziewieciokat foremny
Czytelnik zechce sprawdzic, ze przeprowadzajac podobne rozumowanie dla
trójkata równoramiennego o kacie 7r/9 przy wierzcholku, otrzymamy dla d
równanie

d3-3R2d+R3=0,

co daje osiemnastokat, a w konsekwencji i dziewieciokat foremny.

Trysekcja kata, czyli podzial kata na trzy równe czesci.
Gdy kat O:'jest dany przez jego sinus równy m, to, wobec tozsamosci
sinO:'= 3sin(0:'/3) - 4sin3(0:'/3), mamy równanie

4n3 - 3n + m = O,

z niewiadoma n = sin(0:'/3). Jesli zas mamy znaleziona wartosc sinusa
(czyli dlugosc przeciwleglej przyprostokatnej w trójkacie prostokatnym
o przeciwprostokatnej równej 1), to mamy i kat.

Tak wiec wszystkie te konstrukcje mozna wykonac przestrzenna linijka
i przestrzennym cyrklem.
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Osiagniecia astrofizyki XX wieku

Kazimierz STEPIEN

Artykul ten rozpoczyna cykl
podsumowan osiagniec matelnatyki,
fizyki i astronomii w XX wieku, który
bedziemy kontynuowac przez 2 lata.

Redakcja

n,QzwiC:1Z:\uic zadania F ::J03.
CzlowieJ..: krótkowzroczny, aby poprawic

swoja wade wzroku, nosi okulary
z soczewek rozpraszajacych, by promienie
padajace od punktów odleglych
o ;30 cm o~lliskowaly sie na sialkówce
w ty In sarnyrn miejscu l w którYITI

ogniskuja si\: proInienie pa,dajace od
p,"/'edm;otów odleglych o J 6 cm bez
ko['ekcji dodaJkowynli soc'/,('wkami.

Dla oka nieu7,brojoJlcgo mamy
l. l l

do + J = ]i •
l

gdzie przez F oznac?'ylismy zdolnosc'
skupmjaca oka, do = 0,16 m jest
odl(-:gloscia dobl'cp;o widzenia dla

krótkowidza, a.r glehokoscia oka.

~\nalogicznie dla oka uzbrojonego rnan1Y
I J l. l

d': + J = p + Fl '
J

g(hie dl = 0,:3 lU, a Fl Jest zdolnosci'l
sJ\111)laj'lcQ okll!"rów. Zrobilisrny

j,111.aJP('W\lV uproszczenie, zaklada..Jac,

·j;e zdolnosc skupiajaca jest równa surnie
Ich zrl.olnosci skupiajacych.

Odejmujac powyzsze równania stronanli
'lrnajdujemy, ze

l l l
= - - :::;:::-2,9 dioptrii

F, dl do

Podobnie jak we wszystkich naukach przyrodniczych, wiek XX przyniósl
w astrofizyce wiecej odkryc niz wszystkie wczesniejsze razem wziete. Wybór
najwazniejszych z nich musi miec, sila rzeczy, subiektywny charakter, zwlaszcza
ze nalezy je niejako wyrwac z ciagu kolejnych i scisle ze soba powiazanych prac
i wyników naukowych, które skladaja sie na globalny proces poznawczy . .J a
wybralem dwa takie odkrycia.

Za pierwsze z nich uwazam odkrycie reakcji jadrowych prowadzacych do syntezy
pierwiastków i stanowiacych podstawowe zródlo energii gwiazd. Odkrycie to
pozwolilo zrozumiec, jak ewoluuja gwiazdy i jak zmieniaja sie ich wlasnosci
obserwacyjne w zaleznosci od wieku, masy i skladu chemicznego. Obserwowane
na niebie gwiazdy wydawaly sie wczesniej dziwnym zbiorowiskiem obiektów "bez
ladu i skladu", majacych wielkie i male rozmiary, jasnych i slabych, stalych
i zmiennych na najrózniejsze sposoby, czasem pojawiajacych sie nagle tam, gdzie
ich wczesniej nie bylo, a potem znikajacych. Czy wszystkie maja jednakowy
wiek? Jak dlugo zyje gwiazda? Czy jedne sa "skazane" na zmiennosc przez
cale zycie, a inne, np. Slonce, sa stateczne i niezmienne? Caly ten galimatias
stal sie jasny i zrozumialy dzieki rachunkom ewolucyjnym. Kazda gwiazda
znalazla swoje miejsce w ukladzie ewolucyjnym, tak jakby ktos ulozyl rozsypana
wczesniej ukladanke. Wszystko to bylo wynikiem odkrycia podstawowego
mechanizmu napedzajacego ewolucje gwiazd: reakcji jadrowych.

Co na temat zródel swiecenia gwiazd wiadomo bylo na przelomie wieków?
Dla zwiezlej prezentacji ówczesnych pogladów posluze sie cytatem
z monumentalnego, 3-tomowego dziela zbiorowego pt. "Wszechswiat i czlowiek" ,
o objetosci ponad 1.500 stron formatu A4, które ukazalo sie na samym poczatku
XX w. pod redakcja Hansa Kramera (wyd. polskie: Warszawa 1906). Zawiera
ono podsumowanie wiedzy przyrodniczej z przelomu XIX i XX wieku. Czytamy
tam: " ... przy ciaglej utracie ciepla przez promieniowanie w przestrzel1 swiata,
nastepowac moze powolne sciaganie sie bryly slonecznej, co w dalszym ciagu
sprowadza silniejsze cisnienie w jej wnetrzu i stan bardzo naprezony. Wiadomo
powszechnie, ze wedlug pogladu Helmholtza, przez ciagle takie sciaganie sie
warstw wierzchnich sl0l1ca i wynikajace ztad wzmaganie sie temperatury jego,
wyrównywane byc moga straty ciepla, jakie nieuniknienie zachodzic musza
skutkiem promieniowania ciepla slonecznego w przestrzen wszechswiata"
(pisownia oryginalna). A zatem wierzono, ze zródlem energii Slonca (i innych
gwiazd) jest energia potencjalna zamieniana na cieplo podczas powolnego
kurczenia sie tych cial. Autorzy podkreslaja, ze wynikajace stad zmniejszenie
srednicy Slonca byloby zauwazalne dopiero po wielu tysiacleciach starannych
obserwacji. Energia potencjalna (zwana czasem grawitacyjna) jest istotnie
jednym z waznych zródel energii we Wszechswiecie. Powstajaca z rozproszonej
materii gwiazda zaczyna swiecic, jeszcze zanim rozpoczna sie w jej wnetrzu
jakiekolwiek reakcje jadrowe. Kurczenie sie porcji gazu prowadzi do wzrostu
temperatury, a rosnaca szybko nieprzezroczystosc uniemozliwia szybkie
wychlodzenie przez wypromieniowanie nadmiaru energii wewnetrznej. Proces
wzrostu temperatury trwa do chwili, gdy osiagnie ona wartosc wystarczajaca
do zapoczatkowania reakcji przemiany wodoru w hel (pomijam tu inne, malo
znaczace reakcje, które zachodza nieco wczesniej). Oceny z poczatku stulecia
byly poprawne: proces kurczenia sie gwiazdy o masie Slonca trwa bardzo
dlugo w porównaniu ze skala zycia ludzkiego, bo okolo 100 mln lat, ale jest
to nadal o wiele krócej niz wiek Ziemi. Wtedy jednak nie dostrzegano tej
sprzecznosci. Wprawdzie istnial akceptowany do dzisiaj podzial na okresy
i ery geologiczno-paleontologiczne, ale bylo to datowanie wzgledne. Dopiero
na poczatku XX w. wprowadzono izotopowe rnetody datowania dajace wiek
badanych próbek w latach. I wtedy okazalo sie, ze wiek Ziemi siega kilku
miliardów lat, a Slonce musialo przez caly ten czas swiecic podobnie, jak
obecnie. Powstala zasadnicza sprzecznosc wymagajaca znalezienia innego,
trwalszego zródla energii. Poczatek XX w. to równiez poczatek badan nad
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reakcjami jadrowymi przemieniajacymi jedne pierwiastki w inne. W 1905 roku
A. Einstein opublikowal slynny zwiazek miedzy masa i energia: E = mc2. Stalo
sie jasne, ze wyzyskanie energii zawartej nawet w bardzo niewielkiej porcji
materii moze jej dostarczyc w wymaganej ilosci. W 1927 roku A. Eddington
zauwazyl, ze suma mas czterech jader wodoru jest nieco wieksza niz masa
jadra helu. Gdyby wiec, spekulowal, cztery jadra najobficiej w przyrodzie
wystepujacego pierwiastka, czyli wodoru, polaczyc w jedno jadro helu,
a nadwyzke masy zamienic na dostepniejsza forme energii, dostalibysmy
niezmiernie obfite zródlo energii, wystarczajace do podtrzymania swiecenia
gwiazd przez dostatecznie dlugi czas. Nie potrafil jednak zaproponowac
sposobu tej przemiany. Dopiero w 1939 roku H. Bethe odkryl i opisal cykl
reakcji, zwany cyklem weglowo-azotowym (lub cyklem CNO), w wyniku
którego powstaje hel z wodoru. Zasugerowal tez, ze ten wlasnie cykl moze
zachodzic we wnetrzu Slonca. Nastepne lata przyniosly odkrycie wielu
innych reakcji, w tym reakcji proton-proton, która zachodzi wydajniej niz
cykl Bethego w gwiazdach mniej masywnych niz okolo 1,5 masy Slonca,
majacych tez nizsze temperatury w swych wnetrzach. Odkryto caly
lancuch egzotermicznych reakcji prowadzacych do syntezy kolejno coraz to
masywniejszych pierwiastków az do zelaza. Wymagaja one coraz to wyzszych
temperatur i cisnieI'l, osiaganych w zaawansowanych stadiach ewolucyjnych
coraz to masywniejszych gwiazd. Reakcje tworzace jeszcze masywniejsze
pierwiastki sa endotermiczne i zachodza w warunkach silnie niestacjonarnych,
na koszt energii grawitacyjnej zapadajacego sie gwaltownie jadra gwiazdy
supernowej. Wyznaczenie niezbednych danych jadrowych, przekrojów czynnych,
tempa poszczególnych kroków cykli, ich bilansu energetycznego itp. umozliwilo
wlaczenie reakcji jadrowych do ewolucyjnych modeli gwiazd. Burzliwy rozwój
technik komputerowych pozwolil na prowadzenie szczególowych i dokladnych
obliczen modeli w kolejnych stadiach ewolucyjnych, co w efekcie doprowadzilo
do wyznaczenia calych ewolucyjnych sekwencji gwiazd o róznych masach
i poczatkowych zawartosciach ciezkich pierwiastków - od narodzin do smierci.
Modele byly stale konfrontowane z obserwacjami, w których szczególnie wazna
role pelnily obserwacje gromad gwiazdowych - gestych skupisk gwiazd o tym
samym wieku, ale róznych masach. Badania nad ewolucja gwiazd prowadzone
byly glównie w latach 50. do 70. Obecnie koncentruja sie na najbardziej
zaawansowanych stadiach ewolucji gwiazd (w tym modelowanie wybuchów
supernowych) i róznych nietypowych konfiguracjach, powstalych np. w wyniku
wzajemnego oddzialywania dwu lub wiecej gwiazd.

Drugie, najwazniejsze, moim zdaniem, odkrycie astrofizyczne XX w., to
wykazanie, ze Wszechswiat powstal w wyniku Wielkiego Wybuchu. Stan wiedzy
na temat calego Wszechswiata na poczatku wieku tak opisuje cytowana juz
ksiazka: "O poczatek i koniec wszechrzeczy nie troszczy sie wiedza przyrodnicza.
Wie dobrze, ze nieumiarkowane takie daznosci, jakby mamidla, uwodzily mysl
nasza coraz glebiej w pustynie dogmatów jalowych" . I dalej: "Astronomja
odwazyla sie na zastosowanie praktyczne swych teorji ruchu, jakkolwiek nic
nie wie o pierwszych podnietach ruchów cial niebieskich i jakkolwiek nie zna
zgola istoty tak zwanych sil, któremi tak pomyslnie operuje, a wprowadzonych
dotad w obrazach matematycznych jedynie" . Cytaty pokazuja, jak mierna
byla podówczas wiedza dotyczaca powstania i zycia Wszechswiata. vVprawdzie
akceptowano powstanie Slonca i planet z materii rozproszonej, ale to bylo
wszystko. Podziwiac mozna dyscypline przyrodników, którzy nie majac do
dyspozycji zadnych faktów obserwacyjnych dotyczacych powstania, ewolucji,
obecnego wieku czy rozmiarów Wszechswiata, nawolywali do unikania jalowych
spekulacji, które albo doprowadzilyby do uznania dogmatów religijnych, albo
do stworzenia innych, równiez nie majacych zadnego wsparcia przyrodniczego.
Z perspektywy ówczesnego obserwatora Wszechswiat wydawal sie niezmienny
i albo wieczny, albo powstaly w wyniku procesów, których nigdy nie poznamy
i nie zrozumiemy. Potrzeba bylo geniuszu Einsteina, by zmierzyc sie z zadaniem
matematycznego opisu struktury calego vVszechswiata. Zaraz po odkryciu
w 1916 roku ogólnej teorii wzglednosci Einstein zastosowal jej równania do opis II
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Wszechswiata. Poszukiwal jednak statycznych rozwiazan, zgodnych
z powszechnym przekonaniem. Okazalo sie, ze rozwiazania takiego nie mozna
znalezc. Latwo to zrozumiec nawet na podstawie potocznej intuicji: zawieszone
w przestrzeni masy (np. galaktyki) przyciagaja sie wzajemnie i przy braku
sily równowazacej sile przyciagania grawitacyjnego Wszechswiat powinien
sie zapasc. Chcac miec model statyczny, trzeba wprowadzic sile przeciwna
grawitacji. Einstein zrobil to, wprowadzajac do swych równan slynny czlon
kosmologiczny opisujacy sile odpychania dzialajaca miedzy dwiema masami,
wprost proporcjonalna do odleglosci miedzy nimi. Dla odleglosci wystepujacych
w Ukladzie Slonecznym, a nawet w Galaktyce, wielkosc tej sily byla bardzo
mala, nieporównywalnie mniejsza niz sily grawitacji. Ale odlegle galaktyki
powinny odpychac sie wystarczajaco silnie, by zrównowazyc grawitacje
i zapewnic statycznosc Wszechswiata. Czlon kosmologiczny wprowadzony
zostal ot tak, "z sufitu", tylko by znalezc rozwiazanie statyczne. Tymczasem
w 1929 r. E. Hubble opublikowal przelomowa w kosmologii prace, w której
wykazal, ze istnieje liniowa zaleznosc miedzy odlegloscia do galaktyki (odleglosci
te nauczono sie wyznaczac niewiele wczesniej, tez dzieki pracom Hubble'a)
i jej predkoscia wyznaczona z dopplerowskiego przesuniecia linii widmowych.
Poza najblizszymi galaktykami, które poruszaja sie wzgledem nas chaotycznie
ze stosunkowo nieduzymi predkosciami, przesuniecie dopplerowskie wystepuje
zawsze ku wiekszym dlugosciom fal (w czesci widzialnej widma - ku czerwieni).
Prawo Hubble'a mówi, ze wszystkie dostatecznie odlegle galaktyki oddalaja sie
od nas z predkosciami proporcjonalnymi do odleglosci. Natychmiast uznano,
ze to zjawisko, wykryte przeciez dla niewielkiej liczby niezbyt odleglych
galaktyk, jest uniwersalne i oznacza, ze caly Wszechswiat rozszerza sie. Praca
Hubble'a zrewolucjonizowala nasz poglad na Wszechswiat. Wywolala lawine
prac teoretycznych, które, oczywiscie, pokazaly, ze dla rozszerzajacego sie
Wszechswiata mozna rozwiazac równania Einsteina bez czlonu kosmologicznego.
Jezeli np. cala masa Wszechswiata zostala kiedys rozrzucona w olbrzymim
wybuchu, to - ze wzgledu na istnienie sily przyciagania - jej fragmenty
powinny poruszac sie ruchem opóznionym, ale istnienie Wszechswiata nie
wymaga zadnej sily odpychajacej. Obecne rozszerzanie sie Wszechswiata
prowadzi do oczywistego pytania, co bylo na poczatku tej ekspansji, Ale
takie pytanie oznacza, ze w ogóle byl jakis poczatek, który mozemy badac
metodami przyrodniczymi. Ewolucyjne modele Wszechswiata, uwzgledniajace
zachowanie sie wypelniajacej go materii, doprowadzily w latach 40. G. Gamowa
i wspólpracowników do wniosku, ze wczesny Wszechswiat musial byc bardzo
goracy, a pozostaloscia po tej fazie powinno byc izotropowe promieniowanie
elektromagnetyczne wypelniajace caly Wszechswiat i majace rozklad widmowy
taki, jak promieniowanie ciala doskonale czarnego o temperaturze rzedu paru
kelwinów. Ponadto, poniewaz we wczesnym Wszechswiecie panowaly warunki
przypominajace wnetrze gwiazdy, powinny byly tam tez zachodzic reakcje
jadrowe. Szybka ekspansja ochlodzila Wszechswiat, wiec warunki do zachodzenia
tych reakcji (glównie syntezy helu z wodoru) panowaly zaledwie przez pare
minut. Dokladniejsze rachunki modelowe wykazaly, ze 25-30% protonów
powinno "zdazyc" polaczyc sie w jadra helu. A zatem, najpierwotniejszy
budulec gwiazd to (masowo) siedemdziesiat kilka procent wodoru i reszta hel, ze
sladowymi ilosciami deuteru i litu. W 1965 r. przyszlo kolejne wazne odkrycie
obserwacyjne. A. Penzias i R.Wilson zarejestrowali istnienie mikrofalowego
promieniowania tla, dokladnie tak, jak przewidywaly to modele teoretyczne.
Jego temperatura wynosi 2,73 kelwina. Zauwazmy, ze o ile obserwacyjne
odkrycie ekspansji Wszechswiata wyprzedzilo prace teoretyczne, o tyle teraz
nastapilo empiryczne potwierdzenie przewidywan teoretycznych. Tak to czesto
w nauce bywa. Równiez pierwotna zawartosc helu nalezy uznac za potwierdzona,
choc nie odbylo sie to poprzez jedno spektakularne odkrycie, a raczej przez
zmudne pomiary zawartosci helu w róznych, mozliwie najstarszych obiektach.
Pomiary wskazuja, ze istotnie istnieje dolna granica pierwotnej zawartosci helu,
bliska 25%. Oczywiscie, nie znamy wciaz odpowiedzi na wiele fundamentalnych
pytan dotyczacych Wszechswiata. Gwaltowny rozwój kosmologii zachodzi
wlasnie teraz, na naszych oczach i bedzie jeszcze trwal. No, ale o tym napisze
ktos, kto podsumuje odkrycia XXI wieku.
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Akt ualnosci (nie tylko) fizyczne
Nadeszly dlugo oczekiwane wakacje. Wreszcie mozna
uciec z miasta, polozyc sie w trawie i patrzec, jak

obloczki leniwie wedruja po niebie. Cieplo, przyjemnie,
nic nas nie goni, nie trzeba sie nigdzie spieszyc. Tak,
lato ma swoje dobre strony. A teraz przewracamy
sie na brzuszek i obserwujemy laczke. Z bliska widac

kazde zdzblo kolyszace sie na wietrze. Mróweczki,
motylki, zuczki, gasieniczki - pelno tu tego drobiazgu.
Ile ruchu, ile gwaru ... nie, to nie ta bajka - zostawmy
zuczki i zajmijmy sie sama trawka. To dopiero cud
natury. Widac to na trawkach duzych, jak bambus,

ale i na malych, jak te na zdjeciu.

c

N a zdjeciu (elektronowym mikrografie) (A) widac
termiczne drgania "nanotrawki" o dlugosci 6,25 J1.m

i srednicy 14,5 nm, zdjecie (B) przedstawia
rezonansowe wzbudzenie pierwszej harmonicznej

(530 kHz) nanorurki, a zdjecie (C) - drugiej
harmonicznej (3,01 MHz). Wartosci stosunku
czestosci oraz polozenia wezla dobrze zgadzaja
sie z obliczeniami przeprowadzonymi dla idealnej

rurki. Metoda rezonansowego wzbudzania nanorurek
pozwala na precyzyjne mierzenie ich mechanicznych

wlasnosci, w szczególnosci modulu Younga, który
okazuje sie byc rzedu biliona paskali dla malych
srednic (okolo 10 nm). Dla grubszych rurek wartosc
modulu Younga spada o rzad wielkosci, co autorzy

artykulu [1] tlumacza zmiana sposobu giecia sie
rurki. Zamieszczaja zdjecia nanorurki w duzym
powiekszeniu, na których widac powstawanie

regularnych zmarszczek na sciskanej przy zginaniu
stronie rurki.

Okazuje sie, ze takiej rurki, po jej wyskalowaniu,

mozna uzyc jako nanowagi. Wyobrazmy sobie zuczka

siedzacego na koncu trawki. Obecnos.c chrzaszcza
zmieni czestosc rezonansowa trawki, pozwalajac na
wyznaczeme Jego masy.

Podobnie pomiar zmiany czestosci rezonansowej,
spowodowanej doczepieniem do konca nanorurki

weglowej kulki (zdjecie ponizej), umozliwia
okreslenie masy obciazenia. W tym konkretnym

przypadku czastka wegla okazala sie miec mase

22 ± 6 femtogramów (1 fg = 10-15 g), co zgadza sie
z oszacowaniem (30 fg) uzyskanym na podstawie
wielkosci kulki i gestosci amorficznego grafitu.
Autorzy artykulu [1] proponuja, aby za pomoca takiej
wagi wazyc wirusy.

Wiedzialem, ze dzis bedzie cos o zyjatkach.

Piotr ZALEWSKI

[1] Electrostatic DeJlections and Electromechanical Resonances
oj Carbon Nanotubes, Philippe PoncharaI, Z. L. Wang, Daniel
Urgate, Walt A. de Heer, Science 283 (1998) 1513.

Zdjecia: Walt A. de Heer
www.aip.org/physnews/graphics/html/nanobal.htm

Zaraz, zaraz, ale czy to aby na pewno trawki? Dlugie
na kilka mikronów, grube na kilkadziesiat nanometrów,

a wlos ma grubosc kilkudziesieciu mikronów. Alez tak,
to nie trawka, tylko nanorurki! Pamietam, pisalem
juz o nich rok temu (Delta 8/1998). Nanorurka to
arkusik ulozonych w szesciokatna siatke atomów
wegla, zwiniety w rurke o srednicy od kilku do

kilkudziesieciu nanometrów, zakonczona weglowymi

pólsferami. Ta odmiana alotropowa wegla jest bardzo
intensywnie badana w laboratoriach na calym swiecie.

W zaleznosci od szczególów budowy charakteryzuje
sie róznorodnymi wlasnosciami elektrycznymi oraz
mechanicznymi. Tylko jak te ostatnie mierzyc?

Okazuje sie, ze mozna na nich zagrac za pomoca

transmisyjnego mikroskopu elektronowego [1].
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Wiele starych lamiglówek ma za temat rózne przeprawy przez rzeke.
Chyba najslynniejsza z nich jest - pochodzace z ósmego wieku - zadanie

mnicha Alkuina: nalezy przewiezc na drugi brzeg rzeki wilka, koze
i kapuste lodzia, w której (oprócz wioslujacego) miesci sie tylko jedno
z nich; nie mozna przy tym zostawic wilka sam na sam z koza ani kozy
sam na sam z kapusta.

Przyjemnosc rozwiazania zadania Alkuina pozostawimy tym

Czytelnikom, którzy go wczesniej nie znali, a sami zajmiemy sie inna
- równiez niezle znana - lamiglówka: o kanibalach i misjonarzach.

Sytuacja jest nastepujaca: trzej misjonarze i trzej kani hale chca
przeprawic sie na drugi brzeg rzeki. Maja lódke, która za jednym
razem moze przewiezc najwyzej dwie osoby. Jesli w pewnym momencie

na którymkolwiek brzegu rzeki kanibali bedzie wiecej od misjonarzy,
to misjonarze zostana zabici i zjedzeni. Czy cala szóstka moze sie
bezpiecznie przeprawic na drugi brzeg?

Rozwazmy wszystkie mozliwe stany liczebnosci misjonarzy i kanibali na
tym brzegu, z którego wyrusza przeprawa. (Kazdemu takiemu stanowi
odpowiadaja - jednoznacznie wyznaczone! - liczba kanibali i liczba
misjonarzy na drugim brzegu, wiec nie musimy oddzielnie rozwazac,

co dzieje sie u celu przeprawy.) Oznaczmy przez m liczbe misjonarzy,
a przez k -liczbe kanibali. Mozliwe wartosci m i k to O, l, 2, 3, wiec
lacznie mamy 4·4 = 16 róznych stanów. Trzeba jednak wykluczyc stany,
odpowiadajace sytuacjom, w których na jednym z brzegów rzeki kanibali
jest wiecej od misjonarzy, a wiec stany, w których m i k sa róznymi

liczbami niezerowymi. Zostaje dziesiec stanów dop'uszczalnych; kazdy
z nich jest na rysunku l oznaczony kropka w ukladzie wspólrzednych.

Zamiast planowac przeprawe, bedziemy laczyc kropki strr~lkami. Kazda
strzalka odpowiada jednemu kursowi lódki przez rzeke.\Zaczynamy od

prawego górnego rogu (m = 3, k = 3). Kazda strzalka musi obrazowac
przewiezienie jednej lub dwóch osób przez rzeke. Trzeba tez pamietac,
ze po kazdej strzalce skierowanej w lewo lub w dól musi nastepowac
strzalka w prawo lub w góre (czyli powrót lódki z drugiego brzegu).

Metoda prób i bledów dosc szybko odkryjemy, ze sa cztery uklady

strzalek, które prowadza do rozwiazania lamiglówki. Jedno z rozwiazan
przedstawia rysunek 2. Przewiezienie calej szóstki przez rzeke wymaga
jedenastu kursów lódki. Pozostale trzy rozwiazania Czytelnik z larwoscia
narysuJe sam.
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Zapytajmy teraz, czy w podobnych warunkach, dysponujac dwuosobowa
lódka, przez rzeke moze sie przeprawic czterech kanibali i czterech
misjonarzy. Odpowiedz tym razem jest przeczaca: bezpiecznej przeprawy
nie ma. Spróbujmy sie przekonac o prawdziwosci tego twierdzenia.

J ak poprzednio, zaznaczmy kropkami w ukladzie wspólrzednych
dopuszczalne stany liczebnosci kanibali i misjonarzy na jednym z brzegów
rzeki (rysunek 3). Przypuscmy, ze przeprawa jednak jest mozliwa.
Rozwazmy przeprawe, która wymaga najmniejszej liczby kursów
lódki przez rzeke i wyobrazmy sobie uklad strzalek odpowiadajacy
takiej przeprawie. Przypatrzmy sie blizej pierwszej strzalce, która
konczy sie w jednej z kropek oznaczonych kolorem (tzn. rozwazmy
pierwszy moment, gdy wszyscy misjonarze znalezli sie na drugim
brzegu rzeki). Nietrudno stwierdzic, ze musialaby to byc jedna z trzech
strzalek zaznaczonych na rysunku 4. Gdyby byla to strzalka SI,
laczaca punkty (1,1) i (O, O), to poprzednia strzalka musialaby miec
poczatek w punkcie (1, O). Wtedy jednak na linii kolorowych kropek
musielibysmy znalezc sie po raz pierwszy juz wczesniej - mamy wiec
sprzecznosc. Gdyby pierwsza strzalka, konczaca sie w kolorowym punkcie,
byla strzalka S2, to wówczas zamiast niej moglibysmy równie dobrze
narysowac strzalke SI i od razu zakonczyc przeprawe, zmniejszajac liczbe
kursów lódki. Znów mamy sprzecznosc, bo rozwazana przeprawa miala
byc najkrótsza.

Gdyby wreszcie pierwsza strzalka z kolorowym koncem byla strzalka Sa,
to poprzednie dwa kursy lódki musialyby odpowiadac strzalkom, które na
rysunku 5 sa zaznaczone kolorem. Wtedy jednak obie kolorowe strzalki,
tworzace zamknieta petelke, moglibysmy z zaplanowanego schematu
przeprawy usunac i zmniejszyc liczbe kursów lódki o 2, co klóci sie z tym,
ze rozwazamy przeprawe najkrótsza z mozliwych. Po raz trzeci trafilismy
wiec na sprzecznosc, a to oznacza, ze najkrótsza bezpieczna przeprawa
nie istnieje. Nie istnieje wiec zadna bezpieczna przeprawa.

Czy jest na to rada? Okazuje sie, ze tak. Trzeba zwiekszyc lódke. Jesli
lódka moze pomiescic trzech pasazerów, i przyjmiemy, ze ani w lódce, ani
na brzegu kanibale nie moga przewyzszyc liczebnoscia misjonarzy, to cala
ósemka zdola sie bezpiecznie przeprawic (rysunek 6).

Pieciu kanibali i pieciu misjonarzy równiez moze sie bezpiecznie
przeprawic, dysponujac lódka, która miesci trzech pasazerów, lecz
szesciu kanibali i szesciu misjonarzy - nie moze. Wskazanie rozwiazania
w pierwszym przypadku i uzasadnienie, ze w drugim przypadku
bezpiecznej przeprawy nie ma, pozostawiamy Czytelnikowi.

Zeby bezpiecznie przewiezc przez rzeke szesciu kanibali i szesciu
misjonarzy, trzeba miec lódke czteroosobowa. I nie ma juz co rozwazac
wiekszych wycieczek: dowolna grupa zlozona z jednakowej liczby kanibali
i misjonarzy moze sie bezpiecznie przeprawic przez rzeke za pomoca
lódki, która miesci czterech lub wiecej pasazerów. Musimy po prostu
wybrac jednego kanibala i jednego misjonarza, którzy zasiada przy
wioslach, spluna w dlonie i beda przewozic cala reszte parami - za
kazdym razem jednego kanibala i jednego misjonarza - tak dlugo, az cel
zostanie osiagniety.
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Sumy dwóch kwadratów i kolejne liczby naturalne
Lew KURLANDCZYK i Andrzej NOWICKI

W artykule "Rózne rozklady na sumy kwadratów" (Delta 3/199S, str. 12-13)
zajmowalismy sie liczbami naturalnymi majacymi rozklady na sume dwóch
kwadratów, w których wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb naturalnych.
Przykladem takiej liczby jest 1105. W rozkladach

1105 = 312 + 122 = 322 + 92 = 332 + 42

wystepuja trzy kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasnosc maja,

na przyklad, liczby: 12025, 66625, 252601. Wykazalismy, ze liczb tego typu jest
nieskonczenie wiele.

W tym artykule podamy pewien algorytm, za pomoca którego mozna znalezc

wszystkie takie liczby. Dokladniej, opiszemy wszystkie pary (M, n), w których
M, n > 1 sa takimi liczbami naturalnymi, ze

(1)

(2)

dla pewnych liczb naturalnych kI, k2, ka. We wspomnianym artykule

udowodnilismy, ze liczba M spelnia (dla pewnego n > 1) warunek (1) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a2 + b2 + 1 jest liczba
kwadratowa oraz M = a2b2 + a2 + b2 + 1. Nasze zadanie sprowadza sie zatem do
rozwiazania nastepujacego problemu.

Problem. Znalezc wszystkie pary (a, b) takich liczb naturalnych, ze b > a

i 1+ a2 + b2 jest liczba kwadratowa.

Jesli para (a, b) jest taka, jak w tym problemie, to liczby

M = (a2 + 1)(b2 + 1), n = ab,

kI=a+b, k2=V'a2+b2+1, ka=b-a

spelniaja warunek (1).

Niech c2 = a2 + b2 + 1 i niech t = c-b. Wówczas z równosci

(b + t)2 = a2 + b2 + 1 otrzymujemy równosc

(3)

Zalózmy najpierw, ze t = 1. Wówczas a2 = 2b i stad (a, b) = (21',21'2), gdzie l'
jest liczba naturalna. Dla kazdego l' > 1 mamy pare (a, b) = (21',21'2), spelniajaca
warunki podane w problemie. Podstawiajac to do (2) otrzymujemy (odpowiednio
dla l' = 2,3,4,5) nastepujace rozklady:

1105=312 + 122=322 + 92
332 + 42,

12025

=1072 + 242=10S2 + 192=1092 + 122,

66625

=2552 + 402=2562 + 332=2572 + 242,

252601

=4992 + 602=5002 + 512=5012 + 402.

Powrócmy do równosci (3) i zalózmy, ze t > 1. Poniewaz reszta z dzielenia
przez 4 liczby kwadratowej a2 nie moze byc równa 3, wiec t nie moze byc
liczba parzysta. Zatem t jest liczba nieparzysta. Zauwazmy ponadto, ze t nie

moze byc podzielne przez 3. Gdyby tak bylo, wówczas reszta z dzielenia liczby
kwadratowej a2 przez 3 bylaby liczba 2, a to jest niemozliwe. Wykazalismy wiec,
ze t i- 2,3,4.

Niech t = 5. Wtedy a2 = lOb + 24, skad latwo wynika, ze liczby a i b sa parzyste.
Polózmy a = 2v, b = 2u, gdzie v, u sa liczbami naturalnymi. Wtedy v2 = 5u + 6,
a zatem v = 5s ± 1 dla pewnego naturalnego s.
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Jesli v = 5s + 1,to u = 5s2 + 2s -1 i stad (a, b) = (lOs + 2, 10s2 + 4s - 2). Kazda

para (a, b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a = b), spelnia warunki podane
w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2,3,4,5)
nastepujace rozklady:

1026745 =10112 + 682=10122 + 512=10132+ 242,

10251025

=31992 + 1322=32002 + 1052=32012 + 682,

53438905

=73072 + 2162=73082 + 1792=73092 + 1322,

194286625

=139352 + 3202=139362 + 2732=139372 + 2162.

Jesli v = 5s - 1, to u = 5s2 - 2s - 1 i stad (a, b) = (lOs - 2, 10s2 - 4s - 2). Kazda
para (a, b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a> b), spelnia warunki podane

w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2,3,4,5):

292825=5392 + 482=5402 + 352=5412 + 122,

4534945

=21272 + 1042=21282 + 812=21292 + 482,

29138425

=53952 + 1802=53962 + 1472=53972 + 1042,

119825425

=109432 + 2762=109442 + 2332=109452 + 1802.

Z równosci (3) wynika, ze liczba a jest rozwiazaniem kongruencji:

Do dalszych rozwazan potrzebne nam beda pewne dobrze znane fakty dotyczace
rozwiazan tej kongruencji. Fakty te znajdziemy, na przyklad, w ksiazce Waclawa

Sierpinskiego Teoria liczb (Warszawa-Wroclaw 1950) lub w ksiazce Iwana
Winogradowa Elementy teorii liczb (PWN, Warszawa 1954).

Wiadomo, ze jesli t jest nieparzysta liczba pierwsza, to kongruencja (4) ma
rozwiazanie dokladnie wtedy, gdy t jest postaci 4k + 1 (wtedy rozwiazaniem
jest x = ±(2k)!). W ogólnym przypadku, gdy t jest dowolna liczba naturalna

nieparzysta, kongruencja (4) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy t nie
dzieli sie przez zadna liczbe pierwsza postaci 4k + 3. Jesli t > 1, to t musi miec
zatem postac

(4) x2 == -1 (mod t).

gdzie nI > O, ... , ns > O oraz Pl, ... ,Ps sa parami róznymi liczbami pierwszymi

postaci 4k + 1. W takim przypadku kongruencja (4) ma dokladnie 2S rozwiazan
modulo t. W przedziale [1,100] taka liczba t jest dokladnie jedna z liczb:

1,5,13,17,25,29,37,41,53,61,65,73,85,89,97.

Rozpatrzylismy juz dwa przypadki t = 1 i t = 5. Analogicznie postepujemy dla

kazdego (nieparzystego ) t spelniajacego opisane warunki.

Na zakonczenie rozpatrzmy jeszcze przypadek t = 13. Mamy wtedy równosc

a2 = 26b + 168, z której wynika, ze liczby a i b sa parzyste. Polózmy a = 2v,

b = 2u. Wtedy v2 = 13u + 42, wiec v = 131' ± 4.

Jesli v = 131' + 4, to u = 131'2 + 81' - 2 i stad (a, b) = (261' + 8, 261'2 + 161' - 4).
Kazda taka para (a, b) spelnia warunki podane w problemie. Podstawiajac

do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 1,2,3) rozklady:

Podobnie postepujemy, gdy v = 131' - 4.

Rozwiazanie zadania M 886.
Nasz ciag jest ciagiem rosnacym. Mozemy
zalozyc, ze liczby a i b sa wzglednie
pierwsze (w przeciwnym przypadku
x i dla i 2' 1 beda podzielne przez
NWD(a,b)) Wtedy a i Xk (k 2' 1) beda
równiez wzglednie pierwsze. Ustalmy k

i rozwazray liczby Xk,X,'k+l,··· ,Xk+xk'
Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,
ze Istnieja wsród nich takie dwie liczby,
np. xp i xq (p> q),ze xkl(xp - xq).
Marny xp - xq = a(x1>-1 - Xq_l), skad
wynika, ze równiez xkl(xp_l - Xq-d (bo
NWD(a, Xk) = 1). Zmniejszajac dalej
wskazniki w podobny sposób, przekonamy
sie w koncu, ze xkl(Xk+p_q - Xk), skad
wynika, iz xklxk+p_q, czyli ze X,'k+p_q
jest liczba zlozona. Poniewaz w naszym
rozumowaniu k bylo dowolne, wiec teza
jest udowodniona,

1671865

62747425

571677145

12912 + 722

79192 + 1922

239072 + 3642

12922 + 512

79202 + 1452

239082 + 2912

12932 + 42,

79212+ 722,

239092 + 1922.
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Wszedzie wypukla, jak sfera Marek KORDOS

Geometria jednorodna opisuje przestrzen (wszystko jedno iluwymiarowa - tu
bedzie stale naj prostszy do obserwacji wymiar 2) w kazdym miejscu taka
sama. Oznacza to tyle, ze jesli wokól dwóch jej punktów wezmiemy malutkie
kóleczka (ogólnie - kulki), to okaza sie one nieodróznialne. Gauss wprowadzil
wazne pojecie rozrózniajace te geometrie: krzywizne (ale nie bedziemy jej
teraz definiowac) - dla geometrii jednorodnej musi ona byc stala. Gdy jest
dodatnia, to kóleczka, o których byla mowa, wygladaja jak narysowane na
sferze (powierzchni kuli), gdy zerowa - jak na plaszczyznie, gdy ujemna - jak
na siodle. Widac wiec, ze dla dodatniej krzywizny przestrzeni jest mniej, a dla
ujemnej - wiecej niz na plaszczyznie.

Jezeli do jednorodnosci dorzucimy jeszcze warunek, aby przez dwa rózne
punkty przechodzila tylko jedna prosta (linia nieskracalna), to okaze sie,
ze takich geometrii jest trzy. Najbardziej znana jest ta o krzywiznie zerowej,
naukowo zwana paraboliczna: jest to zwykla, szkolna geometria noszaca
powszechniej znana nazwe euklidesowa, od imienia matematyka, który ja
w IV w.p.n.e. skodyfikowal. Druga w kolejnosci pojawila sie na swiecie
geometria hiperboliczna, bardziej znana jako geometria Bolyai-Lobaczewskiego,
od nazwisk matematyków, którzy okolo roku 1830 uparli sie przy jej istnieniu.
Trzecia wreszcie to geometria eliptyczna, czasami wiazana z nazwiskiem
Riemanna, gdyz on stworzyl cala mnogosc róznych geometrii, wsród których
i ona sie znajdowala. Tutaj zajmiemy sie nia wlasnie, a raczej sposobami
pogladowego zapoznania sie z niektórymi jej twierdzeniami. Pogladowo, to
znaczy przez ogladanie modelu, czyli struktury zachowujacej sie jak plaszczyzna
eliptyczna, ale zbudowanej z dobrze nam znanej geometrii euklidesowej.

Skoro plaszczyzna eliptyczna jest lokalnie taka, jak sfera, to model zbudujemy
ze sfery. Sama sfera nie jest modelem plaszczyzny eliptycznej. Latwo sie o tym
przekonac, gdy zauwazy sie, ze liniami nieskracalnymi na sferze sa okregi wielkie
(czyli takie, których plaszczyzna przechodzi przez srodek sfery), a przez punkty
antypodyczne (czyli na k011cu jednej srednicy) mozna przeprowadzic nie jeden,
lecz dowolnie wiele takich okregów (czyli prostych w geometrii sfery). Model
plaszczyzny eliptycznej robi sie ze sfery, wlasnie sklejajac konce kazdej srednicy.
Oczywiscie, operacji takiej nie da sie przeprowadzic fizycznie - mówi sie wobec
tego, ze plaszczyzna eliptyczna nie jest zanurzalna w trójwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Jak jednak wobec tego obejrzec cos, czego nie ma?

Model, którym sie posluzymy, bedzie zbudowany ze sfery, której polozenie
i rozmiar tak beda dobrane do rozstawu naszych zrenic, ze widziec bedziemy
dokladnie jej polowe. Z kazdej pary punktów antypodycznych bedziemy widzieli
dokladnie jeden (P i Q na rysunku l), z wyjatkiem punktów widzianych na
brzegu pólsfery - te bedziemy widzieli "w dwóch osobach" (na rysunku A i R).
Oto natychmiastowe spostrzezenia, czyli twierdzenia geometrii eliptycznej:
- prosta jest zbudowana tak jak okrag (mozna po niej chodzic w kólko: gdy
znajdziemy sie - idac w strone od P do Q - w punkcie R z prawej strony,
bedziemy tym samym w punkcie R z lewej strony i idac dalej znów dojdziemy

do P);

- cala plaszczyzna eliptyczna lezy po jednej stronie prostej, inaczej; prosta nie
rozcina plaszczyzny (faktycznie, znajdujac sie nad prosta PQ mozemy dojsc do
punktu A u góry, czyli na dole, i znalezc sie ponizej prostej PQ);
- dwie rózne proste maja dokladnie jeden punkt wspólny (bo na sferze dwa
okregi wielkie przecinaja sie w punktach antypodycznych).

Odleglosc w naszym modelu mierzy sie tak jak na sferze, czyli nitka laczaca
punkty z tej strony, z której jest blizej (albo nie dalej). Tak wiec odleglosc
punktów P i Q z rysunku l, to ten z luków, który zawiera punkt R. Mamy
zatem kolejne twierdzenie;

- proste na plaszczyznie eliptycznej (mierzone w jednostkach równych
promieniowi sfery) maja dlugosc 7r.

Rys. 1

Rys.3

Rys.2
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Przy okazji mozna zobaczyc nastepna ciekawa wlasnosc naszego modelu
- mozemy go, mianowicie, obracac wzgledem dowolnej osi przechodzacej
przez srodek sfery: gdy jedne punkty beda znikac z naszego pola widzenia,
równoczesnie pojawia sie ich bracia blizniacy, czyli antypody; w ten sposób
stale bedziemy widzieli cala plaszczyzne eliptyczna. Zastosowanie tego

udogodnienia prezentuje rysunek 2, gdzie przez obrót tego, co widac na
rysunku l, przekonujemy sie, ze luk prostej PQ, zawierajacy punkt R, jest tego
samego rodzaju, co luk go nie zawierajacy. Proponuje Czytelnikowi, aby zechcial
przez odpowiednie obracanie konfiguracji z rysunku 3 przekonac sie, ze
- trzy proste nie przechodzace przez jeden punkt rozcinaja plaszczyzne na cztery
trójkaty.

Bardzo dziwna wlasnosc plaszczyzny eliptycznej prezentuja rysunki 4-7. Oto
fabula. Wycielismy w plaszczyznie eliptycznej okragla dziure. Obracanie modelu
przekonuje nas, ze to, co zostalo, to pasek sklejony w taki sposób, ze jest wstega
Mobiusa, a wiec powierzchnia jednostronna. Czyli
- plaszczyzna eliptyczna jest sklejeniem kola i wstegi Mobiusa, jest zatem
powierzchnia jednostronna, a wiec takze nieorientowalna·

Kolejne dwa rysunki pokazuja, ze
- na plaszczyznie eliptycznej nie jest spelniona pierwsza cecha przystawania
trójkatów.
Na rysunkach tych prosta podzielono na trzy równe czesci punktami A, B
i G (kazda z czesci ma wiec dlugosc ~). Nastepnie z A i z B zatoczono okregi

promieniem~. Okregi te przecinaja sie w trzech punktach: jednym jest G,
a jeden z pozostalych oznaczmy D. Trójki ABG i ABD spelniaja zalozenia

pierwszej cechy przystawania trójkatów, a nie spelniaja jej tezy (chocby
dlatego, ze punkty A, B i G leza na jednej prostej, a punkt D na niej nie lezy).

Rozsuwajac punkty A i B (rys. 9), otrzymujemy inny przyklad: trójki ABD
i ABP - tu o tym, ze nie moga byc przystajace, swiadczy fakt, iz lamana ABD
rozcina plaszczyzne eliptyczna, a lamana ABP nie.

Ciekawych wlasnosci izometrii tej plaszczyzny (czyli przeksztalcen nie
zmieniajacych odleglosci) jest wiecej. Na przyklad
- kazde podobienstwo plaszczyzny eliptycznej jest izometria (kazde bowiem
przeksztalca proste na proste, a te wszystkie maja te sama dlugosc; skala

podobienstwa musi wiec byc równa l).
Kolejna osobliwosc daje spostrzezenie, iz
- wszystkie prostopadle do danej prostej przecinaja sie w jednym punkcie
(rys. 10).
Bez wiekszego trudu stwierdzamy wobec tego, ze kazda symetria osiowa jest
symetria srodkowa (rys. 11 i 12). Na koniec zadanie trudniejsze dla Czytelników
zacheconych modelowym badaniem plaszczyzny eliptycznej:
- kazda izometria. plaszczyzny eliptycznej jest obrotem (z czego wynika
w szczególnosci, ze obracajac model, dokonywalismy wszelkich mozliwych
izometrii) .
N a.tychmiast uzyskuje sie stad moral, ze
- kazda izometria ma punkt staly i prosta stala.
Oczywiscie, takich spostrzezen mozna poczynic jeszcze bardzo, bardzo wiele.

c

x

x

c

D

Rys. 8

Rys.7

Rys. 6

Rys. 5

Rys.4

Rys. 9 Rys. 10 Rys. 11 Rys. 12
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

I I I I
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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/1999
Przypominamy tresc zadan:

274. Stala sloneczna, czyli moc promieniowania slonecznego na jednostke powierzchni prostopadlej)
jest w okolicach Ziemi równa 1= 1,35 kW /m2 W prózni kosmicznej umieszczono prostopadle
do promieni slonecznych czarna plyte z materialu izolacyjnego o wspólczynniku przewodnictwa
cieplnego równym A = 0,3 W /(m·K) i grubosci d = la cm (a pozostalych rozmiarach znacznie
wiekszych). Obliczyc numerycznie temperature, jaka po dluzszym czasie osiagnie kazda ze stron
plyty. Stala Stefana-Boltzmanna wynosi u = 5,67.10-8 W /(m2K4).

275. Zalózmy, ze sila elektromotoryczna termopary zbudowanej z przewodników A i B jest
proporcjonalna do róznicy temperatur styków (jest to sluszne dla nieduzych wartosci tej róznicy):

EAB = "'AB(T, - T2).

Stalej "'AB przypiszemy znak dodatni wtedy, gdy w styku goracym prad plynie od przewodnika A
do B, a ujemny w przeciwnym przypadku ..
1. Udowodnic, ze "'AB + "'BC = "'AC·

2. W obwodzie skladajacym sie z trzech pr"~ewodników A, B i C temperatura styku AB jest
równa T" temperatura styku BC jest równa T2, a temperatura styku AC jest równa T3' Wyznaczyc
sile elektromotoryczna takiej IItermotrójkiJl.

B

E = aAB(T1 - T3) + aBc(T2 - T3).

Polózmy teraz Tl = T2 i zetknijmy styki AB i BC (rys. 3). Stosujac rozumowanie
od wrotne do powyzszego, przekonamy sie, ze podczas zetkniecia nie zmieni sie sila
elektromotoryczna w czesci AC, natomiast czesc B mozna odrzucic - czyli pozostaje
termopara AC. Wynika stad natychmiast dowód punktu 1.

275. Przyjmijmy, ze styki termopary AB maja temperatury Tl i T3, styki termopary
BC - temperatury T2 i T3, a odpowiednie woltomierze (rys. 1) mierza sily
elektromotoryczne EAB = aAB(T1 - T3) i EBC = aBc(T2 - T3). Zaznaczone na rysunku
znaki napiec odpowiadaja sytuacji, gdy Tl > T3, T2 > T3, a oba wspólczynniki a
sa dodatnie. Zetkniecie styków o jednakowej temperaturze T3 nie spowoduje
- oczywiscie - zadnej zmiany we wskazaniach mierników. Tak samo zadna istotna
zmiana nie nastapi, gdy "rozciagniemy" ten wspólny styk (rys. 2); poziomy odcinek
przewodu na rysunku moze byc wykonany np. z przewodnika B. Dokonajmy teraz
przeniesienia woltomierza z górnej galezi obwodu do tego poziomego odcinka.
Z II prawa Kirchhoffa wynika, ze przeniesiony woltomierz nie zmieni wskazania,
natomiast dolny woltomierz zacznie wskazywac laczna sile elektromotoryczna, równa
sumie EAB + EBC. W nastepnym kroku usunmy poziomy odcinek z przeniesionym
woltomierzem - poniewaz i tak nie plynal tamtedy prad (zakladamy, ze woltomierze
sa doskonale), wiec w pozostalym obwodzie nie zajdzie zadna zmiana. Temperatura n
staje sie w tym momencie istotna tylko dla styku AC, gdyz zmiany temperatury
wzdluz jednorodnego przewodu B nie maja znaczenia. Jak widac, otrzymalismy
rozwiazanie punktu 2:

274. Oznaczmy szukane temperatury przez Tl i T2• Z bilansu energii otrzymujemy

1= u(T{ + Ti),

przy czym energia wypromieniowana z chlodniejszej strony musi byc równa
strumieniowi ciepla doplywajacego od strony cieplejszej:

A(Tl - T2)/d = uTi.

Próba rozwiazania analitycznego prowadzi do równania bardzo wysokiego stopnia.
Analiza numeryczna daje wynik Tl ~ 369 K, T2 ~ 269 K.

B

'"l
Tz

Tz

Rys. l

Rys. Z

T1

T3~ ~B Tz

Rys. 3
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1999
Przypominamy tresc zadan:

377. Rozwazamy wielomian P(z) = Z3 + az2 + bz + c zmiennej zespolonej z, o wspólczynnikach
zespolonych. Dowiesc, ze jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu P(z) sa liczbami zespolonymi
o module 1, to równiez wszystkie pierwiastki wielomianu Q(z) = z3 + lalz2 + Ibiz + lei sa liczbami
zespolonymi o module 1.

378. Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieja dwie kolejne liczby naturalne, z których
kazda ma co najmniej k róznych dzielników pierwszych.

Witamy nowych czlonków Klubu 44 M:
pana Bednarka i pana Skalika.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 369 (WT=1,99) i 370 (WT=3,17)

z numeru 11/1998
Witold Bedna.rek
Zbigniew Skalik
Witold Bednarz
Ta.deusz Józefczyk
Bogumila. Piotrowska.

- Lódz
- Pyskowice
- Tychy
- Pozna.n
- Zielona. G6ra.

44,99
44,04
43,87
42,19
38,82

377. Niech Zl, Z2, Z3 beda pierwiastkami wielomianu P(z); IZjl = 1, wiec l/z] = Zj

dla j = 1,2,3. W mysl wzorów Viete'a: a = -(Zl + Z2 + Z3), c = -ZlZ2Z3,

b = Z2Z3 + Z3Zl + ZlZ2 = -(cizI) - (C/Z2) - (C/Z3) = -C(Zl + Z2 + Z3) = ac.

Zatem Icl = 1, Ibl = lal ~ 3; wielomian Q(z) ma postac Q(z) = Z3 + lalz2 + lal z + 1;
jednym z jego pierwiastków jest liczba -1.

Dzielac Q(z) przez dwumian z + 1, dostajemy trójmian kwadratowy
T(z) = z2 + dz + 1, gdzie d = lal- 1. Skoro lal ~ 3, to Idl ~ 2, wiec wyróznik
trójmianu T(z), równy d2 - 4, nie jest dodatni. Wobec tego pierwiastki trójmianu T(z)
tworza pare liczb zespolonych sprzezonych (w szczególnym przypadku moze to byc
podwójny pierwiastek rzeczywisty). Moduly tych pierwiastków sa równe, a ich iloczyn
wynosi 1 (wzór Viete'a). Stad wniosek, ze oba te pierwiastki sa liczbami zespolonymi
o module 1.

378. Wybierzmy dowolnie 2k róznych liczb pierwszych Pl, ... ,P2k. Liczby
m = Pl ..... Pk oraz n = Pk+l ..•.. P2k sa wzglednie pierwsze, wiec istnieja liczby
calkowite x, y spelniajace równanie mx - ny = 1. Skoro m, n ::::2, liczby mx i ny sa
jednoczesnie dodatnie lub ujemne. Tak wiec Imxl i Inyl sa dwiema kolejnymi liczbami
naturalnymi, a kazda z nich ma co najmniej k róznych dzielników pierwszych.

__ Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 886. Niech a, b, Xo beda liczbami naturalnymi. Udowodnic, ze w ciagu (x;),

takim, ze Xn = aXn-1 + b (n 2: 1), jest nieskonczenie wiele liczb zlozonych.
Rozwiazanie na str. 11

M 887. Wykazac, ze jesli zadna z liczb a, a + d, a + 2d, ... , a + (n - l)d me
dzieli sie przez n, to liczby d i n nie sa wzglednie pierwsze.
Rozwiazanie na str. 3

M 888. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje liczba podzielna
przez m, której zapis dziesietny zawiera tylko zera i jedynki.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 503. Krótkowidz po zdjeciu okularów moze czytac ksiazke, trzymajac ja
w odleglosci 16 cm od oczu. Jaka jest zdolnosc skupiajaca okularów? Przyjac,
ze normalna odleglosc dobrego widzenia wynosi 30 cm.
Rozwiazanie na str. 4

F 504. Na dnie akwarium, napelnionego woda do wysokosci 10 cm,
umieszczono punktowe zródlo swiatla. N a powierzchni wody unosi sie okragla
nieprzezroczysta plytka tak, ze jej srodek znajduje sie pionowo nad zródlem
swiatla. Jaki jest najmniejszy promien plytki, przy którym ani jeden promien
swiatla nie moze wyjsc przez powierzchnie wody? Wspólczynnik zalamania
woda-powietrze wynosi 1,33.

Rozwiazanie na str. 2
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Patrz w niebo
Zacmienie Slonca bedzie wprawdzie za miesiac, ale
juz dzis opowiedzmy sobie o zacmieniach. Wiadomo,
ze zacmienie Slonca to skutek przesloniecia go przez

Ksiezyc. Jest on w niezlym przyblizeniu tyle razy
mniejszy od Slollca, ile razy jest blizej Ziemi niz
ono. Dlatego katowe rozmiary jego tarczy sa bardzo
zblizone do rozmiarów tarczy Slonca. Ani okoloziemska
orbita Ksiezyca, ani okolosloneczna orbita Ziemi
nie jest dokladnie kolowa, wskutek czego rozmiary
tarcz obu cial lekko sie zmieniaja. Czasem Ksiezyc
zakrywa tarcze Slonca z nadmiarem i mamy zacmienie
calkowite, a w innym przypadku nie jest w stanie
zakryc jej calkowicie i mamy zacmienie obraczkowe.

W sierpniu bedzie akurat zacmienie calkowite.
Dostarcza ono niezapomnianych wrazen, zupelnie
innych niz zacmienie czesciowe lub obraczkowe.
Podczas tych ostatnich dwóch robi sie wprawdzie
nieco mroczno, ale wlasciwie nie ma powodów do
wlaczania oswietlenia (w kazdym razie kodeks drogowy
nic o tym nie mówi). Natomiast zacmienie calkowite
to zapadniecie czarnej nocy, tym straszniejsze,
ze nagle. Zwierzeta lepiej od czlowieka wyczuwaja,
ze w przyrodzie dzieje sie cos niezwyklego i szykuja
sie do snu, z którego zreszta zaraz beda sie budzic, bo

faza calkowitosci trwa nie dluzej niz 7 minut. Podobno
gdy oczekuje sie na zacmienie na jakims wzgórzu,
z którego jest rozlegly widok, to ostatnie chwile przed
zacmieniem sa wrecz przerazajace, gdyz widac, ze od
horyzontu pedzi na obserwatora sciana mroku. A pedzi
rzeczywiscie, poniewaz cien Ksiezyca porusza sie po
powierzchni Ziemi nie wolniej niz okolo 0,5 km/s.
Potem zapada jakby normalna noc, gdyby nie to,
ze w miejscu Slonca widac czarny krag otoczony
promienista poswiata, która jest korona sloneczna,
normalnie niewidoczna w blasku Slonca. Przed

zbudowaniem koronografu wlasnie calkowite zacmienia
Slonca stwarzaly jedyna mozliwosc obserwowania jego
korony i dlatego organizowano specjalne ekspedycje do
miejsc, z których zacmienie mialo byc widoczne.

Zacmienie calkowite jak nagle nastepuje, tak i nagle
sie kOllczy .. Jest to moment szczególnie niebezpieczny
dla tych, którzy ogladali korone przez jakas lunete.
Juz pierwszy skrawek tarczy Slonca wylaniajacy
sie zza Ksiezyca moze swym blaskiem spowodowac
powazne uszkodzenie oka. A szkoda by bylo, gdyby
wycieczka w celu obejrzenia tak rzadkiego zjawiska
miala zakonczyc sie wypadkiem. Zycze obserwatorom
dobrej pogody!

Tomasz KWASI'

Przebieg calkowitego zacmienia SlOI1ca w Europie 11 sierpnia 1999 r. Owale oznaczaja ksztalt cienia Ksiezyca. Czas trwania fazy calkowitosci
wynosi od 2 n110 na za.chodzie Europy do 2 min 23 s w Rumunii - tu zacmienie bedzie najdluzsze. MOlnenty srodka zaCInienia podano w czasie
uniwersalnym (UT). Jezeli w danym kraju obowiazuje czas srodkowoeuropejski, do UT nalezy dodac 1 h, jezeli letni - dodac 2 h.

T.K

Lipiec
Wysoko w kierunku poludniowym widzimy gwiazdozbiór
Herkulesa, a w nim golym okiem, choc z trudem,
najjasniejsza na pólnocnym niebie gromade kulista gwiazd
oznaczona symbolem M 13. Kilkaset gromad kulistych otacza
dosc równomiernie nasza Galaktyke, a dwie najwspanialsze
znajduja sie - niestety -- na niebie poludniowym. Kazda to
skupisko w przyblizeniu milioua gwiazd, zachowujace swoja
tozsamosc od naj dawniejszych czasów. Gromady kuliste
naleza bowiem do najstarszych obiektów Galaktyki i innych
galaktyk. M 13 lezy w odleglosci 6,4 kpc od nas.

Dla niecierpliwych prezentujemy juz teraz mapke przebiegu
calkowitego zacmienia Slollca, które nastapi 11 sierpnia.
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Widac je bedzie z miejsc tak bliskich, ze warto chocby
na ten jeden dzieli. pojechac do Austrii czy na Wegry i to
nieco dzienne zjawisko zobaczyc na wlasne oczy. A co sie
tyczy lipca, to Wenus jest w Lwie i widac ja po zachodzie
Slonca w zachodniej stronie nieba; 14 VII Wenus osiaga
najwieksza jasnosc. Marsa równiez widac wieczorem
w zachodniej czesci nieba w Pannie. Natomiast Jowisz
i Saturn sa w Baranie i planety te widac dopiero w drugiej
polowie nocy. Nów Ksiezyca wypada 13 VII, a pelnia
28 VII - wtedy tez nastapi czesciowe zacmienie Ksiezyca,
ale z Polski niewidoczne, bo bedzie to podczas naszego
dnia. Ksiezyc zblizy sie jeszcze mocno do Aldebarana
10 VIII (i nawet zakryje go, ale w Europie bedzie to tez
za dnia) i do Regulusa 15 VII.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (17')
Wyjasnienie oszustwa (17):

Pierwsza calka zostala blednie obliczona: (y2 )5/2 nie jest

równe y5, lecz lyj5.

Poprawny rachunek powinien wygladac nastepujaco:

GRY

Zanim poznasz duzo ciekawych gier, musisz sie uzbroic

w troche cierpliwosci, Drogi Czytelniku. Dzis dalej o grze
Nim. Moze pomyslisz, ze gra Nim jest pepkiem swiata,
skoro poswiecamy jej tyle uwagi, ale tak jest w istocie: gra
Nim jest pepkiem swiata, oczywiscie swiata gier. Dopiero

gdy znajdziesz sie w tym swiecie, bedziesz mógl w pelni
docenic to, o czym mówimy ponizej.

Wprowadzmy do gry Nim drobna modyfikacje. Oprócz

stosów, które braly udzial w grze na dotychczasowych
zasadach, i które bedziemy w razie potrzeby nazywac

stosami zwyklymi, wprowadzmy stos rezerwowy, rzadzacy
sie nastepujacymi regulami. Na poczatku rozgrywki
znajduje sie w nim pewna liczba bierek. 'IV trakcie

rozgrywki mozna wykonywac ruchy na dotychczasowych
zasadach, tzn. zabierac bierki ze stosów zwyklych - te

bierki nie biora udzialu w dalszej grze. Pojawia sie jednak

nowy rodzaj dozwolonych posuniec: mozna przelozyc
dowolna liczbe bierek ze stosu rezerwowego na dowolny

stos zwykly, który dotad nie zosta.l zlikwidowany. Wygrywa

ten gracz, który zabierze wszystkie bierki z ostatniego
stosu zwyklego. Regula mówiaca, ze zlikwidowane stosy
nie moga sie odradzac, ma charakter czysto porzadkowy
i jest bez znaczenia dla istoty naszych rozwaza1\.

Jak wyglada strategia wygrywajaca w tak zmodyfikowanej

grze? Jest taka sama jak w zwyklej grze Nim! Nalezy
dazyc do podawania przeciwnikowi pozycji o dwójkowej

sumie bierek w stosa,ch zwyklych równej O. To, co dzieje sie
ze stosem rezerwowym, jest zupelnie bez znaczenia. Istotne
jest tylko to, ze reguly gry nie pozwalaj<~, aby gra toczyla
sie w nieskon,czonosc. Stos rezerwowy daje mozliwosc
wykonywania ruchów "do tylu". Nie wplywa to w niczym

na fakt, ze kazdy ruch zmienia dwójkowa sume bierek
w stosach zwyklych - jesli wiec podamy przeciwnikowi

pozycje o slunie O, to w odpowiedzi otrzymamy pozycje
o sumie dodatniej, niezaleznie od tego, czy przeciwnik

skorzystal ze stosu rezerwowego, czy tez nie. Natomiast
zawsze mamy mozliwosc przejscia od pozycji o sumie
dodatniej do pozycji o sumie O - dokladnie taka sama, jaka

istniala w zwyklej grze Nim. Jezeli jestesmy na pozycji

1 1 1 1

J J x3/2dxdy = J ~x5/21 x=y2 dy =
-1 y2 -1

1

= J G - ~IYI5) dy =
-1

= c: -Y:~I)1~1
212 1 422----+---------

- 5 15 5 15 - 5 15 - 3'

JWR

(4)

wygrywajacej, to stosu rezerwowego uzywac nie musimy!

Niech go uzywa przeciwnik, i tak mu to nie pomoze. Kiedy
tylko przelozy on bierki ze stosu rezerwowego na zwykly,

to w kolejnym ruchu mozemy te bierki odlozyc na bok,
niejako cofajac ruch wykonany przez przeciwnika.

Popatrzmy na przyklad:

7 12 4 Rezerwowy: 5.

Poniewaz 7 +2 4 = 3, wiec wygrywajace posuniecie polega
na zabraniu 9 bierek ze stosu drugiego, co prowadzi do
pOZYCjl

7 3 4 Rezerwowy: 5.

Jest to jedyne wygrywajace posuniecie polegaj<~ce
na usuwaniu bierek ze stosów zwyklych. Jak juz
powiedzielismy, stosu rezerwowego mozemy nie dotykac, ale

jesli chcemy ... 12 +2 4 = 8, to mozemy przelozyc l bierke
na pierwszy stos, prowadzac do pozycji

8 12 4 Rezerwowy: 4.

Natomiast 7 +212 = 11, skad wynika, ze wygrywajacy
ruch z uzyciem trzeciego stosu nie jest mozliwy, gdyz
wymagalby dolozenia 7 bierek, a w stosie rezerwowym jest

ich tylko 5.

A co by bylo, gdyby graczowi usuwajacemu bierki ze

stosu zwyklego przyznac prawo wyboru: wylaczyc bierki

z dalszej gry (czyli tak jak dotychczas) lub umiescic je
w stosie rezerwowym? Pozornie wydaje sie, ze taka gra

moglaby sie ciagnac w nieskonczonosc. Latwo bowiem
wyobrazic sobie sytuacje, kiedy jeden z graczy przeklada

bierke ze stosu rezerwowego na zwykly, drugi gracz te
sarna bierke przeklada z powrotem na stos rezerwowy,

pierwszy na zwykly, drugi znowu na rezerwowy itd. Taka
rozgrywka nie skonczy sie nigdy. Ale to tylko pozory!
W praktyce bowiem ten z graczy, który jest na pozycji

wygrywajacej, bedzie dazyl do zakonczenia gry i nie bedzie
przekladal bierek na stos rezerwowy, tylko usuwal je

z gry. Jego przeciwnik nie ma mozliwosci przedluzania gry
w nieskonczonosc. Gra zawsze sie zakOllcz y, o ile gracze

beda grac w sposób przemyslany.
JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu \Vroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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