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wIemy, co to jest masa? Piotr ZALEWSKI

Masa ludzi szuka w srodkach

masowego przekazu przepisu na
zmniejszenie indywidualnej masy
ciala. A jednak z ogólnej masy
towarowej wybieramy raczej mase
kakaowa, mase mleczna czy mase
orzechowa, masowo pakowana
w przetworzona mase plastyczna
lub mase papierowa. Czasami
w masie spadkowej udaje nam sie
natknac na mase perlowa, ale juz
masa upadlosciowa zdecydowanie
zle kojarzy sie masom pracujacym.
W ogóle masa spraw wiaze sie
z masa. Jedni chcieliby umiec
sterowac masami, inni woleliby po
prostu miec mase pieniedzy, zeby
mase swoich spraw pozalatwiac.
A fizycy próbuja zrozumiec, co to
tak naprawde jest masa.

Do tej wlasnie sytuacji odnosi sie
popularne rozumienie najslynniejszego
wzoru fizyki E = "m" c2, który

ponoc opisuje mozliwosc zamiany
masy w energie. Rozumienie to jest
uzasadnione jedynie wtedy, gdy
pamietamy, ze JJml1równa sie dm,
a nie m. Inna poprawna interpretacja
wzoru Einsteina jest podstawienie
pod "m" tzw. masy relatywistycznej,m
czyli wielkosci-:..-:..,-_- -__-. Wtedy

J1 - (v/c)'
masa relatywistyczna dla v = 0, czyli m
jest nazywana masa spoczynkowa·
Masa relatywistyczna jest po prostu
energia wyrazona w odpowiednich
jednostkach, i to ona, a nie ml pelni
role ladunku grawitacyjnego tam, gdzie
mozemy poslugiwac sie hybryda zlozona
z newtonowskiej grawitacji i szczególnej
teorii wzglednosci.

W tym ostatnim przypadku mamy
pewne "trudnosci techniczne" zwiazane
z brakiem ogólnej metody rozwiazywania
równan teorii oddzialywan silnych
- radzimy sobie za pomoca modeli
i rozwiazan numerycznych.

Masa, z laciny massa, ciasto, bryla, zadomowila sie w wiekszosci jezyków
pochodzenia europejskiego i w wiekszosci z nich pisze sie i brzmi podobnie
oraz ma podobnie szerokie znaczenie. Jest równiez jednym z pierwszych pojec
poznawanych na lekcjach fizyki. Masa jest z jednej strony miara trudnosci, która
napotykamy przy próbie zmiany predkosci danego ciala, ujeta po raz pierwszy
ilosciowo w II prawie Newtona F = mba, które stwierdza, ze przyspieszenie ciala
jest proporcjonalne do dzialajacej sily, a stala proporcjonalnosci jest wlasnie mb,
czyli tzw. masa bezwladna. Z drugiej strony masa pelni role ladunku we wzorze
na sile grawitacyjna F = mgg, gdzie g jest natezeniem pola grawitacyjnego. Oba
wzory wygladaja identycznie, ale mg nie musi równac sie mb. Obecnie wiemy,
ze równosc mg = mb jest spelniona z bardzo duza dokladnoscia· Konsekwentne
zastosowanie hipotezy równosci mas - bezwladnej i grawitacyjnej - doprowadzilo
Einsteina do ogólnej teorii wzglednosci, czyli teorii grawitacji, w której sila
grawitacyjna jest przejawem zakrzywienia czasoprzestrzeni spowodowanego
obecnoscia mas. Teoria ta nie wyjasnia natomiast, co to jest masa.

Co wiemy o masie? Masa jest wielkoscia charakteryzujaca pojedyncze cialo
lub odosobniony uklad cial niezaleznie od ukladu odniesienia. Mówimy, ze jest
skalarem ze wzgledu na transformacje Lorentza, tzn. niezmiennikiem szczególnej
teorii wzglednosci. W ogólnosci

gdzie sumowanie przebiega po elementach ukladu cial, którego mase obliczamy.
Czasami dodaje sie tak okreslonej masie przymiotniki "spoczynkowa"
i "niezmiennicza". Dlaczego spoczynkowa, wyjasnimy troche pózniej,
a niezmiennicza - po to, aby odróznic mase ukladu jako calosci od sumy mas

poszczególnych skladników

Jezeli nie nadajemy czastkom wielkich pedów, tzn. (Edc2)2 ~ CP't Ic)2, to
zaniedbujac wyrazy pedowe w powyzszych wzorach, otrzymujemy m = Li mi
i masa staje sie zwykla wielkoscia addytywna. Dzieki temu mamy prawo mówic,
ze masa dwóch worków ziemniaków jest dwa razy wieksza od masy jednego
worka, masa substratów jest równa masie produktów reakcji chemicznej, a nawet
uwazac za równe masy atomu w stanie podstawowym i wzbudzonym. Tak
dochodzimy do reakcji jadrowych, w których róznica mas ~m = m - Li mi
nie jest juz zaniedbywalna. Warto zwrócic uwage, ze m jest takie samo przed
i po reakcji, natomiast ~m ma sens tylko po reakcji rozpadu (lub przed reakcja
syntezy), kiedy okresla wyzwalana w reakcji energie (~m zdefiniowane jako
dodatnie dla reakcji rozpadu jest, oczywiscie, ujemne dla reakcji syntezy).

J ak na razie wydaje sie, ze wszystko rozumiemy. Rozkladamy materie na
coraz mniejsze elementy i mase obliczamy jako prosta sume mas skladników
pomniejszona o energie wiazania (np. worków z ziemniakami). Czy tak bedzie
w nieskonczonosc? Nie jest to wykluczone, ale wydaje sie z jednej strony
nudne, a z drugiej napotyka pewne trudnosci. W ten sposób mozemy zalatwic
sprawunki w sklepie warzywniczym, zrozumiec masy atomowe, z grubsza
proporcjonalne do liczby nukleonów w jadrze, oraz masy hadronów (proton,
neutron, piony i ich krewniacy) jako ukladów zbudowanych z kwarków.

Zagadka natomiast pozostaja masy leptonów, czyli elektronu i jego krewniaków,
oraz masy kwarków. Po pierwsze - nie udalo nam sie stwierdzic ich struktury, po
drugie - róznice mas sa tu bardzo duze, po trzecie - wyglada na to, ze mamy
dokladnie trzy pokolenia skladajace sie z dwóch leptonów i dwóch kwarków
kazde. Jezeli leptony i kwarki zbudowane sa z jakichs bardziej elementarnych
bezmasowych skladników (masywne skladniki pozostawiaja pytanie o mase
nierozwiazane), to ich dynamika powinna wyjasnic liczbe pokolen oraz
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Pomysl na to, skad bierze sie masa
w+, w- , wart byl dwóch Nagród
Nobla (dla w sumie pieciu laureatów)
i zaowocowal przewidzenielll wartosci ich

masy oraz wykryciem nie tylko samych
W+ i W-, ale równiez ich neutralnego
towarzysza ZO I przejawów obecnosci
którego wczesniej w przyrodzie nie
obserwowano.

obserwowane róznice mas miedzy nimi (np. stosunek masy naj ciezszego
naladowanego leptonu T do masy elektronu, wynoszacy okolo 3500, czy stosunek
mas kwarków mt/mu ::::::400000).

Ale to nie koniec tajemnic zwiazanych z masa w swiecie czastek elementarnych.
Oprócz królestwa czastek materii, czyli leptonów i kwarków, mamy jeszcze
królestwo czastek przenoszacych oddzialywania, którego najlepiej znanym
przedstawicielem jest bezmasowy foton. Oprócz niego znajdujemy tu - równiez
bezmasowe - gluony, czyli nosniki oddzialywan miedzykwarkowych oraz trzy
- niespodzianka - masywne bozony W+, W- i Za, przenoszace oddzialywania
slabe, odpowiedzialne za np. rozpad neutronu. Masa tych bozonów jest okolo
100 razy wieksza od masy nukleonów albo, jesli kto woli, równa mniej wiecej
polowie masy naj ciezszego kwarku.

'Wyjasnienia zagadki mas bozonów posredniczacych dostarcza mechanizm
Higgsa, który dodatkowo potrafi nadac mase i leptonom, i kwarkom bez
postulowania ich zlozonosci. W zasadzie nie jest on nowy. Jego zródel mozna
sie doszukac w fizyce ciala stalego. Np. wlasnosci pólprzewodników wyjasniane
sa czesto za pomoca tzw. pseudoczastek, elektronów i dziur, zachowujacych
sie jak swobodne czastki obdarzone tzw. masa efektywna, zalezna od budowy
pólprzewodnika, a bedaca wynikiem kolektywnego zachowania "prawdziwych"
elektronów.

Zeby w podobny sposób wyjasnic pochodzenie masy czastek elementarnych,
trzeba zapostulowac obecnosc w czasoprzestrzeni czegos, z czym oddzialywanie
nadaloby masy znanym czastkom. Poniewaz masy sa skalarami, wiec to cos
powinno tez byc skalarem. Dodatkowo, poniewaz tylko nosniki oddzialywania
slabego sa masywne, wiec nasze cos powinno byc czule tylko na oddzialywania
slabe.

Takim naj prostszym cosiem jest skalarne pole o czterech stopniach swobody.
(Wnikanie w matematyczna strukture cosia zaprowadziloby nas za daleko, ale
moze pomocne bedzie stwierdzenie, ze np. pole elektromagnetyczne zwiazane
z bezmasowym fotonem ma dwa stopnie swobody odpowiadajace liczbie
niezaleznych stanów polaryzacyjnych.) Ale to jeszcze nie koniec minimalnego
zestawu cech cosia. Konieczne jest, aby samooddzialywanie cosia sprawialo,
ze stan o najnizszej energii nie jest stanem o najwyzszej symetrii. Wtedy,
podobnie jak ferromagnetyk spontanicznie magnesuje sie ponizej temperatury
Curie, tak nasze cos spontanicznie polaryzuje sie ponizej pewnej temperatury.
W efekcie, bozony posredniczace, bezmasowe przy bardzo wysokich energiach,
zaczynaja wygladac, jakby mialy mase. Kazdy z nich "dobiera sobie" po jednym
brakujacym stopniu swobody z pola cosia (bezmasowe bozony posredniczace
maja, jak foton, tylko dwie mozliwe polaryzacje, a masowe trzy). Ostatni
- czwarty stopien swobody pozostaje jako obserwowalna skalarna czastka,
tzw. bozon Higgsa.

W tym podejsciu masy leptonów i kwarków pojawiaja sie w wyniku
oddzialywania z polem Higgsa, a róznice mas tlumaczone sa poprzez róznice
w sile tego oddzialywania, co, niestety, nie wyglada zbyt elegancko.

Czy tak jest naprawde? Przewidywania opisanego mechanizmu, bedacego
podstawa tzw. modelu standardowego czastek elementarnych, sa w bardzo
dobrej zgodnosci z doswiadczeniem. Brakuje tylko zaobserwowania samej czastki
Higgsa. Polowanie na nia odbywa sie we wszystkich mozliwych miejscach.
J ak na razie udalo sie ja osaczyc w granicach od jednej do dziesieciu mas Za.
Ostateczny werdykt powinien zostac wydany w ciagu dekady.

Albo znajdziemy bozon Higgsa, albo okaze sie, ze mechanizm Higgsa jest
nisko energetycznym efektywnym opisem nieznanej dynamiki przy bardzo
wysokich energiach, albo ... patrzac w lustro, powiemy do siebie "ty ciemna
maso!" , co by swiadczylo, ze odkrylismy cos zupelnie nowego. Pewne jest
tylko jedno. W ciagu kilku lat, bez wzgledu na to, która z trzech mozliwosci
zaobserwujemy, rozpocznie sie nowa, fantastyczna przygoda na tropach tajemnic
natury.
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Kto potrafi za pomoca komputera
(ewentualnie ze skanerem), mapy Europy
i rocznika statystycznego okreslic, gdzie
lezy srodek ludnosci Europy? Radze
zaczac rozwiazywanie tego zagadnienia od
dostosowania podanego okreslenia srodka
masy do zakrzywionej powierzchni Ziemi.
Nadeslane do Delty najlepsze rozwiazanie
Redakcja opublikuje, a autorowi wyplaci
wierszówke·

Rozwiazanie zadania M 883.
Umiescmy jednakowe masy
w wierzcholkach czworokata ABCD.
Srodek masy punktów materialnych A i B
lezy w srodku odcinka AB, a srodek masy
C i D w srodku C D; zatem srodek masy
czworokata jest srodkiem tego odcinka.
Podobnie stwierdzamy, ze srodek masy
Jest srodkiem kazdego z pozostalych
odcinków.

Srodek ciezkosci czy masy?
Wojciech KOPCZYNSKI

N a poczatbt bylo Slowo, ...

Z pojeciem srodka ciezkosci zapoznalem sie na szkolnych lekcjach fizyki.
Natomiast z - wypranym z tresci fizycznej - pojeciem srodka masy zetknalem
sie po raz pierwszy na wykladzie z matematyki, prowadzonym 34 lata temu
przez Pana Andrzeja Makowskiego i majacym na celu przygotowanie do
egzaminu wstepnego na Uniwersytet Warszawski. Studiowanie fizyki przekonalo
mnie, ze srodek masy jest czyms niezmiernie waznym, a ze srodkiem ciezkosci
ani w czasie studiów, ani podczas lektury fizycznej literatury naukowej chyba sie
nawet nie zetknalem.

Zdziwil mnie ostatnio fakt, ze obecnie uczniowie dowiaduja sie o srodku masy
na lekcjach fizyki (nie we wszystkich szkolach), a o srodku ciezkosci wylacznie
od matematyków: o "srodku ciezkosci trójkata" z podreczników, a o innych
"srodkach ciezkosci" z artykulów naszego Redaktora Naczelnego. Po co, piszac
o jednym - jak sie wydaje - pojeciu, uzywac dwóch róznych okreslen? A moze
pojecia te czyms sie róznia? Jesli tak, to uzycie którego z nich jest wlasciwsze?

Okreslmy te pojecia, zaczynajac od srodka masy. Umiescmy w punktach
zaznaczonych wektorami wodzacymi rk masy mk > O, k = l, ... , n. Wazona
masami miara odleglosci tego ukladu czastek (a jesli ktos woli, to punktów
materialnych) od punktu zaznaczonego wektorem wodzacym l' jest

n

1(1') = L mk(r - rk)2.
k=l

Srodek masy tego ukladu czastek definiujemy jako punkt, w którym funkcja 1
osiaga minimum. Jesli przez R oznaczymy promien wodzacy tego punktu, to
warunek znikania pochodnej funkcji 1wzgledem l' daje

n

R=Lmkrk/M,
k=l

przy czym M = I:~=1 mk jest calkowita masa ukladu. Zadanie, aby mk > O
dla kazdego k, jest w przypadku tej funkcji warunkiem dostatecznym na
(ostre) minimum. (Nieco slabszy warunek "dla kazdego k zachodzi mk 2: °
oraz istnieje k, dla którego mk > O" jest nie tylko dostateczny, ale i konieczny.)
Nie bede zaglebial sie w to, ze srodek masy izolowanego ukladu fizycznego
porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym, ani w to, iz fakt ten
poprzez twierdzenie Noether wiaze sie z niezmienniczoscia lagranzjanu (patrz:
Delta 5/1998) wzgledem przeksztalcen Galileusza, ani w wiele innych ciekawych
faktów zwiazanych z pojeciem srodka masy.

Przejdzmy do srodka ciezkosci. Nazwa ta sugeruje, ze jest to pojecie zwiazane
z ukladem sil grawitacyjnych. Niektórzy adepci fizyki sa sklonni przypuszczac,
ze pojecie srodka dotyczy dowolnego ukladu sil. W Delcie podczas niedawnej
dyskusji nad zadaniem na temat sily Coriolisa jeden z jej uczestników zauwazyl,
ze oprócz tej sily moga pojawic sie sily oporu i - o ile ich srodek nie bedzie
pokrywal sie ze srodkiem masy - doprowadza one do obrotu rozwazanego
w zadaniu ciala. Mial racje w tym wzgledzie, ze sily oporu moga doprowadzic
(lacznie z silami Coriolisa) do obrotu, ale i nie mial racji, bo sily oporu ani
sily Coriolisa na ogól nie maja srodka. Tak czy inaczej srodek ukladu sil Fk,

k = l, ... , n, dzialajacych na uklad n czastek, wiaze sie z obrotem ukladu
czastek jako calosci, a o tym decyduje calkowity moment sil wzgledem punktu O
(poczatku ukladu kartezjanskiego):

n

Mo = Lrk X Fk'
k=l

Gdy przesuwamy poczatek ukladu kartezjanskiego do punktu O', takiego,~ .

ze 00' = r, to wtedy rk f-+ rk - r, a calkowity moment sil przeksztalca sie
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nastepujaco:
Mo' = Mo - r x F,

Rozwiazanie zadania F 502.
Dla ciezal'll ciala znajdujacego sie na
równiku planety mamy z poprzedniego
zadania równanie

mAI 4".'mR
Q r = G R2 - -----;p-

Zgodnie z warunkiem zadania Qr = O,
czyli

M 4".2R

GR' = T2.
4

Masa planety o gestosci e wynosi 3"'" R3e.
Stad otrzymujemy gestosc

3". 3

e = GT2 ~ 19 kg/m.

n

przy czym F = 2:: Fk jest calkowita sila dzialajaca na uklad czastek. Jesli
k=1

F = O, to calkowity moment sil nie zalezy od punktu, wzgledem którego go
obliczamy. Jesli zas F :j:. O, to calkowity moment sil nie zmienia sie, gdy punkt,
wzgledem którego go obliczamy, pozostaje na prostej równoleglej do F; mamy
wiec prawo powiedziec, ze moment sil obliczamy wzgledem takiej prostej.
Ponadto obowiazuje

Twierdzenie (sluszne, gdy F :j:. O)

Nastepujace warunki sa równowazne:
1. Istnieje taki wybór prostej, wzgledem której obliczamy calkowity moment

sil, ze ten ostatni znika.
2. Calkowity moment sil, obliczony wzgledem dowolnego punktu, jest

prostopadly do calkowitej sily.

Dowód: Przy ustalonych Mo i F równanie

Mo-rxF=O

da sie rozwiazac wzgledem r wtedy i tylko wtedy, gdy Mo 1-F .•

Wystapienie sytuacji opisanej w Twierdzeniu zdarza sie rzadko. Moze
ona zaistniec, gdy wszystkie sily Fk maja jednakowy kierunek - a wiec
w szczególnosci gdy mamy do czynienia z jednorodnym polem grawitacyjnym
lub elektrycznym. Ale w przypadku jednorodnego pola elektrycznego sytuacja
ta nie wystapi, gdy calkowity ladunek ukladu czastek wynosi zero. Tylko
w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego - ze wzgledu na dodatniosc
masy - sytuacja taka wystapi zawsze. Mozna wiec mówic o prostej, wzdluz
której na uklad czastek dziala sila grawitacji. Wraz ze zmiana polozenia czastek
prosta ta bedzie sie zmieniac wzgledem zewnetrznego ukladu odniesienia,
zachowujac przy tym swój kierunek. Jesli mozemy zwiazac z ukladem czastek
uklad odniesienia, w którym czastki te spoczywaja (a wiec gdy czastki te
tworza cialo sztywne), to wzgledem tego ukladu odniesienia powyzsza prosta
bedzie sie wprawdzie zmieniac, ale wszystkie tak otrzymane proste przetna sie
w jednym punkcie ciala sztywnego. O punkcie tym obrazowo mówi sie, ze jest
punktem przylozenia sily ciezkosci, albo krócej, iz jest srodkiem ciezkosci.
Zauwazmy jeszcze, ze pojecie srodka ciezkosci mozna wprowadzic nie tylko dla
ciala sztywnego sensu stricto, lecz takze dla rotatora, tj. dla ukladu co najmniej
dwóch czastek, których wzajemne odleglosci pozostaja niezmienne i które leza
na jednej prostej. Srodek ciezkosci rotatora tez znajdzie sie na tej prostej.

Odradzalbym nauczycielom obszerne omawianie pojecia srodka ciezkosci
na lekcjach fizyki, gdyz brak na to czasu. Odradzalbym tez krótkie
wytlumaczenie, ze jest to punkt przylozenia sily ciezkosci, gdyz to skadinad
poprawne okreslenie sugeruje, iz istnieje jakis punkt przylozenia dowolnego
ukladu sil. Uzycie okreslenia "srodek ciezkosci" bez jakiegokolwiek
wytlumaczenia tez jest ryzykowne, gdyz pozwala domniemywac, ze okreslenie
to stosuje sie do dowolnego, a nie tylko jednorodnego, pola grawitacyjnego.
A to nie jest prawda.

Dwupunktowy rotator w ziemskim polu grawitacyjnym.

y

x

l

~
2

4

Rozwazmy bowiem rotator, skladajacy sie z dwóch
czastek o jednakowych masach m, oddalonych o 2a.
Umiescmy ten rotator w ziemskim polu grawitacyjnym
(które w rozsadnym przyblizeniu uznamy za sferycznie
symetryczne), tak ze jego srodek geometryczny
znajduje sie w odleglosci r od srodka Ziemi O, a jego
os nachylona jest pod katem a do prostej laczacej oba
srodki geometryczne (patrz rysunek). Poniewaz w polu
sferycznie symetrycznym mamy Fk II 1'k, wiec calkowity
moment sil dzialajacych na rotator, obliczany wzgledem
srodka Ziemi, znika: Mo = 1'1 X FI + 1'2 x F2 = O.



Rozwiazanie zadania M 884.
UmiescnlY w wierzcholkach A, B~ C
odpowiednio masy IBCI, ICAI, IABI
Srodek masy punktów A i B bedzie
wtedy w tym punkcie D odcinka AB,
który spetnla warunek

IADI _ IACI
IBDI - IBCI'

czyli w punkcie lezacYll1 na dwusiecznej
kata ACB. Wykorzystalismy tu
twierdzenie, kt.óre mówi, ze dwusieczna
kata dzieli przeciwlegly bok t.rójkata
w takim stosunku) jaki jest stosunek
przylegajacych do niego boków. Srodek
masy wszyst.kich punktów lezy na
odcinku DC, czyli tez na dwusiecznej.
W podobny sposób stwierdzamy, ze lezy
on na pozostalych dwusiecznych.

Przyklady:

Mimo ze nie mamy tu do czynienia z polem jednorodnym, istnieje jednak prosta,
wzdluz której dziala na rotator sila grawitacyjna: jest ona skierowana równolegle
do calkowitej sily dzialajacej na rotator i przechodzi przez srodek Ziemi. Chcac
obliczyc calkowita sile dzialajaca na rotator, F = FI + F2, obliczmy najpierw
sily FI i F2, dzialajace na jego czastki. Jesli przez ro oznaczymy promien Ziemi,
przez g zas przyspieszenie grawitacyjne na jej powierzchni i zalozymy, ze rotator
nie wnika w Ziemie, to

r (r - a cos a, a sin a)
2_1_ - _ gr2 --....:"------'--~~/2FI = -mgro Ir113 - m o (r2 _ 2arcosa + a2)3

i analogicznie

F _ 2 (r + a cos a, -asina)
2 - -mgro 2 3/2·(r +2arcosa+a2)

Latwo zauwazyc, ze gdy a oj:. O i a oj:. 7r /2, to wtedy skladowa y sily F jest
rózna od zera. A to znaczy, ze prosta, wzdluz której na rotator dziala sila
grawitacyjna, nie przechodzi na ogól przez jego geometryczny srodek. Rotator
w ziemskim polu grawitacyjnym nie ma srodka ciezkosci. Nie ma tez srodka
ciezkosci ocean ziemski w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca. Czy gdyby go
mial, mozliwe bylyby plywy?

Czy istnieja pole grawitacyjne i cialo sztywne, które umieszczone w tym polu
ma srodek ciezkosci, lecz srodek ten nie pokrywa sie ze srodkiem masy? Na to
pytanie nie umiem znalezc zadowalajacej odpowiedzi, sklonny jestem jednak
sadzic, ze jest ona pozytywna.

Matematyk, piszac lub mówiac o srodku ciezkosci, nie tlumaczy, czym on jest.
On go definiuje, a nastepnie uzywa. Moze to dobrze, ze prowokuje ucznia
do zadania pytania: - A jaki jest zwiazek tego srodka z ciezarem? Zle bedzie
dopiero wtedy, gdy to pytanie padnie, a matematyk nie bedzie umial na nie
odpowiedziec, nawet odwolujac sie do lekcyj fizyki. Dlatego radze, by w szkole
slowu "srodek" - jesli zostanie uzyte - zamiast "ciezkosci" towarzyszylo zawsze
slowo "masy".

1. Umiescmy dwupunktowy rotator, opisany w niniejszym artykule,

w cylindrycznie symetrycznym polu grawitacyjnym. (Abstrahujemy od jego

niejizycznosci.) Czy zawsze bedzie dla niego istniec prosta, wzdluz której
dziala sila grawitacji?

Nie. Umiescmy czastki rotatora w równej odleglosci od osi cylindra i po
przeciwleglych jego stronach, choc niekoniecznie na równej "wysokosci".
W takiej sytuacji calkowita sila, dzialajaca na rotator, wynosi zero.
(W analogicznej sytuacji w polu sferycznie symetrycznym, poniewaz
calkowity moment sil znika, ciagle mozemy mówic o tym, ze sila
grawitacji dziala wzdluz prostej - choc nie umiemy przypisac jej zwrotu.)
Jesli czastki rotatora sa istotnie na róznej "wysokosci", to calkowity
moment sil nie bedzie znikal. Proponuje opisac wzorami calkowita sile
i calkowity moment sil przy dowolnym polozeniu rotatora.

2. Jesli do upr-oszczonej, sferycznie

symetrycznej, ziemskiej sily grawitacyjnej

dodac sile odsrodkowa - wywolana obrotem

Ziemi wokól jej osi - to otrzyma sie

efektywna sile grawitacyjna, lepiej (choc
niedoskonale) opisujaca ziemskie pole

grawitacyjne. Czy w takim modelowym polu

bedzie zawsze istniec prosta, wzdluz której na

dwupunktowy rotator dziala sila grawitacji?

Nie, bo sytuacja ta jest mieszanina sytuacji
opisanej w artykule i w przykladzie L
Opisanie jej wzorami pomoze przekonac
niedowiar ków.

czyli

Rozwiazanie zadania M 885.
Poniewaz ANI BMAB jest równoleglobokiem, wiec (M AB, 1) jest srodkiem masy punktów
materialnych (A, 1), (B, 1), (M, -1). Zatem dowolny punkt P prostej MABC mozna opisac prze?,

I·NIAB+x·CP= --------
1 + x·

(l+x)·P=I·MAB+x·C=I·A+l B+x·C+(-l)·M.

W ten sam sposób dla punktów prostych Al BcA i M cA B uzyskujemy równosci

(1 + y)P = 1B + 1C + yA - 1M, (1 + zlP = 1C + lA + zB - 1M.
Pozwala to na stwierdzenie, ze punkt okreslony przez warunek

1
p = :I . (A + B + C - M)

lezy na kazdej z rozwazanych prostych.
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Jak to robi

matematyk?

Nawiazujac do artykulu Wojciecha Kopczynskiego przedstawiam tu matematyczna
teorie srodka masy i to, dlaczego matematycy czyms takim sie zajmuja. Bedzie to
przy tym bardzo szczególny fragment zastosowania w matematyce metod "masowych"
- rozpatrywane beda tylko skonczone uklady punktów materialnych.

Punkt materialny to dla matematyka para zlozona z punktu i liczby. Liczba ta jest

nazywana masa, choc moze byc zarówno dodatnia, jak i ujemna (czemu tak - dalej).
W interesujacym nas kawalku teorii rozwaza sie uklady punktów materialnych, czyli
ich skonczone zbiory. Podstawowe pojecie to moment statyczny ukladu (niech to

bedzie {(Al, mI),"" (An, mn)}) wzgledem punktu (nazwijmy go P). Okresla sie

go tak: dla jednego punktu (A, m) jest to AP. m (czyli jak w dzwigniach - ramie

razy sila), a dla wielu - suma momentów poszczególnych punktów ukladu, czyli

JGP. mI + ... +D·mn. Srodek masy ukladu to punkt, wzgledem którego uklad
ma moment równy zeru.

Oto dwa spostrzezenia. Po pierwsze - jesli S jest srodkiem masy rozpatrywanego
ukladu, a O jest dowolnym punktem, to

0= D'ml + ... + A:S.mn = (OS - OA~}ml + ... + (OS - ~)'mn,

czyli

Gdy mówimy osrodku masy ukladu
punktów bez podawania ich mas, nalezy
to rozumiec tak, ze w kazdym z tych
punktów umieszczona jest ta sama masa.

Technika poszukiwania srodka masy
stwarza ciekawa mozliwosc zrobienia
z jednego punktu geometrycznego róznych
punktów materialnych (patrz przyklad 3).

OS = OJG . mI + + ~ .mn
mI + +mn

A wiec, po drugie - to jest spostrzezenie Kartezjusza - srodek masy ukladu punktów

materialnych to w dowolnym ukladzie wspólrzednych (!) kartezjanskich ich
srednia wazona, czyli

S = Al . mI + + An . mn .
mI + + mn

Wynika stad w szczególnosci, ze srodek masy dowolnego ukladu punktów materialnych

lezy w najmniejszej podprzestrzeni zawierajacej te punkty (a wiec np. na prostej, na
plaszczyznie).

Aby sprawnie poszukiwac srodka masy, przydatne jest pojecie ukladów równowaznych,

czyli takich, które wzgledem kazdego punktu maja ten sam moment statyczny. Wyzej
poczynione spostrzezenia pozwalaja stwierdzic, ze z kazdym ukladem równowazny jest

uklad jednopunktowy: srodek masy pierwotnego ukladu z suma jego mas. Zatem na to,
by dwa uklady byly równowazne, potrzeba i wystarcza, by mialy ten sam srodek masy
i te sama sume mas.

Drugi wiersz mówi, ze S lezy na plaszczyznie Al Bl CI, a trzeci,
ze jest srodkiem DW.

3. Plaszczyzna przecina kraw~dzie boczne AW, BW, CW
ostroslupa ABC DW o podstawie równoleglobocznej odpowiednio

w ~, ~, ~ ich dlugosci, liczac od wierzcholka. Znalezc stosunek,
354

w jakim ta plaszczyzna dzieli kraw~dz DW.

c

D+W
2

w

S = (lA+ 2W) + (-lB - 4W) + (lC +3W)
1+2-1-4+1+3

3Al - 5Bl + 4Cl
2

(lA - lB + lC) + (2W - 5W + 4W)
2

Umiescmy w punktach
A, B, C odpowiednio masy
l, -l, l. Z punktu W robimy
trzy punkty materialne,
obdarowujac go kolejno takimi
masarni, aby (patrz rysunek)
srodek masy (A, l), (W, mA)
wypadal w Al, srodek
(B, l),(W, mB) w Bl i srodek
(C, l), (W, me) wypadal
w CI. Jak nietrudno obliczyc,
mA = 2, mB = -4, me = 3. A

Obliczamy srodek S masy ukladu wszystkich (szesciu) punktów,
róznie grupujac wyrazy:

Przyklady:

1. Srodek masy wierzcholków trójkata to punkt przeci~cia jego

srodkowych.

Marny uklad U = {(A, l), (B, l), (C, In. Zastepujemy
{(A, l), (B, In przez równowazny mu uklad {(D, 2n,

d' l·A+l·B A+B
g Zle D = ---2--- = --2-
Zatem D jest srodkiem odcinka AB.
Uklad U jest równowazny ukladowi

{(D, 2), (C, In, co juz wystarcza
do dowodu l, bo srodek S masy tego

A"'----- I \ ukladu lezy na C D, czyli na srodkowej
- analogicznie stwierdzamy, ze lezy na
pozostalych srodkowych. Faktycznie

uzyskalismy znacznie wiecej: wierny, ze /5!; : es = -l : 2, a wiec
srodkowe dziela sie w stosunku l : 2.

2. STOdek masy punktów materialnych (A, l), (B, -l), (C, l)
jest w takim punkcie D, ze ABCD jest równoleglobokiem.

Wystarczy wykazac, ze srodek odcinka AC jest srodkiem
odcinka BD. Ale z definicji srodka masy

l·A+(-l)·B+l.CD = --~~---- = A- B+C,
1+(-1)+1

A+C B+D
skad A + C = B + D, a wiec --2- = --2-'

6



Funkcja jednorodna stopnia k to taka
funkcja n-argumentowa f, która dla
dowolnych argumentów spelnia warunek

f(),· X" ... , ),. xn) =),k . f(Xl •...• xn).

Równanie f = O jest dla takiej funkcji
nazywane równaniem jednorodnym.
Dla wielomianów jednorodnosc oznacza,
ze wszystkie wyrazy sa tego samego
stopnia.

Wspólrzedne arealne nie sa okreslone
wtedy, gdy wspólrzedne barycentryczne
sumuja sie do zera. Nalezy wtedy
przeniesc sie do geolnetrii rzutowej,
o czym tu nie bedziemy mówic.
Wszystkie punkty zwyczajnej przestrzeni
czy plaszczyzny maja wspólrzedne
barycentryczne o sumie róznej od zera.

Odniesienie do klasycznej geometrii moze byc takie. Jesli zdecydujemy sie poslugiwac
polem zorientowanym (tj. brac pole trójkata z plusem, gdy jego wierzcholki sa
uporzadkowane zgodnie z orientacja ukladu odniesienia (Al, A2, A3), a z minusem
w przypadku przeciwnym) i za jednostke pola brac S'::'AlA2A3 (pole zorientowane
trójkata A1A2A3), to wspólrzedne arealne punktu P, czyli wspólrzedne barycentryczne

unormowane do sumy równej 1, a wiec ( +m, + ' +m2 + ' +m,+ ) sa równemi m2 m3 mI m2 m3 mI ffi2 ffi3

(S'::'A3PA2' S.::.A l PA" S'::'A2PA,),

Jest to najwieksza zaleta wspólrzednych barycentrycznych - wszystkie zaleznosci
geometryczne opisywane sa przez równania jednorodne, co ogromnie upraszcza
rachunki.

Uzycie ujemnych mas matematycznie spowodowane jest spostrzezeniem, ze dla mas
dodatnich srodek masy zawsze lezy wewnatrz uwypuklenia zbioru punktów (czyli
najmniejszego zbioru wypuklego, który je zawiera). Gdy zatem chcemy, by srodek
masy mógl znalezc sie w dowolnie wskazanym miejscu, musimy dopuscic równiez
i masy ujemne. Z fizycznego punktu widzenia mozna powiedziec, ze oprócz dzwigni
dwustronnych dopuszczac bedziemy równiez dzwignie jednostronne. A poza tym
uzasadnia to odrzucany przez fizyków termin srodek ciezkosci - realny ciezar, jako
suma grawitacji i wyporu, moze byc zarówno dodatni, jak i ujemny (np. balony).

A2 Technike srodków ciezkosci wprowadzil do matematyki Archimedes, pózniej miala
ona od czasu do czasu rozmaitych zwolenników, ale w pelni konsekwentnie uczynil
z niej narzedzie matematyki (ciagle mówimy tylko o skonczonych ukladach punktów)
Ferdinand Mcibius (Der baryzentrische Calcul, 1827). Wspólrzedne barycentryczne,
jakie wprowadzil, staly sie nieodlacznym narzedziem najsilniejszej z dyscyplin
algebraicznych, która jest dzis geometria algebraiczna.

Jezeli mamy na plaszczyznie trzy niewspólliniowe punkty (w dowolnej przestrzeni
- wierzcholki maksymalnego sympleksu), to mozemy kazdemu punktowi
przyporzadkowac trójke liczb - mas, jakie nalezy umiescic w kolejnych wierzcholkach
trójkata, aby srodek masy wypadl wlasnie w tym punkcie. Ta trójka to wspól1'zedne

ba1'ycentryczne tego punktu. Oczywiscie, kazdy punkt ma wiele róznych ukladów
wspólrzednych barycentrycznych w danym ukladzie odniesienia (czyli dla danej trójki
punktów) - sa to wszystkie trójki proporcjonalne, z wyjatkiem trójki samych zer.

(9,-1,-2)

(0,1,2)
Przyklady wspólrzednych
barycentrycznych punktów.

Marek KORDOS

Uwaga. Punkty P, Q, R moga byc obierane dowolnie na calych prostych
BC, AC, AB, nie tylko na bokach trójkata.

k31

b I· S'::'A,A2A3·

m3I k1
S'::'ABC = ~ I h

m1

pole zas t1'ójkata PQR jest równe

I A{tV+ 1 ,. T(A+l)({t+l)(v+l) .

Jesli rozpatrzymy uklad wspólrzednych kartezja11skich, w którym jest
Al = (1, O), A2 = (O, 1), A3 = (O, O), to punkt o wspólrzednych arealnych (Pl, P2, P3)
bedzie w nim mial wspólrzedne (pl, P2).

Naj wazniejszy wzór barycentrycznej geometrii opisuje (w przypadku plaszczyzny)
pole trójkata, którego wspólrzedne arealne sa A = (k1, k2, k3), B = (l1, 12, 13)

i C = (m1' m2, m3):

Stad, uznajac wspólrzedne dwóch punktów za dane, a trzeciego za niewiadome,
uzyskujemy (jednorodne, stopnia 1, bez wyrazów wolnych) równanie prostej we
wspólrzednych barycentrycznych - pole jest równe zeru.

Najefektowniejs'te - moim zdaniem - elementarne twierdzenie (tez w przypadku
plaszczyzny), które latwo mozna uzyskac ta droga, to twierdzenie Routha:

jesli pole trójkata ABC jest równe T oraz (patrz rysunek obok),

BP=A'PC, CQ={tQA, AR=vRB

to pole t1'ójkata J( LM jest równe

I (A{tV - l? I· T(Alt + A + l)({tv + {t + l)(vA + v + 1) ,

A3 Q A2
Oto poczatek dowodu podanego wyzej
zwiazku wspólrzednych arealnych z polem
w przypadku wspólrzednych dodatnich:

m2 _ IA3QI _ S"A3AlQ

m3 - IQA21 - S"QAlA2

S"A3PQ _ S"A3AlQ - S"A3PQ

S"QPA2 - S"QAlA2 - S"QPA2

SÓ.A1PA3

SÓ.A2PAl

Dokonczenie tego dowodu, jak
tez uzasadnienie wszystkich dalej
przytoczonych faktów, to nietl'lldne
zadania - polecam je z calego serca.

B
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Ile .
wazy kilogram? Ewa CZUCHRY

Rozwiazanie zadania F 501.
Rozwazmy cialo o masie m pozostajace
w spoczynku wzgledem powierzchni
planety. Dzialajace na nie sily: ciezkosci,
odsrodkowa i reakcji podloza (równa co
do wartosci ciezarowi ciala), równowaza
sie· Na biegunie i na równiku sily te
sa skierowane wzdluz jednej prostej
i lTIOZerny napisac warunek pozostawania
w spoczynku nastepujaco:

mv2

Fg=Q+R'
gdzie Fg jest przyciagajaca sila ciezkosci,
Q ciezarem cial a równym wartosci

2

sily reakcji podloza, mv jest silaR
odsrodkowa, a v predkoscia liniowa
wynikajaca z obrotu planety.

Na biegunie mamy v = O i stad Fg = Qb,

czyli ciezar ciala Qb na biegunie jest
równy wa'rtosci sily ciezkosci w tym
punkcie.

N "k 2"R d' T'
a raWOl u v = T' g Zle Jest

okresem obrotu. Mamy wiec

4,,2mR
Fg = Qr + ---;y;-,

ale zgodnie z warunkiem zadanial l ..
Qr = :;jQb = :;jFg, otrzymujemy WieC
równanie

l 4,,2mR

:;jFg=~
Sila ciezkosci Fg, dzialajaca na
cialo znajdujace sie na powierzchni

. mM
planety, Jest równa Fg = G R2 '
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Kilogram. Bez wahania odpowiemy, kladac pare jablek na prostej ':Vadze
szalkowej i porównujac sile, z jaka Ziemia przyciaga jablka, czyli ich ciezar,
z sila dzialajaca na odwaznik. Dlaczego jednak "kilogram" - skoro mierzymy
wielkosc sily, czemu nie poslugujemy sie jej jednostka i nie sprzedajemy (lub
kupujemy) owoców "na niutony"?

Chociazby po to, aby ustrzec sie przed nieuniknionymi stratami albo procesami
o nieuczciwosc. Ciezar ciala nie jest bowiem wielkoscia charakterystyczna dla
danego ciala, ale zmienia sie on wraz z szerokoscia geograficzna albo wysokoscia
nad poziomem morza. Nasze europejskie "dziesiec niutonów" wazyloby
wprawdzie wiecej na biegunie, ale mniej na równiku i jeszcze mniej na szczytach
Himalajów. Duzo wygodniej jest nam operowac masa grawitacyjna, wielkoscia
z definicji niezalezna od natezenia pola grawitacyjnego. Wybierajac jakis
przedmiot jako wzorzec, mozemy okreslac mase grawitacyjna przez stosunek
ciezaru danego ciala do ciezaru masy wzorcowej. Otrzymana w ten sposób
wielkosc jest proporcjonalna do ciezaru ciala, ale nie zalezy od miejsca na Ziemi,
w którym je wazymy. Mozemy wiec swobodnie podrózowac ze swoim zestawem
odwazników po calym swiecie, nie obawiajac sie potencjalnych nierzetelnych
sprzedawców z okolic podbiegunowych.

Niestety, masa grawitacyjna nie opisuje nam jeszcze ilosci materii, latwo
wyobrazanej jako ilosc atomów wchodzacych w sklad danego ciala. Mozna
o niej myslec raczej jak o "ladunku grawitacyjnym", analogicznym do ladunku
elektrycznego. Taki "ladunek" opisuje nam nie tylko, z jaka sila dane cialo
jest przyciagane grawitacyjnie przez Ziemie, ale takze, z jaka sila dziala ono
na Ziemie. W elektrycznosci ladunek elektryczny i masa bezwladna, czyli
wielkosc opisujaca opór (bezwladnosc) stawiany przez cialo przy próbach zmiany
predkosci jego ruchu, moga byc zupelnie rózne. Dlaczego wiec mialoby byc
inaczej dla ladunku grawitacyjnego?

Sila grawitacji jest jednak sila szczególna. Od sily elektrostatycznej rózni ja to,
ze jest ona powszechna i nieunikniona, nie mozna od niej uciec ani skonstruowac
ekranów od niej izolujacych (analogicznych do klatki Faradaya). Istnieja ciala
neutralne elektrycznie, nie istnieja zas (niestety!) mogace oprzec sie dzialaniu
grawitacji.

Skorzystamy z tej wlasnosci materii. Wezmy troche dowolnej substancji,
zwazmy i podzielmy na dwie równe czesci. Kazda z nich bedzie dwa razy slabiej
przyciagana grawitacyjnie i w zwiazku z tym obdarzona dwukrotnie mniejsza
masa grawitacyjna. Takze masy bezwladne tych dwóch czesci - proporcjonalne
do ilosci zawartych w nich atomów - beda dwa razy mniejsze. A wiec dla
kawalków tej samej substancji masy grawitacyjne musza byc proporcjonalne do
ich mas bezwladnych.

Ale jak porównywac pod tym wzgledem zupelnie rózne substancje? Tutaj
musimy siegnac po fakty doswiadczalne. Przeprowadzona wiele razy
slynna obserwacja pokazala, ze w prózni dowolne przedmioty, wykonane
z zupelnie róznych materialów - od olowiu do pierza, spadaja swobodnie
w polu grawitacyjnym z przyspieszeniem g, stalym dla danego miejsca na
Ziemi. Sila przyspieszajaca te ciala jest sila grawitacyjna proporcjonalna
do masy grawitacyjnej. A wiec masa grawitacyjna jest proporcjonalna
do masy bezwladnej, co wiecej, stosunek ich wartosci jest taki sam dla
wszystkich substancji (bo przedmioty z nich wykonane spadaja z jednakowym
przyspieszeniem). Jesli wiec wybierzemy 1 kg jako jednostke obydwu mas,
stosunek ten bedzie równy jeden i otrzymamy równosc masy grawitacyjnej
i masy bezwladnej.

Twierdzenie to lezy u podstaw ogólnej teorii wzglednosci, jednej
z najwazniejszych teorii XX wieku. W naszych rozwazaniach, opartych na
doswiadczeniu, nie musielismy korzystac jednak z jej zalozen, na szczescie wiec
nie jest nam potrzebna doglebna znajomosc tej teorii, gdy wybieramy sie do
sklepu po kilogram marchewki ...
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mala delia

Czy stawianie igly jest trudniejsze
od wstawania z krzesla?

Rys. l

Rys. 2

Rys. 3

CDo

Wstawanie z krzesla jest chyba latwe, ale stawianie igly tez nie wydaje sie
bardzo trudne. Wystarczy wbic igle i juz stoi. Chyba ze wyjasnimy sobie, iz igla
wbita to nie to samo co postawiona. Dla przykladu sprawdzmy, czy mozna
to zrobic na szkle. Wezmy wysoki sloik, ustawmy go do góry dnem i na tak
przygotowanej powierzchni spróbujmy postawic nasza igle. I co, nie chce stac?
Wiec wolicie wstawac z krzesla? Spokojnie, dojdziemy i do tego, ale moze to
dobry moment, zeby sie zalozyc z kolegami? Choc gola igla za nic nie chce
pozostac w pozycji wertykalnej, to moze udaloby sie to, gdyby cos do niej
przymocowac?

Dajcie szanse Waszym kolegom, uprzedzajac, ze niedozwolone jest uzywanie
magnesów, baloników z helem itp. Jedynym punktem podparcia zbudowanej
konstrukcji ma byc ostrze igly. Jezeli zebrani uznaja zadanie za niewykonalne,
mozecie sie zakladac. Wam sie to uda. Jedna z mozliwosci przedstawia
rysunek 8. Nawet dla tych, którzy znaja rozwiazanie, takie postawienie igly
przyniesie frajde. To sie moze bujac, krecic w kólko, a przede wszystkim
przeczyc naszemu codziennemu doswiadczeniu. Nasi pradziadkowie z luboscia
oddawali sie sztuce tworzenia konstrukcji podobnych do tych przedstawionych
na rysunku 2. Dlaczego utrzymuja sie w równowadze? Choc sa dziwne, to pod
tym wzgledem niczym nie róznia sie od zwyklych przedmiotów. Równowaga
jest mozliwa przy spelnieniu nastepujacego warunku (a): gdy patrzymy
wzdluz kierunku dzialania grawitacji, srodek ciezkosci znajduje sie pomiedzy
punktami podparcia. Jest to warunek konieczny i wystarczajacy, gdy cialo
ma przynajmniej trzy niewspólliniowe punkty podparcia. Przykladem takiego
ukladu jest slon na trójnoznym taborecie. Jezeli wszystkie punkty podparcia
leza na jednej linii, lub, w szczególnosci, jest tylko jeden punkt podparcia, to
... wszystko sie przewróci, chyba ze spelniony jest dodatkowy warunek (b):
istnieje punkt podparcia, który znajduje sie wyzej niz srodek ciezkosci. Dzieki
spelnieniu tego warunku udalo nam sie postawic igle. Gdzie jest srodek ciezkosci
naszego ukladu (w stanie równowagi)? Dokladnie pod punktem zetkniecia igly
ze szklem. Czy potrafilibyscie wyznaczyc odleglosc miedzy tymi punktami?
Sufler podpowiada, zeby naszym ukladem troche pobujac. Naprawde - nie
bujam.

Wrócmy do golej igly. Poniewaz nie mozna dla niej spelnic warunku (b),
to realizacja warunku (a) moze byc tylko chwilowa. Wezmy wieksza igle,
np. oszczep. Jezeli ktos z Was nie ma akurat w domu oszczepu, to szczotka do
zamiatania na dlugim kiju albo sam kij bedzie w sam raz. Postawcie kij pionowo
na palcu i spróbujcie utrzymac go mniej wiecej w takiej pozycji. Jezeli nigdy
tego nie robiliscie, to poczatkowo cwiczenie moze nie wychodzic, ale juz po kilku
próbach powinniscie umiec utrzymac taki kij co najmniej przez minute. Dlaczego
udaje sie to pomimo niespelnienia warunku (b)? Zadna filozofia, teraz mozemy
ruszac reka w taki sposób, aby skorygowac tendencje kija do przewracania
sie. No to spróbujcie zrobic to samo z igla albo nawet z olówkiem. Moge sie
zalozyc, ze to Wam sie nie uda. Ale to nie koniec. Wezcie kijek o dlugosci okolo
30-40 cm. Jego tez nie bedziecie potrafili utrzymac w równowadze (jezeli ktos
z Was potrafi, to ma zadatki na artyste cyrkowego). Teraz do górnego konca
kijka przymocujcie maly ciezar o wadze okolo cwierc kilograma (jezeli mamy
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Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

nie ma w domu, to mozna nadziac na kijek odpowiedni kawalek zóltego sera
zawinietego w folie). Kijek z serem mozna utrzymac juz kilkanascie sekund bez
specjalnego treningu. Im dluzszy kijek i im wiekszy kawalek sera (w rozsadnych
granicach), tym latwiej.

Pora zastanowic sie nad wyjasnieniem naszych obserwacji. Zamiast starac sie
spelnic warunek (b), caly czas podwyzszalismy polozenie srodka ciezkosci.
Dlaczego to pomaga? Powód jest bardzo prosty. Im wyzej jest srodek ciezkosci,
tym wiecej czasu potrzeba na to, aby kijek upadl. Z drugiej strony, poniewaz
precyzja naszych ruchów jest ograniczona, wiec dopiero od pewnego rozmiaru
kijka jestesmy w stanie korygowac jego ruch.

Postarajmy sie wytlumaczyc to troche dokladniej. Wezmy niewazki, cienki
pret o dlugosci r z punktowa masa m na koncu (to jest oczywiscie idealizacja
naszego kijka z zóltym serem). Odchylmy go pod niewielkim katem Q' od pionu
(rysunek 5) i puscmy. Od czego zalezy czas, po jakim odchylenie zwiekszy
sie dwukrotnie? Jezeli rozpatrujemy male katy, to mozemy przyblizyc luk,
po którym bedzie sie poruszal ser, przez cieciwe tego luku, a wtedy mamy
zsuwanie sie sera po równi pochylej bez tarcia. W takim przypadku wiemy,
ze przyspieszenie a nie zalezy od masy ciala (zalezy jakos od kata Q', ale to
dla nas nie jest istotne), a czas zalezy tylko od odleglosci x proporcjonalnej
do r i przyspieszenia. Jezeli r wyrazimy w centymetrach, a przyspieszenie
w centymetrach na sekunde do kwadratu, to jedynym sposobem otrzymania
wyniku w sekundach jest wyciagniecie pierwiastka kwadratowego z ilorazu
dlugosci i przyspieszenia t ~ J(r/a). No to jestesmy w domu. Nie tylko
wiemy, ze czas, w jakim musimy dokonac korekcji polozenia kijka z serem, rosnie
z dlugoscia kijka, ale nawet wiemy jak. Aby miec dwa razy wiecej czasu, trzeba
miec cztery razy dluzszy kij.

Zaraz, cos chyba naoszukiwalismy. W naszym wzorze nie ma masy. Do czego
ten ser jest nam potrzebny? Ser jest potrzebny po to, zeby kijek mozna bylo
uwazac za niewazki. Jezeli kawalek jest juz istotnie ciezszy od kijka, to dalsze
zwiekszanie masy nic nie pomoze. Pomóc moze tylko zwiekszanie dlugosci kijka.
Jak dlugi goly kij jest równowazny kijkowi z serem? Na to chyba potraficie
juz sami odpowiedziec. Rozumiecie równiez, dlaczego w cyrku akrobata moze
spokojnie wykonywac ewolucje wlasnie na bardzo wysokim kiju (nie wiem, jaka
jest fachowa nazwa takiego draga) umieszczonym na glowie drugiego akrobaty.

Skoro juz jestesmy w cyrku, to zastanówmy sie, czy nasze rozwazania pozwalaja
na uzasadnienie uzywania dlugiej, poziomo trzymanej tyczki przy chodzeniu po
linie. W zasadzie tak, ale tu istotna jest taka cecha dlugiego kija, której udalo
nam sie przy serze nie zauwazyc.

Zacznijmy od prostego doswiadczenia. Za pomoca nici mocujemy do haka
ciezki przedmiot. Drugi kawalek nici o tej samej dlugosci przywiazujemy do
ciezaru od dolu. Która nic zerwie sie, jezeli gwaltownie szarpniemy za dolna
nic? Przynajmniej czesc z Was wie, ze zerwie sie nic dolna, choc górna jest
bliska zerwaniu pod samym wiszacym ciezarem (oczywiscie doswiadczenie to
nie zawsze wychodzi, wazne jest tylko to, ze im gwaltowniej szarpniemy, tym
wieksze prawdopodobienstwo zerwania dolnej nici). Co to ma wspólnego z nasza
tyczka? Tym, co chroni górna nic, jest bezwladnosc wiszacej na niej masy. Aby
zmienic predkosc ciala, potrzebna jest nie tylko sila, ale i czas. Jezeli ruch jest
bardzo gwaltowny (nie ma czasu), to mase mozna uwazac za przytwierdzona.
Wtedy górna nitka (prawie) nie wie o tym, ze ktos pociagnal za dolna. Z tyczka
linoskoczka jest tak samo. Tylko teraz wazna jest nie tyle sama bezwladnosc,
co tzw. moment bezwladnosci, czyli wielkosc mówiaca o tym, jak trudno jest
cos obrócic. Moment bezwladnosci jest tym wiekszy, im wieksza masa i im
dalej od punktu obrotu jest umieszczona. Moment bezwladnosci tyczki jest
wazny dla akrobaty, poniewaz tracenie równowagi zwiazane jest z ruchem
obrotowym wokól punktu podparcia. Taka tyczka sklada sie jakby z dwóch
kijów z poprzedniego problemu. (Z jego analizy wiemy, ze tyczke mozna zastapic
krótsza z ciezarkami na obu koncach). Równowage za jej pomoca lapie sie,
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Rys. 8

odpychajac sie od niej jak od poreczy. Im gwaltowniej sie odpychamy
(gwaltownie przekrecamy tyczke wokól osi równoleglej do liny), i im wiekszy
jest moment bezwladnosci tyczki, tym bardziej przypomina ona umocowana
porecz. Oczywiscie, zamiast tyczki mozna uzywac wlasnych konczyn czy
parasolki (w tym przypadku wazny jest opór powietrza przy gwaltownych
ruchach). Kazdy to robi odruchowo na równowazni. Najlepiej to widac tuz przed
spadnieciem. Czasami za pomoca gwaltownego ruchu udaje nam sie równowage
przywrócic. W kazdym razie okrzyk "malarz, trzym sie pedzla, bo drabina leci!"
nie jest wcale taki bezsensowny.

N a koniec ostrzezenie. Chodzenie po linie, nawet z tyczka, wymaga zmudnego
treningu i nikomu nie radze próbowac na wysokosci wyzszej niz pól metra.
Autor i redakcja nie ponosza zadnej odpowiedzialnosci za wykorzystywanie
tego artykulu do nauki sztuk cyrkowych. Choc rozumienie fizycznych podstaw
ewolucji akrobatycznej moze pomóc w jej opanowaniu, to od rozumienia do
umiejetnosci droga daleka. No to usiadzmy przed droga na tytulowym krzesle
tak jak na rysunku 1. Proste w lokciach rece, oparte na zlaczonych kolanach
zgietych pod katem prostym. Jezeli komus uda sie wstac, nie zginajac lokci,
nie odrywajac rak od zlaczonych kolan i nie odrywajac stóp od podlogi, to ma
gotowy numer cyrkowy bez wchodzenia na line.

Mala Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
W dniach od 20. do 26. marca w Georgia World
Congress Center w Atlancie odbyl sie Centennial
M eeting oj the A merican Physical Society. Wedlug
organizatorów bylo to najwieksze spotkanie fizyków
w historii, zorganizowane, jak sama nazwa wskazuje, dla
uczczenia stulecia APS - Amerykanskiego Towarzystwa
Fizycznego.

Ponad 11 tysiecy naukowców uczestniczylo w prawie
tysiacu 2-3 godzinnych sesji po kilka-kilkanascie
referatów kazda. Katalog tytulów sesji przypominal
rozklad lotów duzej linii lotniczej, a krótkie streszczenia
referatów wreczono uczestnikom w postaci dwóch
grubych ksiazek telefonicznych. Wiekszosc referatów
miala dokladnie okreslony i skrupulatnie odmierzany
czas trwania: 10 minut plus 2 minuty na pytania
i odpowiedzi. Mniej wiecej co drugi uczestnik mial
przynajmniej jedno swoje (podwójne) 5 minut. Stopien
komplikacji samego centrum i jego otoczenia (olbrzymia
hala sportowa, kwatera glówna CNN, przebiegajaca
przez srodek linia kolejowa) potegowaly wrazenie
uczestniczenia w jakiejs surrealistycznej podrózy.

Trudno powiedziec, czy w trakcie tej konferencji
dokonal sie jakis przelom w fizyce, czy zostalo
ogloszone jakies naprawde epokowe osiagniecie.
Mysle, ze nie. Pewne jest natomiast, ze konferencja
udowodnila wszechobecnosc fizyki i fizyków. Gdybym
mial wybrac tylko cztery hasla charakteryzujace to
spotkanie, a wiec chyba i wspólczesna fizyke, to bylyby
to: interdyscyplinarnosc, nowe materialy, mechanika
kwantowa oraz warunki ekstremalne.

Ogranicze sie do podania dwóch przykladów. Kilka
doniesien dotyczylo zastosowan najpotezniejszego
petawatowego, femtosekundowego lasera zbudowanego
w Livermore. Tom Cowan poinformowal o pierwszym ze
zlota elektronów o energii do 100 MeV, przypadku

11

wybicia rozbiciu jader uranu i wytworzeniu par
elektron-pozyton za pomoca lasera, a Todd Ditmire
doniósl o syntezie termojadrowej, w której (za pomoca
tego samego lasera) z gazowego deuteru otrzymano
jadra trytu i wolne neutrony (w zestawie mieszczacym
sie na nocnym stoliku). Natomiast Ida Lee starala
sie przekonac uczestników konferencji, ze nastepna
generacja urzadzen opto-elektronicznych zamiast
na krzemie, moze zostac oparta na - szpinaku. Jej
i wspólpracownikom udalo sie wytworzyc za pomoca
platyny elektryczny kontakt z fotosyntetyzujaca
membrana proteinowa.

Spotkanie w Atlancie mialo szereg imprez
towarzyszacych. Poczawszy od plenarnych (choc
odbywanych równolegle) sesji podsumowujacych
dokonania róznych dziedzin fizyki i wplywu fizyki
na inne dziedziny z udzialem wielu laureatów
Nagrody Nobla, przez róznego rodzaju wystawy,
do popularnych referatów w samym centrum
kongresowym i poza nim. Wsród tych ostatnich kilka
zasluguje na wyróznienie. Na przyklad Ken Laws
z ujmujaca prostota przedstawil "fizyke tanca". Wraz
z tancerka wykonal sekwencje taneczna, zawierajaca

elementy (przy blizszej analizie) pozornie sprzeczne
z prawami mechaniki, a w rzeczywistosci wlasnie na
nich oparte. Z kolei Richard E. Berg przeprowadzil
"test na inteligencje fizyczna", to znaczy próbe
demokratycznego przewidzenia wyników prostych, acz
podchwytliwych demonstracji fizycznych, w czasie
której udalo mu sie wyprowadzic w pole chyba
wszystkich obecnych na sali.

Ostatniego dnia konferencja plynnie przeszla w kolejna
(troche lepiej rozreklamowana) impreze - wystawe
wyposazenia wnetrz.

Piotr ZALEWSKI



Jak to bylo z E=rnc2? Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Jest zaskakujacym paradoksem, ze pierwsze wyprowadzenie najslynniejszej
fizycznej formuly E = mc2, w której, przypomne, E jest energia, m masa, a c
predkoscia swiatla, nie bylo w istocie wyprowadzeniem. W pracy, pochodzacej
z wrzesnia 1905 roku, Albert Einstein rozwazal inercje ciala, gdy ono traci
energie, emitujac swiatlo. Inercja okreslana jest wlasnie przez mase ciala. Jak
zauwazono w wiele lat po ukazaniu sie wspomnianej pracy, Einstein uzyskal
slynna formule, "przemycajac" ja w przyjetym zalozeniu.

Relacja miedzy masa a energia jest bardzo gleboko wkomponowana we
wspólczesna postac teorii wzglednosci. Aby wiec uchwycic, na czym polega
problem z wyprowadzeniem slynnej formuly, musimy sobie uswiadomic, co
Einstein wiedzial, przystepujac do analizy zagadnienia inercji. Wspomniana juz
praca, zatytulowana Czy inercja ciala zalezy od zawartej w nim energii? byla
dopiero druga publikacja poswiecona teorii wzglednosci. Wczesniej ukazal sie
tylko wiekopomny artykul Einsteina O elektrodynamice poruszajacych sie cial,
w którym wylozone zostaly podstawy teorii. Genialny fizyk wykazal w nim,
w szczególnosci, ze energia kinetyczna T ciala o masie m, poruszajacego sie
z predkoscia v, równa jest

(1) T = mc2 (_~-=-_1 1) == _mv2V1- v2/c2 2
Druga, przyblizona równosc zachodzi, gdy predkosc ciala jest duzo mniejsza
od predkosci swiatla. Podkreslmy tutaj, ze pojecie pelnej energii ciala, a wiec
energii uwzgledniajacej jego mase, jeszcze w fizyce nie zaistnialo. Do tego
wlasnie byla potrzebna formula E = mc2.

W pierwszej pracy dotyczacej teorii wzglednosci wykazane zostalo równiez,
ze jesli energia fali swietlnej wynosi E w jednym ukladzie odniesienia, to
w drugim ukladzie, który porusza sie wzgledem pierwszego z predkoscia v,
energia ta jest równa

1 - !!.cos "-
E' = E c 'f',

Vl- v2/c2

gdzie v == lvi, zas if> jest katem pomiedzy kierunkiem rozchodzenia sie fali
a wektorem v.

E~ - El = T{ + C .

(3)
I I E 1 - !!.cosif> E 1 + !!.cosif>

Eo = El + - c + _ c
2 VI - v2 1c2 2 VI - v2 1c2

Odejmujac stronami równania (2) i (3), dostajemy

(4) (E~-Eo)-(E~-Ed=E( 1 -1)VI - v2/c2

A teraz rozwazmy, tak jak to czyni Einstein, nastepujaca sytuacje.
Cialo, spoczywajace w pewnym ukladzie odniesienia, wysyla dwie fale
elektromagnetyczne, kazda o energii E12. Poniewaz fale emitowane sa
w przeciwnych kierunkach, cialo pozostaje w spoczynku. Zasada zachowania
energii stwierdza tedy, ze

(2) Eo = El +EI2+ E12,

gdzie Eo jest energia ciala przed, a El po emisji fal. W ukladzie odniesienia,
który porusza sie z predkoscia v wzgledem pierwszego, równanie wyrazajace
zachowanie energii przyjmuje postac

W tym punkcie Einstein wprowadza kluczowe zalozenie, ze wielkosc E~ - Eo
moze sie róznic jedynie o pewna stala C od energii kinetycznej ciala mierzonej
w ukladzie, w którym to cialo sie porusza. A wiec,

(5a) E~ - Eo = T6 + C
oraz analogicznie

(5b)
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_ Zadania

Wskazówki do wszystkich zadal'
matematycznych mozna znalezc
w artykule Jak to robi matematyk?
ze strony 6.

Zauwazmy, ze przyjete zalozenie nie jest bynajmniej oczywiste; szczególnie
niezaleznosc stalej C od masy budzi watpliwosc.

Podstawiajac postulowane zwiazki (5) do równania (4) oraz wykorzystujac
wzór (1), dostajemy

moc (--=-1) -mIc (--=-1) = E(--=-1)2J1_1V2/c2 2 V1_1v2/c2 V1_1v2/c2
co natychmiast prowadzi do poszukiwanej formuly

(6) (mo-mI)c2=E.

Widzimy tutaj, ze ubytek masy ciala pomnozony przez c2 równy jest.....
wypromlemowaneJ energn.

Na czym zatem polega blad Einsteina? Dzieki wyrazeniu (1) mamy

T~ - T{ = (mo - mI)c2 (/ 1 - 1)V 1- v2/c2

co pozwala przeksztalcic prawa strone równania (4). Znajdujemy wtedy

(7) (Eb - Eo) - (E~ - El) = ( E) 2 (T~ - T{) .mo - mI c

Równanie (7) jasno pokazuje, ze zalozenie (5) jest faktycznie równowazne
wyprowadzanej formule, tzn. wymaga, aby

E-------=1.
(mo - mI)c2

Wielki fizyk przewidzial zapewne postac poszukiwanego wzoru, wiec nie bardzo
sie troszczyl o scisle wyprowadzenie. Wcale nierzadko sie zdarza w naukowej
twórczosci, ze dedukcyjny wywód sluzy jedynie uzasadnieniu nowatorskiej idei.
Pochodzenia pomyslu nalezy wtedy upatrywac w genialnej intuicji uczonego,
co wcale, oczywiscie, nie umniejsza jego zaslug. Slynna zas formule mozna
wyprowadzic kilkoma metodami na gruncie teorii wzglednosci, co i sam Einstein
w pózniejszych pracach pokazal. Przedstawiona historia jest wiec jedynie
ciekawostka, pokazujaca pokretne drogi genialnych mysli.

Przygotowal Marek KORD OS

M 883. Wykazac, ze w dowolnym czworokacie odcinki laczace srodki
przeciwleglych boków i odcinek laczacy srodki przekatnych maja wspólny
srodek.
Rozwiazanie na str. 3

M 884. Wskazac masy, które nalezy umiescic w wierzcholkach trójkata, aby
srodkiem masy byl srodek okregu wpisanego w ten trójkat.
Rozwiazanie na str. 5

M 885. Dla dowolnego punktu M oznaczamy przez MAB, MBC, !lICA jego
obrazy w symetrii wzgledem, odpowiednio, srodka odcinka AB, BC, CA.

Wykazac, ze proste MABC, MBCA, McAB przecinaja sie w jednym punkcie.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 501. Na równiku pewnej planety cialo wazy dwa razy mniej niz na biegunie.
Gestosc planety jest równa {]= 3 . 103 kg/m3. Wyznaczyc okres obrotu planety
dookola wlasnej osi. Zalozyc, ze planeta jest jednorodna kula o promieniu R.
Rozwiazanie na str. 8

F 502. Wyznaczyc gestosc planety, na której doba wynosi 24 godziny, a na jej
równiku ciala sa niewazkie. Ponownie zalozyc, ze planeta jest jednorodna kula·
Rozwiazanie na str. 4
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1999

44

Klub 44

,•--
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 38/ N, gdzie 8 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 383, 384
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 367 (WT=2,71) i 368 (WT=1,30)

z numeru 10/1998
Witold Bednarz - Tychy 43,87
Witold Bednarek - Lódz 43,00
Zbigniew Skalik - Pyskowice 42,45
Tadeusz Józefczyk - Poznan 42,19
Bogumila. Piotrowska - Zielon& Góra 37,24

383. Dany jest równoleglobok ABCD z katem ostrym przy wierzcholku A. Okrag
o srednicy AC przecina proste CB i CD odpowiednio w punktach E i F (róznych
od C). Prosta styczna do okregu w punkcie A przecina prosta B D w punkcie P.
Dowiesc, ze punkty E, F i P sa wspólliniowe.

384. Udowodnic, ze jezeli p jest liczba pierwsza, a n jest liczba naturalna niepodzielna
przez p, to liczba pni - l dzieli sie przez n.

Zadanie 384 zaproponowal pan Piotr Zmijewski z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1999
Przypominamy tresc zadan:

375. W trójkacie ABC, majacym katy ostre przy wierzcholkach A i B, odcinek CD jest wysokoscia.
Prosta przechodzaca przez srodki okregów wpisanych w trójkaty AC D i BC D przecina proste
CA i CB odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesc, ze jesli ICPI = ICQI. to trójkat ABC jest
równoramienny lub prostokatny.

376. Dana jest liczba naturalna n ~ 2. Rozwazamy wszystkie pary (k,m) liczb naturalnych

spelniajace warunki: l ::; k < m ::; n, k + m> n, NWD(k, m) = 1. Obliczyc sume L k~ ' której
skladniki odpowiadaja wszystkim rozwazanym parom (k, m).

c

A

375. Oznaczmy srodki okregów wpisanych w trójkaty ACD i BCD odpowiednio przez I i J.
Na pólprostej CD- odkladamy odcinek CE o dlugosci ICEI = ICPI = ICQI; tworza sie
trójkaty równoramienne CPQ, CPE i CEQ. Proste CI i CJ sa osiami symetrii tych dwóch
ostatnich trójkatów; zatem

ILCEII = ILCPII = ILCQJI = ILCEJI.

Oczywiscie ILCDII = ILCDJI = 45°. Jesli punkt E pokrywa sie z D, to ILCPII = ILCQJI =
= 45°, i wobec tego ILQCPI = 90°; trójkat ABC jest w tym przypadku prostokatny. Jesli
zas punkty D i E sa rózne, to trójkaty DEI i DEJ sa przystajace (ich katy przylegle
do wspólnego boku DE sa odpowiednio równe); zatem lEli = IEJI, punkty I i J leza
symetrycznie wzgledem prostej CD, i w konsekwencji trójkat ABC jest równoramienny.

Po raz drugi zalicza 44 punkty p. Lazuka,
a po raz pierwszy - p. Wójcicki, który
dzieki temu zostaje 25. czlonkiem
Klubu 44 F.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzg~ednieniu ocen rozwiazan
zadan 268 (WT=2,33) i 269 (WT=2,53)

z numeru 12/1998

k+ m = n.

NWD(R., n) = 1.

NWD(k, m) = l,

gdzie l ::; R. < n,R.n'

gdzie l < k < m < n,- -

376. Oznaczmy rozwazana sume przez Sn. Ustalmy n ::::3. Obliczymy róznice Sn - Sn-l.
Skladniki, które wystepuja w okresleniu sumy Sn, ale nie w Sn-l, maja postac:

l

(2)

Skladniki, które wystepuja w sumie Sn-l, ale nie w Sn, maja postac:
l

- a kazde z nich ma wartosc zero. To znaczy, ze ciag (Sn) jest staly. Dla n = 2 jedynym

skladnikiem sumy S2 jest ulamek /2' Tak wiec Sn = t dla wszystkich n.

km'

Jesli liczba R. spelnia warunki podane w (l), to liczba n - R. tez je spelnia (a przy tym jest
rózna od R.). Zatem skladniki typu (l) mozna pogrupowac w pary odpowiadajace wartosciom
R. = kiR. = m, gdzie k + m = n. Kazda taka para odpowiada dokladnie jednemu skladnikowi
typu (2). Stad wynika, ze róznica Sn - Sn-l jest suma wyrazen postaci

l l l
- + -- - -, gdzie k + m = nkn mn km

(l)

47,18
44,23
29,07
26,01
20,06
13,34

- Warsza.wa.
- Szczecin
- Chocianów
- Boleslawiec
- Myszków
- Kielce

Jaroslaw La.zuka.
Marek Wójcicki
Andrzej Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Aleksander Surma
Artur Arciszewski
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1999

Rys. 1

Zadania z fizyki nr 280, 281
Redaguje Jerzy B. BROJAN

280. Pocisk artyleryjski przelatuje nad linia frontu i w tym momencie (zapewne
wskutek awarii zapalnika) nastepuje wybuch. Jaka czesc odlamków spadnie po
stronie A, z której nadlecial pocisk? Dana jest predkosc pocisku VI (skierowana
poziomo i prostopadle do linii frontu) oraz predkosc odlamków V2 wzgledem ukladu
zwiazanego z pociskiem. Zakladamy, ze w tym ukladzie wartosc predkosci odlamków
jest jednakowa, a wszystkie kierunki sa równo prawdopodobne.

281. Osiemnascie jednakowych oporników (np. po 1 n) polaczono w obwód
przedstawiony na rysunku 1. Obliczyc opór zastepczy miedzy dwoma wierzcholkami
trójkata (nie korzystajac ze specjalistycznych programów komputerowych).

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1999
Przypominamy tresc zadan:

272. Dwa jednorodne prety leza na gladkim stole, przy czym jeden koniec preta 1 jest umocowany
w punkcie O, wokól którego moze sie obracac bez tarcia, a drugi jego koniec jest polaczony
przegubowo z koncem preta 2. W chwili poczatkowej prety byly nieruchome, a jeden byl
przedluzeniem drugiego. Uderzono w polaczone
konce pretów, wprawiajac oba w ruch (rys. 2);
czas dzialania sily byl bardzo krótki. Jaki zwiazek
musza spelniac masy i dlugosci pretów, aby sie
zderzyly (po wykonaniu obrotu wzgledem siebie
o 180°)?

273. Tempo przeplywu ciepla przez sciane (moc cieplna na jednostke powierzchni) jest
proporcjonalne do róznicy temperatur miedzy wewnetrzna a zewnetrzna powierzchnia sciany,
a stala proporcjonalnosci k charakteryzuje skutecznosc izolacji cieplnej. Jesli wartosc tego
wspólczynnika dla "golej" sciany wynosi ki = 0,8 W j(m2.K), a dla dodatkowej warstwy styropianu ­
k2 = 0,7 Wj(m2.K), to ile jest równy wspólczynnik k dla sciany oblozonej dwiema takimi
warstwami, od wewnatrz i od zewnatrz?

k(T4 - TI) = P/S.

Stad l/k = l/kI + 1/k2 + 1/k3, przy czym w naszym przypadku
k3 = k2• Obliczamy k = 0,243 W /(m2.K).

Dla cos Ci > -1 równanie to nie moze byc spelnione, czyli
funkcja Ci(t) nie ma ekstremów. Dla cos Ci = -1 istnieje jednak
rozwiazanie 12= (3/2)11' Oznacza to, ze przy takim stosunku
12/11 podczas zblizania Ci do 1800 nastepuje spowolnienie
wzglednego obrotu pretów az do spoczynku. Oczywiscie, wtedy
nie nastapi zderzenie pretów, a jedynie ich lagodne zetkniecie.
Zamiana pretów wyeliminuje zderzenie, gdy poczatkowo 12 bylo
równe (ew. bliskie) (2/3)11'

K = w ((l/3)mlli + m2 (Ii + (1/3)1~ + 1112cOSCi))

= w~lf ((1/3)ml + (1/4)m2)'
a zasada zachowania energii - do równania

2E = w2 ((1/3)ml!i + m2 (Ii + (1/3)1~ + 1112cosCi))

= w?li ((1/3)ml + (1/4)m2) .

Eliminujac w stwierdzamy, ze masy równiez sie skracaja
i otrzymujemy

1112 CoSCi = -(3/4)ti - (1/3)1~,

(311 - 212)2 + 121112(1+ COSCi) = O.czyli

273. Omawiany wspólczynnik k odnosi sie, oczywiscie, do stanu
stacjonarnego, polegajacego na tym, ze temperatw'a w kazdym
punkcie sciany nie zmienia sie w miare uplywu czasu (zmiany
temperatury wystepuja tylko np. bezposrednio po wlaczeniu lub
wylaczeniu ogrzewania). Z zasady zachowania energii wynika,
ze w stanie stacjonarnym tyle samo ciepla przeplywa przez
kazda warstwe, tzn.

k2(T2 - T1) = kJ(T3 - T2) = k3(T4 - T3) = P/S,

gdzie T1 jest temperatura po jednej stronie, T4 po drugiej,
T2 i T3 to temperatury styku warstw, a P/S oznacza cieplo
przeplywajace na jednostke czasu i jednostke powierzchni.
Wspólczynnik k dla calej sciany znajdziemy z równania

272. Wprowadzmy oznaczenia: mI, m2 - masy pretów, 11,12
- ich dlugosci, wl, w2 - predkosci katowe (wzgledem ukladu

inercjalnego), w~ ' w~ - poczatkowe wartosci Wl i W2, Ci - kat
miedzy przedluzeniem preta 1 a pretem 2. Rozwazmy najpierw
sytuacje poczatkowa (natychmiast po uderzeniu). Jesli poped
sily dzialajacej w chwili uderzenia na pret 2 byl równy T,
to pod jej wplywem srodek masy preta uzyskal predkosc
V = T /m2' natomiast rozpatrujac ruch obrotowy wzgledem
srodka masy, nalezy uwzglednic moment bezwladnosci, równy
12 = (lj12)m2q. Obliczamy w~ = -T(12/2)/ h = -6T/(m212) =
= -6v/12' a podstawiajac v = I1W~ + 12w~/2, znajdujemy
zwiazek miedzy parametrami w~ i w~:

O dalszym ruchu pretów decyduja dwie zasady zachowania
- momentu pedu K wzgledem punktu O oraz energii
kinetycznej E. Kazda z tych wielkosci jest suma trzech

skladników, zwiazanych z: a) ruchem preta 1, b) ruchem srodka
masy preta 2, c) ruchem obrotowym preta 2 wokól srodka masy.
Odpowiednie wyrazenia maja postac

Ka = (1/3)mlliwl'

Kb = m2 (!iwl + (1/4)I~W2 + (1/2)1112(Wl + W2) cow) ,
Kc = (1/12)m21~w2,

2Ea = (1/3)mllfwf,

2Eb = m2 (Iiwi + (1/4)I~w~ + 1112WIW2 cOW) ,

2Ec = (1/12)m21~w~.

Wartosci stalych K oraz E obliczamy dla chwili poczatkowej,
podstawiajac Ci = O oraz wzór (*); otrzymujemy

K = Ka + Kb + Kc = w~li ((1/3)ml + (1/4)m2),

2E = 2Ea + 2Eb + 2Ec = w?li ((1/3)ml + (1/4)m2)'

Aby rozstrzygnac, czy prety sie zderza, nalezy zbadac ekstrema
funkcji Ci(t), w których Wl = W2= w. Zasada zachowania
momentu pedu sprowadza sie wtedy do równania
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Patrz w niebo

Czerwiec

Chyba nie doceniamy znaczenia trzeciego prawa Keplera. Gdy czyta sie,
ze stosunek kwadratu czasu obiegu do szescianu promienia orbity planety
jest taki sam dla wszystkich planet, to odbiera sie to zapewne jak jeszcze
jedna informacje, która nalezy zapamietac, by zdac jakis egzamin. Tymczasem
jest to potezne i wlasciwie jedyne narzedzie astronoma sluzace do uczciwego
wyznaczania mas cial niebieskich. Trzecie prawo Keplera w pelnej wersji glosi,
ze odleglosc a dwóch obiegajacych sie (przyjmijmy dla prostoty, ze po kolach)
cial niebieskich o masach M i m oraz czas T tego obiegu spelniaja zwiazek

T2 47r2

-;;,a = G(M + m)'

gdzie G oznacza stala grawitacji. Jak widac, znajac wzajemna odleglosc cial
i okres ich obiegu, mozna wyznaczyc tylko sume ich mas. Jednak np. masa
planety m jest zaniedbywalna w porównaniu z masa Slonca M, podobnie
masa satelity w porównaniu z masa planety itd., w tym wiec przypadku
wyznacza sie praktycznie mase ciala centralnego. Gdy natomiast obserwujemy
gwiazde podwójna, to na podstawie predkosci skladników (zmierzonych
za posrednictwem zjawiska Dopplera) otrzymuje sie stosunek ich mas,
a w konsekwencji mozna wyznaczyc mase kazdej gwiazdy z osobna. Nie mozna
natomiast tak prosto i bez zadnych dodatkowych zalozen wyznaczyc masy
samotnej gwiazdy ani planety nie majacej satelity.

Role tych satelitów czesto spelniaja teraz sztuczne satelity i sondy kosmiczne,
bo z analizy nawet jednorazowego przelotu sondy w poblizu jakiegos globu
mozna ocenic jego mase. Tak wlasnie poznalismy z duza dokladnoscia masy
Merkurego, Wenus, Ksiezyca i licznych innych satelitów planet. Z kolei wyniki
wyznaczen mas wszelkich gwiazd sa w pelnej zgodzie z teoria ich budowy, która
przewiduje, ze masy gwiazd nie moga byc ani zbyt male, ani z;byt wielkie. Dolna
granica, wynoszaca 0,085 masy Slonca, bierze sie stad, ze obiekt lzejszy nie
bylby w stanie uruchomic w centrum reakcji termojadrowych, a wiec z definicji
nie bylby gwiazda. W tym sensie nie sa normalnymi gwiazdami brazowe ani
- mimo z,~znacznie masywniejsze - biale karly i gwiazdy neutronowe. Górna
natomiast granica mas gwiazd oceniana jest na okolo 100 mas Slonca - w tym
przypadku, mówiac w skrócie, gwiazda masywniejsza zostalaby rozerwana przez
cisnienie wlasnego promieniowania. Teoria budowy i ewolucji gwiazd jest obecnie
tak ugruntowana, ze masy gwiazd pojedynczych ocenia sie na podstawie ich
wlasnosci fizycznych, bez pomocy trzeciego prawa Keplera. Pamietajmy jednak,
ze to ono umozliwialo wyznaczanie mas gwiazd w czasach, gdy astrofizyka
dopiero powstawala.

Tomasz KWAST

T.K.

Póznym wieczorem (bo w czerwcu wieczory sa
bardzo dlugie) wysoko na niebie widac dwa duze
gwiazdozbiory Herkulesa i Wolarza, a miedzy nimi
mala, ale wyrazna Korone Pólnocna. Nazwa ta
jak najbardziej pasuje do tego lancuszka srednio
jasnych gwiazd, symbolizujacego diadem podarowany
Ariadnie przez Dionizosa. Wewnatrz luku Korony lezy
z trudem dostrzegalna golym okiem (5,8 mag) gwiazda
oznaczona w katalogu gwiazd zmiennych symbolem
R Coronae Borealis. Jest ona prototypem calej
klasy gwiazd nieregularnie zmiennych. Ich dzialanie
mozna dosc brutalnie przyrównac do pracy zle
wyregulowanego silnika spalinowego. Gwiazda R CrB
(i jej podobne), wskutek niestabilnosci zachodzacych
w niej reakcji termojadrowych, wyrzuca od czasu do
czasu oblok materii z wysoka zawartoscia wegla, czyli
otacza sie chmura "spalin", przez co jej jasnosc spada
niemal o 10 mag, a wiec przestaje byc widoczna nawet
przez male teleskopy. Po kilku miesiacach, gdy weglowa
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otoczka sie rozproszy, jasnosc gwiazdy wraca do
poprzedniego poziomu i po roku lub kilku latach,
z róznym zreszta natezeniem, zjawisko sie powtarza.
R CrB lezy w odleglosci 26 pc.
Wieczorem nad zachodnim horyzontem doskonale
widac Wenus, w polowie miesiaca znajduje sie ona
najdalej katowo od Slonca (w Raku). Marsa widac
w pierwszej polowie nocy w Pannie, a Jowisz i Saturn
znajduja sie w Baranie, a wiec wschodza krótko
przed wschodem Slonca. Nów Ksiezyca wypada
13 VI, a pelnia 28 VI. Ksiezyc mocno zblizy sie do
Regulusa 18 VI, ale zakrycia nie zobaczymy. 21 VI jest
przesilenie letnie, czyli poczatek lata, a praktycznie
od tej daty dni zaczna sie juz skracac. Na przelomie
czerwca i lipca mozna próbowac wieczorem odszukac
nad zachodnim horyzontem Merkurego; 28 VI znajdzie
sie najdalej od Slonca. Pamietajmy tez: zbliza sie
sierpniowe ( 11 VIII) calkowite zacmienie Slonca
widoczne w Europie.
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( ) 11

2y y6 2 1 2 1 4

5- 15 -1 = 5 - 15 + 5 + 15 = 5'

2

32;31 :

II sposób: Dokonujemy zmiany kolejnosci calkowania.
Mozna to zrobic, gdyz funkcja podcalkowa jest ciagla.
Granice calkowania w wyjsciowej calce opisuja obszar

{(x,y);-1:SY:S1, l:Sx:S1}=

= {(x, y); O :S x :S 1, -y'X :S y :Sy'X},
skad po zmianie kolejnosci calkowania otrzymujemy calke

1 v'X 1 v'X

J J x3f2dydx = J x3/2y I =_ x dx =
o -v'X o y v'X

1 1

= J x3/22y'Xdx = J 2x2dx =
o o

6/99 (18)

rtiMatitl~
#l,-OO

Rozwiazanie:

I sposób: Obliczamy calke w podanej postaci
1 1 1 1 1

J J x3f2dxdy = J ~x5/21 x=y2 dy = J G - ~y5) dy =
-1 y2 -1 -1

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (17)
1 1

ZADANIE: Obliczyc calke J J x3/2dxdy.
-1 y2

GRY (3)

W poprzednim r-limatiasie podalismy sposób znajdowania
wygrywajacego ruchu w grze Nim. Przypomnijmy,
ze w pozycji zlozonej z k stosów, zawierajacych
odpowiednio nI, n2, ... , nk bierek, obliczamy sume
dwójkowa s = nI +2 n2 +2 ... +2 nk. Jezeli s = O, to
jestesmy na przegranej pozycji i nie pozostaje nam
nic innego, jak czekac na blad przeciwnika. Jesli
jednak s > O, to wygrana mamy w kieszeni, o ile
znajdziemy wlasciwy ruch. W tym celu obliczamy sumy
nI +2 s, n2 +2 s, ... , nk +2 s i wybieramy takie 1 :S i :S k,

aby ni +2 s < ni. Wówczas z i-tego stosu zabieramy
ni - (ni +2 s) bierek. Zwracamy uwage, ze w ostatnim
wzorze dodawanie jest dwójkowe, a odejmowanie "zwykle".

A jaka mamy gwarancje, ze takie i istnieje? Przyjrzyjmy
sie liczbie s. Niech najwiekszym skladnikiem w rozkladzie
liczby s na sume róznych poteg dwójki bedzie 2J• Oznacza
to, ze 2i :S s < 2i+l. Jakie musza byc liczby nI, n2, ... , nk,

aby s byla ich suma dwójkowa? Jesli kazda z liczb
nI, n2, ... , nk rozlozymy na sume róznych poteg dwójki,
to 2i pojawi sie w tych rozkladach nieparzysta liczbe razy,
natomiast 2', dla l > j, pojawi sie parzysta liczbe razy.
Kazda z liczb ni daje sie zapisac w postaci 2i+l q + T lub
2i+l q + 2i + T, gdzie q ;::::O i O :S T < 2i, przy czym druga
postac wystepuje dla nieparzyscie wielu i. Wówczas dla
ni = 2i+lq + T mamy

ni +2 s = 2i+l q +2 T +2 2i +2 (s - 2]) =
= 2i+1q + 2i + [(s - 2i) +2 T];:::: 2i+lq + 2i > ni,

a dla ni = 2i+lq + 2i + T mamy

ni +2 s = 2i + 1q +2 2i +2 T +2 2i +2 (s - 2i) =
= 2i+lq + [(s - 2i) +2 T] < 2i+lq + 2J :S ni.

Wynika stad, ze aby wykonac wygrywajacy ruch, musimy
wybrac stos o liczbie bierek postaci 2i+lq + 2i + T. Liczba
wygrywajacych ruchów jest wiec niepal'zysta.

Skad wiadomo, ze podana przez nas strategia jest
poprawna? Wykazalismy, ze w kazdej pozycji o dwójkowej
sumie liczb bierek róznej od zera istnieje .ruch prowadzacy
do pozycji o sumie O, podczas gdy kazdy ruch zmienia
sume dwójkowa liczb bierek, musi wiec od pozycji
o sumie O prowadzic do pozycji o sumie dodatniej. Jesli
wiec w dowolnym momencie gry bedziemy wykonywac
ruch w pozycji o sumie dodatniej, to mozemy podac
przeciwnikowi pozycje o sumie O, na co przeciwnik poda
nam pozycje o sumie dodatniej, co umozliwi nam podanie
pozycji o sumie O itd. Poniewaz gra musi sie zakOllczyc
(ze wzgledu na skonczona i stale zmniejszajaca sie liczbe
bierek), wygra ta strona, która poda przeciwnikowi pozycje
zlozona z O stosów, czyli ta strona, która caly czas podaje
przeciwnikowi pozycje o dwójkowej sumie O.

Powyzsze rozwazania mozna wykorzystac do nieco innej niz
podana w poprzednim r-limatiasie procedury znajdowania
wygrywajacego ruchu. Omówimy ja na przykladzie.
Zalózmy, ze mamy wykonac ruch w pozycji zlozonej
z 5 stosów majacych odpowiednio 17, 12, 21, 23 i 19 bierek.
Zapisujemy licznosc poszczególnych stosów w postaci sum
róznych poteg dwójki: 16+1,8+4,16+4+1,16+4+2+1,
16+2+1. Szukamy najwyzszej potegi dwójki, która w tych
rozkladach wystepuje nieparzysta liczbe razy (16 wystepuje
4 razy, wiec nie; nastepnie 8: jeden raz, w porzadku),
wybieramy jeden ze stosów, w którego rozkladzie wystapila
ta potega (nie ma co wybierac, 8 wystapilo tylko w drugim
stosie), a nastepnie dodajemy potegi dwójki, które
w pozostalych stosach wystepuja nieparzyscie wiele razy
- w przykladzie takich nie ma, wiec otrzymujemy O. Jest to
liczba bierek, która nalezy pozostawic w wybranym stosie.
W rozwazanym przykladzie istnieje wiec tylko jeden ruch
wygrywajacy i polega on na zabraniu wszystkich bierek
z drugiego stosu.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Dodatek Olimpijski
Zadania II stopnia oraz finalu

Olimpiady Astronomicznej, Matematycznej i Fizycznej

XLII OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 98/99

ZADANIA ZAWODÓW I STOPNIA (druga seria)

1. W maju 1998 roku za pomoca Kosmicznego
Teleskopu Hubble'a zaobserwowano podobny do
planety obiekt obiegajacy gwiazde podwójna. Oblicz
okres obiegu domniemanej planety wokól tej pary
gwiazd, jezeli wielka pólos jej orbity wynosi 1500 AU.
Przyjmij, ze skladniki gwiazdy podwójnej sa
identyczne, znajduja sie w odleglosci 40 AU od siebie,
okres zas ich obiegu wynosi 60 lat.

2. Jaka maksymalna ogniskowa obiektywu
mozna zastosowac w maloobrazkowym aparacie

fotograficznym (rozmiary klatki a = 24 mm,
b = 36 mm), aby slad gwiazdy o deklinacji D = 8°,
fotografowanej tym aparatem przez t = 45 minut,
mógl sie w calosci zmiescic w kadrze?

3. Na podstawie literatury popularnonaukowej opisz
krótko, na czym polega program VLT (Very Large
Telescope), jaka jest obecna faza jego realizacji
i dotychczasowe rezultaty obserwacyjne.

4. Ponizsza tabelka zawiera topocentryczne
wspólrzedne Slonca i Ksiezyca dla pewnej
miejscowosci w dniu zacmienia 11.08.1999 r. Wyznacz
momenty pierwszego i ostatniego kontaktu oraz
maksymalnej fazy. Wyznacz równiez wartosc
maksymalnej fazy zacmienia.

t leWE] 0:'0D0O:'pDp

l1hOom

9h22n;815°21'9h19n;915°30'

1200

923,01520921,61523

1300

923,11520923,315 16

1400

923,315 19925,11507

1500

923,515 18926,81458

Srednica tarczy Slonca D0 = 0°31'34"
Srednica tarczy Ksiezyca Dp = 0° 32'28"



ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA

3. Dokladne mapy radiowe jednego z kwazarów
wykazaly, ze kroplowate zgrubienia dzetu (tzw. wezly)
w ciagu trzech lat przemiescily sie wzgledem jadra
kwazara o 25 lat swietlnych.

Oszacuj kat miedzy kierunkiem ruchu wezla
a kierunkiem naszej obserwacji.

•
A

Rysunek przedstawia
obserwowana orbite
skladnika B gwiazdy
podwójnej wzgledem
skladnika A. Jest to

okrag o promieniu
r = 1,5", na którym
zaznaczono polozenia
skladnika B w wybranych
latach. Wiedzac,
ze skladniki sa gwiazdami

ciagu glównego i typu widmowego G2, wyznacz
odleglosc do tego ukladu.

grawitacyjnym, aby predkosc upadku byla
porównywalna z predkoscia ladowania Pathfindera.

Aerodynamiczna sila oporu atmosfery wynosi
Fa = kSv2, gdzie v to predkosc sondy, S - pole
przekroju spadajacego ciala plaszczyzna prostopadla
do kierunku ruchu, zas k jest wspólczynnikiem
proporcjonalnosci (dla Marsa k = 3,38 .10-3 Ns2jm4).

4.

2. Sonda Mars Pathfinder zmierzajac do celu, zostala
calkowicie zatrzymana za pomoca odpowiednich
spadochronów i silników hamujacych na wysokosci
20 m nad powierzchnia Marsa, po czym swobodnie
opad la.

Oblicz, jakie rozmiary powinna miec kulista, hamujaca
poduszka powietrzna dla sondy o masie m = 325 kg,
rozpedzonej w atmosferze Marsa jedynie polem

1. Ogólna teoria wzglednosci przewiduje
oddzialywanie fotonów z polem grawitacyjnym, przy
czym kat ugiecia promienia swietlnego, wyrazony
w mierze lukowej, oblicza sie ze wzoru

cI> _ 4GM
- c2d .

Przedysku tuj, j ak zmieni sie odleglosc katowa p
skladników gwiazdy podwójnej obserwowanej podczas
calkowitego zacmienia Slonca w bezposrednim
sasiedztwie jego tarczy. Przyjmij

stala grawitacji G = 6,67.10-11 m3 /(kg S2),

mase soczewkuj(~ca M = M0 = 1,99.1030 kg,
predkosc swiatla c = 2,99 . 108 m/s.

Wielkosc d jest odlegloscia srodka Slonca od kierunku
obserwator-gwiazda (dla kierunku stycznego do brzegu
tarczy d = Ro = 6,96.108 m).

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

1. Wyznacz wspólrzedne geograficzne miejsca,
w którym calkowite zacmienie SlOlica z dnia
11.08. 1999 r. bedzie centralne i nastapi dokladnie
w prawdziwe lokalne poludnie. Skorzystaj z danych
zamieszczonych na stronach 26. i 27. J( alendarza
Astronomicznego na rok 1999 T. Sciezora. Przyjmij
promien Ziemi R = 6370 km.
W obliczeniach mozna stosowac interpolacje liniowa.

2. Przedyskutuj, jaka predkosc nalezy nadac sondzie
startujacej pionowo z powierzchni Ksiezyca, aby
opuscila uklad Ziemia-Ksiezyc. Jaka moze byc
minimalna wartosc tej predkosci? Jako dane liczbowe
prZYJmIJ:

VIz = 7,91 km/s - pierwsza predkosc kosmiczna przy
powierzchni Ziemi,

VI/{ = 1,68 km/s ~ pierwsza predkosc kosmiczna przy
powierzchni Ksiezyca,

Rz = 6370 km - promiell Ziemi,
Rl{ = 174,0km ~ promiell Ksiezyca,

D = 60,3 Rz - odleglosc Ziemia-Ksiezyc.

Zaburzenia spowodowane obecnoscia innych cial
niebieskich pomiIi.

3. Wielu ludzi sadzi, ze z dna bardzo glebokich studni
mozna golym okiem w trakcie dnia dostrzec gwiazdy.
Przedyskutuj ten problem, przyjmujac, ze oko
przy pelnej adaptacji moze rozróznic kontrast 5%,
a powierzchniowa jasnosc 1 minuty kwadratowej nieba
wynosi -5,2 magnitudo.

4. Aparatura planetarium odtwarza wyglad nieba
podczas calkowitego zacmienia Slonca w dniu
11.08.1999 r. Na podstawie obserwacji, dostarczonych
materialów i znanych odleglosci planet od Slonca,
wyznacz fazy planet widocznych w tym momencie na
niebie i narysuj ksztalt swiecacych czesci ich tarcz.

5. Problem koniecznosci istnienia we Wszechswiecie

dodatkowej materii, której nie udalo sie dotad
zaobserwowac, a na która wskazuje coraz wiecej
faktów, próbuje sie m.in. wyjasnic istnieniem
w gromadach galaktyk hipotetycznych czastek
elementarnych tworzacych ciemna materie. Jesli
materia ta do dzisiaj znajduje sie w gromadach, to
musi byc z nimi grawitacyjnie zwiazana.

II



ARKUSZ OBSERWACYJNY

2. Okreslenie wspólrzednych horyzontalnych:
A=
A=
A=
A=

h=
h=
h=
h=

Uwagi o warunkach obserwacji:

Inne uwagi i spostrzezenia obserwatora:

a .

c .
d .

b .

Obserwator (numer) .

Miejsce obserwacji .

Czas (urzedowy lub gwiazdowy) .

1. Obserwacje za pomoca lunetki:

a. Algol ((3 Per)

b. M 1 (mglawica f(mb)

c. M 3 (gromada kulista)

d. M 51 (galaktyka)

Jakie wynikalyby stad szacunkowe masy czastek
tworzacych te materie w przypadku, gdyby miala ona
temperature: a) 1 K, b) 103 K, c) 106 K?
Jakie parametry musialyby charakteryzowac czastki
elementarne tworzace taka hipotetyczna materie, skoro
nie udalo sie tej materii dotad zaobserwowac?
Czy któres ze znanych czastek elementarnych moglyby
tworzyc te materie? W obliczeniach upraszczajaco
przyjmij, ze masa gromady M = 1012M0 jest skupiona
w kuli o promieniu R = 107 lat swietlnych.

6. N a podstawie samodzielnie przeprowadzonych
obserwacji wypelnij A rkltsz Obserwacyjny.

Uwaga: rozwiazanie zadan 4 i 6 bylo mozliwe tylko po wykonaniu "obserwacji" pod kopula planetarium.

Olimpiada Astronomiczna jest jedna z najstarszych organizowanych w Polsce olimpiad. Starszymi od niej sa jedynie
olimpiady: matematyczna, fizyczna i chemiczna. Od 1958 roku odbyly sie 42 olimpiady astronomiczne. Wielu uczestników
olimpiad zasila dzis liste zawodowych astronomów. Jednym z nich jest prof. dr hab. Andrzej Wolszczan. W obecnym skladzie
Komitetu Glównego Olimpiady jest trzech jej bylych uczestników: dr Henryk Brancewicz, dr Grzegorz Kondrat i mgr Marek
Szczepanski.

Organizatorem olimpiady jest Planetarium Slaskie, które jest jednoczesnie siedziba Biura Olimpiady.

Przewodniczacym Komitetu Glównego jest prof. dr hab. Jerzy Kreiner (WSP Kraków), a wiceprzewodniczacym dr Henryk
Chrupala (Planetarium Slaskie).

Do obecnej, 42. edycji olimpiady zglosilo sie 143 uczestników. Do zawodów okregowych (II stopnia), które odbyly sie
11 stycznia bl'. w Katowicach i vVloclawku, dopuszczono 62 uczestników.

Glównymi nagrodami dla laureatów byly teleskopy firmy UNIWERSAL, w tym tzw. szukacz komet.

Koncowa klasyfikacja

I miejsce z tytulem laureata otrzymal Radoslaw
SMOLEC, uczerl klasy IV, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Jana III Sobieskiego w Grudziadzu.

II miejsce z tytulem laureata otrzymal Lech
LOBODZINSKI, ki. II, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Antoniego Osuchowskiego w Cieszynie.

III miejsce z tytulem laureata otrzymali ex aequo:
Milosz JERKIEWICZ, kI. III, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej
Górze;
Artur WIROWSKI, kI. IV, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi.

IV miejsce z tytulem finalisty otrzymali ex aequo:
Piotr SADOWSKI, ki. III, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu;
Przemyslaw OWCZAREK, kI. IV, Liceum
Ogólnoksztalcace im. Tadeusza Kosciuszki w Lasku.

Ponadto w finale uczestniczyli:
Lukasz KANCLERSKI, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi;
Konrad KAZNOWSKI, kI. IV, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. prof. Kazimierza Morawskiego w Przemyslu;
Karol LANGNER, kI. III, XIV Liceum Ogólnoksztalcace
im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu;
Tomasz RUDNY, kI. IV, XLVIII Liceum Ogólnoksztalcace
im. Edwarda Dembowskiego w Warszawie;
Tomasz SKIBA, kI. III, IV Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie;
Stanislaw SKOWRON, kI. IV, XXVIII Liceum
Ogólnoksztalcace im. Jana Kochanowskiego w Warszawie;
Joanna SLAWINSKA, kI. III, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Hetmana Jana Zamoyskiego w Lublinie;
Pawel STASIAK, kI. IV, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. ks. J. Kompally i W. Lipskiego w Ostrowie
Wielkopolskim;
Marek WEZGOWIEC, kI. IV, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Romualda Tra,ugutta w Czestochowie;

III



L OLIMPIADA MATEMATYCZNA 98/99

ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA (26-27 lutego 1998)

4. Punkt P lezy wewnatrz trójkata ABC i spelnia
warunki:

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trójkacie
ABC. Dowiesc, ze jezeli O i- P, to kat APO jest
prosty.

5. Niech S = {l, 2, 3, 4, 5}. Wyznaczyc liczbe funkcji
f: S --+ S spelniaj acych równosc f50 (x) = x dla
wszystkich x E S.

Uwaga: rO(x) = f o f o ... o f(x).'---v-"
50

6. Dana jest liczba naturalna k :::: 2 oraz liczby
calkowite al, a2, , a" spelniajace warunki

al + 2ia2 + 3ia3 + + nian = O dla i = 1,2, ... , k-1.

Dowiesc, ze liczba al + 2ka2 + 3"a3 + ... + nkan jest
podzielna przez k! .

1. Dana jest funkcja f: (O, 1) --+ lPI. taka, ze f(~) = (-lt
dla n = 1,2, ... Wykazac, ze nie istnieja takie funkcje
rosnace g: (O, 1) --+ lPI., h: (O, 1) --+ lPI., ze f = g-h.

2. Szescian S' o krawedzi 2 jest zbudowany z osmiu
szescianów jednostkowych. J(lockiem nazwiemy
bryle otrzymana przez usuniecie z szescianu S
jednego sposród osmiu szescianów jednostkowych.
Szescian T o krawedzi 2n jest zbudowany z (2n)3

szescianów jednostkowych. Udowodnic, ze po usunieciu
z szescianu T dowolnego sposród (2n)3 szescianów
jednostkowych powstaje bryla, która daje sie szczelnie
wypelnic klockami.

3. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag.
Punkty E i F leza odpowiednio na bokach AB i CD,
przy czym AE: EB = CF: F D. Punkt P lezy na
odcinku E F i spelnia warunek E P : P F = AB : CD.
Udowodnic, ze stosunek pól trójkatów AP D i BPC nie
zalezy od wyboru punktów E i F.

LPAB = LPCA oraz LPAC= LPBA.

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA (14-15 kwietnia 1999)

1. Punkt D lezy na boku BC trójkata ABC, przy
czym AD > BC. Punkt E lezy na boku AC i spelnia
warunek:

AE BD
EC - AD-BC'

Udowodnic, ze AD > BE.

2. Dane sa liczby calkowite nieujemne
al < a2 < a3 < ... < alOl mniejsze od 5050. Dowiesc,
ze sposród nich mozna wybrac takie cztery rózne
ak, al, am, an, ze liczba ak + al - am - an jest podzielna
przez 5050.

3. Dowiesc, ze istnieja takie liczby naturalne
nl < n2 < ... < n50, ze nl + S(nd = n2 + S(n2) =
= n3 + S'(n3) = ... = n50 + S(n50), gdzie S'(n) jest
suma cyfr liczby n.

4. Rozstrzygnac, dla jakich liczb naturalnych n ::::2
uklad równan

xi + x~ + 50 = 16xl + 12x2

x~ + x~ + 50 = 16x2 + 12x3

x~ + x~ + 50 = 16x3 + 12x4

X~_l + x~ + 50 = 16x"_1 + 12xn

x~ + xi + 50 = 16xn + 12xl

ma rozwiazanie w liczbach calkowitych
Xl,X2,X3," .,X".

5. Niech al, a2,.··, an, h, b2,··., bn beda liczbami
calkowitymi. Udowodnic, ze

L (lai - ajl + Ibi - bjl):S 2: lai - bjl·
l~i<j~n l~i<j~"

6. W szesciokacie wypuklym ABC DEF zachodza
równosci

o AB CD EFLA + LC + LE = 360 - . - . - = 1., BC DE FA

D . u . AB FD EC
ovnesc, ze BF . DE . CA = 1.

Fina.! tegorocznej - jubileuszowej Olimpiady Matematycznej odbyl sie w Bielsku Bialej. Honorowy patronat nad olimpiada
objal prezydent Rzeczypospolitej Polskiej - Aleksander Kwasniewski. Dzieki licznym sponsorom pobyt uczestników zawodów
III stopnia zostal przedluzony do 17 kwietnia. Byly dodatkowe atrakcje (wycieczki, ognisko).

IV



Oto kilka danych statystycznych dotyczacych 50. Olimpiady Matematycznej:

Najliczniej reprezentowane szkoly:
1. XIV LO im. S. Staszica w Warszawie 14
2. IV LO im. T. Kosciuszki w Toruniu 7
3. III LO im. Marynarki Wojennej R.P. w Gdyni 6
4. V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie 6
5. XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu 6

miasta:
1. Warszawa 19
2. Kraków 12

3. Gdynia 7
4. Torun 7
5. Wroclaw 6

województwa:
1. mazowieckie 21
2. malopolskie 14
3. kujawsko-pomorskie 11
4. pomorskie 8
5. dolnoslaskie 7

W sklad delegacji polskiej na XL Miedzynarodowa Olimpiade
Matematyczna, która odbedzie sie w Bukareszcie w dniach
13~22lipca br., powolani zostali: Piotr Buciak, Michal
Kapustka, Eryk Kopczynski, Michal Matuszewski, Pawel Parys,
Mikolaj Zalewski. Na zawodników rezerwowych powolano
Michala Nowakiewicza i Macieja Mostowskiego.

Na XXII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne, które
odbeda sie na przelomie czerwca i lipca br. w Austrii, powolano
delegacje, w sklad której wejda: Jakub Gismatullin, Artur Jez,
Maciej Mostowski, Piotr Przytycki, Piotr Sadowski, Stanislaw
Skowronek. Zawodnicy rezerwowi: Piotr Skibinski, Michal
Borny (uczen klasy III, II Liceum Ogólnoksztalcace im. J.H.
Zamoyskiego w Lublinie).

Powolano tez delegacje na X Olimpiade Matematyczna Panstw
Baltyckich, która odbedzie sie w Islandii w listopadzie bI. Sklad
tej delegacji jest nastepujacy: Lech Duraj, Wojciech Kaminski,
Jaroslaw Mederski, Marcin Wojnarski, Dominik Wojtczak.
Zawodnicy rezerwowi: Piotr Skibinski, Krzysztof Maczynski
(uczen klasy III, V Liceum Ogólnoksztalcace w Bielsku-Bialej).

Koncowa klasyfikacja
Jakub GISMATULLIN , uczen klasy III, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu.
Tomasz HELBING, uczen klasy IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Warszawie.
Artur JEZ, uczen klasy II, XIV Liceum Ogólnoksztalcace
im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu.
Michal KIJAK, uczen klasy IV, II Liceum
Ogólnoksztalcace im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu.
Jaroslaw MEDERSKI, uczen klasy III, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. C.K. Norwida w Bydgoszczy.
Piotr SADOWSKI, uczen klasy III, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu.
Piotr SKIBINSKI, uczen klasy III, IV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie.
Stanislaw SKOWRONEK, uczen klasy II, VIII Liceum
Ogólnoksztalcace im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.
Michal SZANCER, uczen klasy IV, XV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Marii Sklodowskiej-Curie
w Krakowie.
Marcin WOJNARSKI, uczen klasy III, Katolickie Liceum
Ogólnoksztalcace Ks. Pijarów w Krakowie.

Nagrody stopnia pierwszego
1. Micha! KAPUSTKA, uczen klasy IV, V Liceum
Ogólnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie.
2. Micha! MATUSZEWSKI, uczen klasy IV,
VIII Liceum Ogólnoksztalcace im. Marii
Sklodowskiej-Curie w Katowicach.
3.~4. Piotr BUClAK, uczen klasy V, Zespól Szkól
Elektryczno-Elektronicznych im. prof. M.T. Hubera
w Szczecinie.
Eryk KOPCZYNSKI, uczen klasy IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica
w Warszawie.

Nagrody stopnia drugiego
5.-7. Pawel PARYS, uczen klasy I, Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Tarnowskich
Górach.
Piotr PRZYTYCIG, uczen klasy IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanisla.wa Staszica w Warszawie.
Mikolaj ZALEWSKI, uczen klasy I, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. Bartlomieja Nowodworskiego
w Krakowie.

Nagrody stopnia trzeciego
8.-10. Wojciech KAMINSKI, uczen klasy III, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. Mikolaja. Kopernika w Lodzi.
Maciej MOSTOWSKI, uczell klasy IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Warszawie.
Michal NOWAKIEWICZ, uczen klasy IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Warszawie.
11.-13. Pawel ROCHMAN, uczen klasy IV, IV Liceum
Ogólnoksztalcace w Toruniu.
Dominik WOJTCZAK, uczen klasy II, III Liceum
Ogólnoksztalcace im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.
Pawel ZDZIARSKI, uczen klasy IV, VI Liceum
Ogólnoksztalcace im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich
w Bydgoszczy.
14.-24. Lech DURAJ, uczen klasy II, V Liceum
Ogólnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Ostatnia - XXXIX miedzynarodowa olimpiada
matematyczna odbyla sie w Tajpej na Tajwanie. Aby
zdobyc zloty medal, nalezalo znalezc sie w grupie 36
najlepszych sposród 440 uczestników, reprezentujacych
78 pa{lstw. W Tajpej nie wystapila druzyna chinska
(najlepsza w ubieglych latach) i zwyciezyli uczniowie
z Iranu.

Wyniki polskich uczniów na XXXIX MOM

1. Marcin Stefaniak III LO w Gdyni medal zloty
2. Tomasz Czajka I LO w Stalowej Woli medal srebrny
3. Michal Kapustka V LO w Krakowie medal brazowy
4. Tomasz Sobieszek XXXI LO w Lodzi wyróznienie
5. Piotr Przytycki XIV LO w Warszawie wyróznienie
6. Szymon Plis V LO w Krakowie wyróznienie

v
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Rys. 4

Majac do dyspozycji: drut
miedziany o znanej srednicy,
olówek, stoper lub zegarek

z sekundnikiem, linijke, ciezarek o znanej masie
i statyw, wyznacz modul sztywnosci miedzi.

2 litrów i cisnienia 2 at. Przemiana gazu przebiegala
powoli wzdluz prostej AB (rys. 3).

p
B

Zadanie doswiadczalne. Rozwazmy jednorodny
pret o przekroju kolowym, którego jeden koniec
jest unieruchomiony, a drugi skrecony o kat CI: pod
wplywem momentu sily M (rys. 4).

W przypadku, gdy...
ogramczymy rozwazama
do idealnie sprezystych
odksztalcen preta, zwiazek
miedzy momentem sily M
a katem skrecenia CI: mozna
zapisac w postaci

7rGr4M=--CI:
2L

gdzie G - modul sztywnosci
materialu, z jakiego wykonany
jest pret, l' - promien preta,
L - dlugosc preta.

a) Oblicz najwyzsza temperature helu osiagnieta
podczas tej przemiany.
b) Dla jakiej wartosci objetosci V nie bylo wymiany
ciepla z otoczeniem?

Przyjmij, ze hel zachowuje sie jak gaz doskonaly.

v
Rys. 3

Uwagi:
1. Zaniedbaj wplyw lakieru, którym pokryty jest drut,
na jego wlasnosci sprezyste.
2. Przyjmij, ze dla olówka moment bezwladnosci

wzgledem osi prostopadlej do olówka i przechodzacej
przez jego srodek wynosi:

md21=-- ,
12

gdzie m - masa olówka, d - dlugosc olówka.

ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA

XLVIII OLIMPIADA FIZYCZNA 1998/99

Rys. 2

Rys. l

a) Z jaka predkoscia porusza sie klocek?
b) Jaki warunek spelnia wspólczynnik tarcia h?

1. Walec o promieniu r obraca sie ze stala predkoscia
katowa w wokól ustalonej osi poziomej (rys. l). Na
walcu znajduje sie klocek o masie M, który pod
wplywem obrotów walca jest dociskany do pionowej
sciany. Do klocka jest przymocowana niewazka nic,
na której (za bloczkiem obracajacym sie bez tarcia)
jest zawieszony ciezarek o masie m. Naprezenie nici
powoduje ruch klocka wzdluz osi walca, równolegle
do plaszczyzny sciany. Wspólczynnik tarcia miedzy
klockiem a walcem wynosi h, przy czym h > miM.
Wspólczynnik tarcia miedzy klockiem a sciana
wynosi h.

3. Hel o temperaturze 2rC zajmujacy objetosc
7 litrów pod cisnieniem 0,5 at sprezono do objetosci

2. Oblicz pojemnosc (mierzona miedzy punktami A,
B) nieskonczonej sieci kondensatorów polaczonych jak
na rysunku 2. Pojemnosc kazdego z kondensatorów
wynosi C.

VI



ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

3. Wiazka elektronów o jednakowej energii skierowana
na krysztal ulega dyfrakcji wskutek odbicia od
plaszczyzn atomowych, podobnie jak promienie
Roentgena. Szczególnie silne odbicie wiazki zachodzi
dla niektórych katów e (rys. 3), co jest wyrazem
falowej natury materii.

Indukowane na powierzchni plyty ladunki elektryczne
powoduja przyciaganie preta do plyty. Utrzymanie
preta w stalej odleglosci od plyty wymagaloby
przylozenia sily T = 0,02 N do konca C. Pret bylby
wtedy rozciagany z sila R = 0,0 l N.

Oblicz sile, z jaka jest rozciagany ten pret po
usunieciu plyty.

Rys 1

1. N a równi pochylej o kacie nachylenia et

zamocowano szereg jednakowych walców. Osie
walców przymocowane sa do równi w jednakowych
odleglosciach d od siebie (rys. 1). Moment
bezwladnosci kazdego z walców jest równy l, promien
wynosI r.

2. Na koncach obojetnego elektrycznie, nie
przewodzacego i nie ulegajacego polaryzacji sztywnego
preta znajduja sie jednoimienne, lecz rózne punktowe
ladunki elektryczne. Prostopadle do preta umieszczono
duza (w porównaniu z wymiarami preta), uziemiona
plyte przewodzaca. Odleglosci AB oraz BC,
zaznaczone na rysunku 2, sa jednakowe.

Po powierzchni walców przemieszcza sie kloc
o masie M i dlugosci l = nd. Kazdy walec po
zetknieciu z klocem zaczyna obracac sie. Poczatkowo
walec slizga sie wzgledem kloca. Poslizg ten ustaje
jeszcze przed zetknieciem sie kloca z nastepnym, nizej
lezacym walcem. Ruch pozostalych walców bedacych
w kontakcie z klocem odbywa sie bez poslizgu.
Wspólczynnik tarcia pomiedzy klocem a kazdym
z walców jest równy f.
Przyjmij, ze w kazdej chwili nacisk kloca rozklada sie
równomiernie na wszystkie stykajace sie z nim walce.

a) Jaki warunek musi spelniac wspólczynnik tarcia f,
by srednia predkosc kloca byla taka sama na kolejnych
odcinkach o dlugosci d?

b) Oblicz te srednia predkosc.

Zaniedbaj opory tarcia w ruchu obrotowym walców
oraz tarcie toczne miedzy klocem a kazdym z walców.

Rys. 3

21000

2,40
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F
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U [V]

2R [cm]

Rys. 4

W pewnym eksperymencie, którego schemat jest
przedstawiony na rys. 4, elektrony z ogrzewanego
wlókna W sa przyspieszane przez róznice
potencjalów U w kierunku kolimatora K. Utworzona
w ten sposób wiazka elektronów pada na wykonana
ze zlota, bardzo cienka, polikrystaliczna folie C. Po
przejsciu przez nia tworzy obraz dyfrakcyjny na kliszy
fotograficznej polozonej w odleglosci l = 30 cm od folii.
Folia jest na tyle cienka, ze zachodza tylko jednokrotne
odbicia od krysztalów tworzacych polikrysztal. N a
kliszy F powstaje szereg koncentrycznych pierscieni
o róznych promieniach odpowiadajacych katom, dla
których zachodzi silne odbicie wiazki elektronowej.

W tabeli podano wyniki pomiarów napiecia
przyspieszajacego U i odpowiadajacego mu
promienia R naj mniejszego pierscienia dyfrakcyjnego.
Podane wyniki pomiarów odnosza sie do jednego
zespolu plaszczyzn atomowych o odleglosci
miedzyplaszczyznowej d.

T-...•
C

---------- .
B

A

Rys. 2
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Uwagi
1. Zaniedbaj wplyw lakieru, którym pokryty jest drut,
na jego wlasnosci sprezyste.
2. Sprezyna powinna posiadac co najmniej 10 zwojów.
3. Odleglosc miedzy zwojami sprezyny powinna byc
znacznie mniejsza od jej promienia R.

Wyznacz odleglosc d wiedzac, ze kazda plaszczyzna
danego zespolu plaszczyzn atomowych odbija wiazke
elektronów jak zwierciadlo, niezaleznie od kata
padania wiazki. (Plaszczyzn atomowych nie nalezy
utozsamiac z powierzchniami ograniczajacymi folie.)

Zaniedbaj efekty relatywistyczne.

Stala Plancka h = 6,6 . 10-34 Js, masa elektronu
m = 9,1 . 10-31 kg, ladunek elektronu e = 1,6.10-19 C.

Zadanie doswiadczalne. Cylindryczna sprezyna

o promieniu R (rys. 5), wykonana z drutu o
promieniu l", poddana jest odksztalceniu sprezystemu.
W przypadku, gdy ograniczymy sie do idealnie
sprezystych odksztalcen drutu, zachodzi liniowa
zaleznosc miedzy sila rozciagajaca F a wydluzeniem
sprezyny ~x, co mozna zapisac w postaci:l

F = _rCt R(3C'nó ~x ,
4

R

Rys. 5

F

}~X

gdzie a, (3, /, {j - pewne

(bezwymiarowe) liczby
calkowite, C - modul sztywnosci
materialu, z którego wykonany
jest drut.

Masz do dyspozycji: drut
miedziany o srednicy

rp = 0,44 mm (±0,01 mm),
linijke, obciaznik o znanej
masie, statyw, kartke papieru,
która mozna wykorzystac
do nawiniecia sprezyny oraz
kawalek tasmy samoprzylepnej.

Wyznacz wartosci stalych a,
(3, /, {j oraz modul sztywnosci
miedzi wyrazony w N/m2.

Koncowa klasyfikacja

Laureaci XLVIII Olimpiady Fizycznej
(w kolejnosci zajetych miejsc):

1. Marek Tomasz BISKUP, kI. IV, II Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica
w Starachowicach.
2. Pawel Aleksander MASLANKIEWICZ,
kI. IV, VIII Liceum Ogólnoksztalcace im. Marii
Sklodowskiej-Curie w Katowicach.
3. Przemyslaw Piotr BRONlEK, kI. III, V Liceum
Ogólnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.
4. Andrzej Janusz JAROSZ, kI. III, V Liceum
Ogólnoksztalcace im Augusta Witkowskiego w Krakowie.
5. Piotr NOWAKOWSKI, kl. IV, Zespól Szkól
Ogólnoksztalcacych Nr 2 im. Marii Sklodowskiej-Curie
w Gorzowie Wlkp.
6. Marcin Grzegorz DOMAGALA, kl. IV, VI Liceum
Ogólnoksztalcace im. Jana Kochanowskiego w Radomiu.
7. Piotr Rafal MILOS, kI. IV, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Mielcu.
8. Michal Marcin KIJAK, kI. IV, II Liceum
Ogólnoksztalcace im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu.
9. Wojciech WASILEWSKI, kI. III, XII Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Wyspianskiego w Lodzi.
10/11. Michal Jan MATUSZEWSKI, kI. IV, VIII
Liceum Ogólnoksztalcace im. Marii Sklodowskiej-Curie
w Katowicach.
Wojciech Dominik SANKOWSKI, kI. IV, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. Mikolaja Kopernika w Lodzi.

VIII

12. Lukasz MATYLLA, kI. IV, VIII Liceum
Ogólnoksztalcace im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.
13. Tomasz HELBING, kl. IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Warszawie.
14. Rafal Stanislaw WARDZINSKI, kI. IV, XIV Liceum
Ogólnoksztalcace im. Stanislawa Staszica w Warszawie.
15. Krzysztof Lukasz MAZUR, kI. IV, II Liceum
Ogólnoksztalcace im. Prof. Kazimierza Morawskiego
w Przemyslu.
16. Tadeusz Jerzy ZIMIRSKI, kl. III, V Liceum
Ogólnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.
17. Konrad Bartlomiej ROTUSKI, kI. IV, VI Liceum
Ogólnoksztalcace im. Jana Kochanowskiego w Radomiu.
18. Wojciech Jerzy KAMINSKI, kI. III, I Liceum
Ogólnoksztalcace im. Mikolaja Kopernika w Lodzi.
19. Karol Marcin SZALOWSKI, kl. II, XIII Liceum
Ogólnoksztalcace im. Marii Piotrowiczowej w Lodzi.
20. Maciej OSINSKI, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Jedrzeja Sniadeckiego w Pabianicach.
21. Michal Krzysztof KALISZAN, kI. IV, Liceum
Ogólnoksztalcace Sw. Marii Magdaleny i Sw. Tomasza
z Akwinu w Poznaniu.

Wyróznienia:
Za rozwiazanie zadania 1: Andrzej JAROSZ (laureat).
Za rozwiazanie zadania 2: Andrzej JAROSZ (laureat),
Wojciech KAMINSKI (laureat), Slawomir DUSZYNSKI
(finalista) - kI. III, III Liceum Ogólnoksztalcace
im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu.


