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Sciskanie sztywnej ameby
Piotr CHRZASTOWSKI

Wyobrazmy sobie prostopadloécienny klocek, na ktérego boczne $cianki

bedziemy dzialali identycznymi, réwnomiernie roztozonymi sitami (kto chee,
niech wyobrazi sobie cisnienie wywierane na Scianki klocka przez otaczajacy
Y ¥ go oérodek). Dosé oczywiste jest, ze sity te wzajemnie sie zniosa. W kazdym
— - —<——— bowiem prostopadlym przekroju otrzymamy prostokat, a jezeli dzialamy
——t ——— jednakowa sita na wszystkie punkty obwodu prostokata (rys. 1), to wypadkowa
s = bedzie réwna zeru. Kazdy wektor przylozony do dowolnego punktu ma na
1 b przeciwleglym boku swojego kontrpartnera, ktéry anuluje jego dzialanie.
HHHH”” Bez trudu dojdziemy do wniosku, zZe podobnie bedzie dla walca: w przekroju
otrzymamy okrag, w ktorym przeciwlegle wektory beda znosity swoje dzialanie
Rys, 1 (rys. 2). Dla tréjkatnego przekroju sily tez sie wzajemne znosza, ale to juz nie

jest tak oczywiste.

Zapytajmy, co sie stanie, jesli zaczniemy eksperymentowaé z powierzchnia
przekroju, prébujac ja deformowaé tak, aby uzyska¢ niezerowa wypadkowa
identycznych sit réwnomiernie przylozonych do brzegu z zewnatrz. Wyobrazmy
sobie np. figure w ksztalcie bumerangu, jak na rysunku 3. Wzdhuz jej
prostoliniowych odcinkéw nastepuje znoszenie sie sit. Pozostaja trzy tuki:
jeden z gory 1 dwa z dotu. Czy dzialanie polaczonych sit oddolnych nie moze
przewazy¢ dzialania sity przylozonej od gory?

Okazuje sig, ze nie! Jakkolwiek bedziemy si¢ starali wykrzywié ksztalt brzegu,
zawsze wypadkowa sil wynosi zero. Jest to wniosek ze znanych twierdzen
rachunku catkowego, zwiazanych z nazwiskami Ostrogradzkiego, Gaussa

i Stokesa. Twierdzenia sa ogdlniejsze, ale ten przypadek szczegdlny jest na tyle
interesujacy, ze mozemy si¢ pokusi¢ o jego niezalezne uzasadnienie.

Rys. 2

Swiat bylby piekny, gdyby udalo sie nam taki ksztalt znalezé. Mielibyémy
bowiem bardzo proste perpetuum mobile. Wystarczytoby wykonaé, na przyktad
\\\‘/’/ z drewna, klocek o wymyslonym przez nas przekroju i wlozyé go do wody (o ile
SO nie wyrwaloby go nam z rak wczesniej ciSnienie atmosferyczne!). Sily pionowe,
spowodowane ci$nieniem hydrostatycznym, bytyby réwnowazone grawitacja.
Na kazdej glebokosci otrzymalibySmy natomiast wymyslony przez nas ksztalt.
Dziatalaby na niego wypadkowa sila proporcjonalna do glebokosci zanurzenia.
Skumulowane z wszystkich glebokosci sity skierowane bytyby w jednym kierunku
1 nasz klocek zaczalby sie w tym kierunku przesuwaé. Juz sobie wyobrazam

=
//’71\ /;‘f\ holowniki, ktére ciagnelyby statki, jak na rysunku 4. I wyobrazam sobie, ile
smiechu byloby, gdyby sie taki klocek urwat!

Ale perpetuum mobile nie istnieje, wiec okazji do §miechu musimy szukaé¢ gdzie
indziej.

* ok ¥

Tym sposobem udowodniliémy, ze dla dowolnej
gladkiej powierzchni S, ktdra jest brzegiem pewnego
obszaru przestrzeni B3, calka z pola wektoréw
normalnych do S wzgledem miary powierzchniowej
jest réwna zeru, albo, jesli kto woli (i lubi) zapis
symboliczny,

Rys. 4 /n(a:) do(z) = 0.
s
Drogi Czytelniku: jesli akurat jestes studentem drugiego roku matematyki
lub bytes nim jaki$ czas temu i od tamtej pory twierdzenie Stokesa uwazasz
za, delikatnie méwiac, $rednio przyjemne i érednio zrozumiate — w ragzie
potrzeby mysl o zanurzonym klocku i wypadkowe;j sil, a nie o miarach, caltkach,
powierzchniach itp.
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O geometrii wewnetrznej (11/1980)

Karol BORSUK

W artykule obok profesor Karol
Borsuk, twoérca teorii retraktow (patrz
Delta3/1979) 1 teorii ksztaltu (patrz
Delta 5/1980), przedstawia nowe
podejécie do problematyki geometrii
wewnetrznej, dotychezas miesaczace]

sie w ramach geometrii rézniczkowe]

i riemannowskiej.

Delta ma zaszczyt przedstawidé pierwszg
prace z zakresu stworzone] w ten sposéb
problematyki. Bardziej saczegdlowe
opracowanie podanych wynikéw ukaze
si¢ w Biuletynie Polskiej Akademii
Nauk (seria nauk matematycznych)

w 1981 roku.

n[—
=
=
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Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.4).
Dlugosci kolejnych fragmentdw
WSinusoidy” pomiedzy dwoma kolejnymi
grzbietami sg wicksze od odpowiednich
wyrazow szeregu harmonicznego

L4 145414 .. 7 rozbieinodei tego
szeregu wynika, ze dlugosé widoczne) na
rysunku krzywej jest nieskonczona.

Ta przestrzeri nie spelnia warunku (1.5),
wiec takze nie jest geometrycznie
dopuszczalna.

J

1. Metryka wewnetrzna. Podstawowym dla geometrii jest pojecie odleglosci.
W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E™ odlegtosé dwéch punktéw
z=(21,...,2,) 1 y=(¥1,...,¥n) Wyraza sie wzorem

(1.1) e(z,y) =

a w przestrzeni Hilberta H, ktérej punktami sg ciagi liczb @ = (w1, 29,...)
=]

spetniajace warunek ) 2? < oo, odlegtoéé punktu z od punktu y = (y1,92,...)
=1}

wyraza sie wzorem

o
(1.2) o(z,9) = | D_ (=i — %)?.
i=1
Wazér (1.2) jest ogdlniejszy od wzoru (1.1), poniewaz przestrzen E™ mozemy
uwazaé za podzbidr przestrzeni H, zlozony ze wszystkich punktéw postaci
z=(2y,...,2,,0,0,...). Wzdr (1.2) okresla metryke o dla kazdej przestrzeni A
bedacej podzbiorem przestrzeni H. Zauwazmy jednak, ze takie pojecie odleglodcei
odbiega od potocznego rozumienia odleglosci punktéw z,y € A, poniewaz
méwiac o odleglodci migdzy @ 1 y w przestrzeni A, bierzemy pod uwage nie
tyle liczbe o(z,y), ile dlugosé drég w przestrzeni A, ktoére nalezy przebyé, aby
od « przejéé do y. Tak np., jezeli powierzchnie Ziemi traktujemy jako sfere S*
polozona w przestrzeni E3, to méwiac o odlegloci miedzy punktami z,y € S?,
mamy zazwyczaj na mysli dtugoéé drogi, ktéra trzeba na S? przebyé, aby od
przejéé do y, a wiec liczbe, ktéra dla z # y jest wieksza od odleglosci tych
punktéw w sensie metryki p. Przez tuk L laczacy punkty z,y w przestrzeni A
rozumiemy obraz przedziatu liczbowego (0, 1) przy homeomorfizmie
5:{0,1) — L C A, zwanym przedstawieniem parametrycznym tuku L

zawierajacego oba punkty z i y. Przez dlugo$é tego tuku rozumiemy liczbe |L],
k

ktéra mozemy okreslié jako kres gérny liczb postaci » _ o (s(t), s(tis1)), gdzie
1=0

0=ty <ty <...<tp <tpyr = 1. Wiadomo, ze tak okreslona liczba |L| nie

zalezy od sposobu obrania przedstawienia parametrycznego luku L. Kladac

(1.3) { oa(e,y) = kres dolny liczb |L|, gdzie L przebiega

: wszystkie tuki taczace » 1 y w przestrzeni A4,
otrzymamy pojecie odlegtoscl punktow x, y w przestrzeni A. Jasne jest jednak,
ze nie w kazdej przestrzeni A (o danej metryce p) liczba pa(z,y) jest okreslona
i skoficzona dla kazdej pary punktéw z,y € A: potrzeba, by przestrzen A
spelniata warunek

(1.4) {dla kazdej pary punktéw z,y € A istnieje w A huk L

o skonczonej dhugosci, taki ze z,y € L.
Przy spelnieniu przez przestrzen A warunku (1.4), wzér (1.3) przyporzadkowuje
kazdej parze punktow x,y € A liezbe pa(x,y), ktéra spetnia wszystkie
aksjomaty odleglodci. Tak okreslona funkcje g4 nazywamy metryka wewnetrzna
w przestrzeni A. Spelnia ona warunek
o(z,y) < pal(e,y) dla kazdej pary punktow z,y € A.

Aby jednak przejscie od danej metryki ¢ do metryki wewnetrzne) g4 nie
powodowalo zmiany topologicznych wiasnosci przestrzeni A, nalezy jeszcze
zalozy¢, ze przestrzen ta spelnia warunek

dla kazdego punktu x € A i kazdej liczby € > 0
(1.5) istnieje otoczenie Uy . dla z w A, takie ze dla

kazdego punktu y € Uy . jest ga(z,y) <e.
Powiemy, ze przestrzen A (z metryka g) jest geometrycznie dopuszczalna
(w terminologii angielskiej geometrically acceptable), w skréceniu A € GA, jezeli
spelnione sa oba warunki (1.4) i (1.5).
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Przestrzen metryczna nazywa sig
lokalnie spéjna, jezeli kazdy jej punkt
ma dowolnie male spéjne otoczenie.
Continuum to przestrzeri metryczna
zwarta 1 spdjna.

Rozmaitoéé topologiczna to spdjna
przestrzen lokalnie homeomorficzna

z przestrzenia euklidesowa E™. Méwimy,
#e na takiej rozmaitodci dana jest
metryka riemannowska, gdy kwadrat
rézniczki dlugosdci luku w tej przestrzeni
w lokalnych ukladach wspdlrzednych
WYTaza sig wzorem

"

ds? = E gij(w1, ..., zp)daide;,

t,3=1

gdzie g,; sa funkcjami rézniczkowalnymi.

W geometrii elementarne) przez sympleks
rozumiemy najmniejszy zbiér wypukly
(polozony w przestrzeni E™) zawierajacy
n + 1 punktéw ,w polozeniu ogélnym”
(zadne trzy nie leza na linii prostej,
zadne cztery nie sg wspdlplaszczyznowe
itd.). Sympleksy jednowymiarowe to
odeinki, dwuwymiarowe — trdjkaty,

a tréjwymiarowe — czworosciany.

W topologii nazywamy sympleksem
kazdy zbiér homeomorficzny z takim
sympleksem ,elementarnym”. Przez
triangulacje wielodcianu rozumiemy taki
Jjego podzial na sympleksy, przy ktérym
kazde dwa sympleksy, jesli si¢ przecinaja,
to wzdluz calej wspélnej k-wymiarowej
éciany, krawedzi czy wierzcholka. Na
ponizszym rysunku widzimy dwa podzialy
kwadratu na tréjkaty, z ktérych tylko
pierwszy jest triangulacja.

L Politop” jest pojeciem nieco
ogdlniejszym od wielokgta czy
wielogcianu. Rysujac na plaszczyznie
siatke tréjkatéw réwnobocznych tak,
jak byémy ukladali kafelki, otraymujemy
Jej triangulacje. Plaszezyzna jest wige
politopem. Z kolei politopem nie jest
przestrzen przedstawiona na rysunku
ponizej, a nawet zwykle kolo.

Przyklady: Przestrzenie wypukle sa geometryeznie dopuszczalne, przy

czym metryka wewnetrzna g4 nie rézni sie od danej w A metryki o. Tak jest
np. w przestrzeni A = E™ lub A = H.

Jasne jest, ze kazda przestrzen A € GA jest spdjna i lokalnie spéjna. Z drugiej
strony wiadomo, ze kazde lokalnie spéjne continuum jest homeomorficzne

z pewna przestrzenia wypukla, a wiec z przestrzenia GA.

Do klasy przestrzeni GA naleza tez wszystkie spéjne przestrzenie
riemannowskie, jak réwniez wszystkie spdjne wielodciany w sensie
elementarno-geometrycznym, a takze ogdlniejsze od nich spdjne politopy, a wice
przestrzenie P, dla ktérych istnieje skoiiczona lub przeliczalna triangulacja T,
ktorej sympleksy sa rozumiane w sensie geometrii elementarnej i spelniony jest
warunek, ze dla kazdego punktu @ € P istnieje w triangulacji T skoniczona liczba
symplekséw, ktorych suma stanowi otoczenie punktu x w P. Zauwazmy tez,

ze jezeli A i B sa przestrzeniami GA, to ich iloczyn kartezjanski A x B jest

tez przestrzenia GA, jezeli zas A 1 B sa podzbiorami domknietymi przestrzeni
metryczne] X, a ich ezes¢ wspdlna nie jest pusta, to A U B € GA.

Przez izometrie wewnetrzng rozumiemy taka funkcje f przeksztalcajaca
przestrzen A € GA na przestrzen A’ € GA, ze ga(z,y) = oa(f(2), f(y))

dla kazdej pary punktéw z,y € A. Jezeli taka funkcja istnieje, to méwimy,

ze przestrzenie A 1 A’ sa wewnetrznie izometryczne. Jasne jest, ze kazda
izometria (w sensie metryki o) jest izometria wewnetrzna (ale nie na odwrét),
natomiast kazda izometria wewnetrzna jest homeomorfizmem. Ztozenie dwéch
izometrii wewnetrznych, jak rowniez odwrdcenie izometrii wewnetrzne) sa
izometriami wewnetrznymi. A wiec relacja wewnetrzne] izometrii jest relacja
rownowaznosciowa.

Zauwazmy, ze w mysl przyjetej tu definicji dlugosci tuku L C A, przy izometrii
wewnetrznej f: A — A’ tuk L przechodzi na tuk L' C A, taki ze |L| = |L].

Z drugiej strony, kazdy homeomorfizm f spelniajacy ten warunek jest izometria
wewnetrzna.

Przez geometrie wewnetrzna rozumiemy tu teorie tych whasnosci

przestrzeni GA, ktore zachowuja sie przy wszystkich izometriach wewnetrznych.
A wiec z punktu widzenia geometrii wewnetrznej dwie wewnetrznie izometryczne
przestrzenie A, A’ € GA sa jednakowe. Natomiast ich wlasnosci geometryczne
(tj. whasnosci zalezne od pierwotnie przyjetych w nich metryk g 1 ¢') moga by¢
istotnie rozne.

2. Podzbiory GA przestrzeni £". Podamy tu dowéd (w postaci nieco
szkicowe]j) twierdzenia nastepujacego:

(2.1) Twierdzenie. Jezeli A jest GA-podzbiorem przestrzeni E™, lo dla kazdego
€ > 0 istnieje w przestrzeni E*" zbidr wewnetrznie izometryczny z A, ktdry

w sensie melryki p ma srednice mniejszq od €.

Dowdd. Niech d bedzie dang liczba dodatnia i niech D bedzie kwadratem

w plaszezyznie E? o wierzchotkach (0,0), (d,0), (0,d) i (d,d). Przyporzadkujmy
kadej liczbie catkowitej k punkt ax = (1d - (1+ m%) ,0) poloiy ne
odcinku (0, 0), (d,0). Wéwezas o((0,0), ar) < ¢((0,0), ax+1) dla kazdego
catkowitego k. Oznaczmy przez by wierzcholek tréjkata réwnoramiennego

lezacego w D o podstawie aparyi 1 bokach apby, bragyr o dlugosei d. Niech
teraz Ay oznacza przedziat (k- d,(k+ 1) -d) C E'. Wéwczas E' = | Aj.
k

Ktadac Bogp = apby, Bakrs1 = bragyr dla kazdego calkowitego k, zauwazmy,
ze istnieje przeksztalcenie ¢ prostej E' na zbiér | By C D, takie ze dla kazdego
k

calkowitego k przeksztalcenie ¢ przeprowadza izometrycznie odcinek Aj na
odcinek By i to tak, ze

w2k -d) = ar, ©((2k+1)-d)=b.
Jasne jest, ze ¢ jest homeomorfizmem przeksztalcajacym cala prosta E' na

zbiér | By.
k
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Metoda dowodu zamieszczonego obok
twierdzenia (2.1) pozwala tez na
wykazanie, ze przestrzen Hilberta H moze
by¢ wewnetrznie izometrycznie zanurzona
w dowolnie mala kostkg w niej.

Jednym z podstawowych twierdzen
geometrii przestrzeni riemannowskich
jest Theorema egregium ( , Wspaniale
twierdzenie” ):

krzywizna calkowita powierzchni

nie zmienia sig¢ pray wewngtrznych
1zometriach.

Przedstawiamy tu dwa sposoby takiego
skladania kwadratu, by zmiedcil si¢

w dowolnie malej kulce przestrzeni
tréjwymiarowe]. Linia kolorowa znaczy
nZagiaé do géry”, czarna — ,zagigé

do detu”. Za pomoca drugiego z tych
sposobéw mozna i cala plaszczyzne E?
przeksztaleid przez izometrie wewnetrzna
na podzbiér przestrzeni E* o dowolnie
malej srednicy i jest to pozytywne
rozwigzanie postawionego w tekscie
artykulu problemu. Autorem tego
rozwigzania jest dr J. Oledzki.

Cala przestrzeni E™ jest suma wszystkich n-wymiarowych kostek postaci
Dﬁ‘l,v-ql}“ = A.Ul XX A.u.n

gdzie py, ..., pn przebiega wszystkie uklady zlozone z n liczb caltkowitych.
Kladac
Wz, 4 Ends (BlE), . . 40(20)) dla kazdego (zi,...,z,) € E™,

otrzymujemy homeomorfizm ¢ przeksztalcajacy cala przestrzen E™ na pewien
podzbidr zbioru C' bedacego iloczynem kartezjanskim n kwadratéw D. Zbiér C'
mozemy traktowaé jako kostke 2n-wymiarowa, polozona w przestrzeni £2",
identyfikujac punkty postaci ((z1,z2), (23, 24),...,(22n—1,22,)) € C' 2z punktami
(z1,Z2,...,T2n) W przestrzeni E2".

Homeomorfizm 1 przeksztalca izometrycznie kazda kostke postaci

Dy,,.opn = Ay X ... x Ay, nasgbior By, x ...x By, skad wynika,

ze kazdy tuk L C Ay, x ... x A, przechodzi izometrycznie na tuk

(L) C By, X ...%x By, . To pozwala okazaé, ze przy homeomorfizmie 1
zachowuja sie dlugosci wszystkich hukéw L polozonych w przestrzeni E™.

A wigc, dla kazdego zbioru A € GA polozonego w E"| przeksztalcenie czesciowe
| A jest izometria wewnetrzna przeksztalcajaca A na zbidr A’ = ¢(A) C C. Ale
érednica kostki €, bedacej iloczynem kartezjariskim n kwadratéw o boku d, jest

réwna \/n(v/2d)? = d- V2n. Jezeli wiec, dotychczas dowolna, liczbe dodatnia d

obierzemy tak, by byla mniejsza od 752-;, to érednica zbioru A’ stanie sie
mniejsza od £. To konezy dowdd twierdzenia (2.1).

3. Uwagi w zwigzku z twierdzeniem (2.1). Z twierdzenia (2.1) wynika

w szczegdlnodci, ze cala przestrzen E3 (a wiec przestrzen, ktdra czasami sktonni
jesteSmy uwazaé za matematyczny schemat naszej przestrzeni kosmicznej)

daje sie potraktowaé jako podzbiér przestrzeni E® majacy dowolnie mata
érednice. Przy takim ujeciu punkty polozone w przestrzeni E3 w dowolnie
wielkiej odleglodci jeden od drugiego staja si¢ w przestrzeni E° (w sensie zwyklej
metryki g) dowolnie bliskie.

W kosmologii wspolczesnej zaklada sie zwykle, ze rozpatrywane przestrzenie
sa riemannowskie — co zreszta moze by¢ kwestionowane. Jesli jednak
ograniczymy sie do przestrzeni riemannowskich i do wewnetrznych izometrii
przeprowadzjacych takie przestrzenie na przestrzenie riemannowskie, to
twierdzenie (2.1) nie da sie utrzymaé, wiadomo bowiem, ze np. powierzchnia
riemannowska wewnetrznie izometryczna ze sfera S* musi byé ze sfera ta
izometryczna.

Geometria wewnetrzna, ograniczona do zakresu przestrzeni riemannowskich, jest
jednym z klasycznych dzialéw geometrii rézniczkowej. Gdy ograniczenie to sie
odrzuci, to konieczna staje sie rezygnacja z takich klasycznych niezmiennikéw,
jak krzywizna calkowita (gaussowska), natomiast pojawiaja sie nowe fakty (jak
np. twierdzenie (2.1)) i powstaje nowa, obszerna problematyka.

LOT AT S

Powstaje pytanie, czy wymiar 2n przestrzeni, w ktére] G A-podzbiory
przestrzeni E™ daja sie umiesci¢ bez zmiany ich wewnetrznych wlasnosci, ale
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Rozwigzanie zadania F 500.

Maksymalne naprezenie liny obcigzonej
nieruchomsa windg wynosi
Q Mg
g=—= _I'- v
o p ?Hi“,'r“i
gdzie m jest masa windy, a d = 9 mm

nalna sila, z jaka

srednicy liny. Maksyr
winda moze dzialaé¢ na ling pray
gwaltownym zahamowaniu, wynosi

mg + 8mg = 9mg. Osiagane naprezenie
liny wynosi wtedy

9mng 36mg
— £

T wxD2j4a " wxD2 '

gdzie D jest szukana érednica. W obu
przypadkach maksymalne naprezenie
o= = (I jest sila dzialajaca na ling)
jest takie samo. Stad otrzymujemy

4mg 36meg

rd2 = wD?
i dostajemy, 2ze drednica liny powinna
wynosié¢ co najmnie) D = 3d = 27 mm.

Zbidr pierwsze] kategorii w sensie Baire'a
to zbidr bedacy przeliczalng suma
zbioréw domknigtych o pustym wngtrazu
— a takze kazdy jego podzbiér. Wazne
twierdzenie Baire'a glosi, ze niepusta
zupelna przestrzen metryczna nie jest
pierwsze] kategorii.

z dowolnym zmniejszeniem srednicy, daje sie zastapié przez liczbe mniejsza.
Ostatnio S. Nowak i J. Oledzki okazali, ze liczba 2n daje sie zastapic¢ przez
liczbe n + 1.

Nie wiadomo tez, czy dla kazdego n istnieje w przestrzeni E™ zbidr A € GA
(czy nawet spéjny wielocian), ktéry nie moze byé przez izometrig wewngtrzna
przeprowadzony na podzbiér przestrzeni E"~! o dowolnie malej érednicy

(w sensie metryki ¢). Nasuwa si¢ tez naturalne pytanie, czy kazda osrodkowa
przestrzen A € GA, o wymiarze < n, daje sie¢ przez izometri¢ wewnetrzng
przeprowadzié na podzbiér przestrzeni E?"t1. Pozytywne rozwiazanie tego
zagadnienia stanowiloby naturalny odpowiednik twierdzenia Mengera-Nobelinga
o tym, ze kazda osrodkowa przestrzen metryczna wymiaru nie wiekszego niz n
jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem przestrzeni E*"+1.

Ponizej podamy twierdzenie, ktére w zakresie spéjnych politopéw
1-wymiarowych daje pozytywna odpowiedz na to pytanie.

4. Spéjne politopy 1-wymiarowe. Podamy ide¢ dowodu (z pominigciem
niektérych szezegdtéw o charakterze technicznym) twierdzenia nastepujacego:

(4.1) Twierdzenie. Dla kazdego spijnego 1-wymiarowego politopu P
(potozonego w przestrzeni H) i kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje w E politop P’
P ] 14

o §rednicy < £, wewnetrznie izometryczny z P.

Dowéd. Niech T bedzie triangulacja politopu P o 1-wymiarowych sympleksach
(a wiec odcinkach) Ly, La, ... (moze by¢ ich liczba skoiiczona). Mozemy przyjaé,
ze $rednica kazdego z tych odcinkéw jest < £. Ktadac Py = Ly U...U Li, mamy
Py C Piyy oraz P =} P;.

3

Kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy liczbe ny < §, taka ze kazdy
odcinek L;, ktérego choé jeden koniec nalezy do Pj, ma dlugosé wieksza od .
Obierzmy punkt by € E? i kazdemu wskaZnikowi k przyporzadkujmy kule

Qi C E3 o érodku bg i promieniu ry < n tak, by rp4q < rp dla kazdego k.
Ustawmy teraz wszystkie wierzcholki triangulacji T' w ciag (byé moze
skonczony) ay, as, . .. tak, by wskazniki wierzchotkéw nalezacych do Pi byty
mniejsze od wskaznikéw wierzchotkdw nalezacych do Py \ Pr.

Kazdemu g = 1,2,... przyporzadkujemy punkt b, € E® tak, by spelnione byty
warunki:

(4.2) jezeli a, € Py, to by € Qry1;

(4.3) { 7adna plaszczyzna potozona w E3 nie zawiera

wiece] niz 3 punkty z ciagu by, ba, . ..
Zauwazmy, ze jezeli odcinek a,a, nalezy do triangulacji T" oraz a, € Py, to
o(au,a,) > ni, a wiec oba punkty by, b, leza w kuli Q. Stad

€
o(bu, b)) < < olay,a,) < 5

Wezmy teraz pod uwage elipsoide obrotowa M, , bedaca zbiorem wszystkich
punktéw z € E? spelniajacych warunek

(4.4) o(z,b,) + o(x,b,) = o(au, ay).

Jasne jest, ze skoficzony lub przeliczalny zbiér ptaszczyzn potozonych w E3
przecina elipsoide M, , w zbiorze pierwszej kategorii (w sensie Baire’a). Stosujac
wiec proste rozumowanie indukcyjne, mozemy kolejnym odcinkom L;, z ktérych
kazdy ma postaé a,a,, przyporzadkowaé punkty b;- € M, tak, by zadna

z plaszczyzn w przestrzeni E2 nie zawierala wiecej niz 3 spoéréd punktéw

by, ba, ... oraz b}, b,, ... Ponadto, na odcinku L; = a,a, mozemy obraé punkt a},
taki ze

(4.5) o(ay, ;) = o(by, b}) oraz o(ay,a;) = o(by, b}).

Whprowadzenie na kazdym odcinku &; postaci a,a, wierzchotka a} daje
podpodzial 7" triangulacji T politopu P. Przyporzadkowujac kazdemu a,

punkt b,, a punktowi a;v — punkt b}, otrzymamy wzajemnie jednoznaczne
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Przy przeksztalceniu symplicjalnym
obraz sympleksu jest zawarty w pewnym
sympleksie.

k4

Rozwiazanie zadania M 882,

Dia ciagu stalego teza jest aoczywista.
Miech r # 0 bedzie réznicg clagu;
dobierzmy liczbe naturalna k tak,

by mie¢ 1057 < r < 10%. Niech

n bedzie taka liczba naturalna, ze
10"~% — (n+1)>0ia; < 10™ Istnienie
takiej licasby jest oczywiste, bowiem ciag

by = 10™*% — (n 4 1) jest rozbiezny do
oc. Niech K bedzie zbiorem tych wyrazéw

ciagu, ktdre sg zawarte w przedziale
[107%, 10"+, Zbiér K zawiera co
najmniej 910" elementéw. Wreszcie

suma cyfr dowolnego elementu z K
Jest nie wigksza miz 9(n + 1). Z zasady
szufladkowe] Dirichleta wynika wigc,
2e spodrod elementdw zbioru K mozna
wybrac¢ dwa o te] same] sumie cyfr.

Kacik olimpijski (23)

przeksztalcenie zbioru wierzchotkéw triangulacji 77 na zbidr punktdéw
polozonych w przestrzeni E3, taki ze zadne cztery punkty tego zbioru nie

leza w jednej plaszczyznie. Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie
symplicjalne politopu P na politop P’ bedacy suma wszystkich odcinkéw postaci
bubj oraz b,b:, gdzie L; = aya,. Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest
izometria wewnetrzna.

Kazdy z punktéw b, lezy jednak w kuli Q1 o srodku b; i promieniu r < 7 < =
a kazdy punkt b: lezy na obrotowej elipsoidzie My, ,, dla ktérej b, jest
ogniskiem, a érednica jest réwna g(a,,a,) < §. A wige zbiér wszystkich
wierzchotkéw politopu P’ ma érednice mniejsza niz 2 - (% + £) = . Wiec

i érednica calego politopu P’ jest mniejsza od ¢ i dowdd twierdzenia (4.1) jest
zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spéjne politopy wymiaru wiekszego niz 1

nastrecza istotne trudnodei. Nierozstrzygniete jest nawet proste pytanie,

czy kazdy spdjny wieloscian dwuwymiarowy jest wewnetrznie izometryczny

z wielo§cianem polozonym w przestrzeni E°, a w szczegdlnoéci z wielodcianem

o dowolnie malej $rednicy. Nie wiadomo réwniez, czy kazde l-wymiarowe

continuum nalezace do klasy GA jest wewnetrznie izometryezne z continuum

polozonym w przestrzeni E®. W geometrii wewnetranej, rozumianej w sensie tu

podanym, istnieje wiele zagadnienl, ktére oczekuja rozstrzygniecia. Nie wiem

np. czy miara k-wymiarowa (odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA)

zachowuje si¢ niezmienniczo przy izometriach wewnetrznych. Nie wiadomo

tez, kiedy izometria wewnetrzna f: A — A’ (gdzie A i A’ sa GA-zbiorami

potozonymi w przestrzeni Hilberta H) daje sie otrzymaé przez ciaglta deformacje

zbioru A, zachowujacq dtugosé kraywych, tj. czy istnieje przeksztalcenie ciagle
F:Ax(0,1)— H,

takie ze f(.t:, 0)=1z; f(a:, 1) = f(2) dla kazdego punktu x € A oraz ze dla

kazdego t € (0, 1) przeksztalcenie f; : A — H dane przez wzér f(z) = f(u:, t)

jest izometria wewnetrzna.

Nie wiadomo tez, kiedy zbiér A € GA polozony w przestrzeni E™ daje sie
przez izometrie wewnetrzna przeprowadzié na zbiér A’ C E™ | ktéry nie jest
izometryeczny z A w sensie metryki g.

Lista nierozstrzygnietych pytan geometrii wewnetrznej jest bardzo obszerna.

Trzynaste zadanie

W dniach 6-10 listopada 1998 r. odbyla sie w Warszawie IX Olimpiada
Matematyczna Panstw Battyckich Baltic Way '98. W konkursie tym braly
udzial ekipy nastepujacych 10 panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,
Niemiec, Norwegii, Litwy, Lotwy, Polski, Szwecji oraz miasta Sankt Petersburg.
W skiad kazdej delegacji wehodzili uczniowie szkét srednich. Zawody mialy
charakter druzynowy i polegaly na rozwiazaniu 20 zadah w ciagu 4-;— godziny.
Kazde zadanie bylo oceniane w skali 0-5 punktéw. Druzyna polska z suma
68 punktow zajeta trzecie miejsce za druzyna Eotwy (72 pkt.) oraz Estonii
(70 pkt.).

Zadanie 13. sprawito uczniom najwiecej trudnoéci — zadnej ekipie nie udato
si¢ zdoby¢ ani jednego punktu za rozwiazanie tego zadania (i jak tu nie by¢
przesadnym. . .). Nizej zaprezentujemy dwa rozwiazania tego zadania.

13. W picciokgcie wypuktym ABCDE boki AE i BC sq réwnolegle oraz

LADE = £BDC'. Przekgtne AC' 1 BE przecinajq sie w punkcie P. Udowodnié,
e LEAD = (BDP oraz tCBD = LADP.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

I rozwigzante:

Niech ¢; i ¢3 beda odpowiednio okregami opisanymi
¢z na tréjkatach AED i BC'D (rys. 1). Zaléimy, ze
prosta DP przecina okrag ¢z w punkcie F'. Poniewaz
LADE = £BDC, wigc stosunek diugosci odeinkéw
EA i BC jest réwny stosunkowi dlugoéei promieni
okregdéw ¢y 1 ¢o. Zatem jednoktadnosé o srodku P,
przeksztalcajaca AFE na CB, przeksztataca okrag ¢y
B na okrag cs. Ta sama jednokladnosé przeksztatca

tuk DF okregu ¢; na tuk F'B okregu ¢s. Stad wynika,
ze LEAD = LBDF = £BDP. Druga réwnost
dostajemy analogicznie.

Powyssze rozwiazanie to tzw. rozwiazanie oficjalne, dostarczone przez autora
zadania. Podczas wyboru zadan niektérzy czlonkowie miedzynarodowego

Jury, zapoznawszy si¢ z samym zadaniem i powyzszym rozwiazaniem, uznali,

ze zadanie to jest tatwe. ..

IT rozwigzanie:

Lemat: Zatdzmy, Ze w szesciokgcie wypuklym
ABCDEF zachodzq 2wigzki: LEAF = LCAB = «,
LACB=(ECD =8, LCED = LAEF =~. Wowczas
przekgine AD, BE, C'F przecinajg si¢c w jednym

punkcie.

Dowéd: Przez [XY Z] bedziemy oznaczaé pole
tréjkata XY Z. Niech K, L, M beda odpowiednio
punktami przecigcia nastepujacych par odcinkow:
AD,EC; BE,CA; CF,AFE (rys. 2). Dostajemy
nastepujace réwnosci:

AL CK EM _[ABE] [CDA] [EFC] _ [ABE] [CDA] [EFC] _
IC KE MA [CBE] [EDA] [AFC] [AFC] [CBE] [EDA]

. ABAE CD-CA EF-EC-

T AF-AC CB-CB ‘EDR-EA"

AB CD EF _sinf siny sina _

CB ED AF ~ sina sinf siny
skad, na mocy twierdzenia Cevy, przekatne AD, BE, CF przecinaja si¢
w jednym punkcie.

C Przystepujemy do rozwiazania naszego zadania. Na
boku AB danego pigciokata ABC DE budujemy
(po jego zewnetrzne] stronie) tréjkat ABQ tak, aby
LQAB = LEAD oraz LQBA = LCBD (rys. 3).
B Na mocy lematu, punkty D, P, @ sa wspdtiniowe.
Poniewaz odcinki AF i BC' sa réwnolegle, wigce
LADB = LEAD+ LCBD = LQAB + LQBA =
= 180° — LAQB.
Zatem na czworokacie AQBD da si¢ opisaé okrag,
skad LEAD = LBAQ = LBDQ = /BDP. Druga

réwnoéé dostajemy analogicznie.

Ciekawe, jak zareagowaloby Jury, gdyby II rozwigzanie bylo rozwiazaniem
oficjalnym, dostarczonym przez autora zadania. Najprawdopodobniej osadzono
by, ze zadanie jest za trudne 1 nie pojawiloby sie ono na zawodach. ..

Obszerniejsze sprawozdanie oraz pozostale zadania z zawoddéw Baltic

Way '98 mozna znalezé w Internecie na stronie Olimpiady Matematycznej:
http://www.impan.gov.pl/"olimp/ , jak réwniez w broszurze: L Olimpiada
Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego. Broszura ta zostanie
rozestana do wszystkich szkét érednich w Polsce we wrzesniu 1999 r.

7 Waldemar POMPE



Przepis na ,reczne” wyciaganie
pierwiastka trzeciego stopnia jest podany
na str. 13.

Rozwiazanie zadania F 499,

Kablem mozemy poshizyé sie tylko wtedy,

gdy naprezenie podczas rozciggania,
wywolane wlasnym ciezarem kabla, nie
bedzie wieksze od granicy wytrzymaloéci
olowiu. Napiecie to jest réwne

Q

I? 1

gdzie Q = pglS jest cigzarem

liny o gestodci g, polu przekroju

o =

poprzecznego 5 1 dlugosci I. Znajdujemy,
Ze

o=pgl =233 10" N/m?,

czyli nie mozemy uzyé takiego kabla.

Maoia de

Kalkulator i pierwiastki

Jak obliczyé dlugodé a krawedzi szeScianu, jesli znamy jego objetosé V7
To proste: poniewaz V = a?, wiec a = VV. No dobrze, ale jak obliczy¢
pierwiastek szeScienny powiedzmy z liczby 19, jesli do dyspozycji mamy
tylko niewielki kalkulator, ktéry pozwala wykonywaé jedynie cztery
dzialania arytmetyczne i znajdowaé pierwiastki — jak na nieszczescie nie
szescienne, tylko kwadratowe?

Kazdy widzi, ze przyciskajac wielokrotnie klawisz z symbolem
pierwiastka, dla danej liczby @ > 0 mozemy za pomoca takiego
kalkulatora znalezé nie tylko pierwiastek kwadratowy z a, lecz takze
kazdy z pierwiastkéw

Wa=va, fJva=va, Jva= g

Zeby np. obliczyé pierwiastek czwartego stopnia, wystarczy dwukrotnie
nacisnaé klawisz pierwiastka kwadratowego; trzykrotne nacisniecie
klawisza v/ pozwoli uzyskaé pierwiastek stopnia 8 itd. Ogdlnie,
naciskajac n-krotnie klawisz v/ mozemy, jak latwo sprawdzié, wyciagaé
pierwiastki stopnia 2".

Do pierwiastka szeSciennego juz niedaleko: wystarczy przypomniec
sobie, ze %/a to inaczej potega liczby a o wykladniku 1/m, ¥a = a*/™
(dla n =21 3 te wiedze wbhija si¢ dzis do gléw uczniom starszych klas
podstawéwki). Chcemy wiec znalezé a'/3, a potrafimy znajdowaé al/?".
Stosujac wielokrotnie znany wzér a*+¥ = a®a¥, mozemy napisaé

(x) Ya=ad=attietdit=glt. g% .a%....=¢a. Vo - Ya-...

Druga réwnosé bierze sie stad, ze %
% + 1iﬁ -+ ﬁiﬁl +. 4 4—1’; + -+ .. (Znajdowac wartosci takich nieskoficzonych
sum mozna sie nauczy¢ przy okazji dzielenia jablek, pomaraiiczy i pizzy
— bedzie mozna o tym poczyta¢ w Matej Delcie za kilka miesiecy.)

to suma ciagu geometrycznego

Aby wykorzysta¢ wzor (%) w praktyce, wystarczy znalez¢ kilka
poczatkowych pierwiastkéw stopni 4" z danej liczby a i pomnozyé ich
wartosci. Wynik bedzie niezlym przyblizeniem pierwiastka szeSciennego
z a, tym dokladniejszym, im wiecej czynnikéw wezmiemy. Na przyklad
dla a = 27, biorac n =1,2,3,4,5, otrzymamy przyblizenie /27 ~ 2,996783.
Niezbyt to piekna metoda, lepsza jednak od samej kartki i oldwka.

A jak wyciagnac za pomoca tego samego kalkulatora pierwiastek
stopnia 57 Albo 177 Kto chce sam poszuka¢ odpowiedzi, niech zauwazy,
ze w ukladzie dwéjkowym 1/3 to 0,01010101..., a numery miejsc,

na ktorych po przecinku stoi jedynka, méwia, ile razy trzeba naciskac
klawisz v/ , zeby obliczyé mnozone pézniej pierwiastki stopni 4”.
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O demokracji, wyborach i wiekszosci

Czy wiesz, co to demokracja? Wiesz, to z jezyka greckiego pochodzace
slowo oznacza rzady ludu. A w jaki sposéb lud rzadzi? Tez wiesz

— wybiera swoich przedstawicieli, a oni w imieniu ludu sprawuja wladze.
Na polskich uczelniach w tym roku odbywaja si¢ wybory, w ktorych
pracownicy i studenci wybiorg swe wladze na okres trzech lat. Wybory
te beda demokratyczne, ale nie az tak, jak wybory do Sejmu. To
znaczy, ze profesorowie beda mieli wigksze uprawnienia niz studenci, ich
reprezentacja we wladzach bedzie liczniejsza niz reprezentacja studentow.
O takim nieréwnym sposobie traktowania wyborcéw na uczelniach
zdecydowal Sejm (wprawdzie byl on wtedy kontraktowy, ale nie mialy
zamiaru zmieniaé¢ tego nawet te arcydemokratycznie wybrane) i chyba
domyslasz sie dlaczego.

Jesli wiec réwnoéé nie jest atrybutem demokracji, to co nim jest?

Ano to, ze zasadnicze decyzje podejmuje wickszos¢. Na przyklad, po

to aby wybraé jakiegokolwiek czlonka wladz uczelni, potrzebne jest
uzyskanie przez niego wiekszoéci waznie oddanych gloséw — tak to
rozstrzyga Ustawa o Szkolnictwie Wyzszym. Oczywiscie, potrzebne jest
tez spelnienie innych warunkéw, ale ich okreélenie (jak i okreslenie, jaki
glos jest wazny) Ustawa pozostawia decyzji poszczegdlnych uczelni.
Prawnicy rozrézniaja miedzy bezwzgledna wiekszoscia gloséw a zwykla
(gloséw ,za” wiecej niz ,przeciw”), w tym przypadku chodzi o wiekszosé

bezwzgledna.

Ale co to jest ta wiekszos¢? Wydawaloby sig,

ze o tym wie kazdy szesciolatek, bo przeciez gdy
dzieci chetnych do zabawy jest np. troje, a zabaw
do wyboru dwie, to o tym, ktéra zabawe wybrac,
decyduje wiekszo$é, czyli w naszym przypadku co
najmniej dwoje (pomijam tu sytuacje, w ktorej
ten trzeci potrafi zboksowaé dwéch pozostalych

i w ten sposéb zmusi¢ ich do wyboru ulubionej
przez siebie zabawy). Niemniej jednak okazuje
sie, ze nie wszyscy dorosli Polacy wiedza, co to
jest wiekszosé. Czesto spotykam ludzi, ktérzy
twierdza (o zgrozo — nawet na zebraniach
wyborczych na Uniwersytecie Warszawskim),

ze wiekszoéé to ,50% + 1 (glos)” i — o dziwo

- nie sa to tylko zakamieniali ,humaniéci”. Ta
nibydefinicja wiekszosci pochodzi zapewne ze
slownikéw jezyka polskiego (np. Stownik PWN

z 1981 roku) i stala sie popularna, gdy narodzila
sie pierwsza Solidarnosé¢, i wielu Polakom po
ponad 50 latach trzeba bylo uswiadomi¢ czym
jest demokracja i czym jest wiekszosc. Gdyby
autorom tego Slownika przyszlo na myél zajrzenie
do Webstera, aby zobaczy¢, jakie znaczenie nadaja
Anglosasi (ach, ta tradycja demokratyczna) slowu
magority, nie trzeba by kopii kruszyé, o 50% + 1.
A jest o co, bo przeciez uzywanie tej nibydefinicji
doprowadzilo Sejm Najjasniejszej Rzeczypospolitej

— po wyborze generala Jaruzelskiego na
prezydenta w roku 1989 — do podjecia
kompromitujacej uchwaly, z ktdrej niezbicie
wynikalo, Ze wiekszo$¢ z 3 pono¢ zaczyna sie

od 3, a nie od 2 (co niechybnie i stusznie stwierdzi
kazde dziecko z piaskownicy).

Tym wiec, ktérzy w Twojej obecnosci beda
méwié, ze wiekszo$é to piecdziesiat procent plus
jeden, wytlumacz, prosze, ze mowia bzdure.
Czesci z nich wystarczy powiedziec:

wiekszosé to wiecej niz potowa,

a tym, ktérzy domagaja si¢ precyzyjnego
okreglenia jej kresu dolnego, powiedz:

jest to nagmniejsza liczba catkowita
przekraczajgea potowe.

Jeéli zas lubia oni matematyke przynajmniej

na tyle, by odrézniaé liczby parzyste od
nieparzystych, wytlumacz, Zze nibydefinicja

i poprawne okreslenie (kresu dolnego) prowadza
do tego samego rezultatu w przypadku liczb
parzystych, w przypadku zas liczb nieparzystych
nibydefinicja prowadzi do katastrofy, bo nie
tylko wynik jest rézny od tego, ktéry wynika

z poprawnego okreslenia, ale przede wszystkim
wynik ten nie jest liczba calkowita.

Matq Delte przygotowali: Pawet STRZELECKI i Wojciech KOPCZYNSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Genialne pomysly odznaczaja sie prostota

i wszechstronnoscia. Az ciénie sie na usta sakramentalne
sedybym wiedzial, ze tak mozna, to sam bym to zrobil”.
Wezmy np. taki kotowrdt. Slowo to ma obecnie kilka
znaczen. Jako pierwsze wymieniane jest w stownikach
urzadzenie shuzace do nawijania liny za pomoca korby. Ta
maszyna prosta jest niewatpliwie genialna (z definicji),
ale nam tutaj chodzi o pierwotne znaczenie kolowrotu,
ktérego mniej szczegSlowe stowniki juz nawet nie podaja.
Jak sama nazwa wskazuje, kolowrét to wrota, ktére moga
krecié¢ sie w kolo. Moze uwazasz, drogi Crzytelniku, ze to
ja co$é krece, no bo co w tym genialnego? To zalezy od
punktu widzenia. Najczesciej taki kolowrdt staje nam na
drodze i utrudnia przejicie, to raczej zawalidroga, a nie
$wietny pomysl. 7 drugiej strony jednak, nie wymyslono
lepszego sposobu, zeby zmusi¢ ttum do przechodzenia
pojedynczo. Ale to jeszcze nie wszystko. Kolowrét, po
przepuszczeniu kogod lub czegod, sam ustawia sig w stanie
umozliwiajacym przepuszczenie nastepne] jednostki. Takich
kotowrotéw mamy coraz wiecej. W sklepach, stacjach
narciarskich, metrach (w Polsce tylko jedno metro jest
wyjatkiem). Pojawiaja sie zwlaszcza tam, gdzie trzeba
placi¢ za przejscie, a nie oplaca si¢ stawiaé biletera. Tylko
ze nikt tych bramek nie nazywa kolowrotami. No céz, takie
sa reguly rozwojun jezyka — piekne i adekwatne okreélenia
zastepowane sa ogdélnymi 1 opisowymi, jak np. bezduszne
Hdrzwi obrotowe”. W dodatku, gdy juz zapomnimy

o naszym picknym slowie, to sprowadzamy sobie takie

z zagranicy. Jezeli wiec ustyszycie gdzied okredlenie
Sturnstajl”, to raczcie przypomnieé, ze to nazywa sie po
polsku kolowrat.

A wladnie udalo sie zbudowaé, a single-photon turnstile
device [1], czyli (jak nikt ze specjalistéw tego pewnie

nie przetlumaczy) ,jednofotonowy kolowrét”. Nazwa

jest tu wyjatkowo adekwatna. To urzadzenie potrafi
wysta¢ na sygnal pojedynczy foton i natychmiast

jest w stanie te operacje powtérzyé. A sprawa nie

jest prosta. Bardzo trndno ustawié¢ fotony w kolejke.
Wszystkie chcialyby przejsé na jeden bilet. Taki oweczy ped
umozliwia zbudowanie lasera, ale utrudnia nzyskiwanie
strumieni pojedynczych fotonéw, ktére przydalyby sie

np. do przesylania informacji kwantowych, techniki
przydatne] przy konstruowaniu kwantowych komputerdw.
Co innego elektrony. Od dziesigciu lat wiadomo [2]

o istnieniu zlacza pélprzewodnikowego umozliwiajacego
przechodzenie elektrondéw jeden po drugim. Pomysl polega
na wytworzeniu studni potencjalu, do ktérej (za pomoca
efektu tunelowego) moze przej$é tylko jeden elektron,
gdyz po jego przejéciu bariera kulombowska wzrasta na
tyle, ze efektywnie zamyka taka éluze. Aby wprowadzié

do niej nastepny elektron, trzeba ten pierwszy wypuscié.
Stwierdzono, ze gdyby udalo sie jednoczesnie zrobi¢ $luze
dla elektrondéw i dziur, to moglaby ona wysyla¢ pojedyncze
fotony [3].

Zbudowany jednofotonowy kolowrdt wykorzystuje
jednoczesna blokade kulombowska dla elektrondw i1 dziur
w ztaczu p-n. Ma trzy, oddzielone barierami studnie
kwantowe. Srodkowa na samym zlaczu i po jednej

w czesciach n i p. Po przylozenin odpowiedniego
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napiecia Vp spelnione sa warunki rezonansowego przejscia
m-tego elektronu do érodkowej studni. Po tym przejsciu
odpychanie kulombowskie jest juz wystarczajace do
powstrzymania nastepnych elektronéw. Z drugiej strony,
rezonansowe przejicie dziury do srodkowej studni jest
mozliwe dopiero przy napieciu Vo + AV. Jezeli takie
przejécie nastapi, to juz nastepna dziura nie moze sie
przedosta¢ z powodun obnizonego przyciagania ze strony
kwaziczastek znajdujacych sie¢ w §rodkowej studni. Przez
modulowanie napiecia pomiedzy Vo i Vo + AV mozna na
zmiang wpuszczaé m-ty (w zbudowanym urzadzeniu 10-ty)
elektron i pojedyncza dziure. Jezeli czas tunelowania i czas
rekombinacji pary elektron-dziura sa mniejsze od okresu
zmian napiecia, to urzadzenie wysyla po jednym fotonie na
cykl.

Do zbudowania dzialajacego wedlug powyzszego przepisu
zlacza GaAs/AlGaAs wykorzystano technike epitaksji za
pomoca wiazki molekularnej w polaczeniu z m.in. litografia
elektronowa. Gotowe zlacze umieszczono w temperaturze
50 mK w celu ograniczenia szumdéw termicznych (bez
czego bariery kulombowskie by nie dziataly). Zgodne

z przewidywaniami zachowanie urzadzenia stwierdzono,
obserwujac kwantyzacje¢ pradu plynacego przez zlacze,
odpowiadajaca przechodzeniu dokladnie jednego, dwéch
lub trzech elektronéw na cykl, oraz mierzac opdznienie
miedzy podniesieniem mnapiecia i rejestracja fotonu,
wskazujace na wymnuszanie emisji przez zmiane napiecia.

W ten sposéb zademonstrowano dlugo poszukiwana
metode generacji pojedynczych fotondw i serii okreslonej
liczby fotonéw. Nastepnym krokiem bedzie obnizenie

tta i podwyzszenie efektywnosci nrzadzenia, w celu
zastosowania go w powstajacej informatyce kwantowej czy
badaniu podstaw mechaniki kwantowe;j.

Moze ktos pokusi sie o przestanie takich fotondw przez
ultra-zimny gaz atomdw znajdujacych sie w stanie
kondensacji Bosego-Einsteina. Okazuje sie, ze mozna
na drodze kwantowe] interferencji doprowadzié¢ do
tego, ze predkosé swiatla w takim oérodku moze byé
poréwnywalna z predkoécia diwicku. Po szczegdly musze,
niestety, odestaé do oryginalnej pracy [4], w ktérej
zmierzona predkodé swiatta byla jeszcze troche wigksza
1 wynosila az 17 metréw na sekunde! [ choé to brzmi
nieprawdopodobnie, to nie jest to dowcip o kocie
spadajacym z predkoécia $wiatla (lampy naftowej z nim
razem puszczonej). Dodatkowo przechodzenie $wiatla przez
taki osrodek okazuje si¢ by¢ silnie nieliniowe (transmisja
zalezy np. od intensywnosci przepuszczane] wiazki), co
moze w przyszlodci znaleié zastosowanie praktyczne
w optoelektronice. A swoja droga to moze do lapania
pojedynczych wolnych fotonéw wykorzystaé odpowiednio
szybkiego kota?
Piotr ZALEWSKI
[1] J. Kim, O. Benson, H. Kan i Y. Yamamoto, Nature 397 (1999)
500.
[2] P. Delsing, K.K. Likharev, L.S. Kuzmin i T. Claeson, Phys.
Rev. Lett. 63 (1989) 2691.
[3] A. Imamoglu i Y. Yamamoto Phys. Rev. Lett. 72 (1994) 210.

[4] Lene Vestergaard Hau, S.E. Harris, Zachary Dutton i Cyrus
H. Behroozi, Nature 397 (1999) 594,



Na podstawie artykulu G.C. Shepharda
Pratt sequences and n-gons.

Praypominamy:
Niech punkty P, Q, R leza, odpowiednio,
na prostych AB, BC, AC, pray czym

punkty A, B, C nie lezg na jedne]j prostej.

Wowcezas:

1. Twierdzenie Cevy. Proste PC, QA
i RB przecinajg sie w jednym punkcie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

2. Twierdzenie Menelaosa. Punkty
P,Q, R leza na jednej proste) wtedy
i tylko wtedy, gdy
iP BG TR _
BP QC RC

-1.

Twierdzenie Cevy dla wielokgtow
Tomasz ZUKOWSKI

Przegladajac elementarne twierdzenia dotyczace wielokatéw, z pewnoécia
zauwazycie, ze wiekszo$¢ z nich dotyczy tréjkatéw, duzo mniej czworokatdw,
bardzo nieliczne piecio- i szeSciokatéw, a prawie weale nie ma ogdlnych
twierdzen o dowolnych n-katach. Na przykiad, mamy cala serie twierdzen
méwiacych, ze pewne szczegdlne proste w tréjkacie (wysokoscl, dwusieczne
katéw wewnetrznych, srodkowe, ...) przecinaja sie w jednym punkcie. Czy
mozliwe sa uogdlnienia tych twierdzen na dowolne n-katy?

Dociekliwy Czytelnik zauwazy, ze wspomniane wyze] twierdzenia sa tatwymi do
udowodnienia konsekwencjami klasycznego twierdzenia Cevy (Delta 11/1993,
Punkty szczegdlne trojkata). Gdyby tak mieé twierdzenie Cevy dla dowolnych
wielokatow. ..

Ustalmy definicje i oznaczenia:

Wielokatem P = [Vy, V4, ..., Vu—1] nazywaé bedziemy lamana zamknieta
(dopuszezamy przeciecia bokéw) o wierzchotkach Vi, Vi, ..., V,,_1 numerowanych
cyklicznie, tzn. dla dowolnej liczby caltkowitej k, Vi utozsamiaé bedziemy

% Vi moan. Lakladamy, ze zadne trzy kolejne wierzchotki Vi _q, Vi, Vi41 nie sa
wspotiniowe,

Dla réwnolegltych wektoréw ABiCD definiujemy liczbe rzeczywista

iB _ 1Bl % AB _ _|4B|
L482 = —— gdy wektory te majg zgodne zwroty | £= = —1——,
== = ) 5~ ~ICD|

gdy maja zwroty przeciwne. Podobnie, dla dowolnego trdjkata [A4, B, C]
okre§lamy pole ze znakiem S[A, B, C] tak, ze S[A, B,C] = P[4, B, C], gdy
wierzcholtki A, B, C' nastepuja w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara
1 5[4, B,C] = —P[A, B,C], gdy wierzcholki A, B, C' nastepuja w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazdwek zegara.

W literaturze, pod nazwa Twierdzenie Cevy dla wielokatow, mozna znalezé
nastepujace

Twierdzenie 1. Dla nieparzystej liczby naturalnej n = 2s + 1 1 wielokata
P=[Vy,Vi,...,V,—1] oraz dowolnego punktu O, nie lezacego na zadnej
z prostych zawierajacych boki wielokata P, niech U; bedzie punktem wspdlnym
prostej ;O 1 Vi, Vi, i=0,1,...,n—1. Wtedy
”1:[‘ VieUi _
i=0 Ui Vigs

Dowéd. Pomijamy — udowodnimy twierdzenie ogdlniejsze. m

Powyzsze twierdzenie jest dla nas bezuzyteczne:
potrzebujemy implikacji odwrotnej, a prosty przyktad
(rys. 1) wskazuje, ze nie mozna jej oczekiwac.

Definicja 1. Skonczony ciag prostych
(mg,my,...,my_1) nazywamy ciagiem Pratta dla
wielokata P = [V, Vi, ..., Vao1], gdy:
(a) proste mg,my, ..., my_; sa rozne,
(b) prosta m; przechodzi przez wierzcholek V;,
sl foe o 1
(c) jesh Wi jest punktem wspdlnym prostych m;
i m;_1, to zachodzi réwnoéé

“Vi

/U4

Rys. 1. Srodkowe piecickata nie przecinaja sie w jednym punkeie.

n—-1 =537
7 TT—% =1 (ub (-1,
i=0 WWQ.{.]

Liezbe 1 lub —1, wystepujaca w warunku (c),
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nazywamy wartoscia stowarzyszong z ciggiem Pratta. Dla n nieparzystych mamy
zatem dwa rodzaje ciagéw Pratta.

Wybierzmy liczbe naturalna r < 3 wzglednie pierwsza z n, a punkt wspdlny
prostych m; oraz V;_,Vij, oznaczmy U;. W; niech oznacza tym razem punkt
wspolny prostych m; oraz m;_,.

Twierdzenie 2. Przy wyzej wprowadzonych oznaczeniach

n-=1 n-1 ‘—""F
( 1) H =+r i
i=0 VVV;+1- i=0 UzV;, -r

Dowdéd. Rozwazmy tréjkaty [Vi, Wi, Vi—,] i [Vigr, Wigs, Vi] oraz wybierzmy
jako podstawy tych tréjkatéw odcinki [Wi, Vi] i [Vi, Wiy, (rys. 2 dlar = 1).
Wysokoéci opuszczone na wyréznione boki sa proporcjonalne do [U;, Vi_,]
i [Ui, Vigr] (twierdzenie Talesa). Zatem
—_— _
S Vi, Wi, Vi) - UiVi-, WiV Vi Ui WiV,
SWVatrsWarrs Vil 92 VWorr UiVigs Vilirs
Po wymnozeniu n réwnan stronami otrzymujemy
= ] =
T SV Wa Vi _ o VUi WiV,
5 S Vigr, Wigr, Vi i20 UiVins ViWirn
Lewa strona tej rownosci jest, oczywiscie, réwna 1, poniewaz iloczyn licznikéw

réini si¢ od iloczynu mianownikéw tylko porzadkiem czynnikéw. Po prostych
przeksztalceniach otrzymujemy teze. m

Whniosek. Réwnoéé
i4r Ut

e
i=0 U Vi_r
Jjest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,
aby ciag (mo, my, mar ..., m(n_1),) byl ciagiem Pratta
z wartoscia stowarzyszona F1.

= %1

Twierdzenie 3. Jezeli (mg, my,...,m,_1) jest
ciagiem Pratta z wartoscig stowarzyszong (—1)" dla
n-kata P i n — 1 spoéréd prostych mg, my, ..., mu_1

przechodzi przez pewien punkt W, to n-ta prosta tez
przechodzi przez W. (Oznacza to, miedzy innymi,

ze ciagl Pratta dla tréjkatéw skladaja sie z prostych
wspolpekowych.)

Dowdéd. Niech m; bedzie ta jedyna prosta nie
przechodzacg przez punkt W. Wprowadzmy
oznaczenia: Wy — punkt wspélny prostych my i mi_;
oraz Wiy, — punkt wspélny prostych meyq i my.
Z zalozenia mamy

"ﬂ‘ WiV

iZo ViWis

=(-1)".

Wszystkie czynniki powyzszego iloczynu, z wyjatkiem trzech, sa réwne —1,
zatem

WVioi WiV Wi Viga

VieiWe ViWen Vi W
Punkty W, W; i Wiy, sa niewspéSlliniowe, mamy wiec tréjkat T' = [W, Wy, Wiy ]
i, wobec powyzszej réwnoéci, mozemy zastosowaé twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Menelaosa dla tréjkata T" i punktéw Vi_y, Vi, Vi41. Punkty
Vi1, Vi, Vig1 sa wiec wspétliniowe, co przeczy przyjetemu zalozeniu
o niewspétliniowosci trzech kolejnych wierzcholtkéw wielokata P. m

=—1.
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Jestedmy gotowi do sformulowania tytutowego twierdzenia uogdlniajacego

Dowdd. Oczywiste. m

klasyczne twierdzenie Cevy.

Twierdzenie 4. (Cevy dla wielokata, G.C. Shephard 1998). Niech r < 5
bedzie taka liczba naturalna, aby 7 i n byly wzglednie pierwsze. Dla kazdego
i€ {1,2,...,n— 1} wybierzmy punkt U; nalezacy do prostej V;_, Vi,
(przekatnej lub boku wielokata P = [Vo, Vi, ...
proste V;U;. Wéwczas (mo, MM m(ﬂ_l),.) jest ciagiem Pratta z wartoscia
stowarzyszona (—1)" wtedy i tylko wtedy, gdy

, Va—1]) 1 oznaczmy przez m;

Korzystajac z tego twierdzenia, Czytelnik z tatwoscia sformuluje i udowodni
wiele twierdzen o wielokatach. Zachecamy do préb.

Pierwiastki szescienne na kartce

Dla tych, ktérzy nie cierpia kalkulatoréw itp. urzadzen,
podajemy przepis na reczne obliczanie pierwiastka szesciennego.

Aby wyciagnaé pierwiastek szedcienny z liczby naturalnej n,
dzielimy ja na grupy trzycyfrowe, zaczynajac od prawej strony
(ostatnia grupa z lewej moze mieé jedna lub dwie cyfry). Liczba
grup jest liczba cyfr calkowitej czesci pierwiastka.

Pierwsza cyfra c; liczby ¥/n to pierwiastek szescienny

z najwiekszego pelnego szescianu, ktéry nie przekracza pierwszej
grupy. Odejmujemy ten szescian od pierwszej grupy i spisujemy
druga grupe. Uzyskana liczbe | dzielimy przez potrojony

Nastepnie od liczby | odejmujemy szescian liczby utworzonej
przez dwie znalezione cyfry pierwiastka i dodajemy

1000 szescianéw pierwszej cyfry pierwiastka. Z wynikiem
postepujemy tak, jak poprzednio z liczba {: dzielimy go przez
potrojony kwadrat liczby utworzonej przez pierwsze dwie
cyfry pierwiastka, a potem przez 100, znajdujemy trzecia cyfre
pierwiastka itp.

Jesli kto$ chce znaé wartoéé /n z dokladnoscia do kilku miejsc
po przecinku, musi liczbe n uzupelnié po przecinku dziesietnym
odpowiednia liczba grup trzycyfrowych zlozonych z samych

zer, a potem cierpliwie rachowaé... Niech¢é do urzadzen
mechanicznych (albo niemoznosé ich wykorzystania) wymaga

kwadrat pierwszej cyfry pierwiastka, a potem przez 100.
Calkowita czeéé wyniku jest druga cyfra pierwiastka (lub jest
od drugiej cyfry pierwiastka o jeden wieksza).

i_ Zadania

poswiecen — wyciaganie pierwiastkéw szesciennych przypomina
pod tym wzgledem zdobywanie Kasprowego piechota z nartami
na grzbiecie: nudno i ciezko, cho¢ wiadomo, ze da sie to zrobié.

PSs

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 880. Udowodni¢, ze liczb konczacych sie cyfra 5, ktorych cyfry w zapisie
dziesiebnym tworza ciag niemalejacy (idac od lewej do prawej) i ktore po
podniesieniu do kwadratu zachowuja te wlasnosé, jest nieskonczenie wiele.
Rozwiazanie na str. 15

M 881. Danych jest n liczb catkowitych (n > 1). Wiadomo, ze kazda z nich
rozni si¢ od iloczynu wszystkich pozostalych o liczbe bedaca wielokrotnoscia
liczby n. Udowodnié, ze suma kwadratéw tych liczb jest podzielna przez n.
Rozwiazanie na str. 15

M 882. Udowodnié, ze w dowolnym ciagu arytmetycznym (a,) o wyrazach
naturalnych istnieja dwa wyrazy o te] samej sumie cyfr.
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 499. Czy mozna postuzy¢ sie kablem z cienkiego przewodu miedzianego

w obudowie olowianej do polaczenia telefonicznego z balonem na uwiezi, ktéry
znajduje sie na wysokosci 300 m? Granica sprezystosci olowiu jest réwna
2-107 N/m’, a jego gestosé 11,3 - 10° kg/m".

Rozwiazanie na str. 8

F 500. Lina stalowa, ktéra wytrzymuje ciezar nieruchomej kabiny windy, ma
$rednice 9 mm. Jaka érednice powinna mieé lina, jezeli kabina windy przy

gwaltownym zahamowaniu moze uzyskaé przyspieszenie do 8 g?
Rozwiazanie na str. 5
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

31 VII 1999

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 266 (WT=2,65) i 267 (WT=2,73)

z numeru 11/1998

Jaroslaw Lazuka
Marek Wdjcicki
Andrze] Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Aleksander Surma

— Warszawa
- Szczecin

— Chociandw
~ Bolestawiec
— Myszhéw

42,31
41,14
27,31
22,08
18,07

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnodcia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspolezynnik trudnoéci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw, w dowolnym czasle
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponewnego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2,/1999.

Zadania z fizyki nr 278, 279
Redaguje Jerzy B. BROJAN

278. Oceni¢ orientacyjnie minimalna predkoéé jazdy na nartach wodnych. Przyjac
mase narciarza réwna 70 kg, a laczna powierzchni¢ nart réwna 0,4 m?.

279. Jak wiadomo, dla obserwatora patrzacego znad wody obraz przedmiotéw
polozonych w glebi wody znajduje si¢ ptycej. W podrecznikach ten efekt bywa jednak
ilustrowany réénie. Czy dla obserwatora patrzacego ukodnie obraz ten jest:

a) przesunigty wzgledem przedmiotu tylko w pionie, czy réwniez w poziomie, a jesli
tak, to w strone obserwatora, czy w przeciwna (rys. 1)7

b) polozony glebiej, niz dla patrzacego z géry, plycej, czy dokladnie na tej samej
glebokodci?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1999
Przypominamy tres¢ zadan:

270. Kaiice lekkiego, nierozciagliwego sznurka o wytrzymalodcei 50 N i diugosci 1 m sg praywiazane
do haczykéw umocowanych na tym samym posziomie i odleglych o 0,87 m. Ile wynosi maksymalna
pié? Ile
aru, ktéry mozna zawiesié w dowolnym miejscu na tym sznurku

i w ktérym miejscu ryzyko zerwania jest najwigksze?

wartoéé ciezaru, ktéry mozna zawiesié na tym sznurku i w ktérym miejscu nalezy go zaczepié

wynosi maksymalna wartosc c

271. Dane jest Zrédlo stalego napigcia U i n jednakowych kondensatoréw, ktére mozna taczyc

- grodla, rozlaczad, taczy¢ ponownie, zndw ladowad itd. dowolng liczbe

w dowolny obwdéd, tadowacd =
razy. Jakie maksymalne napigcie (maksymalne w sensie kresu gérnego) mozna uzyskac w ten sposob?

270. Oznaczmy zawieszony ciezar przez P, a katy nachylenia odcinkéw sznurka

do poziomu przez o i § (rys. 2). Z warunku réwnowagi sit w punkcie zawieszenia
obliczamy sily napinajace kazdy z tych odcinkéw

: cos 3 ’ Aros e COos o .

sin(a + ) sin(a + 3)

Na podstawie twierdzenia cosinuséw mozna wyrazi¢ katy o i 3 przez parametr z
opisujacy polozenie punktu zaczepienia ciezarka. Numeryczna analiza tych zaleznosci
pozwala stwierdzié, ze przy podanych wartosciach liczbowych maksymalny cigzar
mozna zaczepi¢ w punkcie z = 0,148 (lub tez w symetrycznym punkcie z = 0,852),

a wartoéé tego cigzaru wynosi 50,71 N. Najwicksze ryzyko zerwania wystapi natomiast
w punkcie z = 0,366 (lub = = 0,634), a dopuszczalna warto$¢ cigzaru wynosi 47,32 N.
(Autor nie potrafit ustali¢, czy mozliwa jest dalej idaca dyskusja analityczna lub
geometryczna tego problemu — ale moze poradzi sobie z tym problemem ktérys

7 Czytelnikéw? Byly juz w historii Ligi takie przypadki...)

NI:

271. Rozwiazemy zadanie metoda rekurencji.

Dla n = 0 dysponujemy tylko danym Zrédlem, czyli Uy = U.

Dla n = 1 maksymalne napigcie osiagniemy, tadujac kondensator ze Zrédla, a nastepnie
dolaczajac go do #rédla szeregowo — laczne napigcie bedzie wige réwne Uy = 2U.

Podobnie postepujemy dalej: aby znaleZé napiecie Uny1, skonstruujmy ze Zrédta

i n kondensatoréw baterie o napieciu U, 1 dolaczmy do niej nastepny kondensator.
Oczywiécie, bateria czedciowo sie rozladuje — zatem trzeba bedzie ja odlaczyé,
naladowaé ponownie, znéw przylaczyé do ostatniego kondensatora i powtdrzyé te
operacje odpowiednia liczbe razy. Ostatecznie natadujemy go do napiecia dowolnie
bliskiego Uy, a po ponownym natadowaniu zespolu pozostalych do napiecia U,
mozemy calo§é zestawié szeregowo. Stad Uny1 = 2Un, czyli U, = 2" - U.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1999

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglgdnieniu ocen rozwigzan
zadan 365 (WT=2,08) i 366 (WT=2,17)
z numeru 9/1998

Macie] Mostowski — Warazawa 47,09
Witeld Bednorz — Tychy © 43,87
Zbignicw Skalik ~ Pyskowice 42,45
Tadeusz Jazefcayk — Poznani 42,19
Witold Bednarek = bLadi 41,70

Bogumila Pictrowska Zielona Géra 37,24

Nowa twarz w Klubie 44 M: pan Maciej
Mostowski.

e

Rozwigzanie zadania M 880.

Zadania z matematyki nr 381, 382
Redaguje Marcin E. KUCZMA

381. Mamy dwie identyczne talie po n kart (n > 3); na kartach kazdej talii sa napisane
liczby od 1 do n, po jednej na kazdej karcie. Przy okraglym stole siedzi n oséb; kazda
trzyma dwie karty. Co sekunde kazda osoba podaje karte z wigksza liczba sasiadowi

z prawej strony (ruch jest wykonywany jednoczesnie przez wszystkie n oséb). Zabawa
sie konczy, gdy ktérad z oséb ma w rece dwie jednakowe karty. Wyznaczyé wszystkie
wartosci n, dla ktérych opisany proces moze trwaé nieskonczenie. (Nie bierzemy pod
uwage czynnikéw ,niematematycznych”, jak np. $mier¢ uczestnika, zasnigcie lub
odmowa dalszego uczestnictwa w owej rozrywce, itp.)

382. Ciag (an) jest okreslony wzorami:

3 3 4
ap =2, a1 =a2=1 oraz an = —70n=1 — Z7ln—2 + —@n—3 dla n > 3.

Czy szereg ao +ai + a2 +aa + ... jest zbiezny?
Zadanie 382 zaproponowal pan Mirostaw Matlgga ze Skoczowa.

Rozwigzania zadaii z matematyki z numeru 1/1999
Przypominamy tresé zadaii:
373. Niech J bedzie zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych wiekszych od 1. Wyznaczyé wsazystkie
funkcje f: J — J spelniajace warunek
[f(a:ryq)]': < f[';;':)l‘fpf(_y)uq dla =,y > 1 oraz p,¢ > 0.

55L10 _ 4

374. Czy istnieje liczba catkowita k > 1, dla ktérej iloraz ]
5k= —

- jest liczbg plerwsza?
373. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Prayjmijmy: h(t) =In f(e").
W podanej nieréwnoéci podstawiamy z = e°, y = e’ (s,¢ > 0) i sprowadzamy warunek
nalozony na funkcje f do réwnowaznej postaci '
h(s h(t
() 4h(ps +qt) < -(p-l + % dla s,,p,q¢ > 0.
Podstawiajac teraz p = 1/2, ¢ = s/2{, otrzymujemy nieréwnos¢

sh(s) < th(t) dla s,t>0.

Wobec symetrii rél zmiennych s, { nieréwnos$é ta musi by¢ faktycznie réwnodcig,
co oznacza, ze funkcja t— th(t) jest stala. Tak wigc h(t) = ¢/t dla pewnej stalej
¢ > 0. Na odwrét, jedli k jest funkcja takiej postaci, to warunek (%) jest po prostu
nieréwnodcia miedzy érednia harmoniczna i érednia arytmetyczna liczb ¢/ps i ¢/qt
- jest wigc spelniony.

Wzér h(t) = ¢/t (c > 0) przedstawia zatem ogdlne rozwiazanie nieréwnosci (*).

Wobec tego ogdlna postaé funkcji f spelniajacej warunek zadania jest dana wzorem
flz) = a'/" % gdzie a = e° jest dowolna stala wieksza od 1.

374. Niech k > 1 bedzie dowolna liczba naturalna. Oznaczmy: 5k* = m.
Przeksztalcamy rozwazany iloraz:
5
-1
I= m—1:m4+m3+m2+m+1=;‘12 —B*
FEIE

gdzie A=m?+3m+1, B=(m+1)vbm = 5k(m + 1).
Otrzymujemy rozklad na czynniki catkowite:
I=(A+ B)(A— B); przy tym A— B > 1, bo m? > 5km, 3m > 5k. Zatem iloraz [
nigdy nie jest liczba pierwsza.

-]

Rozwigzanie zadania M 881,

Dla dowolnej liczby naturalnej n niech a, = 3...35. Cyfry liczb a, tworzg ciag Oznaczmy dane liczby przez ¢1,¢2,...,€n.
2 Niech ¢1 -... - ¢cn = k. Z treéci zadania wynika,
_ _ ot 45 o Ze oy — c"—l = kin, gdzie liczby k; sa caltkowite
niemalejacy. Poza tym, a, = o Latwo sprawdzié, ze (i =1,...,n). Zatem, mamy ¢2 = k + kinc;.
10"+l 4 5 2 ) ) i Po zsumowaniu stronami wszystkich n rédwnosci
(f) = (10" £10% 4 ... +10"?) $2 (10" + ...+ 10) 45, dostajemy

n

n b
czyli @2 =1...12...25. Liczby a, spelniaja wigc warunki zadania. 2 =nk+n kici=n | k+ ke

'\_.\/_/

=1 =1 s=1
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Patrz w niebo

Przedstawilidmy juz kiedys$ (Delta 9/1985) pare galaktyk przenikajacych

sie¢ wzajemnie; byly to NGC 4038 i 4039, tworzace zesp6l zwany Antenami.
Ich wzajemne dzialanie ptywowe spowodowato wyrzucenie dwéch
charakterystycznych strug gwiazd i materii miedzygwiazdowej i nawet udalo

- si¢ przebieg tego zderzenia galaktyk wymodelowaé numerycznie. Poniewaz

prezentowalidmy to doé¢ dawno, przypominamy kilka faz przebiegu tego
zjawiska.

Po roku 1985 okazalo si¢ jednak, ze to wszystko nie jest takie proste. Mianowicie

. sprawa skomplikowatla sie, gdy grupa badaczy z University of California

postanowila wymodelowaé to samo zjawisko z uwszglednieniem obecnoéci

; w galaktykach niewidoczne) materii, ktérej iloié — jak sie obecnie uznaje —

wielokrotnie przekracza iloé¢ materii widocznej. Okazalo sig, ze tak dlugie

i cienkie strugi ,anten” powstaja, gdy ilos¢ ciemnej materii jest nie wicksza niz

10 razy tyle, co widocznej. Jezeli jest jej 15-30 razy wiecej, to przy zderzeniu
galaktyk strugi sa grube i krétkie oraz szybko opadaja na zderzajace sie
galaktyki. Np. ilo&é ciemnej materii w naszej Galaktyce jest prawdopodobnie
w tym drugim przedziale, dlatego przy domniemanym spotkaniu jej z M 31
(Wielka Mgtawica Andromedy) 3 miliardy lat temu nic podobnego do ,anten”
nie powinno powstac.

Wierzymy, ze nasza Galaktyka jest galaktyka typowa, M 31 raczej tez. Nic
wiec dziwnego, ze w ich przypadku oraz w wyniku losowych spotkaii innych
typowych galaktyk struktury podobne do ,anten” nie powstaja. Widocznie

w przewazajacej liczbie przypadkéw powstaja strugi krétkie, rozmyte i szybko
zanikajace, przez co przebiegu tych zderzeii nie daje sie tak tatwo odtworzyé.
7 drugiej jednak strony obecnos¢ Anten dowodzi, ze istnieja tez galaktyki

o nietypowo niskiej zawartosci ciemnej materii. Jezeli to wszystko jest prawda,
to bylibydmy w doéé dziwnej sytuacji, majac pierwsze informacje o rozkladzie
ciemnej materii, nie majac natomiast ciagle zadnych informacji o jej naturze
fizycznej.

Tomasz KWAST

Maj

Wieczorem nadal prawie w zenicie widzimy w Arktura, alfe Wolarza, a przedtuzajac ten tuk
Wielka NiedZwiedzice. Przedluzajac w kierunku Jjeszeze dale) — w Spike, alfe Panny. Miedzy Wielka
poludniowo-wschodnim tuk utworzony przez jej ogon, Niedzwiedzica a Panna leza dwa gwiazdozbiory:
trafiamy w dwie bardzo jasne gwiazdy, najpierw Psy Gonceze 1 Warkocz Bereniki, oba trudne do

Galaktyka Sombrero

rozpoznania, gdyz nie zawieraja jasnych gwiazd.
Obszar ten wyglada przez to nieciekawie i nawet
lornetka nie zmieni tej opinii. Tymczasem jest to jeden
z najwytrwale] badanych obszaréw nieba, poniewaz

w Warkoczu Bereniki znajduje si¢ odlegta o 100 Mpc
doé¢ bogata gromada galaktyk (gromada Coma
liczaca okoto 1000 czlonkéw), a w Pannie jeszcze
blizsza i jeszcze bogatsza (gromada Virgo), na ktérej
peryferiach lezy nasza Galaktyka. Majac przynajmniej
maly teleskop, mozna prébowaé odszukaé najjasniejsze
galaktyki tych gromad. W gromadzie Coma bedzie

to M 64 (Czarne Oko) o jasnosci 8,5 mag, a w Virgo
M 49 (8,4 mag) i M 104 (Sombrero, 8,3 mag).

Wenus w maju przechodzi z Byka do BliZniat, czyli
Jeszcze bardziej oddala sie od Storica, przez co widaé
Jja wieczorem coraz dogodniej. Mars cofnal sie do
Panny, poniewaz dogonita go Ziemia i widaé go przez
caly noc, a 1 V znajdzie sie najblizej Ziemi. Jowisz jest
nadal w Rybach, a Saturn w Baranie, obu wiec planet
nie wida¢. Néw Ksiezyca wypada 15 V, a pelnia 30 V.
Ksiezyc zblizy sie moeno do Aldebarana (16 V) i do

Regulusa (22 V), ale zakryé nie bedzie.
Tk
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JUBILEUSZ GAMMALIMATIASU

I'-limatias obchodzi skromny jubileusz — nkazuje si¢ po raz
[v/300]. Z tej okazji male co nieco o liczbie 300.

1. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata dla dowolnej
nieparzystej liczby pierwsze] p zachodzi podzielnosé
p|2P~Y — 1. Natomiast gdy liczba p jest nieparzysta liczba
zlozona, to zachodzi podzielnosé p|297) — 1, gdzie ¢ jest
funkcja Eulera. Dla niektérych liczb ziozonych mamy
jednak réwniez p|2P~" — 1. Jeéli p jest najmnicjsza taka
liczba, to ¢(p) = 300.

2. Kazdy kat mozna przy uzyciu cyrkla i linijki podzieli¢
na dwa réwne katy. Natomiast konstrukcja 1/3 danego kata
przy uzyciu cyrkla i linijki w ogdlnym przypadku nie jest
mozliwa. Mozna jednak skonstruowaé 1/5 kata, i to bez
uzycia cyrkla i linijki. Oczywidcie pod warunkiem, ze dany
kat ma 300°,

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (14")

Wyjasnienie oszustwa (14"): Kwiecienn to miesiac
Prima-Aprilisowy, a wiec wyjaénienia oszustw podawane
w kwietniowych numerach I'-limatiasn powinny by¢
czytane ze szczegdlna uwaga.

W wyjasnienin osznstwa nie uwzgledniliSmy sytuacji,
w ktérej réwnanie
2 %, A
z°t+ar=2z"+3z+1
ma dwa rozwiazania, ale tylko dla jednego z nich obie
strony sa dodatnie, a wige daja rozwiazanie rownania
danego w zadaniu.

Otéz A > 0 dla a € (—o0, 1) U (5, 400). Oznaczajac
b =3 — a, otrzymujemy réownanie kwadratowe

2% + bz + 1 =0, przy czym interesuje nas przypadek
[b] > 2. Réwnanie ma wdwezas rozwiazania

—bd /b2 —1

r12 =

Cheemy rozstrzygnac, dla jakich b dokladnie jedna z liczb
Lia = :r;li)l2 4+ (3 — b)x1 2 jest dodatnia.
Zauwazmy, ze L1z = x12(z12 +3 — b) oraz

TN
(G 3 a T |

Znajdowanie wygrywajacego ruchu w grze Nim wyjasnimy
na przykladzie. Przypusémy, ze mamy wykonaé ruch

w sytuacji, gdy przed nami sa 4 stosy skladajace sie
odpowiednio z 13, 7, 6 1 9 bierek. Obliczamy sume
dwdjkowa 13 42 7 42 6 42 9 = 5. Cieszy nas, Ze jest ona
rézna od 0, bo to oznacza, ze jesteSmy na wygrywajacej
pozycji. Cheemy wykonaé taki ruch, aby dwdjkowa suma
liczb bierek w poszczegdlnych stosach byla réwna 0.

3. Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n?? — n? dzieli
sie przez 300.
4. 300 = 44 +4*.
5. 300 = 5(55 4+ 5).

o+l
6.300 = (" ).
7. Cecha podzielnodci przez 300. Podziel liczbe na grupy
4-cyfrowe, zaczynajac od prawej strony (grupa najbardzie]
na lewo moze mieé¢ mniej niz 4 cyfry). Dodaj liczby
utworzone przez te grupy. Tak otrzymana suma dzieli sie
przez 300 z taka sama reszta jak wyjsciowa liczba. Pewna
niedogodnosé: to wszystko dziala w uktadzie siddemkowym
i odnosi si¢ do liczby 3000y = 6067).

8. Potega dwdjki o wykltadniku podzielnym przez 10 lubi
rozpoczynac si¢ cylra 1. Pierwszy wyjatek:

2790 = 2037035976334486086268445688409378161051468
393665936250636140449354381299763336T06183397376.
9. 300 = 99/9 + /9.

10. W ciagu Fibonacciego (I = I3 = 1,

Frage = Fagr + ) wystepuja wyrazy zawierajace

w swoim zapisie dziesigtnym ciagi zlozone z 4 kolejnych
jednakowych cyfr. Pierwszy wyraz, ktdry zawicera takie

2 rozlaczne ciagi, to Fago = 2222322446294204455

29739893461909967206666939096499764990979600. TWR

1.2 + g b - —bﬂ:};bz—‘i o L 6-—-:1&:{:2 b2—4 .

Dla b < —2 mamy 6 — 3b £ +vb?> —4 > 6 — 2b > 0 i wobec
12 > 0 mamy L2 > 0, skad wniosek, ze wyjiciowe
réwnanie ma dwa rozwiazania.

Natomiast dla & > 2 mamy 6 — 3b — /b2 —4 < 0,

skad wobec 213 < 0 jest Lo > 0. Ponadto rozwiazujac
nierownosé 6 — 3b + /b2 — 4 > 0, otrzymujemy

6 —3b > —/b? — 4, co po podniesienin do kwadratu
(obie strony sa ujemne, wiec zmieniamy zwrot
nieréwnosci) daje 36 — 36b 4+ 9b* < b? — 4, i dalej

0 > 85% — 36b+ 40 = 4(2b —5)(b— 2), skad 2 < b < 2.
Wéwezas L1 < 01 wyjéciowe réwnanie ma dokladnie
jedno rozwiazanie, a mianowicie z2. Pozostaje zauwazy¢,
e 2<b< % odpowiada % < a < 1. W polaczeniu

z rozwazniami z poprzedniego numern [-limatiasu
olrzymujemy ostateczna i tym razem poprawna odpowied#:
réwnanie

log,(#? + az) = log,(2z° + 3z + 1)

ma doktadnie jedno rozwiazanie rzeczywiste = dla

= [%‘I)U{L’)}- JWER

Skoro dwdjkowa suma liczb bierek jest réwna 5, a chcemy
z niej zrobié 0, to trzeba do ktéregos stosu dwdjkowo
dodaé¢ 5 bierek. Prébujemy kolejno: 13 42 5 = 8,
TH+25=2, 6425=23, 9425 =12. Biorac pod uwage,
ze dozwolone sa tylko te ruchy, ktére zmnicjszaja liczbe
bierek, widzimy, ze mamy az 3 ruchy wygrywajace: zabraé
5 bierek z I stosu lub 5 bierek » 11 stosu, lub 3 hierki

z 111 stosu. GdybySmy natomiast chcieli wykonaé ruch,
zmieniajac liczbe bierek w IV stosie, to musielibysmy
dolozyé 3 bierki, a na to reguly gry nie pozwalaja.

JWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowad pod adresem:
Jarostaw Wrdblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math uni.wroc.pl



