SPIS TRESCI
NUMERU 4(299)

Utamki taticuchowe
a sumy dwdch kwadratéw
Marcin Mazur

Zadania

Cztery barwy i okolice
Pawet Strzelecki

Jak plastiki przewodza
prad elektryczny?
Stanistaw Bednarek

Mala Delta

Stabilnosé pierwiastkéw
superciezkich
Robert Smolanczuk

Aktualnosci
(nie tylko) fizyvezne

Laboratorium w lesie -
Na tropie czastek

The Ilustrated Broiler Times
Klub 44

Patrz w niebo

Kwiecien

Gammalimatias

W nastepnym numerze:

shEs: T

str. 3

str. 4

str. 6

o0

str.

str.10

str.11

str.12
str.13
str.14
str.16
str.16

str.17

Twierdzenie Cevy dla wielokatow

Oktadki 1 ilustracje wykonata
Anna Ludwicka

Wybdr artykuldw w jezyku angielskim
http://sunsite.icm.edu.pl/ delta/

Wydawca: Uniwersytet, Warszawski

Cena 1 egzemplarza 3 zl

Dnia 8 lutego 1999 roku
zginal w Tatrach niosac pomoc innym
matematyk i taternik

Tomasz OSMAN

zloty medalista Konkursu Prac Uczniowskich z Matematyki
ZG PTM i redakeji Delty w 1995 roku,
srebrny medalista Konkursu na Mtodego Uczonego
Unii Europejskiej w 1996 roku,
Autor Delty

,Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Mizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.

Komitet Redakeyjny: Redaguje kolegium w skladsie:
Andrze] Bialynicki-Birula Wiktor Bartol
Bogdan Cichocki ) Krzysztof Biesaga
- wiceprzewodniczacy Wojciech Kopczynski — z-ca red. nacs.
Krzysztof C1e5|elsk1 Krystyna Kordos — sekr. red.
Jan A. Gaj Marek Kordos — red. nacz.

Piotr Goldstein
Tomasz Hofmaokl
Andrzej Hrynkiewicz

Tomasz Kwast
Anna Ludwicka

Wiestaw A. Kaminski Anng R.uc‘imk B

Marta Kicifiska-Habior Tl dtnoeeeli

Krzysztof Maslanka Joanna Udalska

Andrzej Makowski Anna Wojtyra

Zdzistaw Pogoda Piotr Zalewski

Feliks Przytycki Adres Redakeji:

Michal Rézyczka ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa
Konrad Rudnicki tel. 843-02-41(-2) wewn. 21

Zbigniew Semadeni PAWELST@MIMUW EDU.PL

Grzegorz Sitarski Skiad systemem TEX wykonala Redakcja.

Andrze] Woszczyk

Wieslaw Zelazko — przewodniczacy Wydlidwano

w Drukarni Naukowo-Technicznej
w Warszawie, ul. Minska 65.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1999 roku wynosi 3 zl. Pray wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tes przez okres co najmniej trzech miesiccy)

cena numeru w 1999 r. wynosi 6 zt. W przypadku zyczenia dostawy drogs lotniczg
adpowiednia doplate ponosl zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

Wplaty na prenumeratg przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne.

Cena prenumeraty na III kwartal 1999 r. wynosi 9 zl.

Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

»Ruch” S A wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa

egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie

poczta swykla w ramach oplacone] prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest réwna cenie prenumeraty
krajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. Wplaty przyjmuje ,RUCH” S.A.
Oddzial Krajowe] Dystrybucji Prasy w PBK 5. A, XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa, ul. Towarowa 28,
czynnych codziennie od poniedziatku do piatku w godz. 8°% — 149,

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

q,\:lt-.:‘i—-

krajowsa ze zleceniem
Za granice
5 XII 20 X1 na I kwartal roku nastepnego,
5 111 20 11 na I kwartal,
5 VI 20V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizows, preyjmowane od oséh zamieszkalych za granicy,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela RUCH” 5. A,

Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71

wewn. dla osdb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17, wewn. 2366.

Numery archiwalne {od 1985 r.) mozna nabyé w Redakeji osobidcie lub listownie.



Utlamki lancuchowe a sumy dwoéch kwadratéw
Marcin MAZUR

Opiszemy w tym artykule zadziwiajgce zastosowanie utamkoéw taicuchowych: do

O rozkladaniu liczb pierwszych na " . : i
p - dowodu twierdzenia Fermata o rozkladzie na sume kwadratéw.

sume kwadratéw mozna przeczytad

e Twierdzenie 1. Liczba pierwsza p jest sumg dwich kwadratéw liczb catkowitych

wtedy 1 tylko wtedy, gdy p= 2 lub 4|(p — 1).

Dowéd, opublikowany przez H.J.S. Smitha w roku panskim 1855, nalezy do
Jak wrylmanl Tagranger Suaat thalu najpiekniejszych perelek elementarnej teorii liczb, pomyslatem wiec, ze warto

naturalna jest suma kwadratdw co podzielié SiQ nim z Czytelnikami Dehy
najwyzej czterech liczb naturalnych.

Zauwaimy na poczatek, ze 2 =17 + 1%. Ponadto, gdy n = 2k + 1 jest suma
dwéch kwadratéw liczb catkowitych, wowezas 4|(n — 1). Wynika to z prostej
obserwacji, ze kwadrat liczby calkowitej daje z dzielenia przez 4 reszte 0 lub 1.
Pozostaje wige wykazaé, ze liczby pierwsze p = 1 (mod4) sa sumami dwéch
kwadratow.

Dalsza cze$¢ dowodu na moment odtézmy, by przypomnieé podstawowe fakty
dotyczace utamkéw tancuchowych. Dla dowolnego ciagu liczb catkowitych ag,

a; >0, az > 0,... symbolem [ag;a;...;a,] oznaczamy liczbe
1
[ag; a1;. . .5an] = ao + . ;
aj +
az +
1

Ogolnie, kazda liczbe wymierna w £ 0 +;
mozna jednoznacznie przedstawié ok b ki tadh h ; 0 g
w postaci p/q, gdzie ¢ > 0 licaby p, ¢ sg 2Wana skoficzonym utamkiem faficuchowym o wyrazach ay, <oy @n. Oczywiscie
wzglednie pierwsze. Liczbe p nazywamy ap, A13 .- .3 Gn] Jest llczbad wymierng, wigc mozna jg zapilsac _]edllOZl’]ElCZl’lle w
licznikiem, a liczbe ¢ mianownikiemn postaci p, /¢y, gdzie liczba ¢, jest dodatnia i utamek p, /¢, jest nieskracalny.

licgby wymiernej w.
Kluczowe znaczenie bedzie dla nas miala tozsamoéé

Pn? + Pn—1
1 p;@15...;8n; Qp4;. ..} QN = ——,
( ) { n + ] arbite

gdzie r = [a,41;...;an]. Dla wygody Czytelnika podamy szkic jednego
z licznych jej dowodéw.

# Rozpatrzmy ciagi pn, §n okreslone nastepujaco: 1 = 1, pg = ag, Pn4l = Qn41Pn + Pn—1
oraz §—1 =0, o = 1, §n41 = @n41dn + Gn—1. Oczywista indukcja dowodzi, ze
dnPn—1 — Pnin—1 = (—1)". W szczegdlnodci, liczby jn i §n sa wzglednie pierwsze dla kazdego
n > 0. Ponadto jn > 0 dla n > 0. Rozpatrzmy teraz funkcje

1

fn(z) = a0 + 1
a1 +
az +
1
+
1
tdn + —
T
Przez indukcje latwo dowodzimy, ze
(2) fole) = EREE Prl
In® + gn—1

Wobec tego, lim fn(x) = pn/dn. Z drugiej strony, wprost z definicji fn wynika, ze
F—+00

lim fn(z) = [a0;a1;...;an] = pu/qn- Zatem pn = pn i §n = ¢n dla kazdego n > 0. By
E=—CO

zakoriczy¢ dowdd tozsamosci (1), pozostaje zauwazy¢, ze obie jej strony sa réwne fr (7). &

Ponizsze fakty sa prostymi konsekwencjami tozsamosci (1) i jej dowodu:
1. Zad“’dz@ réwnoseci Pn+1 = @n41Pn + Pn-1 z-Q'ﬂ+1 = On4+14n + Gn-1-
W szezegalnosei, jesliag > 1, to p, > 2 dla kazdego n > 0.
2. Mamy qnpn—-1 — prgn-1 = (—=1)".

3. Jesli ag > 0, to wowczas [an;an—1;...;a0] = pn/pn_1. W szczegdlnosci
liczby [ag; as;...;an] @ [an;an—1;...;a0] majqg takie same liczniki.
Ponadto,
4. Jesliag > 2 i a > 0, to licznik liczby [ag;a1;...;0,;8;80;Gn-1; - . .5 ag) jest

liczbg ztozong.



& Istotnie, z wlasnosci 3 wynika, ze

[a;an;an—1i...;80] = a+1/[on;en—1;...;00] = ¢ + pn—1/Pn-
Na mocy tozsamoscei (1) otrzymujemy réwnosci
Pn—1
[ (ps ) dn;d a P‘n(ﬂ + P ) R i Pn(apn + an—l)
ag;a13.. . 0n} 0} i+ e (R Y . = :
’ e gnla + 22=LY 4 gn1  aPndn + gnPn—1 + gn-1Pn

Pn
Poniewaz liczby pn i qnpn—1 sa wezglednie pierwsze (wlasnosdé 21), wiec liczby pn
i apnin + GnpPrn-1 + gn—1pn tez sa wzglednie pierwsze. Wobec wlasnosci 2 mamy

apngn + nPn—1 + fn-1Pn = aPndn + 2qnpn_1 — (—1]n =

= gn(apn + 2pn_1) — (-1)",

przeto liczby app + 2ppn—1 1 aPngn + gnpPn—1 + 9n—1pn takze sa wzglednie pierwsze. Zatem
licznik rozwazanego ulamka laricuchowego jest réwny pn(apn + 2pn—1). Poniewaz ag > 2, wiee
7 wlasnosdci 1 wynika, ze liczby pyn 1 apn + 2pn—1 sa wicksze niz 1, a zatem licznik nasz jest
liczba zlozona. #

5. Jesli ag > 0, to licznik liczby [ag; a1;. .. Qn; @n} @n_1; . . .; Qo) jest rowny
2 2
Pa g Pr-1-
& W samej rzeczy, wobec wlasnoscei 3, mamy [an;an—15...;00] = pn/pn—1, a zatem

tozsamodé (1) daje

_Pn_ 2
Prg o P ra+ri_,

[ao;e1;- . ;8n}8nin_1}.-.;0p] = = i
. : ' : G'n;z:i_l + gn—1 gnPn + gn—1Pn—1

Ponadto, wobec wlasnosci 2, otrzymujemy
ﬂn—l(Qn'pn + Q‘n—‘lpn—l} = pn(pn—l@'ﬂ) + Q’n—l?’?—,,_.l = T—’n(?)ﬂf}n-l : (-1)“) + q‘n-—l?}i_] =
— sz—l(pgg + p%_l ) + (—1]'“]0«;-

Zatem kazdy wspdlny dzielnik d liczb p2n o+ pi_l i gnpn + 9n_1pPn—1 dzieli p, i w konsekwencji
réwniez pi_l, aze NWD (pn,pn—1) =1, wiecd=1. &

Wlasnoéé b niesie nastepujaca pokuse: dla danej liczby pierwsze] p = 1 (mod 4)
sprobujmy znalezé taka liczbe naturalna ¢ niepodzielna przez p, ze

p/i = [ao;...;an;an;. . .;ag), a udowodnimy tym samym, ze p jest sumg

dwdch kwadratéw. Na plerwszy rzut oka pomyst nie wyglada zbyt obiecujaco.
W szezegdlnosel, nie widaé, jaka role mialtby odgrywaé warunek p = 1 (mod4).
Niebawem jednakze wszystko stanie sie jasne, a niejasny i1 zwariowany pomyst
zmieni sie¢ w precyzyjny dowdd.

Przede wszystkim, warto sobie zdaé sprawe, ze — na szczescie! — kazda

liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w postaci utamka tancuchowego i1 to na
dokladnie dwa rézne sposoby. Scislej biorac, kazda liczba wymierna w moze by¢
jednoznacznie zapisana w postaci [ag; a1; .. .; a,] dla pewnych liczb catkowitych
ag, ay > 0,..., an—1 > 01 a, =1, gdzie n > 0. Przedstawienie takie bedziemy
nazywali dfugim. Drugim przedstawieniem liczby w jest [ap;ay;. .. an—1 + 1],
ktore bedziemy dalej zwaé krdtkim. Jeshh w nie jest liczba catkowita, to n > 1

i krétkie przedstawienie w jest jedynym przedstawieniem, konczacym sie liczba
wieksza niz 1. Uzasadnienie omawianych faktéw nie jest trudne i opiera si¢ na
nastepujacej, prostej obserwacji: ciag liczb ag, ..., an—9, @y—1 + 1 jest réwny
ciagowl czescl catkowitych liczb by okreslonych w sposdb rekurencyjny wzorami
by = w, bpyy = 1/{by}, gdzie przez {z} oznaczamy czes¢ utamkowa liczby a.
Czytelnik z tatwoscia uzupelni szezegoly.

Weimy teraz liczbe pierwsza p i rozpatrzmy zbidr S, = {p/2,p/3, ..., p/P—;—]}
Wszystkie liczby z tego zbioru maja liczniki réwne p 1 sa wieksze od 2. Jesli
wiec w € S, ma krétkie rozwiniecie na utamek tarficuchowy, réwne [ag;. . .;a,],
to mamy ag > 21 a, > 2. Zatem, liczba ®(w) = [a,;...; ao] jest tez wicksza
od 2 i (wobec wlasnosci 3) ma licznik réwny p. Tym samym ®(w) € S,

i oczywiscie [an; .. .; ap] jest krétkim rozwinieciem liczby ®(w) (nie moze to
by¢ rozwiniecie diugie, gdyz ag > 2). Zatem ®(®(w)) = w, a wige funkcja

®: S, — Sy jest inwolucja, tzn. ® o ® = Id. Teraz widaé, jakie znaczenie

ma warunek p = 1 (mod4). Otéz, jesli 4|(p — 1), to zbidr S, ma nieparzysta
liczbe elementéw. Czytelnik bez trudu uzasadni, ze jesli pewien zbidr S ma
nieparzysta liczbe elementéw i funkeja f : S — S jest inwolucja, to f(s) = s
dla pewnego s € S. W naszym przypadku dla pewnego 1 < j < (p — 1)/2 mamy
®(p/j) =p/i.
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Dla Czytelnikdéw mamy dwie propozycje:

Zadanie. Udowodni¢ Twierdzenie 1
rozwazajac dlugie rozwinigcia i zbiér
{p/ 22 p/p - 2))

Problem. Latwo zauwazy¢, ze definicja
funkecji ® ma sens dla dowolnej liczby
wymiernej wigkszej od 2. Warto zbadaéd
wtlasnodci otrgymane] w ten sposdb
inwolucji.

Innymi stowy, krétkie rozwinigcie liczby p/j = [ao;. . .; a,] jest symetryczne:
a; = an_i. Gdyby n = 2k, to mielibyémy p/j = [ao;...;ar—1;ak; ax—1, .. .;ag].
Jest to jednak niemozliwe: wobec wlasnosei 4 licznik utamka tancuchowego

7z prawej strony jest liczba zlozona. Zatem n jest liczba nieparzysta

i p/j=lao;...;ag;ak;...;ag]. Wobec wlasnosci 5 licznik p tego utamka
tanicuchowego jest suma dwéch kwadratéw. Twierdzenie 1 zostato wiec
dowiedzione.

Teraz tatwo juz uzyskaé nastepujaca charakteryzacje sum dwéch kwadratdw:

Twierdzenie 2. Liczba naturalna n jest sumq dwich kwadratéw liczb
catkowitych wiedy 1 tylko wiedy, gdy kazda liczba pierwsza postact 4k + 3
wystepuje w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze w parzystej potedze.

Dowdéd opiera sie na dwéch obserwacjach. Po pierwsze, jedli n = a2 + 02 1 liczba
pierwsza p postaci 4k + 3 dzieli n, to pla i p|b. Po drugie, jesli n = a* + b*
im=c?+d? to wéwezas mn = (ac — bd)? + (ad + be)?. Szczegdly tradycyjnie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Na zakonczenie — uwaga natury ogdlnej. W matematyce czesto sie zdarza,

ze na pozor zupelnie nie zwiazane z rozwazanym problemem galezie sa Zrédlem
kluczowego pomystu, ktéry prowadzi do dlugo poszukiwanego rozwiazania.
Powyzsze rozwazania stanowia miniaturowy przyktad tej prawidlowosci.
Wigkszosé istotnych przeloméw w matematyce zostala osiagnieta na tej
wlasnie drodze. Wazne jest wiec, by Czytelnik powaznie zainteresowany
jakakolwiek dziedzina matematyki nie ograniczal sie jedynie do probleméw
bezpoérednio z nia zwigzanych, lecz wreez przeciwnie, staral sie zglebiaé
przerdzne matematyczne teorie. Byé moze pewnego dnia zdola je polaczyé

w swych rozwazaniach i w nagrode otrzyma wspaniaty, niespodéiewany wynik,
CZego SZCZerze 1 goraco zycze.

Przygotowat Pawel STRZELECKI

M 877. Dane sa dwie trojki réznych od zera liczb rzeczywistych, (z,y, z) oraz
(a,b,c), o tej whasnosei, ze a+b+c =z + y+ 2 = 0. Udowodnié, ze
a3+ ¥4+ _ abe
B +23 pyz
Rozwiazanie na str. 4
M 878. Dane sa dwie tréjki liczb dodatnich, (z,y, z) oraz (a,b,¢). Wiadomo, ze
min(a, b, ¢) < min(x,y,2) oraz max(z,y,z) < max(a,b,c)
Ponadto, a +b+c =z +y+ z i abc = zyz. Udowodnié, ze zbiory {z,y, 2}
1 {a,b,c} sa réwne.
Rozwiazanie na str. 7

M 879. Dziesigeiu widzéw oglada w kinie nudny film. Wszyscy zajmuja miejsca
w tym samym rzedzie. Cierpliwosé kazdego z widzéw wyezerpuje sie, ale

w losowej kolejnosci (kazda kolejno$¢ uznajemy za réwnoprawdopodobna). Widz
zniecierpliwiony nudnym filmem od razu wychodzi z kina na éwieze powietrze.
Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze ktéry$ z widzéw bedzie zmuszony
przeszkodzi¢ innemu widzowi, zeby dostaé si¢ do wyjécia?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 497. Jaka jest rzeczywista glebokosé rzeki, jesli przy okreélaniu ,na oko”,
w kierunku pionowym, jej gleboko$é wydaje sie wynosié 2 m?
Rozwiazanie na str. 15

F 498. Jakie najmniejsze wymiary powinno mieé¢ zwierciadlo plaskie i jak je
nalezy ustawié, zeby mozna sie bylo w nim w caloéci obejrzeé?
Rozwiazanie na str. 10
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Cztery barwy i okolice Pawet STRZELECKI

L.}

Rozwigzanie zadania M 877.

Z zalozenia a + b+ ¢ = 0 mamy
(a4 b)® = (—¢)*, adalej
a>+ b $ed = <3abla<+ b) = 3abe.

Podobnie £ 4+ y® + 2 = 3zrps.
Dzielge otrzymane réwnosci stronami,
otrzymujemy teze zadania.

Zagadnienie czterech barw i zwiazane z nim problemy kolorowania map (czy
tez, jesli ktos woli bardziej fachowa terminologie, graféw) to ciekawy temat,
o ktérym pisaliémy juz w Delcie, m.in. w numerze 5/1996. Jak wiadomo,
podany w 1976 roku przez Hakena i Appela dowdd twierdzenia o czterech
barwach nalezy do najbardziej kontrowersyjnych osiagnie¢ matematyki
dwudziestowiecznej, ze wzgledu na wykorzystanie w nim komputeréw na
niespotykana wezeéniej skale. Dowdd ten nadal nowy sens pytaniom o to,
czym wlasciwie jest dowodzenie i czy kazde rozumowanie matematyczne
mozna — po$wieciwszy na to odpowiednio duzo czasu — starannie przesledzié
i sprawdzic.

Dla tych, kiérzy w twierdzenie o czterech barwach nie wierza, mamy dobra
wiadomodéé. Otz przed dwoma laty pojawil sie nowy dowdd tego wyniku,
réwniez wykorzystujacy komputer, ale w sposéb istotnie mniej skomplikowany
od tego, co robili Haken i Appel. Jego autorami sa panowie: Robertson, Sanders,
Seymour i Thomas z Atlanty. Jak pisza we wstepie do swojej pracy, zamierzali

— gléwnie dla spokoju wilasnych sumien — sprawdzi¢ dowdd Appela i Hakena,
lecz szybko ten zamiar porzucili, stwierdzajac, ze znacznie tatwiej bedzie znalezé
nowy, niezalezny dowdd.

Kto szuka, ten znajdzie: praca wspomnianych czterech autoréw, ktéra otwiera
tom 70 Journal of Combinatorial Theory z 1997 roku, liczy wraz z ilustracjami
43 strony tekstu, napisanego stosunkowo elementarnym jezykiem. Dwa sposrod
licznych lematéw o kombinatoryeznym charakterze zostaly dowiedzione

z pomoca komputera, lecz, po pierwsze, setka godzin pracy duzej maszyny,
ktére) potrzebowali Appel i Haken, zostala zastapiona mniej wiecej trzema
godzinami pracy przecietnej stacji roboczej, a po drugie, skrocenie czasu
obliczen nie jest jedynie wynikiem postepu w szybkosci procesoréw. Szczegdtowe
wydruki z dowodami wspommnianych dwéch lematéw zajelyby mniej wiecej jeden
rocznik Delty, mozna wiec sobie wyobrazi¢, ze odpowiednio zaciety czlowiek
zdolalby je samodzielnie przeczytaé i sprawdzié. W przypadku dowodu Hakena
1 Appela taka operacja bylaby raczej nie do pomyslenia.

Oba komputerowe dowody twierdzenia o czterech barwach zawieraja w istocie
pewien algorytm kolorowania kazdej mapy. Dowéd Hakena 1 Appela prowadzi
do algorytmu kolorowania, ktéry dziala w czasie proporcjonalnym do czwarte]
potegi liczby panstw na mapie. Natomiast dowéd Robertsona, Sandersa,
Seymoura i Thomasa daje algorytm, ktéry mape ztozona z p panstw pozwala
pokolorowaé w czasie rzedu p?, a wiec nieporéwnanie szybciej.

Miedzy starym 1 nowym dowodem jest jeszcze jedna, dos¢ istotna réznica.

Nowy zostal szybko sprawdzony przez recenzentéw, ktérzy zapedzili swych
doktorantéw do niezaleznego napisania niezbednych programow, sprawdzajacych
poprawnos¢ wspomnianych dwéch lematéw — z pozytywnym skutkiem. Ponadto,
kazdy zainteresowany moze poznaé wszystkie szczegdly dowodu: wystarczy
siegnac¢ po Journal of Combinatorial Theory, a wszystkie programy i dodatkowe
informacje $ciggnac z serwera ftp.math.gatech.edu, z dostepnego dla
publicznosei katalogu pub/users/thomas/four.

Dla tych, ktérzy sadza, ze z kolorowaniem map wiaza si¢ jedynie rozumowania
zawile, udowodnimy w doéé prosty sposéb, iz kazda mape na plaszczyznie
mozna dobrze pomalowac piecioma barwami. Stowo dobrze tu i dalej oznacza:

w taki sposdb, by kazde dwa panstwa, ktére maja wspdlny odcinek granicy,
byly réznego koloru. Nie bedziemy rozwazaé map, tylko grafy: panstwa beda
wierzchotkami grafu, a dwa wierzcholki taczymy krawedzia wtedy 1 tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im panstwa granicza ze soba. Zalozymy oczywiscie, ze graf
jest splaszczalny, tzn. mozna go narysowaé na kartce papieru tak, by zadne dwie
krawedzie nie przecinaly sie. Graf jest pokolorowany dobrze, gdy kazda krawedz
ma konice réznych koloréw.
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Podany nizej dowdd indukceyjny znalazt pie¢ lat temu
Carsten Thomassen. Zeby ulatwié¢ sobie zadanie,
wzmocnimy nieco teze. Przypusdcimy, po pierwsze,

ze dla kazdego wierzchotka w grafu ¢ podana

jest pewna lista L, roznych barw, ktérych mozna
uzy¢ do kolorowania tego wierzchotka. Dla réznych
wierzchotkéw listy moga byé rézne, co, jak pokazuje
przyktad na rysunku 1, weale nie ulatwia kolorowania.

(F.7)

Rys. 1. Tzw. graf dwudzielny K2 4 mozna dobrze pokolorowaé Po drugie, zalozymy, ze dla kazdego wierzchotka w na

dwiema barwami (lewa czg¢sé rysunku). Jednak, gdy dla kazdego
wierzcholtka podamy z géry liste dwdéch koloréw, to dobre

obwodzie grafu (prosze spojrze¢ na rysunek 2) lista Ly,

kolorowanie moze nie istnieé¢ (prawa czesé rysunku): w podanym zawiera trzy kolory, a dla kazdego wierzchotka w we
przykladzie kazda para barw, ktére mozna wybraé¢ do pomalowania wnetrzu gra.fu E pi@é koloréw. Po tl'zecie, zaloi_ymy,

dwdéceh gérnych wierzcholkdéw, stanowi zarazem listg barw dla
jednego = dolnych wierzcholkéw, co jest przyczyng nieuchronnego

konfliktu kolordw.

@.

Rys. 2. Kolorowa linia to ebwdd grafu G.

Wierzcholki oznaczone czarnymi

kropkami znajduja sig we wnetrzu grafu.

Krawedzie dziela wnetrze grafu na
trdjkaty.

2

g
( 9 |

Rys. 3. Krawed? wywa to cigciwa.

w2

Rys. 4

ze wybrane dwa sasiednie wierzcholki a i b, ktdre
leza na obwodazie grafu, juz zostaly pokolorowane
odpowiednio kolorami A i B, przy czym A # B. Po
czwarte wreszcie, zalozymy bez zmniejszenia ogdlnosci, ze krawedzie dziela
wnetrze grafu na ,tréjkaty”. (Gdyby tak nie bylo, zawsze mozna dodaé nowe
krawedzie, pokolorowaé tak uzyskany graf, a potem dodane krawedzie wytrzeé
— stary graf tez bedzie dobrze pokolorowany.)

Przez indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw udowodnimy, ze wierzchotki
kazdego grafu G, ktory spelnia cztery powyzsze zalozenia, mozna dobrze
pokolorowaé, kolorujac kazdy wierzchotek w pewnym kolorem z jego listy Ly, .
Poczatek jest banalny: gdy graf ma tylko trzy wierzcholki, teza jest oczywista.
Zaldzmy wiec, ze teza zachodzi dla kazdego grafu, ktéry ma nie wiecej niz n
wierzchotkéw. Pokazemy, ze jesli G ma n + 1 wierzchotkdw, to twierdzenie tez
zachodzi.

Rozwazymy dwa przypadki. Zalézmy najpierw, ze graf G ma cieciwe, to znaczy
krawedz, ktora taczy dwa niesasiednie wierzcholki wq i w+ polozone na obwodzie
grafu (prosze spojrze¢ na rysunek 3).

Cieciwa dzieli graf G na dwie czedei, G i Ga; kazda z tych czesci ma nie
wiecej niz n wierzchotkéw. Przyjmijmy, ze wierzcholki a i b leza na obwodzie
czesel Gy (byé moze ktorys z nich pokrywa sie z wy lub ws ~ w niczym to nam
nie przeszkadza). Korzystajac z zalozenia indukcyjnego, kolorujemy graf (7.
Wierzcholki wy 1 ws, ktére sa sasiednimi wierzchotkami obwodu grafu G5,
zostaly pokolorowane réznymi kolorami. Mozemy wiec powtdérnie skorzystaé

z zalozenia indukeyjnego 1 pokolorowaé graf G5. To koficzy dowdd kroku
indukcyjnego w przypadku, gdy graf G ma cieciwe.

Zalézmy teraz, ze GG nie ma cieciwy. Niech w; bedzie wierzchotkiem, ktéry na

obwodzie grafu & sasiaduje z a (i jest rézny od b, patrz rysunek 4), ws za$

- réznym od a sasiadem w; na obwodzie grafu. Konce krawedzi wychodzacych
z wierzchotka w; oznaczmy przez vy, va, ..., v,,. Wierzcholki a i ws polaczone
sa tamana avivs ... vy, wse, na rysunku zaznaczona kolorem.

Na liécie L, koloréw dopuszczalnych dla wierzchotka w; mamy trzy barwy. Od
A, czyli od danej barwy wierzcholtka a, réznia sie przynajmniej dwie z nich.
Dla ustalenia uwagi oznaczmy je C'1 D. Wykre$lmy C' i D z list koloréw
wierzchotkéw vy, v, ..., v;. Nowa lista koloréw kazdego 7 tych wierzcholkéw
bedzie zawierata (przynajmniej) trzy pozycje.

Niech G’ bedzie grafem, ktéry powstaje z G przez usuniecie wierzcholtka w,

i wszystkich wychodzacych zeii krawedzi. Poniewaz G ma n wierzcholkéw, wiec
na mocy zalozenia indukcyjnego mozemy dobrze pokolorowaé G (uzywajac

do kolorowania vy, va, ..., vy koloréw z nowych, mniejszych list). Zeby
pokolorowaé caly graf G, trzeba jeszcze tylko wybraé kolor dla wierzchotka w;.
Nie jest to jednak klopot, bowiem przynajmniej jeden z koloréw C i D jest
rézny od koloru, ktérym zostal pomalowany wierzcholek w-. To spostrzezenie
konezy dowdd w drugim przypadku.
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A co byloby, gdyby$my dla kazdego wierzchotka grafu mieli podang pewna liste
czterech barw? Otéz, mogloby si¢ wéwcezas okazaé, ze grafu nie da sie dobrze
pokolorowaé. Najmniejszy znany przyktad takiej sytuacji wymaga narysowania
zawitego grafu, ktory ma ponad pdét setki wierzchotkéw. Byé moze niektérym
Czytelnikom ta informacja wydaje si¢ zaskakujaca, a nawet szokujaca. Prosze
Jednak zauwazy¢, ze nie ma tu zadnej sprzecznoéci z twierdzeniem o czterech
barwach: zakladamy w nim przeciez, iz dla wszystkich wierzchotkéw grafu (jak
kto woli, panstw na mapie) dana jest jedna i ta sama lista czterech barw.

Uroda matematyki polega zaréwno na tego typu zaskakujacych odmiennoéciach,
do ktérych prowadza pozornie nieznaczace zmiany zatozen, jak i na tym,

ze wolno mie¢ nadzieje, iz kto$ kiedy$ znajdzie réwnie niedtugi, elementarny,
prosty i elegancki dowéd twierdzenia juz nie o pieciu, lecz o czterech barwach.

Jak plastiki przewodza prad elektryczny?

Stanistaw
BEDNAREK

Na pierwszy rzut oka pytanie postawione w tytule wydaje sie pozbawione sensu.
Wiadomo przeciez, ze tworzywa sztuczne, potocznie nazywane plastikami,

nie przewodza pradu elektrycznego. Dlatego z tworzyw sztucznych wykonuje

si¢ izolacje rozmaitych przewodéw i obudowy wielu urzadzen elektrycznych.
Tworzywa sztuczne maja budowg polimerows, czyli skladaja sie z bardzo

wielu czasteczek okreslonego zwiazku chemicznego, np. etylenu lub acetylenu,
polaczonych w laficuchy lub sieci. Jeden laricuch (lub sieé) moze zawieraé nawet
kilka milionéw czasteczek. Przyczyna nieprzewodzenia pradu elektrycznego
przez tworzywa sztuczne jest brak w nich mogacych swobodnie poruszaé sie
czastek obdarzonych tadunkiem elektrycznym, nazywanych noénikami pradu
elektrycznego. Role tych noénikéw moga spelniaé elektrony, jak to ma miejsce
w metalach, lub elektrony i jony wystepujace w elektrolitach i rozrzedzonych
gazach. Okazuje sie jednak, ze twierdzenie wszystkie tworzywa sztuczne nie
przewodzq pradu elektrycznego jest falszywe.

Przed prawie trzydziestu laty Hideiki Shirakawa prowadzil w Politechnice
Tokijskiej badania nad otrzymywaniem jednego z polimeréw — poliacetylenu.
Zmeczony zapewne dhugotrwaly praca popetnil btad. Pomylil naczynia

z odezynnikami i w ten sposéb w mieszaninie ulegajacej reakeji znalazto sie
wielokrotnie wigcej katalizatora, niz byé powinno. Otrzymany polimer nie
wygladal zbyt atrakcyjnie, ale jego przewodnosé whasciwa byla okoto stu
miliardéw razy wigksza niz przewodnoéé wtasciwa polietylenu — tworzywa
sztucznego, z ktdrego najezesciej wytwarza sie izolacje przewodéw elektrycznych.
Mimo tego przewodnoéé wlasciwa tego niezwyklego poliacetylenu byla jeszcze
ponad sto miliardéw razy mniejsza niz przewodnoéé wlasciwa miedzi, ktéra

jest jednym z najlepszych przewodnikéw elektrycznosci. Tak wiec otrzymany
przez Shirakawe materiat nalezalo zaliczy¢ raczej do pétprzewodnikéw. Dopiero
dodanie atoméw jodu do tego poliacetylenu spowodowalo, ze jego przewodnoéé
whadciwa osiagneta warto$é okolo szeSciu razy mniejsza niz przewodnogé miedzi.
Obecnie znanych jest ponad dwadzieicia przewodzacych polimeréw.

Ze wzgledu na swoje dobre przewodnictwo elektryczne, zblizone do
przewodnictwa metali, polimery te nazywane sa czasem syntetycznymi
metalami. Przewodzenie pradu elektrycznego w tych materiatach zachodzi
dzigki transportowi swobodnych tadunkéw elektrycznych wzdtuz tancucha
polimeru. Ladunek taki w postaci elektronu moze zosta¢ uwolniony z Jjednego
z podwdjnych sprzezonych wiazani chemicznych wystepujacych w taficuchu.
Przytozenie pola elektrycznego do polimeru powoduje uporzadkowany ruch
tych tadunkéw, czyli przeptyw pradu elektrycznego. Zrédlem swobodnych
tadunkéw elektrycznych sa tez wprowadzone do polimeru atomy niektérych
pierwiastkéw, np. jodu lub sodu. Atomy sodu moga oddawaé elektrony, ktére
staja si¢ swobodne i uczestnicza w przewodzeniu pradu. Z kolei atomy jodu
przylaczaja elektrony, a pozostale po elektronach obszary zachowujg sie jak
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Rozwiazanie zadania M 878,

Zzaloteia+b+ec=xr+y+2

i abe = ryz wynika, e

abe{ab + be 4 ca - vy —yz — 22) =

= befz —a)(y— a)(z—a)=
= calx — b}y — b))z —-0)=
=alb(x —cl(y —cl(z —¢)

{druga i trzecia rownosé otrzymujemy,

dokonujac cyklicznych podstawien),

Gdyby zadne z ostatnich tr

ch wyrazen
danych

w zadaniu wynikaloby, Ze jedno z nich

nie znikalo, to z nierdwno

ma inny znak niz pozostale dwa. Tak byé

, zatem kazde # rozpatrywanych
wiera czynnik rowny zeru,

>, wraz z dowolna 2z zalozonych
rownosci, oznacza, ze zbiory {z,y, 2}

i {a, b, ¢} sa réwne.

tadunki dodatnie, zwane dziurami, 1 réwniez moga sie przemieszczacé.
Wprowadzanie do polimeréw atoméw oddajacych lub przylaczajacych elektrony
jest niezwykle skutecznym sposobem zwiekszania ich przewodnosci elektrycznej
i pozwolito uzyskaé¢ przewodnosci wlasciwe polimerdw zblizone do tych,

ktore wykazuja metale. Warto dodaé, ze sposdb ten stosowany jest réwniez

w przypadku pélprzewodnikéw, takich jak np. german czy krzem.

Przewodzace polimery wzbudzaja ostatnio ogromne zainteresowanie fizykéw

i inzynieréw ze wzgledu na ich niezwykte wlasciwosei przydatne do zastosowan
w réoznych dziedzinach techniki. Jedna z tych wlasciwosci jest polaczenie
charakterystycznej dla tworzyw sztucznych duzej elastycznoscei, a czesto

i przezroczystosci, z dobra przewodnoscia elektryczna znamienna dla

metali. Pozwala to na wytwarzanie nietamliwych przewoddéw, membran

1 przezroczystych elektrod stosowanych w przenosnych komputerach i $wiecacych
wskaznikach. Dzieki dobrej przewodnosei elektrycznej przewodzace polimery
uzywane sa do produkcji elastycznych warstw odprowadzajacych tadunki
statyczne, gromadzace sie na przedmiotach wykonanych z innych tworzyw
sztucznych 1 powodujacych nieprzyjemne, a czasem nawet niebezpieczne
wytadowania elektryczne. Dobra przewodno$é powoduje réwniez, ze polimery
te silnie pochtaniaja fale elektromagnetyczne, szczegdlnie o wysokich
czestotliwodciach, 1 dlatego sa one stosowane do produkeji pokryé dla
niewykrywalnych przez radary samolotéw.

Obiecujaca wlasciwoscig przewodzacych polimeréw jest mozliwoéé tatwej
zmiany ich przewodnosci elektryczne) za pomoca réznych czynnikdw,

np. o$wietlenia, temperatury, ilosci 1 rodzaju domieszek, a nawet atomdw
gazow osadzonych na ich powierzchni. Polimery, ktérych przewodnoéé
elektryczna zmienia sie pod wplywem oéwietlenia — polimery fotoprzewodzace,
sa powszechnie stosowane jako fotoreceptory w kserografach. Na uprzednio
naelektryzowany, pokryty takim polimerem walec rzutowany jest przez
obiektyw kopiowany obraz. Miejsca o$wietlone zwickszaja swoja przewodnoéé
elektryczna i1 oddaja tadunek. W wyniku tego na walcu tworzy sie rozktad
tadunkow elektrycznych odpowiadajacy kopiowanemu obrazowi, ktéry za
pomoca specjalnego proszku — tonera — przenoszony jest na papier i utrwalany
przez ogrzewanie. W kserografach przewodzace polimery zastapilty uzywany
dawniej malo skuteczny selen, ktérego pytki byly szkodliwe dla zdrowia.
Zalezno$¢ przewodnosci elektryczne] od temperatury umozliwia wykorzystanie
przewodzacych polimeréw do budowy termometréw.

Cienkie lub porowate warstwy niektérych polimerdw przewodzacych moga
zmieniaé swoja przewodnosé elektrycznag pod wplywem atoméw osiadajacych
na ich powierzchni. Jest to spowodowane uwalnianiem lub wiazaniem nosnikéw
pradu przez te atomy. Takie warstwy stosowane sa jako czujniki wykrywajace
rézne gazy. Tego typu czujniki sprzezone z komputerem, wyposazonym

w odpowiednie oprogramowanie, potrafia wykrywaé minimalne ilodci
niebezpiecznych gazdw, a nawet rozrézniac¢ zapachy. Dlatego tez nazywane

sa zartobliwie sztucznymi nosami. Zbudowane zostaly réwniez akumulatory,
ogniwa stoneczne i tranzystory, w ktérych zastosowano przewodzace polimery.
Duze nadzieje wiaze si¢ z budowa diod wysylajacych $wiatlo, w ktérych
element $wiecacy stanowi warstwa przewodzacego polimeru umieszezona
miedzy elektrodami polaczonymi ze zrédtem zasilania. Matryce ztozone

z milionéw takich diod moga w niedalekiej przysztosci stanowié naprawde
plaskie i elastyczne ekrany odbiornikéw telewizyjnych i komputeréw. Ekrany
te z tatwodcia mozna by zawieszaé na $cianie, a po uzyciu bezpiecznie. . . zwinaé
w rolke.

Méwiac o tych wszystkich niezwyklych zastosowaniach przewodzacych
polimeréw trudno nie ulec wrazeniu, ze ich kariera zaczeta sie przypadkowo

od bledu popetnionego podczas syntezy poliacetylenu. Tak si¢ jednak zdarza,

ze przypadek nie sprzyja bezczynnym. Gdyby nie intensywne badania Shirakawy,
blad zapewne nie zostalby popelniony i cata historia przewodzacych polimeréw
wygladataby inaczej albo jeszcze by jej nie bylo.
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Rys. 1

Naia aelo

Wszystko mozna skomplikowac

Tu bedziemy komplikowali twierdzenie Pitagorasa. Za usprawiedliwienie
niech nam postuzy fakt, Ze przed nami te komplikacje wykonal nie byle
kto, bo Lazare Nicolas Marguerite Carnot, wybitny polityk, administrator
i dowodca wojskowy Francji sprzed dwustu lat — oczywiscie réwniez
wybitny matematyk, mechanik i inZynier. Jest on na dodatek zwiazany

z Warszawa, gdyz spedzil tu kilka lat, wygnany z Francji po restauracji
Burbonéw w 1816 roku.

Zanim podamy twierdzenie Carnota w pelnej ogdlnosci, rozwazmy

jego szczegdlny przypadek. WeZzmy mianowicie dowolny tréjkat ABC

i dowolny punkt P (na rysunku 1 lezy on we wnetrzu trdjkata, ale to
nie ma zadnego znaczenia) i zrzutujmy go prostokatnie na boki tréjkata
— otrzymamy odpowiednio punkty A,, B; i C';. Okazuje sie, ze

(1) AiB* - BC* 4 C{A* - AB*+ B.C* - CA,*=0.
Faktycznie, stosujac twierdzenie Pitagorasa do wszystkich szeéciu
trojkatow prostokatnych, ktdre sa na rysunku, otrzymujemy
PC?-CA® = PA,>= PB*— A,B?,
PR - BC P =PC  mPA* G,
PA*- AB\*=PB,* = PC? - B (.
Sumujac prawe strony i lewe strony tych réwnosci oraz przenoszac

wszystko na lewa strone, otrzymujemy (1).

Zauwazmy tez, Ze rownos¢ (1), w ktdrej nie wystepuje punkt P,
wystarcza do tego, by taki punkt istnial. Rzeczywiscie. Oznaczmy
przez P punkt przeciecia prostopadlych wystawionych w punktach A,

i By i opuéémy prostopadla z P na AB. Otrzymamy tam punkt
réwniez spelniajacy (na mocy tego, co juz udowodniliémy) réwnosé (1).
Zestawiajac obie réwnosci razem, otrzymujemy

—BCi*+C1A* = —=BC? 4+ CiA*, cyli C1A*-C 4A* = BC,® - BC!™.
Wyrazenia te musza byé oba réwne zeru, czyli musi byé Cy = C7, gdyz

w przeciwnym razie mialyby — mimo réwnoéci — przeciwne znaki.
Sformulujmy teraz twierdzenie Carnota:

Z dowolnych punktow Ay, B, ¢ Cy prowadzimy proste prostopadte
do prostych BC, C A i AB odpowiednio, gdzie punkiy A, B i C sq
wierzchotkami pewnego trojkqta. Te prostopadie przecinajq sie w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

AiB* = BCi* 4+ CiA*=AB® + BiC*—CA2 =0,
czyli gdy jest spelniona réwnosé (1).
Jak dotad, udowodniliSmy to twierdzenie w przypadku, gdy punkty A,
B, i C leza odpowiednio na prostych zawierajacych boki tréjkata.
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Rys. 2

Wykorzystamy to w dowodzie ogélnego przypadku. Niech prostopadle,
wystawione w punktach A;, By i Cy, przecinaja si¢ w punkcie P.
Oznaczmy przecigcia tych prostych z prostymi zawierajacymi boki
tréjkata odpowiednio przez A, B i C' (rys. 2). Dodajac i odejmujac liczby
A1A%, BiB? i C,(C?, otrzymujemy
AB* - BC*+C1A’ - AB* + B\C* - CA,* =
= (A1 B? — A, A%) - (BC,* - C1C?) + (C1A* - C,C?)-
—(AB,* - B1B*)+ (B,C? - B,B?) — (CA,* - A A?) =
= AB?>- BC*+ CA*- AB>+ BC*-CA2=0.
Ostatnia z réwnoéci to wlasnie ten szczegélny przypadek, udowodniony
na poprzedniej stronie. Dowdd w druga strone przebiega tez tak, jak tam.

Tak wiec rzeczywiscie w twierdzeniu Carnota nie ma niczego wiecej, niz
jest w twierdzeniu Pitagorasa — jak jednak jest to pieknie uogdlnione.

na problem.

Hys. 3 Bi\

Szczegdlnie polecam wykonanie sobie kilku rysunkéw, tak by punkt
przecigcia prostopadlych (bo od niego trzeba zaczaé rysowanie!) lezal
z roznych stron tréjkata.

A teraz twierdzenie, ktére mozna udowodnié zupelnie ,po grecku”, to
znaczy bez zadnego rozumowania, a jedynie poprzez umiejetne spojrzenie

Proste prostopadte poprowadzone z tworzgeych trajkqt punktow A,, By

i Cy do prostych zawierajgcych boki trajkgta ABC przecinajq sie w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy proste prostopadite poprowadzone

z punktow A, B i C do prostych zawierajqcych boki tréjkqta A, B,C,
przecinajg sie w jednym punkcie.

Co trzeba zobaczyé? Oczywiscie to (rys. 3), ze w obu przypadkach
wzor (11) bedzie wygladal tak samo.

A swoja droga, gdyby nie wiedzie¢, Ze to zwykle twierdzenia Pitagorasa,
to mozna by sie takich twierdzen, jak wypisane wyzej, przestraszy¢.

Inne liczby

Jezeli wezmiemy pod uwage tylko poczatkowy odcinek

liczb naturalnych 0, 1, 2,..., m — 11 bedziemy jego
elementy dodawaé 1 mnozy¢ (odejmowanie i dzielenie
wyraza sie, rzecz jasna, przez dodawanie i mnozenie)
w ten sposcb, ze wynikiem dzialania bedzie reszta

z podzielonego przez m wyniku zwyklego dzialania,
to otrzymamy co$ zupelnie innego od zwyktych liczb.
Takie co$ oznacza sie symbolem Z,,. Gdy m jest
liczba pierwsza, to dzialania w Z,, maja wszystkie
podstawowe wlasnosci algebraiczne takie same, jak
np. liczby rzeczywiste czy wymierne.

Mozna to, oczywiscie, sprawdzié, ale tu zrobimy
inaczej. Obejrzymy rézne Z, (niech litera p oznacza,
ze interesuja nas liczby pierwsze) i na przykladach
przekonamy sie, ze wzory na rozwiazywanie réwnan
kwadratowych sa w Z, takie same, jak dla liczb
rzeczywistych — dziala wzoér

- —bxVA

i 2a
opisujacy pierwiastki réwnania az? + bz + ¢ = 0, choé
wyniki liczbowe sa zupelnie inne.

gdzie A =b? — 4ac,

Zobaczmy to na przyktadzie réwnania

2 +e+1=0,
ktére, jak wiadomo, nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych, a to dlatego, ze

A=1—-4=-3
nie jest wérdd liczb rzeczywistych kwadratem zadnej
liczby.

Zauwazmy jednak, ze ta sama A w Z3 jest réwna 0
i, rzeczywiscie, rownanie ma jeden pierwiastek
—140 2

% B Tl

W Zj5 znowu pierwiastkéw nie ma — znéw dobrze, bo
Jjedyne kwadraty wsréd tych liczb to 0, 114, a A = 2.

W Z7 z kolei sa dwa pierwiastki, tez sie zgadza, bo
A =4 =2? = 5? | pierwiastkami sg

142 1 . -145 4
3 g 2 J.] Spein

(czterech pierwiastkéw nie ma, bo przeciez —2 = 5).

Mata Delte przygotowat Marek KORDOS
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Stabilnos¢ pierwiastkow superciezkich
Robert SMOLANCZUK

Znane obecnie pierwiastki superciezkie to: rutherford (Rf, Z = 104), dubna
(Db, 105), seaborg (Sg, 106), bohr (Bh, 107), has (Hs, 108), meitner (Mt, 109)
oraz 110, 111 1 112. Jadrami superciezkimi nazywane sa izotopy powyzszych
pierwiastkéw, jak réwniez jeszcze nieodkryte jadra o liczbach atomowych

Z > 112. Jadra supercigzkie cechuja si¢ wzrostem roli odpychajacego
oddzialywania kulombowskiego wraz ze wzrastajaca liczba protonéw w jadrze.
Wydawaloby sie wiec, ze oddzialywanie to powinno prowadzi¢ do szybkiego
rozpadu takich jader. Najciezsze z dotychezas znanych jader superciezkich
wykazuja jednak zaskakujaco duza stabilnos¢ (wzglednie diugie czasy

zycia). Zwickszona stabilnos¢ tych jader zostala przewidziana przez fizykow
polskich, a nastepnie potwierdzona w rosyjsko-amerykanskim eksperymencie
przeprowadzonym w roku 1993 w Zjednoczonym Instytucie Badan Jadrowych
w Dubnej w Rosji. Niedtugo potem, w Instytucie Ciezkich Jonéw (GSI)

w Darmstadcie w Niemczech, miedzynarodowa grupa fizykéw réwniez
potwierdzita przewidywania teorii, dokonujac syntezy nowych pierwiastkéw 110,
11t 112

Zwiekszona stabilnoéé tych jader, szczegdlnie ze wzgledu na podzial jadra

na poréwnywalne fragmenty (samorzutne rozszczepienie), wynika z istnienia
kwantowych efektéw powlokowych. Protony i1 neutrony w jadrach atomowych
wypelniaja dostepne dyskretne poziomy energetyczne. W znanych nam lzejszych
jadrach o ksztaltach kulistych poziomy te grupuja sie w powloki jadrowe
oddzielone duzymi przerwami energetycznymi. Zewnetrzne powloki (powloki
zawierajace poziomy o najwyzszych energiach) zapelnione sa catkowicie lub
prawie catkowicie przez nukleony. Taka konfiguracja nukleonéw tworzacych
jadro jest bardziej stabilna ze wzgledu na samorzutne rozszczepienie oraz emisje
jadra atomu helu *Hes, czyli rozpad . Zaskakujacy jest jednak fakt, ze powtoki
te pojawiaja si¢ takze w jadrach superciezkich, ktére wedtug przewidywan
teoretycznych powinny by¢ zdeformowane.

Jesli teoretycznie zwigkszamy deformacje jadra, to uzyskujemy zmniejszanie sie
przerw energetycznyvch pomiedzy powlokami, a w konsekwencji zmniejszanie
stabilnosci jader. Jednak dopuszczenie w tych rozwazaniach bogatej klasy
ksztaltow powierzchni jadra prowadzi do powstania znacznych przerw
energetycznych w jednoczastkowych widmach poziomdéw energetycznych

w przypadku zdeformowanych jader superciezkich o liczbie protonéw Z = 108
1 neutronow N = 162. Efekt ten wystepuje dla ksztaltéw osiowo symetrycznych
opisywanych przez parzyste wielomiany dsmego stopnia kata pomiedzy osia
symetrii jadra a promieniem wodzacym punktu na jego powierzchni. Obliczone
czasy zycia tych jader wzrastaja nawet o kilka rzedow wielkosei w stosunku

do czaséw zycia zdeformowanych jader o Z 1 N znacznie rézniacych sie od

108 i 162 odpowiednio. Przedstawione powyzej zachowanie si¢ powierzchni
zdeformowanych jader superciezkich prowadzi do teoretycznych czaséw zycia
potwierdzanych doéwiadczalnie. Jednak jeszcze weiaz nie ma bezposredniego
dowodu doswiadczalnego na to, czy jadra te sa zdeformowane czy nie.

Zsyntetyzowane w rosyjsko-amerykanskim eksperymencie jadra %1065

i 26610660 rozpadly sie po czasie rzedu 10 sekund, a zsyntetyzowane w GSI
izotopy 26911050, 271110151, 2721114611 27711265 — po czasie rzedu 0,1-1 ms.
Silniejsze efekty powlokowe, a w konsekwencji znacznie dhuzsze czasy zycia,
przewidywane sa dla dotychezas nie obserwowanych kulistych jader superciezkich
zbudowanych z wiekszej liczby neutronéw niz zdeformowane jadra superciezkie.
Przewidywana stabilnos¢ kulistych jader superciezkich zostala przedyskutowana
w artykule pt. ,,Gdzie koiiczy si¢ Tablica Mendelejewa?”, Delta 3/1998.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czy mozna zawrdcié czas? Nasze codzienne dodwiadczenie
nie potwierdza takiej mozliwodci. Szklanki tiuka sie,
zdjecia zélkna, znajome twarze zacleraja sie w pamieci.
Cho¢ zdefiniowanie pojecia czasu jest otwartym
problemem filozofii od jej zarania, a fizyki od co najmniej
zeszlego wieku, to nie natrafiamy na Zadna trudnosé

w poslugiwaniu sie czasem. Oczywidcie, jezeli nie liczyé
jego nieustannego braku. Te jedyna trudnoéé latwo
usunac¢, przyjmujac rady madrych mnichdéw: opusé to,
co zbedne, a bedziesz mial czas na wszystko”. Niestely,
trafnie zauwazy! pewien wschodni medrzec zapytany o to,
dlaczego tak trudno osiagna¢ nam skupienie: ,bo ja, jak
siedze, to siedze, jak stoje, to stoje, jak ide, to ide, a wy,
jak siedzicie, to juz stoicie, jak stoicie, to juz idziecie, jak
idziecie, to juz jestescie u celu”.

Za rada mistykéw skupmy si¢ na naszym temacie. To,

ze tatwo nam rozpoznaé uplyw czasu, najlepiej widaé
przy ogladaniu filmu odtwarzanego wspak. Najprostsze
sytuacje zaczynaja nas smieszy¢. Ludycznodé takiej
rozrywki swiadczy o glebokiej sprzecznoéci ogladanego
urywka z tym, co obserwujemy w naturze. Ale czy

tak jest zawsze? Ciezkie wahadlo na dltugim sznurze,
zderzenie metalowych kulek na marmurowym blacie, ruch
sztucznego satelity na tle rozgwiezdzonego nieba to tylko
kilka przyktadéw tzw. proceséw (prawie) odwracalnych.
Wszystkie charakteryzuja sie duzym stopniem izolacji od
otoczenia, a w konsekwencji trudnoscia w rozpoznaniu,
czy filmu nie puszczono wspak. Jezeli zaniedbamy opory
ruchu, to izolowane cialo ma tylko jedno wyjécie. Musi
stucha¢ sir [zaaka Newtona, a w jego mechanice (w tych
przypadkach) nie ma réznicy, czy czas biegnie tak czy siak.
Dopiero fizyka statystyczna tlumaczy to, co kazdy widzi.
Uklad cial cz¢Sciej znajduje sie w stanie, ktéry mozna
zrealizowaé na wiele sposobéw (jak rozbita szklanke), niz
w jakimé szczegélnym stanie (jak cala szklanka). Swiat
rozwija sig, dazac do jak najwiekszego chaosu. To wladnie
jest podstawa naszego poczucia czasu.

Jezeli jednak uwolnimy sie¢ od ukladu wielu cial

i zejdziemy na poziom oddzialywan elementarnych,

to znowu kierunek uptywu czasu wydaje sie, a raczej
wydawal si¢ nie mie¢ znaczenia. Podobnie, prawa

fizyki wydawaly sie niezmiennicze wzgledem odbicia
zwierciadlanego, czyli parzystoéci (P jak parity), czy

tez zmiany tadunkéw na przeciwne, czyli parzystosci
tadunkowej (C jak charge, czyli ladunek) zamieniajacej
materi¢ na antymaterie. Pisze ,wydawaly si¢”, poniewas
stwierdzono, ze tzw. oddzialywania slabe nie zachowuja
parzystosci (P). Pozwala to na odréznienie za ich pomoca
uktadu lewoskretnego od prawoskretnego, ale pod
warunkiem, ze wiemy, czy mamy do czynienia z materia,
czy z antymateria. Parzystoé¢ kombinowana CP wydawala
si¢ dalej zachowana, az w 1964 roku odkryto jej lamanie
w rozpadach neutralnych kaonéw, dla ktérych mozliwe
Jjest przechodzenie czastki w antyczastke w wyniku
oddzialywan stabych.

Co to jednak ma wspdlnego z odréznianiem przyszlodci
od przeszlodci? Okazuje sig, e z jednej strony teoria
przewiduje, a obecnie réwniez doéwiadczenie potwierdza

i

niezmienniczoé¢ oddzialywani mikrodwiata wzgledem
kombinowanej parzystosci CPT. Puéé od tytu (T jak time,
czyli czas) odbity w lustrze (P) film z materia zamieniona
na antymateri¢ (C), a otrzymasz obraz realizowalny

w rzeczywistosci. Jezeli tak, to lamanie CP implikuje
réwnowazace je tamanie symetrii czasowej T. Wypadaloby
to jednak sprawdzié, zeby nie bylo jak z tym teoretykiem

z dowcipu, kiéry widzac najpierw jedna osobg wchodzaca
do domu, a nastegpnie dwie wychodzace, uznal, ze gdy teraz
ktos do domu wejdzie, to dom bedzie pusty.

Sprawdzenie takie wydaje sie bardzo proste pojeciowo
(przynajmniej prostsze niz stwierdzenie lamania CP,
ktérego tu nie bedziemy wyjadnia¢). Aby zaobserwowaé
tamanie T, wystarczy sprawdzié¢, ze_prawdopodobieristwo
przejécia kaonu w antykaon K° — K° jest inne od
prawdopodobiefistwa odwréconego w czasie procesu

K — K° W tym celu potrzebne jest stwierdzenie, czy
mamy do czynienia z czastka, czy antyczastka, zaréwno
w momencie produkeji, jak i rozpadu.

W praktyce okazalo sie to jednak duzo trudniejsze

niz wykrycie tamania CP czy nawet potwierdzenie
niezmienniczo$ci CPT. W sposéb statystycznie istotny
udalo sig to po raz pierwszy eksperymentowi CPLEAR
dzialajacemu w CERNie [1] dopiero w zesztym roku.
Do produkeji neutralnych kaonéw wykorzystano LEAR
(Low Energy Antiproton Ring). Niskoenergetyczne
antyprotony byly zatrzymywane w gazowym wodorze,
gdzie anihilujac, produkowaly uklad trzech czastek

K~xtK° albo Ktz K°. Zaobserwowanie ujemnego
kaonu i dodatniego pionu $wiadezylo o wyprodukowaniu
kaonu neutralnego, natomiast wykrycie dodatniego kaonu

i ujemnego pionu bylo oznaka pojawiania sie antykaonu
neutralnego. Do stwierdzenia tozsamosci neutralnych
kaonéw w chwili rozpadu wykorzystano ich semileptonowe
rozpady na elektron, neutrino i pion natadowany. Obecnogé
elektronu (odpowiednio pozytonu) zdradzala rozpad kaonu
(odpowiednio antykaonu).

Wyselekcjonowanie okolo miliona przypadkéw pozwolito na
oszacowanie znormalizowane]j réznicy prawdopodobienstw,
tzw. asymetrii,

P(K° — K°) — P(K° — KY)

P(K® - K°) + P(K® — K°)
gdzie pierwszy blad jest statystyczny, a drugi
systematyczny. Wielko$é efektu jest zgodna
z niezmienniczoscia CPT. W ten sposdb, przez 35 lat
ukrywajace si¢ przed doéwiadczalnym sprawdzeniem
tamanie symetrii czasowej zostalo wreszcie potwierdzone.
Uplyw czasu to nie tylko dazenie do chaosu.

=(6,6+1,3+1,0) x 1073,

Moze to byé pocieszajace w nawale spraw do zalatwienia
na wezoraj i daje naukowe podstawy przerobionej na
praktyke radzie wspomnianych na poczatku mistykéw: co
masz zrobi¢ dzié — zréb jutro, co masz zrobi¢ jutro — nie
réb weale. .. bedziesz mial dwa dni $wietego spokoju.

Piotr ZALEWSKI

[1] A. Angelopoulos i inni, CERN-EP/98-153 (wyslane do Phys.
Lett. B).



Laboratorium w lesie — Na tropie czastek (11/1979)

Nie wszystkie zjawiska daja si¢ zaobserwowaé naszym nieuzbrojonym okiem. Tak
np., aby zaobserwowaé przeplyw pradu, postugujemy sie amperomierzem, aby
zmierzy¢ diugodé danego obiektu, uzywamy przymiaru (niestusznie nazywanego

linijka).

Postarajmy sie zaobserwowad
CZASTKI WIRTUALNE

W lesie czy zagajniku, w szczegdlnodei jesli sa to tereny podmiejskie, przesuwaja
sie miedzy drzewami chwiejne postacie. To nietrzezwi. Pamietajac, ze prawdziwy
badacz nie cofa sie przed niczym, przystapmy do obserwacji (mozemy i sami
w warunkach domowych zrobié¢ nietrzezwego, przeznaczajac okolo 0,5 litra
40% roztworu wodnego CoHsOH na 50 kg wagi trzezwego 1 doliczajac
odpowiednia ilo$¢ na kazde 10 kg jego wagi). Obserwujac wnikliwie trase, po
ktore) porusza sie nietrzezwy, spostrzegamy dwie ciekawe prawidlowodei:
1 — Nietrzezwy zmienia kierunek marszu napotykajac przeszkode (w naszym
przypadku drzewo).
2 — Nietrzezwy zmienia kierunek marszu réwniez i bez widocznego powodu,
tak jakby napotkana przeszkoda byla dla naszego oka niewidzialna.

JAK WYJASNIC TO ZDUMIEWAJACE ZJAWISKO?

Otéz najwidocznie] nietrzezwy w swej) wedrowce po
lesie zderza sie z obiektami, ktérych w zaden sposéb
nie mozna zaobserwowaé (rozpraszanie nietrzezwych
na czasteczkach powietrza nie gra tu zadnej roli

ze wzgledu na bardzo mala mase tych czasteczek).
Obiekty te musza mie¢ stosunkowo duza mase (rzedu
1 kg lub wiecej) na to, by w zauwazalny sposéb
zmieni¢ kierunek ruchu nietrzezwego. Taka sama
sytuacje spotykamy w $wiecle czastek elementarnych.
Wiystarczy, jesli na miejsce nietrzezwych podstawimy
np. elekirony, zamieniajac przy okazji drzewa na
ciezkie jadra atomowe. Wtedy owe niewidoczne
obiekty przejda we wspomniane na poczatku czastki
wirtualne.

Przypomnijmy pokrotee podstawowe whasnosei czastek
wirtualnych. Po pierwsze, nie moga one, z definicji,
zostaé zaobserwowane w zaden bezposredni sposdb.
Mozemy jedynie badaé¢ skutki ich obecnosci poprzez
obserwacje zmiany kierunku lotu czastek rzeczywistych
— w naszym przypadku nietrzezwych. Po drugie, masa
czastki wirtualne) moze by¢ zupelnie dowolna 1 wiaze
sle z czasem trwania oddziatywan poprzez znana
zasade nieoznaczonosci

1
- Am- At > Eﬁ.

Przystepujemy do pomiaréw. Z grupy nietrzezwych
wybieramy jednego tagodnego (w braku tagodnego
mozemy postuzyé sic pomoca starszego brata)

1 obserwujemy jego ruch w okreslonym (dos¢ duzym)
czasie, liczac skrupulatnie liczbe zderzen z drzewami
(czastkamil!) wirtualnymi. Pomiary wykonujemy
wielokrotnie dla réznych czaséw, notujac otrzymane
wyniki w naszym dzienniku pomiaréw. Nastepnie,
dla kazdego pomiaru obliczamy liczbe zderzeni na
Jednostke czasu 1 wyciagamy $rednia arytmetyczna.
Otrzymamy w ten sposéb érednia liczbe drzew

12

(czastek) wirtualnych zjawiajacych sie w jednostce
czasu. Pomiary mozemy wykonaé w lesie o réznym
zageszezeniu drzew, badajac w ten sposdb zaleznodé
liczby drzew wirtualnych od gestodci zadrzewienia.
Odpowiada to, oczywidcie, réznej gestosci jader
atomowych (np. protonéw), przy czym maksymalna
mozliwa gestosé opisuje sytuacje caltkowicie
zdegenerowanego gazu jadrowego, w ktérym czastki
wirtualne praktycznie wcale nie wystepuja. Mozemy to
tatwo sprawdzié¢ w lesie tak gestym, ze nasz nietrzezwy
z trudem przeciska sie pomiedzy drzewami.

Wreszcie mozemy wykonaé nasze badania na otwartej
przestrzeni (w prézni'). W ten sposéb bedziemy

w stanie oceni¢ liczbe czastek wirtualnych w prézni,
czego nie udalo sie dotychczas osiagnaé zadnymi
innymi metodami.

Na koniec propozycja dla eksperymentatoréw bardziej
zaawansowanych: Przy pomocy naszego nietrzezwego
(tu koniecznie tagodnego) mozecie sprawdzié wyzej
wypisana zasade nieoznaczonosci. Wystarczy znaé
mase czastki wirtualnej 1 czas trwania zderzenia

z nia. lloczyn tych wielkosci powinien byé wiekszy od
zamieszczone] w tablicach wartosei stalej Plancka h.
Zastepujac w tym iloezynie otrzymana z pomiaréw
mase czastki wirtualne) przez mase protonu, a czas
trwania zderzenia przez typowy czas jadrowy

(10~2% 5), powinniécie otrzymaé liczbe niewiele
rozniaca sie od wartosci h. Wynik ten jest jeszcze
jednym argumentem na rzecz wirtualnoéei obiektdw,
z ktérymi zderzaja sie nietrzezwi.

A jak z obserwacji ruchu nietrzezwego wyznaczyé mase
owych czastek 1 czas trwania zderzenia? Sprébujcie
poglowié sie sami. Napiszcie do nas, jak sobie
poradziliscie. Najciekawsze wypowiedzi opublikujemy.
Powodzenial!

Mme PIPSZTYCKA



THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA HLHL.

Brojlery. To stowo jest czym$ wigcej
niz tylko zwyktym terminem techni-
cznym hodowli drobiu. To symbol
naszych czaséw. Czaséw, w ktérych,
dzieki postepom nauki i techniki, za-
biedzone, dziobigce tu i éwdzie po
smietnikach kury ustapity miejsca
racjonalnie zywionym dostarczycielom
wysokowartosciowe] masy pokarmo-
wej, realizujac w ten sposéb odwiecz-
ne marzenie o powszechnej sytosci.
Nie mozemy wiec przej$é obok broj-
leréw obojetnie. Musimy daé im spo-
sobnosé swobodnego wypowiedzenia
swoich pogladéw, co tez czynimy na
tamach IBT.
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i—i swoLUCIA
BROJLERNIE

WEASNOSCIA BROJLEROW

— zootechnicy
to tylko wynajeci fachowcy:
ktos przeciez musi nas karmic.

e

Do czego wiec doszlismy?
Ludzie wierzacy walcza z wolnoscia,
a przyjaciele wolnosci atakuja reli-
gie; wznioste i szlachetne umysty
opowiadaja sie za niewolnictwem,
a dusze niskie i stuzalcze za swobodg;
prawi i Swiatli obywatele s3 wrogami
wszelkiego postepu, podczas gdy lu-
dzie wyzbyci patriotyzmu glosza sie
apostotami cywilizacji i oswiecenia!
de Tocqueville
O demokracji w Ameryce”

Czy wierzysz, ze to dzieki niemu dostajemy
we wtorki dodatek witaminowy?

*
PRZYPADKOWA CZYTELNICZKA
skarzy sie na brak pasty do zebdw.

A wiasciwie, to po co Ci zeby,
mita Czytelniczko?
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— Prosicie o nowego gubernatora? —

zdziwit sie Tyberiusz.

— A po co wam to? Przywiezie ze

soba tylko nowych urzednikéw i bedzie

wam jeszcze gorzej niz dotychczas.

Postuchajcie lepiej, opowiem wam

nastgpujaca historig: Pewnego

razu cigzko ranny Zotnierz lezat na

pobojowisku i czekat, az zjawi sie cyrulik

i opatrzy mu rany, na ktérych roito

sie¢ od much. Lzej ranny towarzysz,

zobaczywszy to, zaczat odpedzaé owady.

- ,Nie réb tego — krzyknat pierwszy.

— Muchy opity sig¢ juz mojg krwia i nie

sg tak natretne jak na poczatku. Jezeli

Jje odpedzisz, ich miejsce zajma inne,

wyglodzone, a wtedy bedzie po mnie.”
Robert Graves

N
WD

!
§-‘l
S

Miodziencze, polityka to nie s3 fakty, tylko
to, co sie o nich mowi.

*

GOSPODARKA:

Péty dzban wode nosi,
poki jest woda.

- Nie, drogi brojlerze. Odpowiedzialnosé
ZA COS to anachronizm. Wy bedziecie
odpowiadaé PRZED NAMI.

*
WYZYWIENIE:

Na karku glowe masz,
i nig sie rzadzi¢ chcesz,
A sprébuj, czy wyzywi sie
z twej gtowy choéby wesz.
Bertolt Brecht

,i’b

Mizamy D Jﬁ.g

~Rzeczpospolita to postaw
CZERWONEGO sukna, za ktére
ciggna Szwedzi, Chmielnicki,
Hyperborejczykowie, Tatarzy, elektor,
i kto Zyw naokoto. A my z ksieciem
wojewoda wilefiskim powiedzieliémy
sobie, ze z TEGO sukna musi sie i nam
tyle zostaé w reku, aby na plaszcz
wystarczyto; dlatego nie tylko nie
przeszkadzamy ciggnaé, ale i sami
ciagniemy.

— jak widaé, nawet ksigze

Bogustaw Radziwitt obiecywat
zachowaé socjalistyczny charakter
Rzeczypospolitej.

QOd stycznia 1980 roku prowadziliémy
malutki dzial, nazwijmy go spolecznym,
The Illustrated Broiler Times. Nie

sposdb bylo obywaé sie bez komentarza

do dziejacych sie niecodziennych spraw.
Mial on swoich fanéw. Przypominamy jego
fragmenty w ramach Ctﬂl‘t] :'Dt[tl]

Demokrata? Co znaczy to DEMO?

Na razie, koledzy, zjedzmy to, co
Jest. Powazniejsze kwestie omowimy
w nastepnef kolejnosci.

*

WYSOKI KURS ZtOTEGO

W zwiazku z zachwianiem wartosci
dolara Amerykanie chetnie wymienia-
ja dolary na zfote. Za ziotego mozna
uzyska¢ 1,5 do 2 zwyczajnych papie-
rowych dolaréw.

Kurs ztotéwki pozostaje nadal
niezachwiany.

*

llekroc¢ wrzeme rewoluchne zaczyna
ogarniaé ktérakolwiek z wyzej oden
stojacych warstw spo{eczenstwa
proletariat wchodzi z nig w zwigzek

I w ten sposéb dzieli wszystkie porazki
ponoszone kolejno przez wszystkie

partie. Karol Marks
PRZY¥Y 2NAC2NE]D
PoDwWy2CE CEN

( I4 BgDE WART
TNACZNIE WIECED
R
il

Pani Basia pyta: co to szkodzi,
ymadry Polak po 3zkodzw”9

O tym, droga Pani Basiu, bedzie sie
Pani mogta przekonaé dop:ero za jaki$
czas.

*

Czy wybrate$ juz tego, kto bedzie
pracowat NA CIEBIE?!?

Bardzo ten dzial nam Cenzura okrawala,
ale padl on dopiero z ustaniem wydawania
wszystkich czasopism w grudniu 1981 roku.
Ostatni zatrzymany tekst byl nastepujacym
wierszykiem Tuwima z 1936 roku:

- o Biedny wilk! Czy styszales!”

»Nie styszalem. Powieds.”
= »wOwce spisek uknuly, by zagryié sqsiada!
Wige ostrzy kly, hedaczek, przeciw slosci

owiec!”
»okgd wiesz o ich zamiarach?”
- Wilk mi opowiadal”,



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwdch
e lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
B o

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

@ umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnoéci danego zadania:
WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbg oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

Termin nadsylania rozwigzan:

lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

379. Dla danej liczby naturalnej parzystej n > 2 znaleZé wszystkie uklady liczb
(z1,...,%n) speiniajace warunki: 0 < z; <1 dlai=1,...,n oraz

Zo:,-(] —Tip1)= %

(przyjmujemy =41 = z1).

380. Obliczyé maksymalna warto$é pola tréjkata réwnobocznego, ktérego wszystkie
wierzcholki leza na brzegu prostokata o bokach dlugosci a, b (dla danych liczb

Zadanie 380 zaproponowal pan Tadeusz Jézefczyk z Poznania.

Rozwiazania zadan z matematyki z numernu 12/1998

372. Niech f bedzie podobiefistwem przestrzeni tréjwymiarowej.

dowolnego zbioru k zawartego w te) przestrzeni oznaczmy przez k
zbidr em'lixcm wszystkich odcinkéw X X', gduie X € k, X' = f(X)
Wykazaé, z¢ jest prosta, to zbidr £* jest zawarty w pewnej
proste] oraz ze jezeli m jest plaszczyzna, to zbidr v jest zawarty

w pewnej plaszcayiZnie.

30 VI 1999
Zadania z matematyki nr 379, 380
T
i=1
a>b>0).
Przypominamy tresé zadai:
371. Dana jest liczba calkowita n > 1. Znalez¢ wszystkie uklady liczb
rze wistych (i B, o ]'1| elbni: 1] ce W arunki 2 2 s Z 0
araz
E 2 v:’» Jr\—\fr,\_,_,}_l
k=1 k=1
w drugie) sumie prayjmujemy r,y = 0.

371. Zalézmy, ze liczby x1, ..

podane warunki. Przyjmijmy: Vg, — \/m =ty dla

k=1,...,n. Zatem

(tit+tot...+tn)  =m
(2+...+t)’ =2

., ¥n (wraz 2 £n41 = 0) spelniaja

(1)

Zgodnie z zadanymi réwnaniami,

(2) 1=sz_2ktk+22ktm

k=1 k<t

(bowiem iloczyn .ty wystqpu_]e w rozwinieciu lewych

stron zwiazkdw (1), przedstawiajacych x1,...,zg, ale nie

Zhg1s---,Tn) — OTAZ

() (-
:Z“* +zzx/_cm

k<t
Przyréwnu]q.c prawe strony (2) i (3) dostajemy zaleznosé

SV (VE- VE) tte =0,

(3)

k<t
spelniona jedynie wowczas, gdy wszystkie liczby ty, z wyjatkiem
co najwyzej jednej, sa zerami. Istnieje wiec liczba m € {1,...,n}

taka, ze t; = 0 dla k # m. W myél okreslenia liczb ¢; oraz na
mocy réwnosci (2) dostajemy wniosek, ze

= 0. =Tm = —,

Kazdy uklad (xy,...,2n) takiej postaci istotnie spelnia
wszystkie rozwazane warunki.
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372. Ustalmy prosta £ i wybierzmy na n.le] dwa réine pllnkt.v

0, A. Jesdli X jest punktem tej prostej, to OX = - OA dla
pewnej liczby o € R. Podobienstwo jest przeksztalceniem
liniowym. Zatem obrazami punktéw O, 4, X sa punkty

0', A", X' spelniajace analogiczna réwnosé O' X’ = « - O'A’.
Niech M bedzie érodkiem odcinka OO’. Srodek Z odcinka X X'

jest wyznaczony przez zaleznosc

—_—

] —  —
MZ = Z(MX + MX') =
(%) =%(m+ﬁ+m+ﬁ):

1 — _—
= E(OX +0'X"),
czyli
MZ=0o-1{0A+0'A) (a€R).
Punkt Z lezy wiec na prostej przechodzacej przez punkt M,
— B

o wektorze kierunkowym %{OA + 0’'A") (a jedli jest to wektor
zerowy, wowczas punkt £ pokrywa sie z M dla kazdej liczby

o € R). W kazdym przypadku zbiér #*, zlozony z mozliwych
pologzen punktu Z, zawiera sie w pewnej prostej.
Dla dowolnie ustalonej plaszczyzny m rozumowanie jest
analogiczne: wybieramy na niej trzy niewspdéiliniowe punkty
O, A, B. Jeieli X €, to OX = «-OA + 3 - OB dla pewnych
liczb o, 3 € R stad O'X' = o - O'A' + 8- O'B’. Wektor laczacy
érodki M i Z odcinkéw OO’ i X X' spelnia réwnoéé (=), ktéra
teraz przybiera postac
T A L AT Af 1imD L A
M’Z:cx-%(OA+O'A )+ﬁ-§(OB+O’B ) (e, 8 €ER).

Wrynika z niej, ze zbiér 7*, zlozony z mozliwych polozen
punktu Z, zawiera sie w pewnej plaszczyinie.



Termin nadsylania rozwiazan:

30 VI 1999
-
-
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.
Rys. 1 R
LLLSIL ISP SS
Rys. 2

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 264 (WT=1,83) i 265 (WT=1,90)
z numeru 101998

Jaraslaw Eazuka - Warszawa 42,31

Marek Wajecicki — Szezecin 38,70
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 26,51
Tomasz Wietecha — Tarnéw 26,49
Aleksander Surma = Myszhiw 17,27
Andrzej ldzik — Bolestawiec 16,70
2?
A
An‘
14
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Zadania z fizyki nr 276, 277 Redaguje Jerzy B. BROJAN

276. lzolowane termicznie naczynie jest przedzielone na dwie czedci: jedna czeéé
zawiera 50 g wody o temperaturze 70°C, a w drugiej (o objetoéci 0,2 m?) jest préznia.
Usunieto przegrode rozdzielajaca obie czesci. Obliczyé¢ kofcowa temperature wody

i pary (w stanie réwnowagi). Dane sa: cieplo wlasciwe wody ¢ = 4,19 J/(g - K) oraz
tabela przedstawiajaca zalezno$¢ ciepla parowania wody ¢ oraz gestodci pary wodnej
nasyconej g od temperatury:

T{(°0) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

g (J/g) 2471 2460 2448 2437 2425 2414 2402 2391 2379 2368 2357 2345 2333

I (g}'ms) 9,40 12,8 17,3 23,0 30,3 39,5 51,0 65,3 82,7 103,9 129,5 160,2 196,7

277. Promieni Swiatta pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna o statej d = 2 pm, za
ktéra w pewnej odlegtoéci znajduje sig ekran (rys. 1; oczywiscie, proporcje rysunkn
nie musza odpowiadaé rzeczywistosci). Zaobserwowane na ekranie widmo jest
przedstawione na okladce. Obliczy¢ dlugosci fali trzech zaznaczonych linii widmowych.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/1998

Przypominamy tresé¢ zadan:

268. Cienki pierdcieri w ksztalcie okregu o masie M wisi na nierozciagliwej nici, a dwa koraliki
kazdy o masie m - jednoczeénie zwolniono w punktach polozonych symetrycznie i bardzo blisko

punktu najwyzszego (rys. 2). Jedli koraliki Slizgaja sig bez tarcia, to ile musi wynosié stasunek m/M,

aby pierscienn podskoczyl?

269. Prébka izotopu promieniotworczego emituje promienie o o energii £ = 5 MeV, a z jednej

strony jest oslonigta (tak, Ze w jedne] pdiprzestrzeni promienie wyblegaja na zewnatrz, a w drugiej
sa pochlaniane). Jaka iloé¢ ciepla wydzielalaby sie w oslonie w jec
1 N? Pominaé

wrzadzenie dziata w prézni. Masa czastki o jest réwna m = 6,64 1077 kg =

Inostee czasu, jesli sita odrzutu

dzialajaca na probke z oslona wynositaby F lzialywanie czastek o 2 powietrzem,

tEn. prayj:
= 3730 MeV/c?.

268. Oznaczmy promien piericienia przez r. Z zasady zachowania energii wynika, ze gdy
koraliki zakredla kat o wazgledem polozenia poczatkowego, uzyskaja predkosdé réwna
v = 4/2gr(1 — cos ). Sila odsrodkowa bedzie wtedy réwna F, = mv? /r = 2mg(1 — cos o), sila
oddzialywania migdzy koralikiem a pierécieniem bedzie R = F, — mgcosa = mg(2 — 3cos o),
a laczna sila oddzialywania na pierécien (z dodatnim zwrotem w gére) wyniesie

F = 2Rcosa = 2mg(2 — 3cosa) cos .

Maksymalna wartoécia tego wyrazenia jest Frnax = (2/3)mg, tzn. piericien podskocazy, gdy
m/M > 3/2.

269. Oznaczmy moc promieniowania przypadajacego na kaida z pdlprzestrzeni przez P.
Odpowiada to liczbie emitowanych czastek réwnej P/E (na jednostke czasu), z czego na kat
brylowy dQ2 przypada

czastek (kat 27 odpowiada calej pélprzestrzeni). Sile odrzutu F' otrzymamy, mnozac te
wielkoéé przez ped jednej czastki p = /2mE i przez cosinus kata 0 zawartego miedzy
przypadkowym kierunkiem emisji a kierunkiem prostopadlym do plaszczyzny oslony,

mf2
i nastepnie calkujac po kierunkach. Poniewaz dl = 27 sin #d#8, f cos @ sinfdf = 1/2, wiec
0

F=im/2®  aen PeFy]l 2= 156w,
2 E T

Praktyczne wykorzystanie takiego ,napedu odrzutowego” nie jest wigc realne.

otrzymujemy

"}

Rozwigzanie zadania F 497.
Patrzac na przedmiot lezgcy na dnie rzeki

{powiedzmy, w punk

A), widzimy obraz
przedmiotu w punl A’, bedacym punktem

przecigcia sie promieni zalamanych 171 27,
| G 2 F A

Oznaczajac przez o kat padania promienia 2,

a przez 8 kat zalamania tego promienia,
otrzymujemy

i/
htza=h'tgd.
Dla malych katéw o i @ mamy, tg o = sin o
i tg @ = sin B, a wiec;
: sinfgd .,
h = — h =nh
sin o

1

a5

Rozwiazanie zadania M 879,

Oznaczmy liczbe widzéw przez n. Obliczmy
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego
(kazdy ze zniecierpliwionych widzdw

bedzie mégl wyjéé z kina, nie przechodzac

przed nosem nikomu z chwilowo jes

zaciekawionych filmem). Wszystkich

zdarzen elementarnych jest n!, a zdarzen
sprzyjajacych 2"7 ", bowiem do momentu,
gdy w kinie zostanie ostatni widsz,

prawdopodobie

gdzie n = 1,33 jest wspdlezynnikiem zalamania wody

4 : 7 : ; = e
Stad rzeczywista glebokodé rzeki wynosi okolo 2,7 m. bl /n!=

15



Patrz w niebo

Kwiecien

Zewnetrzne pole grawitacyjne jednorodnej kuli jest takie, jak punktu
materialnego o masie réwnej masie tej kuli 1 umieszczonego w jej érodku — to
wiedzial juz Newton. W swym dzialaniu grawitacyjnym punkt materialny moze
tez zastapic kule, jezeli ma ona budowe sferycznie symetryczna, tzn. gdy nie
jest jednorodna, ale powierzchniami stalej gestosci sa sfery o wspdlnym érodku.
Jezeli planeta ma budowe sferycznie symetryczna, to kazdy jej satelita bedzie
ja wyczuwal jako punkt, a zatem 2z jego ruchu nie da sie nic wywnioskowaé

o wewnetrznej budowie planety.

Na szczescie przyroda nie wytwarza idealnych kul, co wiecej — kazde dwa globy,
gdy znajda si¢ dostatecznie blisko jeden drugiego, deformuja sie grawitacyjnie
tak, ze jezeli nawet niezaleznie bylyby kuliste, to tworzac pare, przestaja takimi
byé. Jest to znane dzialanie ptywowe. Dlatego np. Ksiezyc i (w mniejszym
stopniu) Stonce powoduja podnoszenie sie i opadanie wody w ziemskich
oceanach, co skutkuje spowalnianiem si¢ ruchu obrotowego Ziemi, a Ziemia,
deformujac w dawnych czasach ksztalt mlodego Ksiezyca, wyhamowata jego
ruch obrotowy tak dalece, ze obraca sie on teraz w tym samym czasie co obiega
Ziemie. Tak tez zachowuja sie cztery najwicksze satelity Jowisza; méwi sie, ze sa
to wszystko satelity synchroniczne. Satelita synchroniczny ma w przyblizeniu
ksztalt elipsoidy tréjosiowe], przy czym jej wielka os skierowana jest w planete
macierzysta.

Najwazniejsze, ze na podstawie precyzyjnej analizy ruchu sztucznego satelity
wokot niekulistego globu mozna uzyskaé informacje o budowie wewnetrznej
tego globu. Tak wlasnie stalo sie po tym, gdy 7 grudnia 1995 r. sonda Galileo
przeleciala niecale 900 km nad powierzchnia lo, najbardzie] wewnetrznego

z galileuszowych satelitéw Jowisza. Analiza ruchu sondy umozliwita przede
wszystkim dokladne wyznaczenie masy Io (8,932 x 10%? kg) i gestosci

(3,53 g/em3). Ponadto okazalo sie tez, ze Io powinna mie¢ wielkie metaliczne
jadro. Zbudowane byloby z zelaza i siarczkéw zelaza, jego $rednica wynositaby
mniej wiecej polowe srednicy lo, a masa 1/5 masy satelity. Majac zelazne jadro
satelita ten powinien mie¢ wlasne pole magnetyczne, co — jak si¢ wydaje —
Galileo zarejestrowal, obserwacje sa jednak mocno zaklécone przez potezne pole
magnetyczne pobliskiego Jowisza. W kazdym razie lo okazata sie drugim - po
Ziemi — globem w Uktadzie Stonecznym majacym zelazne jadro.

Tomasz KWAST

W kwietniowe wieczory niemal w zenicie widzimy chyba najbardziej znany

1 rozpoznawalny przez kazdego gwiazdozbidr Wielkiej Niedzwiedzicy. Jego
siedem gwiazd tworzy znany uklad tzw. Wielkiego Wozu, w ktérym linia
przeprowadzona przez dwie najjasniejsze gwiazdy trafia w Gwiazde Polarna.
Przedostatnia gwiazda w ogonie Niedzwiedzicy, ¢ UMa, czyli Mizar, jest
systemem dos¢ skomplikowanym. Golym okiem widaé, ze tej jasnej gwiezdzie
towarzyszy w odleglosci 11’ znacznie stabsza, zwana Alkorem, uchodzaca

za sprawdzian zasiegu wzroku. Obie te gwiazdy nie stanowia jednak ukladu
zwiazanego fizycznie — méwimy, ze tworza uklad optycznie podwéjny. Za to
sam Alkor jest naprawde gwiazda podwéjna, a Mizar poczwérna, sktadajaca
sie z dwdch par, ktore dzieli odlegloéé katowa 14" — zatem ,,podwdjnosé”
Mizara mozna zobaczy¢ juz przez lornetke. Odleglo$é tego ukladu od Ziemi
wynosi 26 pc.

Wenus w kwietniu przechodzi szybko z Barana do Byka, oddalajac si¢ od
Storica, przez co coraz lepiej widaé ja wieczorem na zachodnim niebie. Mars jest
w Wadze i widaé go praktycznie przez cala noc. Jowisz jest nadal w Rybach,

a Saturn w Baranie i planet tych nie widaé, bowiem 1 IV Jowisz, a 27 IV Saturn
znajda si¢ za Stoficem. Mozna za to prébowaé o $wicie szukaé Merkurego, gdyz
16 IV bedzie najdalej katowo od Stonca. Co wiecej, 14 IV bardzo blisko niego
znajdzie si¢ Ksigzyc. Pelnia Ksiezyca wypada 30 IV, a mocno zblizy sie on
Jjeszcze do Aldebarana 19 IV i do Regulusa 24 IV.

T.K:
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (14')

Wyjasnienic oszustwa (14): Nie sprawdzilidmy, czy dla
znalezionych wartodci parametru e rozwiazanie réwnania
kwadratowego 2* 4 (3 — a)o + 1 = 0 nalezy do dziedziny
wyjéciowego réwnania.

Dla a = 1 znajdujemy & = —1. Po wstawieniu tej wartosci
do réwnania danego w tresci zadania otrzymujemy
log. 0 =log- 0, co pokazuje, ze ¥ = —1 nie jest

g7 B Y, P ]

rozwiazaniem. Dla @ = 1 réwnanie nie ma wigc rozwiazai.
Dla a = 5 wszystko jest w porzadku: ¢z = 1, log. 6 = log, 6.

Zatem jedyna wartoécia parametru a, spelniajaca warnnki
zadania, jest 5.

JWER

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (15')

Wyjasnienie oszustwa (15): Blad popelniany przez

naszych bohaterdw byl calkiem banalny: nie mieli
zwyczaju pisaé¢ nawiaséw. Z tego powodun zlog,(2 +z) =4
zamienialo sie od razn w z(log, 2) + = = 4. Poniewas

jednak rozwiazaniem réwnania bylo z = 2, a w tym

przypadkn wlog,(2 + ¢) = z(log, 2) 4+ =, wiegc

ostateczny wynik wyszed! poprawny. Podobnie

mamy zlog,(n +z) = z(log, n) +z = 2n(n — 1) dla

r = n{n — 1), co wyjasnia dlaczego réwniez w drugim
réwnaniu (gdzie n = 3) Bazyli otrzymal poprawny wynik.

Natomiast w trzecim réwnaniu nie pojawila si¢ po drodze
zadna tozsamosé, ktora pozwolitaby otrzymad poprawny
wynik pomimo blednych rachunkdw.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (16')

Wyjadnienie oszustwa (16): Twierdzenie jest falszywe, co
widaé¢ na przyktadzie a =5, b = 13, ¢ = 12. Nigdzie nie bylo
napisane, ze ¢ jest przeciwprostokatna, a takie zalozenie
wykorzystalismy w dowodzie.
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GRY

Nasza wedrdwke po swiecie gier rozpoczniemy od gry
dobrze znanej, ale bardzo waznej dla naszych dalszych
rozwagzail. Ta gra jest Nim.

W Nim gra dwoch graczy. Na poczatku rozgrywki w kilku
stosach uklada si¢ bierki. Liczba stoséw oraz liczba bierek
w poszczegdlnych stosach jest dowolna. Gracze wykonuja
ruchy na przemian. Ruch polega na zabraniu dowolnej
liczby {co najmniej 1) bierek z dowolnego stosu. Mozna
zabraé¢ wszystkie bierki ze stosu i wtedy liczba stoséw sie
zmniejszy. Wygrywa ten, kto zabierze wszystkie bierki

z ostatniego stosu.

Zastanowmy sie jaka jest strategia w tej grze. Zacznijmy
od sytuacji najprostszej, a mianowicie kiedy na poczatku
ary jest tylko jeden stos. Co robi gracz, ktéry rozpoczyna
rozgrywke? Zabiera wszystkie bierki i wygrywa. Troche
nudna jest taka gra.

Rozpatrzmy z kolei dwa stosy. Co ma zrobié pierwszy
gracz? Zlikwidowanie jednego ze stoséw to samobdjstwo.
Chwila zastanowienia podpowiada nastepujace rozwiazanie.
Nalezy zabraé bierki z tego stosu, w ktérym jest ich
wiece], tak aby po wykonaniu ruchu liczba bierek w obu
stosach byla taka sama. W dalszym ciagu gry stosujemy te
sama strategic. W ten sposdb zawsze bedziemy podawaé
przeciwnikowi pozycje skladajaca sie z dwéch stoséw tej
same] wielkodci. Nietrudno wyobrazié sobie, ze w kofcu
przeciwnik zostanie zmnszony do zlikwidowania jednego ze
stosow, a wtedy my zlikwidujemy drugi i wygramy. A jezeli
na poczatku gry w obu stosach bylo tyle samo bierek?

No céz, nawet majac opracowana strategie, nie zawsze

si¢ wygrywa. Robimy cokolwiek, byle gra toczyla si¢ jak
najwolniej i iczymy na blad przeciwnika.

(1)

A co sig dzieje przy trzech stosach? Tu strategia jest
dalece mniej oczywista. Aby ja zgrabnie sformutowaé,
musimy najpierw zdefiniowaé dodawanie dwdjkowe.
Méwiac najbardziej obrazowo, dodawanie dwdjkowe polega
na zapisanin liczb w ukladzie dwdjkowym, a nastepnie
pisemnym dodanin ich ,bez przenoszenia”.

Bardziej écidle, dla co,c1,..., ¢k, do,d1, ..., dx € {0,1}
definiujemy
k k k

Z ¢i2' +2 Z di2" = Z(Ce +2 di)2',

=0 =0 i=0
gdzie 0 420=1421=0o0raz 1 42 0=0421=1.
W praktyce przy dodawanin dwéjkowym rozkladamy
kazdy ze skladnikéw na sume réznych poteg dwdéjki,
a nastepnie dodajemy, pamigtajac, ze rézne potegi dwdjki
dodaje si¢ w zwykly sposéb, a réwne potegi dwdjki przy
dodawaniu daja 0, na przyklad

B42T4212 =844+ 1) 42 (4+2+1) 42 (8 +4)
=8+424421 424 422421428424
=8428424 424424 +22421421=
=4422=4+4+2=6.

Strategia w grze Nim jest nastepujaca: nalezy podawaé
przeciwnikowi pozycje, w ktérej suma dwdjkowa liczb
bierek we wszystkich stosach jest réwna 0. Ta strategia
dziala dla dowolnej liczby stosdw.

O tym, jak praktycznie znajdowaé wygrywajacy ruch
w grze Nim, majac na uwadze powyzsza strategie,
opowiemy szerzej w nastegpnym Gammalimatiasie.
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Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowaé¢ pod adresem:
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