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Dzien .l noc na planetach Ukladu Slonecznego

Ns

Grzegorz DERFEL

Rys. 1

Wedrówke Slonca po sklepieniu niebieskim traktujemy jako dobrze znany rys
codziennosci. Jej osobliwosci, takich jak wielomiesieczny "dzien polarny" lub
fakt, ze w poludnie Slonce znajduje sie w pólnocnej czesci nieba, nie da sie
wprawdzie doswiadczyc na naszych szerokosciach geograficznych, lecz zdajemy
z nich sobie doskonale sprawe. Bardziej subtelne szczególy ruchu pozornego
Slonca (opisane np. w Delcie 3/1987 i 3/1989), a zwiazane z eliptycznoscia
orbity Ziemi, wymagaja juz uwaznych obserwacji i pomiarów.

W artykule tym zastanowimy sie nad tym, jak ruch Slonca wygladalby
z punktu widzenia obserwatorów przebywajacych na innych planetach Ukladu
Slonecznego. Przedstawimy go w sposób przyblizony, wystarczajacy dla
zaznaczenia róznic i podobienstw w stosunku do naszych ziemskich doswiadczen.
W tym celu zalozymy, ze planety kraza po orbitach kolowych ruchem
jednostajnym. (W odniesieniu do Merkurego zrezygnujemy z tego zalozenia.)

W przypadku czterech gazowych olbrzymów musimy wyobrazic sobie,
ze obserwator znajduje sie w górnych partiach ich atmosfer, skad Slonce
moze byc widoczne. Pominiemy tez róznice w predkosciach obrotu na róznych
szerokosciach geograficznych tych planet.

W przypadku Wenus przedstawiony nizej opis ma charakter raczej teoretyczny,
gdyz tarcza sloneczna nie jest widoczna z powierzchni planety spowitej gruba
warstwa chmur.

Pojecie dnia i nocy traci tez swój potoczny charakter w odniesieniu do
najdalszych mrocznych globów, Neptuna i Plutona, z których ,Slonce widoczne
jest jako gwiazda (jednak wystarczajaco jasna, aby jej swiatlo odbite przez te
planety, bylo dostrzegalne przez ziemskie teleskopy).

Pozorny ruch Slonca po sferze niebieskiej wynika ze
zlozenia dobowego ruchu obrotowego sfery niebieskiej
z ruchem obrotowym zwiazanym z okrazaniem Slonca
przez planete. W ogólnosci Slonce odbywa ten ruch po
zawilej linii spiralnej "nawinietej" na sfere niebieska.
Spirala ta miesci sie w calosci miedzy okregami
wyznaczonymi przez maksymalna i minimalna wartosc
deklinacji Slonca 8 = ±€, gdzie € jest katem nachylenia
plaszczyzny równika planety wzgledem plaszczyzny
jej orbity. (W szczególnym przypadku, gdy € = O,

spirala staje sie okregiem.) Widoczne za dnia luki
zakreslane przez Slonce sa fragmentami tej linii
wystajacymi nad horyzont. Rysunek 1 pokazuje,
jak te luki powstaja z przeciecia sfery niebieskiej
plaszczyzna nachylona pod katem 'IjJ wzgledem
równika, czyli plaszczyzna horyzontu na szerokosci
geograficznej cP = 90° - 'IjJ. Osobliwy - bo niepodobny
do ziemskiego - ruch Slonca ma miejsce wtedy,
gdy kat nachylenia € przyjmuje wartosc znacznie
odbiegajaca od swojskich 23° lub gdy okresy obu
skladowych ruchów obrotowych sa porównywalne.

Na powierzchni planety mozna wyróznic rejony polarne wyznaczone kolami
podbiegunowymi, zlozone z miejsc, w których dzien lub noc moga trwac dluzej
niz dobe. Ruchy Slonca widziane z takich punktów róznia sie jakosciowo od
ruchów ograniczonych codziennymi wschodami i zachodami, jakie obserwuje sie
z miejsc polozonych miedzy kregami polarnymi.

Na kolejnych rysunkach sa pokazane tory, jakie Slonce zatacza na niebie
kolejnych planet, obliczone dla dni wybranych tak, aby dac przyklady co
ciekawszych przypadków. Parametry planet, brane pod uwage, zgromadzone sa
w tabelce.
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Rys. 2

Rys.3

Rys.4

Rys.5

Rys.6

Rys.7

Kat E miedzy
Planeta

Okres obrotuOkres obieguplaszczyzna orbity
i plaszczyzna równika

Merkury

58d15h30ffi88,027d0,00°
Wenus

243d27ffi224,6d177,36°
Ziemia

23h56ffi365,26d23,44°
Mars

24h37ffi687,05d25,19°
Jowisz

9h55ffi4332,7d 3,13°
Saturn

lOh39ffi10759d 25,07°
Uran

17h14ffi30685d 97,86°
Neptun

16h6ffi60187d 28,31 °
Pluton

6d9,3h90474d 122,51 °

1. Merkury

Poniewaz os obrotu jest prawie dokladnie prostopadla do plaszczyzny orbity, na
Merkurym nie ma pór roku. Slonce wschodzi dokladnie na wschodzie i zachodzi
dokladnie na zachodzie (rys. 2, tjJ = 40°). Na kazdej szerokosci geograficznej
dzien i noc trwaja tyle samo. Z powodu dzialania sil przyplywowych ustalil sie
rezonans miedzy okresem obrotu planety wokól osi a okresem jej obiegu wokól
Slonca, wyrazajacy sie stosunkiem 2 : 3. Doba gwiazdowa Merkurego liczy nieco
ponad 58 dób ziemskich, podczas gdy jego rok gwiazdowy - 88. Wskutek tego
dzien i noc zajmuja nastepujace po sobie lata merkurianskie na przemian i doba
sloneczna na Merkurym trwa dwa takie lata. Orbita Merkurego ma najwiekszy
mimosród sposród wszystkich planet Ukladu Slonecznego, wynoszacy e = 0,206.
Wiaze sie z nim znaczaco niejednostajny ruch planety po orbicie. W peryhelium
predkosc katowa w ruchu orbitalnym jest wieksza niz predkosc katowa w ruchu
wirowym. Konsekwencja takiej relacji jest niezwykla anomalia w pozornym
ruchu Slonca po sklepieniu niebieskim. W okresie, gdy Merkury zbliza sie do
peryhelium, Slonce zatrzymuje sie, zawraca w swoim ruchu po niebie, znów
zatrzymuje sie i podejmuje dalsza wedrówke w zwyklym kierunku. Odcinek
ruchu wstecz jest niewielki - jego rozmiar katowy wynosi okolo l stopnia, a cala
ewolucja trwa okolo dwóch ziemskich tygodni.

2. Wenus

Osobliwoscia Wenus jest nachylenie plaszczyzny równika do plaszczyzny
orbity. Jego wartosc - bliska 180° - oznacza, ze Wenus wiruje w kierunku
przeciwnym niz "normalne" planety. Obrót wokól osi jest najwolniejszy
w Ukladzie Slonecznym: jego okres jest dluzszy od okresu obiegu. Slonce
przesuwa sie po niebie Wenus powoli: doba sloneczna trwa okolo 117 ziemskich
dni. Kregi polarne ograniczaja bardzo male obszary poza równoleznikami
±87,36°. Zdarzaja sie okresy, gdy w ciagu wielu nastepujacych po sobie dni luki,
zataczane przez Slonce, przechodza na przemian raz wyzej, raz nizej (rys. 3,
tjJ = 50°). Jest to efekt porównywalnych dlugosci doby i roku.

3. Ziemia

Rysunki 4 i 5 ilustruja dwie sytuacje wymienione na wstepie, w okresie
przesilenia letniego. Na pierwszym przedstawiony jest okrag zataczany przez
Slonce w ciagu doby, widoczny z 85° szerokosci geograficznej pólnocnej, a na
drugim luk, widoczny z 40° szerokosci geograficznej poludniowej ze Sloncem
przemierzajacym pólnocna polowe nieba.

4. Mars

Kat E Marsa jest bliski katowi dla Ziemi. Z jego powierzchni widzielibysmy
bardzo "ziemski" w charakterze ruch Slonca.

5. Jowisz

Male nachylenie plaszczyzny równika wzgledem plaszczyzny orbity i najszybszy
w Ukladzie Slonecznym ruch wirowy to dwie cechy decydujace o charakterze
ruchu Slonca na niebie Jowisza. Nawet w okresie przesilen punkty wschodów
i zachodów nie sa znaczaco odsuniete od kierunków E i W (rys. 6, tjJ = 0°).
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Rys. 8

Rys. 9

6. Saturn i Neptun
Planety te charakteryzuja sie katami E nieco tylko wiekszymi od ziemskiego.
Rozklad luków zakreslanych przez Slonce jest wiec podobny, lecz cala linia
spiralna jest "nawinieta" znacznie scislej.

7. Uran

Uran wyróznia sie katem nachylenia E bliskim 90°. Kregi polarne nie
odpowiadaja swojej nazwie, poniewaz sa nimi równolezniki ±7 ,86°, a wiec
bliskie równika. Oznacza to, ze na prawie calej planecie moga wystepowac dnie
i noce polarne. Rysunki 7 i 8 przedstawiaja przyklady okregów zataczanych
przez Slonce w ciagu doby podczas trwajacych kilkadziesiat ziemskich lat
dni polarnych, odpowiednio dla 20° szerokosci pólnocnej i 40° szerokosci
poludniowej. Zwrotniki Urana przesuniete sa w okolice biegunów. Dzieki temu
nad przewazajacymi obszarami zdarza sie górowanie Slonca w zenicie.

9. Pluton

W przypadku Plutona kregi polarne wypadaja na nieco mniejszej szerokosci niz
na Ziemi. Doba jest stosunkowo dluga. Rysunek 9 pokazuje widok z równika
w okresie przesilenia "zimowego" .

_ Zadania
Redagllje Lukasz WIECHECKI

Wbrew pozorom, w tym miesiacu wszystkie zadania sa o jednokladnosci.

M 871. Niech R i l' beda promieniami okregu opisanego i wpisanego w dany
trójkat ABC. Udowodnic, ze R ;:::21' i równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy 6.ABC jest równoboczny.
Rozwiazanie na str. 10

M 872. Niech J{ bedzie okregiem opisanym na trójkacie równoramiennym
ABC, w którym IABI = IBCI, a S - okregiem stycznym do boków AB i BC
w punktach P i Q odpowiednio, oraz wewnetrznie do okregu J{ w punkcie D.
Wykazac, ze srodek odcinka PQ jest srodkiem kola wpisanego w 6.ABC.
Rozwiazanie na str. 11

M 873. Niech czworokat ABCD bedzie kwadratem. Punkty P i Q leza na
bokach AB i BC odpowiednio, przy czym IBPI = IBQI. Niech H bedzie
spodkiem wysokosci trójkata P BC opuszczonej z B. Wykazac, ze LDHQ = 90°.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 493. Przewrócony stozkowy lejek postawiono na równej poziomej
plaszczyznie. Wezszy otwór lejka zakonczony jest cienka rurka, przez która
mozna do wnetrza nalewac wode. Okazuje sie, ze woda zaczyna wyciekac spod
lejka, gdy wysokosc jej poziomu w rurce wynosi h. Znalezc mase m lejka, jesli
pole przekroju jego szerszego otworu wynosi S, a wysokosc lejka równa jest H.
Rozwiazanie na str. 8

F 494. Dwie kulki jednakowej wielkosci, jedna lekka, a druga ciezka,
przymocowano do cienkiego preta. Ciezsza kulka znalazla sie w srodku preta,
a lekka na jednym z jego konców. Po zanurzeniu w niezbyt glebokiej wodzie
swobodny koniec preta opiera sie o dno, a z wody wystaje tylko n-ta czesc
lekkiej kulki. Czy uklad ten bedzie plywal, czy tez utonie po przeniesieniu do
glebszego miejsca? Mozna zaniedbac mase lzejszej kulki oraz preta.
Rozwiazanie na str. 16
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Tajemnice brakujacych neutrin
Danuta KIELCZEWSKA
Neutrina nie przestaja nas zadziwiac. Obserwacje
z kolejnych eksperymentów sugeruja, ze z neutrinami,
które pokonuja duze odleglosci pomiedzy ich zródlem
a detektorem, dzieje sie cos, czego nie przewiduje
Standardowy Model czastek elementarnych ~ potrafia
zmieniac sie jedne w drugie. To tajemnicze zachowanie
zauwazono najpierw u neutrin przychodzacych ze
Slonca, a dla znacznie bardziej energetycznych neutrin,
które powstaja w wyniku bombardowania atmosfery
ziemskiej przez promienie kosmiczne, efekt uznano za
udowodniony ("Aktualnosci", Delta 9/1998). Równiez
neutrina wyprodukowane w akceleratorze w Los
Alarnos wydaja sie przechodzic pewna metamorfoze·
Wszystkie te obserwacje coraz bardziej przekonuja
fizyków, ze neutrina nie sa czastkami bezrnasowymi,
tak jak dotad sadzono, a Model Standardowy wymaga
pewnych korekt.

Neutrina w Modelu Standardowym

Elementarnymi skladnikami materii sa kwarki
i lep tony. Budulcem jader atomowych sa wlasciwie
tylko dwa sposród szesciu kwarków. Mówimy,
ze tworza one pierwsza z trzech generacji. W kazdej
generacji jest para kwarków, które róznia sie masa
i ladunkiem elektrycznym (+~e, -le).
Leptony, na ogól lzejsze od kwarków, tez grupuja sie
w trzech generacjach, w kazdej generacji po 2 czastki.
Elektron, mion oraz taon to leptony naladowane
(ladunek -e) kolejnych generacji. Ich partnerami
sa obojetne elektrycznie neutrina: elektronowe Ve,

mionowe VI' i taonowe l/r. W Modelu Standardowym
przyjmuje sie, ze ich masy sa równe zeru.

Oprócz 6 kwarków i 6 leptonów jest jeszcze
6 antykwarków i 6 antyleptonów. Kazda antyczastka
ma mase identyczna, jak czastka, ale przeciwny
ladunek.

Po co ich az tyle?

Tym bardziej ze, skoro Ve, vI' i Vr nie maja ani masy,
ani ladunku elektrycznego, to wlasciwie niczym
sie nie róznia. Rózni je wylacznie przynaleznosc do
innych generacji. I tak: tylko neutrino mionowe moze
w oddzialywaniu z kwarkiem wyprodukowac mion,
a w wyniku rozpadu taonu musi zawsze powstac
neutrino taonowe. Nie znamy odpowiedzi na pytanie,
po co w naturze az tyle pozornie jednakowych czastek.
Byc moze jednak ich masy nie sa takie same, a tylko
tak male, ze dotychczas nie udalo sie ich zmierzyc.
N aturalna konsekwencja nieduzych róznic mas bylaby,
wedlug mechaniki kwantowej, mozliwosc przemiany
neutrin jednego rodzaju w inny.

Skad sie biora neutrina?

Wprawdzie otaczajaca nas materia sklada sie tylko
z kwarków i elektronów, lecz natura obfituje w zródla
neutrin wszelkiej masci i bardzo róznych energii.
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N aj wiecej neutrin dociera do nas ze Slonca: srednio
kilkadziesiat miliardów neutrin elektronowych pada
w kazdej sekundzie na kazdy cm2 powierzchni Ziemi.
Ich energie wynosza kilka MeV (masa protonu to
prawie 1000 MeV /c2). Podobne energie maja tez
neutrina z rozpadów pierwiastków promieniotwórczych,
ale jest ich znacznie mniej. Przy energiach wiekszych
niz 20 MeV dominuja tzw. neutrina atmosferyczne,
powstajace w wyniku oddzialywania promieniowania
kosmicznego z atmosfera ziemska·

Neutrina sloneczne i atmosferyczne towarzysza nam
bezustannie. Natomiast sporadycznie odwiedzaja nas
w wiekszych ilosciach neutrina z odleglych zródel
kosmicznych. W 1987 roku przybyly po trwajacej
ponad 170 tysiecy lat podrózy rozpoczetej wybuchem
supernowej w Wielkim Obloku Magellana. Sposród
6 x 1016 neutrin, które trafily na swej drodze na
3 wielkie detektory, tylko 24 udalo sie zaobserwowac.
I nie wynikalo to z ulomnosci detektorów, lecz z bardzo
malego prawdopodobienstwa oddzialywania tych
czastek z materia.

Jak je obserwowac?

Aby móc podpatrywac neutrina, musimy umiec
obserwowac bardzo duze ilosci materii. I to w sposób
mozliwie tani. Najlepiej uzyc do tego ogromnych
zbiorników wody. Najnowszy detektor o nazwie
Super-Kamiokande, zbudowany w kopalni niklu
w Japonii, zawiera 50 tysiecy ton wody. Padajace
neutrina, acz niechetnie, oddzialuja czasem
z nukleonami lub elektronami w czasteczkach
wody, produkujac na ogól czastki naladowane
elektrycznie. Wiekszosc z tych czastek porusza
sie szybciej niz swiatlo w wodzie i jest w stanie
emitowac tzw. promieniowanie Czerenkowa. Znaczna
czesc tego promieniowania przypada na swiatlo
widzialne, które w bardzo czystej wodzie moze przebyc
kilkadziesiat metrów do scian zbiornika, gdzie jest
rejestrowane. Super-Kamiokande ma ksztalt walca
o wysokosci i srednicy okolo 40 metrów. Na scianach
umieszczono prawie 12 tysiecy fotopowielaczy, kazdy
o srednicy 50 cm (tlo okladek tego numeru Delty).

Promieniowanie Czerenkowa emitowane jest pod
stalym katem 410 wzgledem osi wyznaczonej przez
kierunek lotu czastek. W efekcie pojawia sie sygnal
w fotopowielaczach, zawartych w pierscieniu o grubosci
proporcjonalnej do dlugosci fragmentu toru czastki
i promieniu proporcjonalnym do odleglosci tego
fragmentu od sciany fotopowielaczy (rys. 1 na okladce).

Neutrina sloneczne

Dotychczas zbudowano 5 detektorów do obserwacji
neutrin slonecznych. Od ponad 25 lat strumien Ve

powyzej 0,81 MeV mierzony jest w kopalni zlota
Homestake w Colorado w detektorze wypelnionym
610 tonami srodka czyszczacego o skladzie



chemicznym C2Ck Zachodzi w nim reakcja:
37Cl + Ve -+ 37Ar + e-. Trzeba podziwiac sprawnosc
eksperymentatorów, którzy sa w stanie zliczac
pojedyncze atomy argonu, produkowane srednio jeden
na dwa dni.

Dwa detektory o nazwie Gallex i Sage oparte
sa na reakcji: 71Ga + Ve -+ 71Ge + e- . Ten
proces jest czuly na neutrina o energii powyzej
0,23 MeV. Zbiorniki galu o masie 60 ton znajduja
sie w podziemnych laboratoriach Gran Sasso we
Wloszech oraz Baksan w Rosji. Co 3 tygodnie udaje

sie eksperymentatorom wyodrebnic i zliczyc okolo
10 atomów wyprodukowanego germanu.

Zupelnie inne podejscie zastosowano we wspomnianych
juz wodnych detektorach Czerenkowa. Pierwszy
detektor, Kamiokande, o masie 2500 ton, zbudowano
w roku 1983 do poszukiwania rozpadu protonu, a od
1986 roku rejestrowal on neutrina sloneczne. Jego
znacznie wiekszym nastepca jest Super-Kamiokande.
Neutrina sloneczne wybijaja elektrony z czasteczek
wody, przy czym elektrony zachowuja kierunek
neutrina, dzieki czemu mozna go zrekonstruowac. Gdy
po kilku tygodniach pracy detektora zaobserwowano
wyrazny nadmiar zdarzen skorelowanych z kierunkiem
od SlOllca, nie ulegalo watpliwosci, ze jest to istotnie
sygnal neutrin slonecznych (rys. 2 na okladce).

vVe wszystkich pieciu eksperymentach zaobserwowano
mniej neutrin niz przewiduje sie na podstawie obliczen
teoretycznych. Poczatkowo sadzono, ze przyczyna tkwi
w przyblizeniach modeli opisujacych wnetrze Slonca.
Jednak róznorodnosc danych eksperymentalnych
i ich dokladnosc pozwala na wyciaganie wniosków,
które w niewielkim stopniu zaleza od zalozen
astrofizycznych. Stad wielu fizyków uwaza,
ze przyczyny "zgubionych" neutrin nalezy szukac
w ich losie w czasie podrózy do detektora. Wyniki
wszystkich eksperymentów staja sie zrozumiale,
jezeli przyjac, ze neutrina elektronowe oscyluja
w neutrina mionowe lub taonowe. Przy stosunkowo

malych energiach, charakterystycznych dla reakcji
termojadrowych, v" i Vr oddzialuja jeszcze rzadziej
niz elektronowe i dlatego rejestrujemy znacznie mniej
zdarzen, niz sie spodziewa1ismy.

Stwierdzenie, ze reakcje termojadrowe charakteryzuja
sie malymi energiami, moze wydawac sie zaskakujace .
Co to za male energie, które prowadza do temperatury
15 milionów stopni w samym srodku naszej gwiazdy?
Jednak faktem jest, ze neutrina wyprodukowane
w naszej ziemskiej atmosferze maja energie sto albo
wiecej razy wieksze.

Neutrina atmosferyczne

I cale szczescie! Bo neutrin atmosferycznych jest
znacznie mniej i tylko dzieki temu, ze duze energie
zwiekszaja prawdopodobienstwo oddzialywania,
mozemy je obserwowac.

Pochodza one z rozpadów lekkich czastek, zwanych
mezonami, wyprodukowanych przez promienie
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kosmiczne, glównie protony. Mezony rozpadaja sie
przede wszystkim na miony i mionowe neutrina 1//1- lub
antyneutrina Vw Z kolei w wyniku rozpadów mionów
powstaje po jednym neutrinie v/1- i Ve lub v" i Ve·

W efekcie na kazda pare Ve, Ve przypadaja 2 pary
v/1-' v/1-'

Od ponad 10 lat fizycy próbuja policzyc, ile
neutrin kazdego rodzaju dociera do podziemnych
detektorów i okazuje sie, ze znów cos sie nie zgadza,
bo obserwujemy mniej wiecej tyle v/1-' v", ile Ve, Ve·

Ponadto w Super-Kamiokande zaobserwowano
niedawno, ze ten deficyt dotyczy neutrin mionowych
przybywajacych do detektora z antypodów.

Wyglada na to, ze znów mamy do czynienia
z metamorfoza neutrin, która zachodzi na dlugiej
drodze przez Ziemie. Sadzi sie, ze neutrina mionowe

v/1- (1//1-) oscyluja w neutrina taonowe Vr (vr), które
oddzialuja znacznie rzadziej i nie sa rejestrowane.
Sugerowaloby to, ze masa Vr rózni sie od masy Vw

Deficyt nadlatujacych z antypodów neutrin
mionowych zostal zmierzony przez Super-Kamiokande
z dokladnoscia wystarczajaca do ogloszenia w czerwcu
1998 roku odkrycia nie zerowej masy neutrin.

Nadzieja w akceleratorach
Jezeli róznica mas nie jest zbyt mala,. to metamorfoza
neutrin moze nastapic w krótkim z koniecznosci czasie,
jaki uplywa od produkcji czastki w akceleratorze do jej
detekcji. Wydaje sie, ze zaobserwowano oscylacje v/1-

i v" wyprodukowanych w akceleratorze w Los Alarnos
w Ve i Ve. Weryfikacji tego wyniku moze wkrótce
dostarczyc grupa fizyków z laboratorium Rutherforda
w Anglii.

Planowane sa kolejne eksperymenty korzystajace
z wiazek neutrin akceleratorowych. Aby jednak
potwierdzic lub odrzucic efekt obserwowany
w neutrinach atmosferycznych, trzeba detektor
umiescic w odleglosci kilkuset kilometrów od zródla.
Przygotowywane sa dwa takie eksperymenty.

W pierwszym detektor Super-Kamiokande bedzie
rejestrowal neutrina wyprodukowane w odleglym
o 250 km akceleratorze pod Tokio. W drugim
neutrina powstale w akceleratorze pod Chicago beda
obserwowane w stanie Minnesota z odleglosci 7:30 km.

. . , i nie tylko
rntensywnie analizuj ac biezace dane eksperymentalne
i budujac nastepne detektory, fizycy licza tez
na kolejny lut szczescia: na krótki blysk neutrin
z supernowej. Ocenia sie, ze w naszej Galaktyce
takie wybuchy zdarzaja sie raz na 20-50 lat.
Na ogól swiatlo z wybuchu grzeznie w oblokach
miedzygwiezdnych. Neutrinom one nie przeszkadzaja.
Na pewno leca juz do nas z róznych zakatków Drogi
Mlecznej. Oby tylko dotarly na Ziemie, gdy detektory
beda gotowe na ich przyjecie. Pozwolilyby jeszcze raz
zajrzec do wnetrza gwiazd oraz byc moze ujawnilyby,
jakim to metamorfozom podlegaja w czasie bardzo
dlugich wedrówek.



Rys. 1

Rys. 3
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Rys. 4

Zadania prawie identyczne i praWIe rOZWIazane

Symetralna odcinka to jego os symetrii, podobnie jak dwusieczna jest osia
symetrii kata. Proponuje kilka zadan o nich.

Zadanie ,.. N a plaszczyznie dane sa trzy proste k, l, m przechodzace przez
punkt O. Znalezc trójkat, dla którego proste te sa symetralnymi boków.

Jeden ze sposobów na rozwiazanie zadania" jest taki. Rysujemy prosta n
prostopadla do k i odbijamy ja symetrycznie wzgledem l (otrzymujac prosta li)
i wzgledem m (otrzymujac prosta mi). Nastepnie punkt P, bedacy punktem
wspólnym li i mi, odbijamy symetrycznie wzgledem l i m, otrzymujac
odpowiednio punkty Q i R (oczywiscie na prostej n - rys. 1). Trójkat PQR, jak
tez kazdy jednokladny z nim wzgledem srodka O, stanowi rozwiazanie zadania.

Dlaczego? - przyjemnosc uzasadnienia pozostawiamy Czytelnikowi, a sami
rozwiazujemy nastepne

Zadanie •. Na plaszczyznie dane sa trzy proste k, l, m przechodzace przez
punkt O. Znalezc trójkat, dla którego proste te sa dwusiecznymi katów.

Jeden ze sposobów na rozwiazanie zadania. jest taki. Obieramy punkt N
na prostej k i odbijamy go symetrycznie wzgledem l (otrzymujac punkt LI)
i wzgledem m (otrzymujac punkt MI). Nastepnie prosta p, laczaca LI i MI,
odbijamy symetrycznie wzgledem l i m, otrzymujac odpowiednio proste q i r
(oczywiscie przechodzace przez N - rys. 2). Trójkat wyznaczony przez p, q, r,
jak tez kazdy jednokladny z nim wzgledem srodka O, stanowi rozwiazanie
zadania.

Dlaczego? - podobnie jak poprzednio, przyjemnosc uzasadnienia pozostawiam
Czytelnikowi.

A teraz satysfakcja dla Czytelnika Leniwego, tym wieksza i bardziej zlosliwa,
im wiecej jego kolezanek i kolegów znalazlo te uzasadnienia. Spójrzmy na
rysunek 3, na którym przecwiczylismy jeszcze raz rozwiazania zadania •.
Najwyrazniej k, l, m nie sa tutaj dwusiecznymi katów otrzymanego trójkata.
Cóz wiec ze znalezionymi uzasadnieniami? Trudno mi reczyc za przyjaciól
Leniwego, ale najprawdopodobniej znalezione przez nich uzasadnienia byly
poprawne. Przeoczony byl tylko, ale nie przez nich, lecz przeze mnie, pewien
szczegól.

Otóz, o ile kazde trzy przecinajace sie w jednym punkcie proste moga byc
symetralnymi boków pewnego trójkata, to nie zawsze moga byc dwusiecznymi.
Mianowicie zachodzi

Twierdzenie *. Wszystkie katy, na które dziela plaszczyzne dwusieczne katów
wewnetrznych trójkata, sa ostre.

Oto uzasadnienie. Niech k, l i m beda dwusiecznymi katów wewnetrznych
trójkata PQR (dalsze oznaczenia jak na rys. 4). Gdyby kat QOA mial co
najmniej 900, to mielibysmy

LRPQ + LRQP = 2LOPQ + 2LOQP = 2LQOA 2': 1800,

co katom w trójkacie sie nie zdarza. Przypuszczenie nasze bylo wiec falszywe, co
konczy dowód.

Co zatem skonstruowalismy na rysunku 3? Zostal tam znaleziony trójkat,
w którym jedna z danych prostych jest dwusieczna kata wewnetrznego,
a pozostale dwie - dwusiecznymi katów zewnetrznych. Jezeli w podawanych
poprzednio uzasadnieniach wykorzystywano tylko fakt, ze dwusieczna jest osia
symetrii prostych, w których sa zawarte boki trójkata, to uzasadnienie to pasuje
i tutaj.

No to sprawdzmy jeszcze raz, tym razem rozwiazanie" na rysunku 5. Co
sie okazuje? - nie ma punktu P. Ale rozwiazanie jest. Mozna je znalezc albo
zaczynajac od innej osi niz k, albo prosta n prowadzac przez O. Proponuje
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Rys. 5

zapedzic Leniwego do wyjasnienia powstalej sytuacji. Podpowiedzmy,
ze sytuacja ta dotyczy trójkata prostokatnego.

A co bedzie, gdy sprawdzimy znów rozwiazanie ., dla danych z rysunku 5?
Tym razem nic nam z tego nie wyjdzie - dlaczego? Bo nigdy dwie dwusieczne
- wszystko jedno, czy wewnetrznych, czy zewnetrznych katów - przy róznych
wierzcholkach trójkata nie bywaja prostopadle.

J ak widac, zadania, majace praktycznie identyczne rozwiazania w sytuacji
ogólnej, moga sie diametralnie róznic w szczególnych przypadkach.

M arek KORDOS

Suma pewnego szeregu

* * *

Sumy czesciowe Pn = Pl + P2 + ... + Pn tego szeregu sa
niczym innym niz polami pod wykresami funkcji prostych
aproksymujacych calke Lebesgue'a, wyrazajaca liczbowo pole
figury.

x1/2

Liczyl w tym celu pola Pn prostokatów wycietych z tej figury pasami
n - l ::; Y ::; n, otrzymujac szeregl l l

1+-+-+ .. ·+-+ .. ·
2 4 2n

o oczywistej sumie równej 2.

(2)

(1)

W Historii rachunku rózniczkowego i calkowego i rozwoju jego pojec (1949;

wyd. polskie 1964) Carl Boyer pokazuje (str. 116-118), w jaki sposób zyjacy
w XIV wieku Suisseth, nazywany Calculatorem, obliczal sume szeregu

l 2 3 n
-+-+-+ ... +-+ ...
2 4 8 2n

To obliczenie nie sprawi klopotu Czytelnikowi, który bez trudu obliczy sumy
czesciowe szeregu i przejdzie do granicy; pokazemy to pózniej. Ale Suisseth liczyl
inaczej. Nie wchodzac w motywacje kinematyczne jego rachunku, ograniczymy
sie do uwagi, ze szereg (1) interesowal go jako pole figury schodkowej na
rysunku ponizej.

Obliczajac sume szeregu (1) jako granice jego sum
czesciowych, liczymy to samo pole jako calke (niewlasciwa)
Riemanna. Sumy czesciowe Sn = 1/2+ ... + n/2n szeregu (1)
wyrazaja sie wzorem Sn = 2 - (n + 2)/2n. Wymaga to
odgadniecia wzoru i przeprowadzenia dowodu przez indukcje:

1+2 3 l
SI = 2- -2- = 2- "2 = "2 '

=5 n+l =2- n+2 n+l =2- 2(n+2)-(n+l) =2- (n+l)+2
n + 2n+1 2n + 2n+1 - ..

1/41/16 1/8

P!=l~

Richard Suisseth - uczony z Merton
College w Oksfordzie - autor dziela
Liber ca/cu/ationum powstalego
w drugiej cwierci XIV wieku. Nazywany
by! Calculatorem - lub jednym
z Calculatorów - z uwagi na osobliwe
obliczenia na szeregach nieskonczonych,
przedstawianych zazwyczaj jako pola
figur nieograniczonych. Kinenlatyczne
motywacje tych obliczen przeszly wraz
z terminologia fluent i fluksji do analizy
Newtona, która w elementarnych partiach
do dzisiaj nosi w jezyku angielskim nazwe
Calculus.

Yl:
:.
, '

: :4/16

4 :-HoP4=1/8-7 ::*:" '3/8

3 :-:--~P3=1/4 ~ :: : ~ :," ,2/4

2 :-:--:----~I l l I
P2=1/2 ~ ,'" II I l I 1

1 ," I ' 1/2

:-:--:---:-------: 1-----
,'" ' ~
l I I I :~

Jak pisze Luzin - odnosnik do artykulu
"Sowremiennoje sostojanije tieorii
funkcij diejstwitielnogo pieriemiennogo"
na str. 525 tomu 2 Dziel Zebranych
- podzial osi rzednych by! uzywany
przez inzynierów do calkowania funkcji
- jesli te mialy wykres zbyt falisty na to,
by sposób Cauchy'ego by! praktycznie
oplacalny - jeszcze przed pojawieniem
sie prac Lebesgue'a. Stad, próby
kwestionowania priorytetu Lebesgue'a.
A wiec nie tylko czternastowieczny
Suisseth!

Poniewaz ciag (n + 2)/2n jest zbiezny do zera, otrzymalismy wiec i ta droga
liczbe 2 jako pole (tej samej) figury.

Calka Lebesgue'a okazala tu jednak swoja wyzszosc nad calka Riemanna,
prowadzac szybciej do celu.

Nie wyciagajmy stad jednak wniosku, ze Suisseth byl prekursorem Lebesgue'a.
Bylo mu po prostu wszystko jedno, jakim sposobem liczyc pola. Nasz drugi
sposób mógl byc zreszta na tamte czasy za trudny.

* * *

Poniewaz nam nie jest wszystko jedno, zauwazmy, ze sumy Sn nie przekraczaja
co do wielkosci sum Pn. Konsekwencja rachunku Lebesgue'owskiego jest zatem
limSk ::; 2. Ale latwo uzyskujemy równosc, wobec limSk 2 Pn dla kazdego n.

Liczenie "trudnej" sumy Riemannowskiej jest wiec niepotrzebne.

Jerzy MIODUSZEWSKI

7



Liczba wymierna to taka, która
mozna przedstawic jako iloraz liczb
calkowitych; gdy nie mozna - liczba
jest niewymierna.

To, ze yI2 jest liczba niewymierna,
mozna uzasadnic tak. Gdyby bowiem
dla pewnych liczb calkowitych k

i m bylo yI2 = f;; (mozemy zalozyc,
ze ulamek ten jest nieskracalny, bo
w przeciwnym razie najpierw go
skrócimy), to byloby 2m2 = k2, skad
wynika, ze k jest parzyste, czyli k = 2n

dla pewnego calkowitego n.
Mielibysmy wobec tego 2m2 = 4n2,

czyli m2 = 2n2, co oznacza, ze m
tez jest parzyste, wbrew zalozonej
nieskracalnosci ulamka .li...m

&-
Rozwiazanie zadania F 493.
W chwili oderwania lejka calkowita sila
dzialajaca na lejek, bedaca suma sily
ciezkosci dzialajacej na lejek mg i na
wode w lejku pgV, równa jest sile parcia
slupa o wysokosci h na powierzchnie S:

mg + pgV = pghS ,

gdzie p jest gestoscia wody, a V
objetoscia wody zawartej w lejku
i rurce. Jesli rurka jest bardzo cienka, to
mozemy zaniedbac objetosc wody w rurce
w porównaniu z objetoscia wody w lejku_
Wtedy V = tHS i z poprzedniego
równania dostajemy:

m = pS (h - ~H)

mala delia

Tajemnicza liczba ,j2V2

Czy to liczba wymierna, czy nie? Nie widac prostego sposobu, aby sie
o tym przekonac. A moze prawdziwe jest twierdzenie, ze
(*) liczba niewymierna podniesiona do niewymiernej potegi jest liczba..
mewymzerna

(które to twierdzenie sprawe by zalatwialo)?

Okazuje sie, ze nie. I w odkryciu tego pomoze nam tytulowa liczba, mimo
ze nie wiemy, jak z nia jest. Gdyby bowiem byla sama liczba wymierna,
to od razu obalalaby zdanie (*), bo V2 jest liczba niewymierna.

Gdyby jednak okazala sie liczba niewymierna, to przyklad obalajacy (*)
uzyskalibysmy, podnoszac ja do potegi o wykladniku V2. Rzeczywiscie,
pomewaz

WIeC

(y!2v'2) v'2 = y!2(v'2v'2) = y!22 = 2.

Udowodnilismy zatem, ze

istnieja liczby niewymierne, które podniesione do pewnej potegi....
mewymzerne] sa wymzerne.

Taki dowód, jaki zostal przedstawiony, nazywa sie dowodem
nieefektywnym. Nie wszyscy matematycy zgadzaja sie na takie
dowody. Matematyka, w której takich dowodów sie zakazuje, nazywana
byla intuicjonistyczna (co wydaje sie malo trafna nazwa), a potem
konstruktywistyczna (co zdecydowanie lepiej ja charakteryzuje). W takiej
matematyce dowód, ze cos istnieje, musi konczyc sie wskazaniem tego
czegos. Taka wlasnie matematyke preferuje computer science.

Jak jednak jest z liczba ~? Odpowiedz na to pytanie zostala
uzyskana przy okazji rozwiazywania problemu ogólniejszego. Pytano
o licz by przestepne, czyli takie, które nie sa pierwiastkami zadnego
wielomianu o wspólczynnikach wymiernych (te, które sa pierwiastkami
jakiegos takiego wielomianu, to liczby algebraiczne). Pytanie o warunek
wystarczajacy, by ab bylo liczba przestepna, gdy a i b sa algebraiczne,
postawione zostalo jeszcze w XVIII wieku. Odpowiedz na nie zostala
uzyskana dopiero w latach trzydziestych naszego stulecia i brzmi ona tak:
jesli liczby a i b sa obie algebraiczne, liczba b zas jest dodatkowo
niewymierna, to liczba ab jest przestepna.

Liczba przestepna jest, oczywiscie, niewymierna - kazda liczba wymierna
~ (gdzie p i q sa calkowite) jest pierwiastkiem wielomianu stopnia 1,

a mianowicie x - ~. Liczba V2 jest liczba algebraiczna, jako pierwiastek

wielomianu x2 - 2, a zatem tytulowa liczba y!2v'2 jest liczba niewymierna,
bo przestepna.

Mala Delte opracowal Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Podczas pisania tych aktualnosci (przelom listopada
i grudnia) zapanowaly w Polsce silne mrozy. Z drugiej
strony nie jest wykluczone, ze lekturze artykulu towarzyszy
lutowa odwilz, taka, jaka mielismy okazje obserwowac
poprzedniej zimy. Choc ani jedno, ani drugie nie jest dla
nas niczym niezwyklym, to takie nagle odmiany pogody
budza watpliwosci co do ewentualnych zmian klimatu
dokonujacych sie na naszych oczach.

Od kilkudziesieciu lat jestesmy straszeni tzw. efektem
cieplarnianym. Wedlug zwolenników tego pogladu klimat
Ziemi bedzie sie stawal coraz cieplejszy ze wzgledu na
wzrastajace w atmosferze stezenie dwutlenku wegla
wywolane dzialalnoscia czlowieka, glównie spalaniem
paliw kopalnych. Wieksze stezenie CO2 potegowaloby
normalne dzialanie atmosfery, która (upraszczajac) dziala
jak szklarnia: przepuszcza swiatlo sloneczne, a zatrzymuje
podczerwone promieniowanie Ziemi. Nasza planeta
pozbawiona atmosfery bylaby srednio o kilkanascie stopni
zimniejsza. (Oczywiscie gdyby zachowala to samo albedo,
czyli stosunek natezenia swiatla odbitego do padajacego.
Jezeli wraz z atmosfera pozbawilibysmy Ziemie wody, to
albedo zmalaloby i spadek temperatury móglby byc duzo
mniejszy.)

Rzeczywiscie, od mniej wiecej stu lat srednia temperatura
na Ziemi wykazuje trend wzrostowy. Czy jest to jednak
dowodem obserwowania efektu cieplarnianego? Zwolennicy
podkreslaja, ze od szesciuset lat nie bylo tak cieplo
jak teraz. To prawda, ale dlaczego równie glosno nie
przypominaja, ze duzo cieplej bylo od polowy XI do
polowy XIV wieku, czyli w okresie odpowiadajacym
szczytowej ekspansji Wikingów docierajacych m.in. do
Grenlandii (czyli Ziemi Zielonej w wolnym tlumaczeniu)?
Obecne ocieplenie równie dobrze wyglada na powrót do
normalnosci po tzw. malej epoce lodowcowej przelomu
wieków XVI i XVII. Zimno bylo tez w wieku XV, troche
cieplej (mniej wiecej jak teraz) w póznym Renesansie
i w okresie poprzedzajacym Rewolucje Francuska.
Rozbiory Polski przypadaja na kolejna faze ochlodzenia
(z cieplejszym okresem Wiosny Ludów). W naszym stuleciu
srednia temperatura rosla do konca lat piecdziesiatych, po
czym trend odwrócil sie na kilkanascie lat.

W jaki sposób wyluskac z obserwowanej zmiennosci wplyw
dzialalnosci czlowieka? Specjalisci, zarówno zwolennicy,
jak i przeciwnicy efektu cieplarnianego uwazaja, ze jest
to zadanie bardzo trudne, glównie z powodu zlozonosci
oddzialywania atmosfery z biosfera i oceanami. Stawia
to pod znakiem zapytania uzytecznosc symulacji
wykorzystywanych do przewidywania zmian klimatycznych.
Wydaje sie, ze jedynym rozsadnym podejsciem jest
zbieranie danych i poszukiwanie czynników mogacych
wplywac na klimat, wsród których stezenie CO2 jest tylko
jednym z wielu.

Statystycznie istotna wspólzmiennosc sredniej temperatury
udalo sie ustalic dla stezenia CO2, aktywnosci wulkanicznej,
rytmu El Nino - La Nina oraz aktywnosci Slonca mierzonej
np. liczba plam slonecznych lub dlugoscia cyklu slonecznego.
Tylko ostatnia z wymienionych wspólzmiennosci oraz
"zaklócenia" zwiazane z poteznymi wybuchami wulkanów
sa udokumentowane na przestrzeni dluzszej niz kilkadziesiat
lat. W szczególnosci znanym historycznym faktem jest
bardzo mala liczba plam slonecznych w okresie malej epoki
lodowcowej. Jak wiadomo, cykl sloneczny ma okres okolo
11 lat, ale jego dlugosc zmienia sie w granicach od kilku do
kilkunastu lat, przy czym krótszym okresom odpowiada
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wieksza liczba plam i, jak wiadomo od niedawna, wieksza
aktywnosc Slonca wyrazajaca sie wieksza intensywnoscia
wiatru slonecznego oraz wieksza tzw. stala sloneczna,
okreslajaca strumien energii docierajacy z naszej gwiazdy
na Ziemie. Po raz pierwszy zwiazek miedzy zmiennoscia
Slonca a zmianami klimatycznymi zauwazono na poczatku
wieku XIX, obserwujac jej korelacje z cenami plodów
rolnych. Ostatnie, ponowne jej odkrycie nastapilo
w 1991 roku [1].

Wydawaloby sie, ze jestesmy w domu. Uwzglednienie
El Nino, wulkanów, a zwlaszcza zmiennosci Slonca pozwala
na bardzo dobre wytlumaczenie obserwowanej zmiennosci
sredniej temperatury Ziemi, pozostawiajac nic lub bardzo
niewiele na ewentualny wplyw emisji CO2 przez czlowieka.
Dlaczego wiec, do niedawna, korelacja miedzy aktywnoscia
Slonca a klimatem byla ignorowana przez wiekszosc
specjalistów? Powód jest bardzo prosty. Amplituda zmian
stalej slonecznej okazuje sie zbyt mala, aby wytlumaczyc
amplitude zmian sredniej temperatury na Ziemi. Tym
samym korelacja nabrala charakteru "astrologicznego"
i przestala byc zauwazana przez "powaznych naukowców".

Ale, kto szuka, ten znajdzie. Od poczatku lat
osiemdziesiatych prowadzi sie satelitarny monitoring
globalnego zachmurzenia. Nikogo chyba nie zdziwi,
ze srednie zachmurzenie okazalo sie odwrotnie skorelowane
ze srednia temperatura. Im wiecej chmur, tym wieksze
albedo i nizsza temperatura. Dodatkowo okazalo sie,
ze srednie zachmurzenie jest jeszcze lepiej,(odwrotnie)
skorelowane z aktywnoscia Slonca. Ale w jaki sposób
cykl sloneczny moze wplywac na zachmurzenie? Gdyby
to jednak okazalo sie prawda, to byloby to równowazne
odnalezieniu brakujacego ogniwa klimatologii, gdyz
wielkosc zmian zachmurzenia odpowiada amplitudzie
zmian sredniej temperatury.

Wydaje sie, ze wyjasnienie takie zostalo znalezione [2].
Okazuje sie, ze srednie zachmurzenie jest skorelowane
z intensywnoscia strumienia galaktycznego promieniowania
kosmicznego, która jest odwrotnie skorelowana
z aktywnoscia Slonca, poniewaz wiatr sloneczny
jest naturalna ochrona przed tym promieniowaniem.
Dodatkowo, sposród wielu przejawów wzrostu aktywnosci
SlOIlca wlasnie zmniejszanie sie strumienia promieniowania
kosmicznego najlepiej oddaje zmiennosc zachmurzenia [3].
Bezposredni wplyw promieniowania kosmicznego na
zachmurzenie nie zostal jeszcze udowodniony, ale uwaza
sie, ze promieniowanie kosmiczne, które jest glównym
czynnikiem jonizujacym atmosfere, moze istotnie wplywac
na proces tworzenia sie chmur. Fakt zaakceptowania
artykulu [3] przez najbardziej renomowane czasopismo
fizyczne oraz umieszczenie skrótu informacji w rozsylanym
poczta elektroniczna biuletynie Physics News Update,
wydawanym przez American Institute of Physics, wydaje
sie swiadczyc o "zmianie klimatu" wokól zmian klimatu.

W ciagu kilkunastu lat przekonamy sie, czy uznanie
emisji CO2 przez czlowieka za czynnik wywolujacy istotne
globalne ocieplenie klimatu nie okaze sie najwieksza
pomylka globalnej nauki, niestety równiez jezeli chodzi
o jej globalne konsekwencje.

Piotr ZALEWSKI

[1] E. Friis-Christensen, K. Lassen, Science 254 (1991) 698;
K. Lassen, E. Friis-Christensen, 1. Atm. Terr. Phys. 57 (1995)
835.

[2] H. Svensmark, E. Friis-Christensen, J. Atm. Ten. Phys. 59
(1997) 1225.

[3] Influence oj Cosmic Rays on Earth 's Climate,
H. Svensmark, Accepted by Phys. Rev. Lett. 15th Oct. 98.



Przygoda w fizyce (1/1975)
Z góra chyba czterdziesci lat temu bylem zatrudniony
w Pracowni Radiologicznej w Warszawie, kierowanej
przez profesora Ludwika Wertensteina. Glównym
wyposazeniem pracowni byl wlasciwie dar Marii
Sklodowskiej-Curie w postaci 60 mg radu. Rad ten
stanowil zródlo wszystkich aktywnosci, z którymi
pracowano w laboratorium. Lata trzydzieste, kiedy
pracowalem w laboratorium, byly okresem bardzo
ciekawym. vVtedy wlasnie odkryto neutron, pozyton,
a Fryderyk Joliot-Curie odkryl promieniotwórczosc
wzbudzona przez naswietlanie rozmaitych materialów
czastkami a. Pamietam, ze kiedys zwrócilem sie do
prof. Wertensteina, mówiac z pewnym zalem: "Panie
Profesorze, to wlasciwie wszystko wiemy. Wiemy,
ze caly swiat nas otaczajacy sklada sie z atomów,
atomy z jader, dookola których kraza elektrony, jadra
z protonów i neutronów. Wlasciwie to pozostaly nam
detale". Wertenstein usmiechnal sie, poklepal mnie po
ramieniu i powiedzial: "Nie bój sie, starczy jeszcze dla
Was".

Ludwik Wertenstein (Ul". 16 IV 1887. zm. 18 I 1945) studiowal
w Paryzu, byJ asystentem Marii Sklodowskiej-Curie. 'W jej
zastepstwie kierowa.! Pracownia Radiologiczna Warszawskiego
Towarzystwa Naukowego.

W kilka miesiecy po odkryciu przez Joliota
promieniotwórczosci, wzbudzonej naswietlaniem
czastkami a, pracowalem z Michalem Zywym,
uzywajac malego zródelka czastek alfa.
Przygotowalismy je zreszta sami w aparaturze
szklanej, w której znajdowalo sie w roztworze wodnym
te 60 mg radu w postaci chlorku radu. Wyciagalismy
znad roztworu emanacje radu, oczyszczali ja
i kondensowali w malutkiej szklanej rureczce, w której
koncu wtopiona byla plytka platynowa. Po jakims
dniu, dwóch dniach pozostawania plytki w atmosferze
radonu powierzchnia jej byla aktywowana produktami
jego rozpadu. Po usunieciu radonu, odcieciu rurki,
wyjeciu plytki i umieszczeniu jej w odpowiedniej
oslonie naprzeciwko cienkiego okienka, które
przepuszczalo czastki alfa i zatrzymywalo jadra
odskoku, mielismy zródelko czastek alfa.

Otóz naswietlajac rózne tarcze czastkami alfa,
stwierdzilismy bardzo dziwny efekt, którego nie
rozumielismy. Niezaleznie od tego, co naswietlalismy,
material stawal sie radioaktywny. Z absorpcji
wynikalo, ze w wyniku rozpadu emitowane sa
elektrony. Co zas bylo najbardziej uderzajace - to,
ze czas polowicznego zaniku, niezaleznie od materialu
naswietlanego, byl zawsze ten sam, okolo jednej

Rozwiazanie zadania M 871.
Niech A" B" c, beda srodkami boków BC, AC i AB odpowiednio.
Oznaczmy punkt przeciecia srodkowych trójkata ABC przez O.

Jednokladnosc o srodku O i skali - ~ przeprowadza okrag opisany
na trójkacie ABC na okrag opisany na trójkacie A,B,C" który ma
promie{l nie mniejszy niz T l bowielTI ma punkt wspólny z kazdym
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minuty. Wertenstein nawet sugerowal, ze moze
dzieje sie cos z czastka alfa. Otóz kiedys wieczorem
zastanawialismy sie nad tym i doszlismy do
przekonania, ze jeszcze jeden czynnik jest wspólny we
wszystkich tych eksperymentach, mianowicie atmosfera
powietrza. Mysmy naswietlali w powietrzu - moze
byl to wynik oddzialywania czastek alfa z jadrami
skladników powietrza?

No i zaczelismy zadawac pytania. Naswietlilismy
tarcze w prózni - efekt zaginal. No dobrze, efekt
zalezy od powietrza. Naswietlilismy w atmosferze tlenu
- efektu nie bylo. Po naswietleniu w atmosferze azotu
efekt pojawil sie. Wiedzielismy wobec tego, ze jest to
oddzialywanie alfa-azot. W tym czasie wiedzielismy
równiez, ze bombardowane czastkami alfa substancje,
zawierajace azot, staja sie zródlem neutronów.
Mozna wobec tego bylo przypuszczac, ze mamy
tutaj do czynienia z procesem ia + liN -+ 1~F + n.
Bylby to fluor, ale trwaly fluor ma w jadrze
dziewietnascie nukleonów l~F - wobec tego bylby to
fluor z niedomiarem neutronów. Jezeli jest niedomiar
neutronów, to jest to prawdopodobnie jadro nietrwale.
Jezeli jadro jest nietrwale, to prawdopodobnie jeden
z protonów przechodzi w neutron, wobec czego
fluor zmienia sie w trwaly tlen 1IO. Powinnismy
obserwowac aktywnosc (3+, a wiec emisje dodatnio
naladowanych czastek.

Wzielismy wobec tego nasze naswietlone plytki, licznik
Geigera (sami go zreszta zrobilismy) i umiescilismy
w polu magnetycznym w taki sposób, ze przy
okreslonym kierunku pola magnetycznego licznik
faworyzowal detekcje czastek ujemnych; przy zmianie
pola faworyzowana byla detekcja czastek dodatnich.
Pomiary wykazaly, ze mamy do czynienia z emisja
czastek naladowanych dodatnio. Mielismy racje:
dziwny efekt powodowalo oddzialywanie czastek alfa
z azotem w powietrzu.

N asze doswiadczenia skonczylismy kolo dziewiatej
rano, to znaczy spedzilismy w laboratorium cala noc.
Pamietam, ze kiedy wychodzilem z rana z pracowni,
bylem pod nieslychanie silnym wrazeniem mozliwosci
takiego dialogu z przyroda, zadawania pytan,
uzyskiwania odpowiedzi i tego, ze w ciagu jednej nocy
mozna bylo rozwiazac zagadnienie, potwierdzic lub
odrzucic taka czy inna hipoteze. Gdy patrze wstecz na
swoje przezycia z róznych czasów, jezeli chodzi o prace
doswiadczalna, to musze przyznac, ze to byla chyba
najfantastyczniejsza przygoda, jaka mnie spotkala.

z boków trójkata ABC. Stad wynika juz, ze ~R 2': .,.

Równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy okrag opisany
na trójkacie Al Bl C l jest równoczesnie okregiem wpisanYln
w trójkat ABC, czyli gdy IAB,I = IAC,I, IBAd = IBC,I
i ICA,I = ICB,I. Z równosci tych wynika, ze trójkat ABC jest
równoboczny.



B

Regulamin

Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs ­
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1998 uplynal
31 stycznia 1999). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych
uczestników nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a 8 oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4 - 38/ N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz
z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, która przy sIala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby sZkicowYIn, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.
Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w góre.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

C 20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian
regulaminu.

Q=f(D)B

Rozwiazanie zadania M 872.
Niech J bedzie jednokladnoscia
o srodku D, która przeprowadza
odcinek AC na odcinek A'C' styczny do
okregu J( w punkcie D. Niech Ol bedzie
srodkIem PQ, a O - srodkiem okregu S.
Poniewaz S Jest wpisany w trójkat
A'BC' oraz J(6.ABC) = 6.A'BC', wiec
wystarczy dowiesc, ze J przeprowadza Ol
na O, czyli ze IBO"/IBOI = IBAI/IBA'I·
Trójkaty prostokatne BPO i BDA' sa
podobne, a O l i A sa spodkami wysokosci
opuszczonych na ich przeciwprostokatne.
Zatem dziela one owe przeciwprostokatne
w tym samym stosunku. Stad juz wynika
zadana równosc.

Rozwiazanie zadania M 873.
Niech .f bedzie zlozeniem obrotu o 90°
wokól II (pólprosta H B przechodzi
w pólprosta II P) i jednokladnosci
o srodku H i skali IPBI/IBCI. Wówczas
f przepl'Owadza 6.BHC na 6.PHB.
Poniewa.z wierzcholki kwadratu

przechodza przy f na wierzcholki
kwadratu, a IBPI = IBQI, wiec f(D) = Q.
Z definicji f wynika teza zadania.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1999

-- 375. W trójkacie ABC, majacym katy ostre przy wierzcholkach A i B, odcinek CD
jest wysokoscia. Prosta przechodzaca przez srodki okregów wpisanych w trójkaty AC D
i BCD przecina proste CA i CB odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesc, ze jesli
ICPI = ICQI, to trójkat ABC jest równoramienny lub prostokatny .

376. Dana jest liczba naturalna n 2: 2. Rozwazamy wszystkie pary (k, m) liczb
naturalnych spelniajace warunki:

1:S k < m:S n, k+m> n, NWD(k,m) = l.

Obliczyc sume L k~ ' której skladniki odpowiadaja wszystkim rozwazanym parom
(k,m).

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 375, 376

44,•

Rozwiazania zadali z matematyki z numeru 10/1998
Przypominamy tresc zadan:

367. Liczby nieujenlne a, li, ej x, y, ;:. spelniaja uklad równaJl

v'a+J:+v'b+Y+Vc+z = l
Va+y+~+Vc+J:=1

v'a + z + ~ + Vc + y = 1.

Dowiesc, ze a = b = c lub x = y = z.

368. Niech Pl = 2, Po = 3, P3 = 5, bedzie rosnacym ciagiem
wszystkich liczb pierwszych. Znalezc kres dolny zbioru liczb postaci
VPn+l - yP;: (n = 1,2,3, ... ).

Lista uczestników
ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 363 (WT=3,51) i 364 (WT=I,36)

z numeru 6/1998
Maciej Mostowski 43,90
Tadeusz Józefczyk - 2- 41,32
Krzysztof Za.pisek 41,22
Zbigniew Skalik 40,28
Witold Bednarz - 1- 39,62
Witold Bednarek 39,62
Bogumila. Piotrowska. 34,29
Andrzej Józwik 34,12
Pa.ulina. Doma.galska. 34,09
Toma.sz Wietecha. - 3- 27,87
Krzysztof Ja.sek 27,47
Nikodem Szpak 26,69
Artur Arciszewski 26,15
Wojciech Ma.ciak 2.5,46
Mieczyslaw Jedrzejowski - 24,99
Jan Ciach - 5- 24,98
Andrzej Da.niluk 23,73
Zbigniew Sewartowski 23,65
Michal Lewa.ndowski 22,96
Rafal Pikula 22,73
Marian Lupiezowiec 22,64
Przemyslaw Gadzinski - 6- 22,39
Marek Prauza - 3- 20,73
Bartosz Putrycz 20,31

Legenda (przykladowo): stan konta
6-22,39 oznacza, ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (siódmej) rundzie ma
22,39 punktów.

367. Mozna zalozyc, ze et ::; b::; c. Przypuscmy, ze a < c; nalezy wykazac, ze wówczas
x = y = z. Wezmy pod uwage funkcje okreslone ella t ~ O wzorami

f(t) = v'b+t - ~, g(t) = VZ+t - v'b+t,
h(t) = VZ+t -...ja + t = f(t) + g(t).

Odejmujac równania stronami, dostajemy zwiazki:

f(y) + g(z) - h(x) = O oraz f(z) + g(x) - h(y) = o.

Uwzgledniajac równosc h = f + g, przepisujemy je w postaci:

H g(z) - g(x) = j(x) - f(y) oraz g(x) - g(y) = f(y) -'- f(z).

Jesli a < b = c, to funkcja f(t) = ~ - ~ jest scisle malejaca, a funkcja g jestb+t+ a+t
stala, wiec ze zwiazków (*) wynika natychmiast, ze x = y = z. Sytuacja jest analogiczna, gdy
a = b < c. Jesli wreszcie a < b < c, to obie funkcje f i g sa scisle malejace; ze zwiazków (*)
wnosimy teraz, ze róznice z - :1:, X - y, y - z sa jednoczesnie dodatnie, ujemne lub równe
zeru. Pierwsze dwie mozliwosci trzeba jednak wykluczyc, bo suma tych trzech róznic jest
zerowa. Zatem x = y = z.

368. Przypuscmy, ze kres dolny rozwazanego zbioru liczb jest dodatni. Istnieje wiec liczba
E: > O, taka, ze v' Pk+l - ..;:;;;; ~ E: dla k = 1,2,3, .... W takim razie

1 1 ~-..;:;;;; E: E:~- ,--= ;--- > ;---> -- dla k=1,2,3, ....V Pk V Pk+l V PkPk+l V PkPk+l Pk+l

Podstawiamy k = 1,2, ... , n i dodajemy te nierównosci:
n

1 1 L 1V;; - v'Pn+l > E: Pk+l .k=l

Lewa strona nie przekracza 1/-/2. Wiadomo jednak, ze szereg zlozony z odwrotnosci
wszystkich liczb pierwszych jest rozbiezny. Otrzymana sprzecznosc dowodzi, ze szukany kres
dolny jest równy zeru.

Zaczac trzeba od karty zalobnej. Nie zyje Jan Ciach.
Uczestnikom ligi zadaniowej to nazwisko jest doskonale
znane. Pan Ciach byl wieloletnim nauczycielem
matematyki juz w roku 1983, gdy rozpoczynal swój udzial
w lidze. Od tego czasu dal sie poznac jako autor wielu
ciekawych zadan oraz blyskotliwych rozwiazan, czesto
przytaczanych w dorocznych omówieniach. Zadziwial
erudycja, szczególnie w zakresie tradycyjnej geometrii.
Przez kilka lat byl stalym korespondentem dzialu zadan
kanadyjskiego miesiecznika erux Mathematicorum.
W naszej lidze wykonal piec 44-punktowych rund; ostatni
list przyslal w roku 1996. Ciezko pogodzic sie z mysla, ze
juz nie bedziemy rozwiazywac zadan autorstwa pana Jana.

W regulaminie ligi zadaniowej czytamy o spotkaniach jej
uczestników. W poczatkowym okresie istnienia ligi takie
spotkania odbywaly sie dosc regularnie, w odstepach mniej
wiecej póltorarocznych. Potem przyszly ciezsze czasy ...

I oto w minionym roku udalo sie powrócic do tradycji:
w dniach 26-27 wrzesnia 1998 spotkalismy sie w gronie
czlonków Klubu 44 M, którzy nie przerwali kontaktu
z liga. Jednym z punktów programu spotkania byla
sesja "szybkiego rozwiazywania zadan", otwarta dla
publicznosci i wkomponowana w ciag imprez II Festiwalu
Nauki. Uczestnicy spotkania posluchali takze wyklad u
Zbigniewa Marciniaka o metodach, którymi zostalo
udowodnione Wielkie Twierdzenie Fermata. A poza tym ­
porozmawialismy sobie o róznych sprawach zwiazanych (lub
nie zwiazanych) z liga zadaniowa, z Delta i z matematyka.
Ciekawe, kiedy uda nam sie spotkac ponownie ...

Przechodzimy do corocznego omówienia; jak zwykle,
przedstawiamy rozwiazania odmienne (i zwykle ciekawsze)
od naszych "firmowych", a takze znalezione uogólnienia.
Odnotowujemy ponadto te za.dania, gdzie poprawne
rozwiazania byly bardzo nieliczne.
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Zestawienie na poprzedniej stronie
obejmuje wszystkich uczestników ligi,
którzy spelniaja nastepujace dwa
warunki:

- stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktów;
- przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1996, 1997
lub 1998.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic
do naszych matematycznych lamiglówek,
jego nazwisko automatycznie wróci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadanie 346. [min{V: kazdy wieloscian wypukly, który nie zawiera czworoscianu
o objetosci l, jest zawarty w czworoscianie o objetosci < V} = ?] (wspólczynnik
trudnosci WT=3,07; liczba poprawnych rozwiazan LP R=5). Pelne rozwiazania,
zasadniczo identyczne z rozwiazaniem firmowym, podali: W. Bednorz, A. Daniluk,
P. Gadzinski, P. Kumor, T. Rawlik.

Zadanie 351. [max{ n E N: :3 zbiory Al, ... , An: lAd = 4, lAi n Ajl = l dla i i j,
Al n ... n An = 0} =?] (WT=1,27; LP R=lO). Wynik: 13. Jesli zamiast zbiorów
czteroelementowych bedziemy rozwazac zbiory k-elementowe, wówczas otrzymamy
nierównosc max n::; e - k + l; takie uogólnienie wskazali: B. Dyda, T. Józefczyk,
T. Wietecha oraz M. Lewandowski, który ponadto zwrócil uwage na zwiazek
zadania z bardziej ogólnymi zagadnieniami z teorii skonczonych geometrii rzutowych
i konfiguracji kwadratowych oraz udowodnil (dowód dlugi!), ze owa nierównosc staje
sie równoscia (w szczególnosci) dla liczb k postaci p"" + l (p - liczba pierwsza).

Zadanie 358. [Niech f( x) = 2::~=1ak sin2 kx; czy (f( x) 2': O dla x E R) '* (2:: ak 2': O)?]
(WT=1,80; LP R=12). Rozwiazanie firmowe bylo za dlugie - prawdziwosc rozwazanej
implikacji wynika natychmiast z równosci Io" f(x)dx = (1r/2) 2:: ak, zauwazonej przez
autorów wiekszosci rozwiazan.

Na ostatnie pytanie z zadania rozwiazanie firmowe odpowiada: tak. Nie pierwszy
to raz, i na pewno nie ostatni, gdy redaktorowi ligi zadaniowej zdarza sie cos
przeoczyc - tym razem przegapiony zostal przypadek: R = T = d; dla takich liczb nie
istnieje odpowiednia czwórka okregów. Prawidlowa odpowiedz nie podali wszyscy
rozwiazujacy, wykazujac ponadto, ze jest to jedyny przypadek, w którym "cos sie
psuje" .

Zadanie 363. [ABCD - czworoscian foremny; P E pl BCD, Q E pl CDA '* IAPI.
IPQI, IQBI sa dlugosciami boków trójkata] (WT=3,5l; LP R=3). Szybkie rozwiazanie
firmowe polegalo na wyjsciu z rozwazaniami w przestrzen czterowymiarowa. Jak to
zadanie zrobic w sposób less sophisticated, pokazal P. Gadzinski: niech 1rl, Pl beda
pólplaszczyznami o krawedzi CD, zawierajacymi odpowiednio punkty B i A, i niech
1r2, P2 beda pólplaszczyznami uzupelniajacymi 1rl, Pl do calych plaszczyzn. Z uwagi na
symetrie ról P i Q, wystarczy udowodnic dwie nierównosci:

Zadanie 359. [Czy istnieja funkcje f, g: R -> R o wlasnosciach: f g(x) = x2,
gf(x) = x4?] (WT=2,38; LPR=3). Przyklady takich par funkcji, nie rózniace sie
istotnie od rozwiazania firmowego, podali A. Daniluk i W. Bednorz. Calkiem

inny przyklad znalazl P. Kumor: przedzialy Jn = [22n; 22n+l) w sumie (gdy n E Z)
wypelniaja przedzial J = (1;00); wzór g(x) = (7x2-n _12)4n dla x E Jn okresla
funkcje odwracalna g: J -> J; przyjmijmy f(x) = g-1(X4) dla x E J. Tak okreslone
funkcje f i g spelniaja zadane równosci na zbiorze J - pozostaje tylko rozszerzyc je
(jak w rozwiazaniu firmowym) do pelnej dziedziny R.

Stosunkowo niski wspólczynnik trudnosci w zadaniach 359 i 360 jest wynikiem
niewielkiej liczby przyslanych w tym miesiacu prac; zestaw zadan okazal sie
trudniejszy, niz przypuszczalismy.

Zadanie 360. [Ciag (al, ... , a2n+l) ma wlasnosc: po odrzuceniu dowolnego
wyrazu pozostale mozna rozbic na dwie równoliczne grupy o równych sumach '*
(al = ... = a2n+l)] (WT=2,80; LP R=2). Autorem rozwiazania firmowego jest
P. Klullor, który zadanie zaproponowal. Drugie poprawne rozwiazanie - efektowne,
choc odwolujace sie do nie calkiem elementarnych faktów z algebry liniowej ­
przedstawil W. Bednorz: wektor w = (al, ... , a2n+I) spelnia równanie Aw = O, gdzie
A jest macierza (2n+l) x (2n+l) majaca zera na przekatnej, a poza tym plus-minus
jedynki, o sumie O w kazdym wierszu. Jedna z wartosci wlasnych jest O;kazdy wektor
postaci (a, ... , a) jest jej wektorem wlasnym. Nalezy dowiesc, ze innych nie ma, a wiec
ze jest to wartosc wlasna jednokrotna - czyli, ze w wielomianie charakterystycznym
wspólczynnik przy zmiennej w pierwszej potedze jest niezerowy; to zas nietrudno
stwierdzic rozwazajac ów wielomian nad cialem Z2 i wykazujac, ze wspólczynnik,
o który chodzi, jest liczba calkowita nieparzysta. Zgrabne!

Zadanie 362. [Dane okregi Wi = O(Oi, T), i = 1,2,3,4; Wi n Wi+l = {S, Pi};
Pi E o(Q, R), IQSI = d; jakie równanie wiaze R, T, d? czy kazda trójka R, T, d > O,
spelniajaca to równanie, jest "dobra"?] (WT=2,20; LP R=6). Szukane równanie:
R2 +d2 = 2.,.2. W. Bednorz, P. Gadzinski, J. Lazuka, Z. Skalik, T. Wietecha
przedstawili wyprowadzenia "czysto geometryczne", wszelako wymagajace troski
o pelna ogólnosc (niezaleznosc od rysunku), i przez to nie prostsze od rozwiazan za
pomoca rachunków: na wektorach (rozwiazanie firmowe) badz na liczbach zespolonych
(L. Skrzypek, autor zadania).

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
M Galecki (5), J. Dryga (4),
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,
1(. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor (4), P. Gadzinski (6),
K. Jedziniak, J. Olszewski,
L. Skrzypek (4), H. Kornacki,
T. Wietecha

(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44
punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurujacych na liscie powyzej):
"dwukrotni" :
Z. Bartoid, A. Czornik, P. Jedrzejewicz,
M. Kasperski, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Pióro, S. Solecki,
J. Witkowski, G. Zakrzewski;
"jednokrotni" :
T. Bieganski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, B. Dyda,
P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias,
L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,
1(. Hryniewiecki, K. Jachacy,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
P. Kubit, T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,
P. Lipinski, P. Lizak, J. Lazuka,
J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,
W. Olszewski, K. Patkowski,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, J. Siwy, A. Smolczyk,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,
A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawislawski, P. Zmijewski. (1)
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Napis [XYZ] bedzie oznaczal, ze korzystamy z nierównosci IXYI + IYZI > IXZI dla
trójkata XYZ.

Gdy P E 7rl, wówczas IAPI 2: IBPI i nierównosci (l) oraz (2) sa prostymi wnioskami
z [BPQ] oraz [P BQ]. Dalej zakladamy, ze P E 7r2; niech M bedzie srodkiem odcinka
C D i niech R bedzie rzutem punktu P na prosta C D; kat miedzy pólplaszczyznami
Pl i 7r2 jest rozwarty, wiec

(3) IAPI2: IARI = IBRI oraz (4) IAPI2: IMPI.

Jezeli teraz Q E Pl (na rysunku: punkt Q w polozeniu Ql), to (analogicznie do (3))
IQPI 2: IQRI; stad, z (3) i z [BRQ] wynika teza (l); a teza (2) jest konsekwencja
nierównosci IAQI :::;IBQI oraz [PAQ]. Jesli natomiast Q E P2 (na rysunku: Q = Q2),
to (analogicznie do (4)) IBQI 2: IMQI; stad, z (4) i z [PMQ] wynika teza (2); a teza
(l) jest konsekwencja nierównosci IAQI 2: IBQI oraz [APQ].

J ak zauwaza autor rozwiazania, foremnosc czworoscianu nie jest istotna: korzysta
sie tylko z tego, ze prosta C D lezy w plaszczyznie symetralnej odcinka AB oraz
z rozwartosci kata miedzy pólplaszczyznami Pl i 7r2.

Dosc podobne rozwiazanie (dla czworoscianu foremnego) podal W. Bednorz; autorem
trzeciego dobrego rozwiazania, mocno rachunkowego, jest L. Skrzypek.

I
I
I,,,,,,,,,,

I
I
I,,,,,,,,,,Pl

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1999

A B C0-0-0

Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 272, 273

R.ozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1998
Przypominamy tresc zadan:

D

O

272. Konferencja byla beznadziejnie nudna. Podsekretarz ziewnal i machinalnie
zaczal sie bawic dwoma patyczkami pozostawionymi przez kogos na stole. Byly róznej
dlugosci, a na kazdym z konców mialy ucha. Podsekretarz wlozyl pinezke w ucho
jednego z patyczków, wbil ja w stól i pchnal patyk. "Lekko sie kreci" - zauwazyl
i stracil resztke zainteresowania referatem. "A gdyby tak ucho drugiego patyczka
przymocowac do ruchomego konca?" Zmacal w kieszeni kawalek n'itki i zwiazal konce
patyczków. Po ustawieniu drugiego na przedluzeniu pierwszego prztyknal w miejsce
ich polaczenia (rys. l) - troche mocniej, niz zamierzal, bo stuk zderzajacych sie
drewienek rozlegl sie w calej sali. "Alez co pan wyprawia!" - zawolal Przewodniczacy.
"Przepraszam" - wyjakal Podsekretarz - "powinienem byl zamienic te patyczki
miejscami, wtedy nie narobilbym tyle halasu". Przewodniczacy przyjrzal sie zestawowi .

:9. §> "Ciekawe ... ale watpie, czy zamiana by cos dala" - oswiadczyl.

l W jakich warunkach racje mialby Podsekretarz, a w jakich - Przewodniczacy (tzn. jaki
zwiazek musza spelniac masy i dlugosci patyczków, aby na skutek prztykniecia
patyczki uderzyly o siebie)? Przyjac, ze sa jednorodne i pominac tarcie o stól.

273. Tempo przeplywu ciepla przez sciane (moc cieplna na jednostke powierzchni) jest
proporcjonalne do róznicy temperatur miedzy wewnetrzna a zewnetrzna powierzchnia
sciany, a stala proporcjonalnosci k charakteryzuje skutecznosc izolacji cieplnej. Jesli
wartosc tego wspólczynnika dla "golej" sciany wynosi kI = 0,8 W /(m2.K), a dla
dodatkowej warstwy styropianu - k2 = 0,7 W/(m2.K), to ile jest równy wspólczynnik k
dla sciany oblozonej dwiema takimi warstwami, od wewnatrz i od zewnatrz?

A B C0-0-0
Rys.

Rys. 2

Rys. 3

pinezka••

264. a) Dwie kulki poruszaja sie z predkoscia równa 1 w strone
trzeciej kulki nieruchomej (rys. 2). Jesli masy kulek sa jednakowe,
a zderzenia - centralne i doskonale sprezyste, to zwykle
obserwujemy, ze kulka A sie zatrzyma, a B i C beda po zderzeniu
poruszac sie z predkoscia 1. Zalózmy jednak, ze np. zderzenie kulek
B i C jest ))miekkiell, tzn. odbywa sie za posrednictwem niewazkiej
sprezynki, a w trakcie jej ugiecia nastepuje "twarde)) zderzenie kulek
A i B (które dotad poruszaly sie w pewnej wzajemnej odleglosci).
Ile wynosi maksymalna predkosc, która moze w takim przypadku
uzyskac kulka C?
b) Dla czterech jednakowych kulek, z których poczatkowo dwie
spoczywaly, a dwie poruszaly sie z predkoscia 1 (rys. 3) obliczyc

264. a) Oznaczmy predkosci kulek po ustaniu ich wzajemnego
oddzialywania przez vA, vB i vc. Z zasad zachowania pedu
I energII mamy

VA + vB + Vc = 2, v~ + v~ + v~ = 2.

Nietrudno wykazac, ze maksymalna wartosc Vc, która jest
zgodna z tymi równaniami, wynosi 4/3 (wtedy VA = VB = 1/3).
Taka predkosc uzyska kulka C, jesli zderzenie A z B nastapi
w chwili, gdy sprezynka zmniejszy predkosc B do wartosci 1/3
(a predkosc C wzrosnie do 2/3). Wtedy bowiem A i B wymienia

maksymalna predkosc, która moze uzyskac kulka D i zaprojektowac
taki uklad sprezynek miedzy kulkami i taki przebieg kolejnych
zderzen, aby w ich wyniku kulka D zostala rozpedzona do tej
predkosci.

265. Cewka czulego galwanometru jest zawieszona na nici
kwarcowej majacej wlasciwosci sprezyste, tak ze kat obrotu jest
proporcjonalny do momentu sily, a stala proporcjonalnosci wynosi
0,89.10-13 Nmjrad. Na skutek fluktuacji cisnienia powietrza
(przypadkowych niewielkich zgeszczen i rozrzedzel\) cewka drga,
a srednia kwadratowa wartosc kata odchylenia od polozenia
srodkowego wynosi 2,14.10-4 rad. Obliczyc temperature powietrza.

sie predkosciami, a w wyniku "dopchniecia" sprezynki kulka C
ulegnie rozpedzeniu do obliczonej predkosci 4/3.

b) Maksymalna wartoscia VD jest (1 + -/3)/2 ~ 1,366, a jej
osiagniecie wymaga, aby pozostale trzy kulki poruszaly sie
z jednakowa predkoscia v = (1 - 1/-/3)/2 ~ 0,211. Aby tak
sie stalo, zderzenie powinno przebiegac wedlug nastepujacego
schematu: najpierw "miekko" zderzaja sie srodkowe kulki B i C;
gdy B osiagnie predkosc v, nastepuje "twarde" zderzenie A z B;
sprezynka miedzy B a C ulega rozprostowaniu, a te kulki
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oddalaja sie od siebie; rozpoczyna sie "bardzo miekkie" zderzenie
C z D; w momencie, gdy C zwalnia do predkosci v, nastepuje
powtórne zderzenie B z C (uwaga: zalozenie, ze sprezynka
miedzy C a D jest bardzo miekka, oznacza, ze zderzenie B z C
trwa o wiele krócej i w tym czasie oddzialywanie z D mozna
pominac); sprezynka miedzy C a D ulega rozprostowaniu.

265. Energia sprezystosci nici jest dana wyrazeniem tl'Cl'2,
gdzie l' - stala sprezystosci. Z drugiej strony zgodnie z prawami
fizyki statystycznej (zasada ekwipartycji energii) srednia wartosc
tej energii wynosi lkT, gdzie k - stala Boltzmanna, równa
1,38 . 10-23 J /K. Przyrównujac oba wyrazenia znajdujemy
T = 295 K = 22°C.

4. Ocen orientacyjnie prace wykonana przez miesnie czlowieka
przy zabiciu komara reka. Uzasadnij dane wprowadzane do
obliczen i podaj konkretny wynik liczbowy.

Jak co roku, przeglad rozwiazan przyslanych przez Czytelników nasunal pewne
dodatkowe uwagi:

2. Ktos strzela do Ciebie z pistoletu. Mozesz oslonic sie deska,
która jednak pocisk przebija. Co lepiej: a) trzymac deske
nieruchomo, b) w chwili strzalu wykonac gwaltowny ruch,
szybko odsuwajac ja od siebie, c) szybko zblizac ja do siebie,
d) nie ma to znaczenia?

Jedna z imprez II Festiwalu Nauki w Warszawie we wrzesniu zeszlego roku byl
Turniej Rozwiazywania Zadan z Fizyki, bedacy w pewnym stopniu przedluzeniem
ligi zadaniowej Klubu 44F. Sposród nazwisk znanych z czolówki ligowej pojawili
sie (specjalnie zaproszeni) Andrzej Idzik i Marek Wójcicki; ponadto przybyl
poczatkujacy w lidze Tomasz Rudny. Pierwsze trzy miejsca zajeli kolejno:
A. Idzik, T. Rudny i Pawel Bajurko, a pierwsi dwaj wygrali nagrody w postaci
elektronicznych mierników uniwersalnych. Oto niektóre z zadaii turniejowych
(rozwiazan nie podajemy, zeby nie psuc Czytelnikom zabawy):

1. Soczewke skupiajaca przecieto na pól i nieco rozsunieto 3. Czy energie mozna spalic? Brzmi to niedorzecznie, ale ...
polówki, zaslaniajac szpare nieprzezroczysta przeslona. Narysuj rozwazmy taka sytuacje. Zakladajac obóz u podnóza góry,
obraz rzeczywisty przedmiotu o ksztalcie cyfry 1, uzyskany za zebralismy wiazke chrustu, potem jednak zdecydowalismy sie
pomoca takiego zestawu. przeniesc obóz na szczyt góry i niesiemy tam przygotowany

chrust. Gdy go spalimy, zniknie tez energia grawitacyjna
chrustu. Gdzie sie ona podzieje? (Pomysl zadania zostal
sciagniety z [(wanta sprzed okolo 20 lat.)

Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 261 zadaniach
Ja.roslaw Lazuka - Warsza.wa 1- 34,24
Marek Wójcicki - Szczecin 32,15
Toma.sz Wietecha. - Tarnów 2- 26,49
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 1- 25,64
Artur Gawryszczak - Dubeczno 1- 16,69
Aleksander Surma - Myszków 3- 15,46
Artur Arciszewski - Kielce 11,01
Andrzej Idzik - Boleslawiec 2- 10,15
Jacek Konieczny - Poznan 8,65

Lista obejmuje uczestników, którzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1996-1998 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 8 punktów. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

Jak sie okazalo, p. Wójcicki rozpoczal
swa dzialalnosc w lidze fizycznej
juz na poczatku 1985 roku, po czym
przerwal ja na prawie 13 lat. Jest to
z pewnoscia rekordowo dluga przerwa
w ciagu istnienia Ligi - tym bardziej
cieszymy sie z powrotu' Niestety,
podczas przekazywania dokumentacji
od poprzednio prowadzacego lige,
p. Nadolnego, niektóre dane o uzyskanych
wówczas punktach zostaly utracone.
Prosimy o wybaczenie!

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnosc przekroczenia
44 punktów):
P. Bala (3), A. Borowski (1),
P. Gadzinski (1), A. Gluza (1),
P. Gworys (3), W. Kacprzak (1),
J. Lipkowski (2), D. Lipniacki (3),
B. Mikielewicz (1), L. Motyka (1),
R. Musial (1), P. Perkowski (2),
T. Rawlik (1), R. Repucha (1),
A. Sikorski (3), J. Stelmach (1),
L. Szalast (1), P. Wach (1).

Zadanie 243 [Drgania w rozgalezionym obwodzie Le] (wspólczynnik trudnosci
WT=3,00; liczba poprawnych rozwiazan LP R=2). Bezbledne wyniki przedstawili
A. Idzik oraz T. Wietecha, który zauwazyl przy tym, ze problem zostal rozpatrzony
w rozdziale I podrecznika Fale Crawforda. Rozwiazanie naszego zadania wymagalo
tylko pewnych uzupelnien.

Zadanie 245 [Zamkniecie klucza w obwodzie z zaróweczkami] (WT=2,54; LP R=6).
Chociaz rozwiazania A. Arciszewskiego, P. Gadzinskiego, A. Idzika, A. Surmy,
T. Wietechy i M. Wójcickiego zostaly ocenione powyzej 0,5, to jednak wszystkie
sa obarczone wada polegajaca na przyjeciu zalozenia, ze opór zaróweczek jest staly. Ze
wzgledu na nieliniowosc zaróweczek lepiej tego zalozenia unikac.

Zadanie 246 [Trzy walce ulozone w piramide, obliczyc wspólczynniki tarcia]
(WT=1,25; LP R=5). Jak zwrócili uwage niektórzy Czytelnicy, zadanie to bylo
kiedys na Olimpiadzie Fizycznej, czego autor nie pamietal. Bezbledne rozwiazania
- A. Arciszewski, A. Idzik, T. Rudny, T. Wietecha i M. Wójcicki.

Zadanie 251 [Oswietlenie róznych punktów powierzchni Ziemi w czasie zacmienia
Slonca] (WT=3,00; LP R=l). Przyjete we wzorcowym rozwiazaniu zalozenie,
ze krzywizne powierzchni Ziemi mozna pominac, okazalo sie niedobre - wynikalo
z niego, ze szukany stosunek natezen oswietlenia wynosi 0,61, podczas gdy wedlug
scislych obliczen A. Idzika poprawna wartoscia bylo 0,73. Gdyby to p. Idzik
wystawial oceny, trudno byloby mi liczyc na wiecej niz polowe punktów! Cale
szczescie, ze na razie prowadzacy Lige punktuje prace Czytelników, a nie na odwrót. ..

Zadanie 256 [Sila wywierana przez strumien czastek na kule pochlaniajaca je lub
odbijajaca] (WT=2,02; LP R=4). W zasadzie rozwiazanie wymagalo calkowania,
co wykonali bezblednie A. Idzik i M. Wójcicki oraz z pewna niedokladnoscia
J. Lazuka. Na szczególna uwage zasluguje praca G. Milosia (ucznia szkoly
podstawowej!), który rozwiazujac zadanie, poniekad "wynalazl" rachunek calkowy,
tzn. zastapil calke po powierzchni przekroju kuli suma duzej liczby skladników. Mimo
ostatecznie blednego wniosku nalezy pogratulowac umiejetnosci!

Zadanie 259 [Luneta z trzech jednakowych soczewek] (WT=3,01; LPR=2). Lunety
przeksztalcaja równolegla wiazke swiatla w wiazke takze równolegla, biegnaca
poe! wiekszym katem do osi. Ta podstawowa wlasciwosc okazala sie nieznana
czesci Czytelników - moze nalezalo dodac w tresci odpowiednia wskazówke? Dobre
rozwiazania - A. Idzik i J. Lazuka.

Zadanie 260 [Zespól filtrów obraca plaszczyzne polaryzacji] (WT=2,43; LP R=4). We
wzorcowym rozwiazaniu brakowalo uzasadnienia, dlaczego katy pomiedzy kolejnymi
filtrami powinny byc jednakowe. Czytelnicy - m.in. A. Idzik, J. Lazuka, G. Milos
i A. Nowogrodzki - okazali sie na ogól staranniejsi.
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Rozwiazanie zadania F 494.
Sily dzialajace na uklad kulek
zanurzonych w niezbyt glebokiej wodzie
przedstawione sa na rysunku, przy czym
przez F oznaczono sile wyporu dzialajaca
na ciezsza kulke, 1'(1 - ~) jest sila
wyporu dzialajaca na lzejsza kul!'e,
Q jest sila ciezkosci dzialajaca na ciezsza
kulke, a il t.o sila reakcji dna, Zn.kladajac,
ze lnasa lzejszej kulki jest znikol110 nlala,
otrzymujerny potozenie srodka ciezkosci
ukladu w srodku ciezszej kulki. Momenty
sil dzialajace na te kulke znikaja, a wiec:

__ ( l)R=F' 1-;:;

Poniewaz uldad jest w równowadze
statycznej l wiec sUlna sit nall
dzialajacych jest równa zeru, stad:

Q=F+2F(I-;) =F(3-;)
Po p[,'7.eniesieniu do glebszej wody uklacl
nie zatonie, jesli si/a ciezkosci (2 bedzie
111lliejszn.od sil wyporu dzialajacych
na kulke: Q < 2F' Korzystajac z tej
nierównosci oraz z poprzedniego
równania, otrzymujemy warunek na n:

'J

3 - ~ < 2,
n

a wiec kulki nie zatona, jesli w plytkiej
wodzie co najlnniej polowa. l'zejszej kulki
jest wynurzona.

j- l
F(1-n)

Patrz w niebo

Jednymi z najbardziej egzotycznych obiektów na niebie sa galaktyki emitujace

silne promieniowanie radiowe ze strug (jetów) ciagnacych sie na setki
kiloparseków w obie strony od jadra galaktyki wzdluz jej osi. Od dawna
uwaza sie, ze energia tych strug, a wiec i promieniowania radiowego, pochodzi
z nieustannego spadku materii, zawartej w galaktyce, na znajdujaca sie w jej
centrum masywna czarna dziure. Naturalna koleja rzeczy nasuwa sie pytanie,
skad w danej galaktyce bierze sie tyle materii, która moglaby zywic sie centralna
czarna dziura. Wydaje sie, ze grupa astronomów ze Space Telescope Science
Institute znalazla powazne argumenty przemawiajace za tym, ze materia ta

moze pochodzic z polkniecia innej galaktyki.

By przebadac centralne czesci odleglych radiogalaktyk, astronomowie ci
wykonali w podczerwieni za pomoca Teleskopu Hubble'a wiele zdjec obiektów,
które na zdjeciach uzyskanych z powierzchni Ziemi wygladaly jak "nieciekawe"

galaktyki eliptyczne nie wykazujace istotnych szczególów budowy. Okazalo
sie jednak, ze zdjecia w podczerwieni ukazaly u tych galaktyk ciemne pasma
materii miedzygwiazdowej, podlegajace ponadto pewnej prawidlowosci.
Mianowicie, jezeli galaktyka miala akurat pasma materii gleboko w swoich
centralnych czesciach, to tworzyly one raczej regularny dysk polozony
w plaszczyznie prostopadlej do osi galaktyki. W innych natomiast galaktykach,
gdzie materia odlegla byla od jadra o dziesiatki kiloparseków, tworzyla ona
z reguly chaotyczne pasma nie skorelowane z usytuowaniem strug emitujacych
promieniowanie radiowe.

Jezeli zdjecia tych galaktyk uszeregowac w kolejnosci od "chaosu do porzadku",
to mozna wysnuc wniosek, ze wyglad danej galaktyki wskazuje na jej
zaawansowanie ewolucyjne. W wyniku przypadkowego spotkania dwóch galaktyk
ich struktura zostaje zniszczona, obraz jest chaotyczny i dopiero z uplywem
czasu wygladza sie, w miare jak materia polaczonych galaktyk skupia sie
w plaszczyznie prostopadlej do wektora ich zsumowanego momentu pedu.
Zarazem towarzyszy temu opadanie materii na centrum nowej galaktyki,
powstanie tam czarnej dziury, zasilanie jej w nieustannie opadajaca materie
i powstanie strug wyrzucanych wzdluz osi galaktyki. Mechanizm ten dawalby
wiec w zakresie radiowym charakterystyczny symetryczny obraz, tak czesto
spotykany u pozagalaktycznych radiozródel.

Tomasz KWAST

Luty
Zdolnosc rozdzielcza teleskopu zalezy od jego srednicy

. bl' ... d/u osc ali swietlnej
1 w przy Izemu wynOSI .. tsre mea o ze ywu
- obie wielkosci w tych samych jednostkach. Dla
teleskopu metrowego daje to kat rzedu 0','1. Z kolei
gwiazda o rozmiarach Slonca (milion km), ogladana
z odleglosci l pc (3 X 1016 m), mialaby srednice
katowa w przyblizeniu 0','01. Nic wiec dziwnego,
ze w zasadzie przez zaden teleskop nie da sie zobaczyc
tarczy wlasciwie zadnej gwiazdy. Otóz, jednym
z nielicznych wyjatków jest doskonale widoczna
w lutowe wieczory a Oriona, czyli Betelgeza (jak kto
woli - Betelgeuse). Bardzo latwo jest ja znalezc na
niebie, jest bowiem gwiazda bardzo jasna i bardzo
czerwona. Rzeczywiscie jest to czerwony nadolbrzym
o srednicy tysiackrotnie wiekszej od slonecznej,
a odlegly o okolo 120 pc. Dla tej gwiazdy dalo sie, co
prawda dopiero za pomoca dosc wymyslnych technik,
zmierzyc srednice, a nawet odtworzyc przyblizony
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rozklad jasnosci na jej powierzchni. Niemal wszystkie

inne gwiazdy sa dla nawet naj potezniejszych
teleskopów punktami.

Wenus w lutym szybko przesuwa sie z Wodnika
do Ryb i mozna ja próbowac ogladac po zachodzie
Slonca. Mars jest w Wadze i widac go w drugiej
polowie nocy, Jowisz w Rybach, a Saturn na granicy
Ryb i Barana i obie te planety widac krótko po
zachodzie Slonca. Pelni Ksiezyca w lutym nie ma
(byla 31 I, a bedzie 2 III), natomiast nów wypada
16 II. Ksiezyc zblizy sie mocno do Regulusa (2 II)
i Aldebarana (23 II) i w obu przypadkach zakryje
te gwiazdy, ale z Polski zakryc nie zobaczymy.
16 II zakryje tez Slonce, bedzie wtedy mianowicie
obraczkowe zacmienie Slonca, ale widoczne
z poludniowej pólkuli Ziemi. Wreszcie 23 II wieczorem
Wenus zblizy sie mocno do Jowisza i warto spróbowac
to zobaczyc.

T.K.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (12')
Wyjasnienie oszustwa (12): Sposób obliczenia wartosci
oczekiwanej wygranej Bazylego jest poprawny pod
warunkiem, ze ta wartosc oczekiwana istnieje! Tymczasem

l 2 3 4 5 20
tu = -2 + - + - + - + - + - - -+

6 6 6 6 6 6
10 20 30 40 50 200

+ 36 + 36 + 36 + 36 + 36 - 3"6+
100 200 300 400 500 2 . lOn

+ 216 + 216 + 216 + 216 + 216 - ... - ~+

1·10n 2·10n 3·10n 4·10n 5.10n 2·10n+1

+ 6n+1 + 6n+1 + 6n+1 + 6n+1 + 6n+1 - 6;;:;:1
Powyzszy szereg jest rozbiezny, gdyz zawiera.wyrazy
dodatnie i ujemne o dowolnie duzej wartosci bezwzglednej.
Co wiecej, szereg ten nie jest rozbiezny ani do +00, ani
do -00, trudno wiec o racjonalne argumentowanie, czy
powyzsza suma "wyglada" bardziej dodatnio, czy bardziej
uJemme.

Blad w rozumowaniu Bazylego jest podobny do
nastepujacego przykladu: Ile wynosi suma l + 2 + 4+
+8 + 16 + 32 + 64 + 128 + ... ? Jezeli zignorujemy
rozbieznosc szeregu geometrycznego o ilorazie 2, to jego
sume obliczymy: 8 = l + 28, skad s = -1. Troche malo jak
na sume liczb dodatnich. W tym przykladzie potrafimy
jednak odpowiedziec na pytanie o sume - widac golym
okiem, ze suma ta wynosi +00.

Tymczasem szereg we wzorze na wartosc oczekiwana tu

bardziej przypomina szereg geometryczny o ilorazie -2
(1- 2 + 4 - 8 + 16 - 32 + 64 - 128 + " .), który nie
jest rozbiezny ani do +00, ani do -00, ani tez nie widac
zadnych argumentów przemawiajacych za tym, by uznac
go za bardziej dodatni niz ujemny lub na odwrót. Naiwne

wyliczenie jego sumy daje 5 = l - 25, skad 5 = ~.To
jednak, jak juz sie przekonalismy, zupelnie o niczym nie
swiadczy.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (13')
Wyjasnienie oszustwa (13): Liczba c zalezy od x. Zatem
f' (c) nie jest stala i w zwiazku z tym rózniczkowanie wzoru
(.) jest bledne.

JWR

PISZEMY PRACE (2)
Rubryka adresowana jest do uczniów. Wyniki uzyskane w najlepszych pracach zostana omówione w Gammalimatiasie.
Najlepsze prace wezma udzial w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki.

KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA W GEOMETRII

Krzywa plaska drugiego stopnia to zbiór o równaniu

AX2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = O .

Zbiór taki jest zazwyczaj elipsa, parabola lub para
hiperbol. Czasami degeneruje sie on do czegos prostszego:
prostej, pary prostych, punktu, zbioru pustego lub calej
plaszczyzny. Interesuja nas zagadnienia geometryczne,
w których pojawiaja sie wyzej opisane krzywe. Kazda
z tych krzywych oprócz definicji analitycznej ma tez
definicje czysto geometryczna.

Elipsa to zbiór punktów, których suma odleglosci od
dwu ustalonych punktów zwanych ogniskami jest stala.
Szczególnym przypadkiem elipsy jest okrag.

Zbiór punktów ostalej róznicy odleglosci od ognisk to
hiperbola.

Parabola to zbiór punktów, których odleglosc od
ogniska jest równa odleglosci od ustalonej prostej zwanej
kierownica·

A oto przyklady zagadnien geometrycznych, w których
moga pojawic sie krzywe drugiego stopnia:

Dane sa dwa rózne punkty A i B. Czym jest zbiór punktów
o stalym ilorazie (lub sumie kwadratów lub róznicy

kwadratów) odleglosci od punktów A i B? Jaka jest
odpowiedz na podobne pytania gdy dane sa punkt
i prosta? Czym jest miejsce zbiór punktów ostalej
sumie odleglosci od danych n punktów? A od n punktów
i prostej?

Dane sa punkty A, B, C i liczba rzeczywista a.

Czym moze byc zbiór punktów P o stalej wielkosci
Ap2 + Bp2 - a . Cp2 w zaleznosci od a i wzajemnego
polozenia punktów A, B i C?

Niech A, B, C, D beda kolejnymi wierzcholkami
rombu. Czym jest zbiór punktów P o stalym
Ap4 _ Bp4 + cp4 _ Dp4?

Spróbuj przeanalizowac te zagadnienia i pomysl o innych
problemach prowadzacych do krzywych drugiego stopnia.
A moze uda Ci sie znalezc pewne uogólnienia w przestrzeni
trójwymiarowej?

Prace prosimy przesylac pod adresem Gammalimatiasu do
15 kwietnia 1999 r. Autorów prosimy o podanie imienia,
nazwiska, adresu prywatnego, klasy oraz nazwy i adresu
szkoly. Prosimy o zaznaczenie, czy praca byla pisana pod
kierunkiem opiekuna ~ jesli tak, prosimy o podanie jego
imienia, nazwiska i adresu.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:

Jaroslaw vVróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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