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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whplaty przyjmowane sg non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1999 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1999 r. wynosi 6 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotniczg
odpowiedniag doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane s3 tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 1999 r. wynosi 9 zl.

3. Whplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
oRuch” 5. .A. whasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Whplaty przyjmuje ,RUCH” 5.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK 5.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedziatku do piatku w godz. 8”7 — 1499,
Dostawa odbywa si¢ poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem

zlecenia dostawy droga lotnicza, ktérej koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.
5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za graniceg
5 XII 20 XI na I kwartal roku nast¢pnego,
5 III 20 11 na II kwartal,
5 VI 20V na IIT kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizows, przyjmowane od oséb zamieszkalych za granica,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH" 5.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-T1
wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17, wewn. 2366.

Numery archiwalne mozna naby¢ w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.
Niestety, nie dysponujemy juz numerami z lat 1974-1984.



Zgodnie z listopadowa zapowiedzia w tym numerze prezentujemy naszym
Czytelnikom wybdr réwnan rézniczkowych. Nie ma w nim, oczywiscie,
wszystkich réwnanh rézniczkowych swiata: przygotowanie ich listy po pierwsze

— przekracza nasze mozliwosci, po drugie — nie bylto nasza intencja. Chcieliémy
pokazaé Czytelnikom w miare reprezentatywna garsé réwnan waznych, zaréwno
z punktu widzenia réznych zastosowan, jak i samej matematyki. Mamy nadzieje,
ze sie to nam cho¢ w czesci udalo.

Matematyka zywi sie zmiennoscia, zmienno$é

wyraza sie (najczescie)) funkeja — stad funkcje sa

w matematyce bardzo wazne. Czesto jednak bywa
tak, ze wiele wiadomo o zachodzacych zmianach,

ale trzeba dopiero odkryé funkeje, ktéra je opisuje.
Mozna wtedy sprébowaé ulozy¢ réwnanie, w ktérym
owa funkcja bedzie niewiadoma. Jesli w réwnaniu
wystepuja jej pochodne, to mamy do czynienia

z réwnaniem rézniczkowym (dalej czesto zapisywanym
jako ,r.r.”). Gdy poszukiwana funkcja ma tylko jedna
zmienna, takie réwnanie nazywa sie zwyczajnym, jesli
to funkecja wielu zmiennych (a zatem trzeba moéwié

o jej pochodnych czastkowych), mamy réwnanie
rézniczkowe czgstkowe. Liczne przyklady takich
réwnan mozna znalezé na dalszych stronach Delly.
Jaka funkcja ma te wlasnosé, ze jej pochodna jest
stala (czyli wartosei funkeji zmieniaja si¢ w sposdb
jednostajny)? Réwnanie 3 = a ma, jak wiadomo,

nie jedno rozwiazanie, lecz wrecz przeciwnie:
nieskoriczenie wiele (kazde postaci y = az + b),

i wszystkie one spelniaja postawiony funkeji warunek.
Aby zatem wyréznié jedno z nich, trzeba ustalié,
czego oczekujemy od wybranego rozwiazania. Jesli
np. funkcja y ma opisaé droge, przebyta przez obiekt
w czasie z, to byé moze zechcemy uznaé, ze droga
zaczyna sie¢ W zerowym momencie rozpoczecia ruchu,
czyli y(0) = 0. Teraz mamy juz tylko jedna funkcje

z wykresem przechodzacym przez punkt (0,0) i jest
ona rozwiqzaniem szczegélnym réwnania. Taki
dodatkowy warunek, pozwalajacy wyréznié jedno
rozwiazanie sposrod wielu, nazywa sie warunkiem
poczgtkowym lub brzegowym. Jeshi w r.r. (zwyczajnym)
wystepuja dalsze pochodne funkeji y az do pochodnej
n-tej, to po pierwsze, moéwimy o réwnaniu n-tego
rzedu, a po drugie, wyrdznienie jednego rozwiazania
wymaga wskazania nie tylko wartosci, jaka ma
przyjmowaé funkcja w pewnym punkcie zg, ale takze
wartosci kazde) pochodnej rzedu nie wiekszego od

n — 1 w o (taki warunek nazywa sie poczatkowym)
— lub n punktéw, przez ktére ma przechodzié¢ wykres y

(1)

tej chwili.

1

Redakcja

(warunek brzegowy). Czytelnik moze zechcieé

to zobaczyé¢ na prostym przykladzie réwnania

vy’ = a. Natomiast ogdlnym rozwigzaniem r.r.
(zwyczajnego lub czastkowego) jest rodzina funkeji,
zaleznych od n parametréw (gdy r.r. jest rzedu n),

a podstawienie konkretnych wartosci za te parametry
daje rozwiazanie szczegdlne (choé niekoniecznie
wszystkie rozwiazania szczegdlne mozna tak otrzymadé
— te pozostate sa rozwiazaniami osobliwymz). Jesli

r.r. jest zwyczajne, parametry reprezentuja liczby,
jesli czastkowe — funkcje n — 1 zmiennych. Zadanie
znalezienia rozwiazania szczegdlnego, spelniajacego
dane warunki poczatkowe, nosi nazwe zagadnienia
Cauchy’ego. Nie zawsze ma ono jednoznaczne
rozwiazanie (moze bowiem mie¢ ich kilka lub

weale). Stad podstawowe twierdzenia teorii r.r.
dotycza warunkéw istnienia i jednoznacznosci
rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego. Na koniec

tych przygotowan do lektury nietatwych tekstéw,
wypelniajacych nasz atlas réwnan rézniczkowych,
nalezy wspomnie¢ o pewnym zagadnieniu, zrodzonym
z motywacji praktycznych, a mianowicie o stabilnosci.
Otdz w zastosowaniach r.r. wartosci, wystepujace

w warunkach poczatkowych, pochodza czesto

z ,zycia’, czyli z obserwacji i pomiaréw. Sa wiec
zazwyczaj obarczone niedokladnoscia — ale mimo to
na takich wlasnie wartosciach opiera sie poszukiwanie
odpowiedniego rozwiazania szczegdlnego. Byloby
dobrze, gdyby owe niedokladnosci nie wpltywaly
nadmiernie na rozwigzanie. Wyrdznia sie zatem
rozwiazania stabilne, czyli takie, ktore ulegaja tylko
malym zmianom, gdy malo zmieniaja si¢ wartosci
poczatkowe. Inne sg z praktycznego punktu widzenia
nieprzydatne. Metody rozwiazywania (catkowania) r.r.
to tylko jeden z mnogosci probleméw matematycznych
z nimi zwiazanych. Wiele miejsca w teorii zajmuje

np. zachowanie sie rozwiazan. Znaczenie réwnan bierze
sie jednak przede wszystkim z ogromu ich zastosowan
— ktérych ilustracja moga by¢ zamieszczone w numerze
przyktady.

Réwnania Newtona

mi = F(F, 1),

sg wyrazem II zasady dynamiki. Wystepujaca po prawe) stronie sita F
traktowana jest jako zadana funkcja polozenia 7, predkosci # 1 czasu ¢. Jej
konkretna postac zalezy od warunkdw fizycznych, w jakich znajduje sie
czastka, ktorej ruch réwnania te opisuja. Fizycznie uzasadnione jest zalozenie,
ze funkcja F jest regularna, tj. ciagta, gtadka itp. W takiej sytuacji ruch
czastki, opisany funkcja 7= 7(t), jest okreslony przez zadanie poltozenia 7 (tg)
1 predkosci ?-:"(tg) w chwili poczatkowej ¢o — przynajmniej w pewnym otoczeniu



Réwnanie oscylatora harmonicznego

2
(2) ij +wiz =0,
jest ogblnym réwnaniem wszelkich matych drgan wokét polozenia réwnowagi.
Opisuje np. male drgania wahadla zawieszonego na niewazkiej, nierozciagliwej
nici; wtedy w? jest stosunkiem przyspieszenia ziemskiego do dtugoéci wahadta,
a ¥ — katem miedzy nitka i kierunkiem pionowym. Z réwnania wynika,
ze okres drgan wahadla T' = 27 /w = 271'\/% nie zalezy od amplitudy drgan.
Réwnanie (2) opisuje réwniez drgania kulki zawieszonej na sprezynie (wtedy
w? = k/m, gdzie k oznacza wspélezynnik sprezystoéci sprezyny, a m — mase
kulki).

Réwnanie Hilla
2
3) &2 w2z =,

dt?
W szczegdlnym przypadku, gdy . - . . . el .
o it - eronert) iy ktérym wspétezynnik w jest okresowa funkeja czasu ¢, opisuje male drgania

réwnanie (3) nazywane jest réwnaniem pod wplywem okresowo zmiennej sity lub np. drgania wahadla o okresowo
Mathieu. - zmieniajacych si¢ parametrach. W astronomii réwnania tego typu uzywane sa

m.in. do analizy ruchu Ksiezyca.
Rezonans parametryczny polega na

tym, ze na skutek okresowych zmian Qkaguje sie, ze dla réwnania Hilla moze zachodzié tzw. rezonans parametryczny:
parametréw ukladu polozenie réwnowagi, T i . tad d bqe

ktore jest stabilne przy kazde) ustaloney e Z]anEt 1en} tym spo y amy 51‘? nfi- 'W € E‘/: g. y za pomoci@ wychylen
wartosci parametru, staje sig niestabilne. 0 odpowiednio dobranej czestotliwosel udaje sie nam rozbujaé hustawke.

Réwnania FEulera ciala sztywnego

Lwi + (Is — Ip)wows My,
(4) Iwy + (I — I3)waw Mo,

Lz + (Iz— L)wiwe = Ms,
opisuja ruch obrotowy ciala sztywnego. Szukana wielkoécia jest tu wektor
predkosci katowej & = (wi,wsq,ws), a zadanymi gléwne momenty bezwladnoéci
I, I, I3 i wektor momentu sity M = (My, Ma, M3). W przypadku M=10
réwnania te opisuja baka swobodnego 1 wtedy znane sa jakoéciowe cechy
rozwigzania, ktére nie wyraza sie na ogol przez funkcje elementarne.
Jesli natomiast 1o = I3, czyli wtedy, gdy rozwazamy przypadek bgka
symetrycznego swobodnego, nietrudno jest znalezé rozwiazanie za pomoca funkeji
elementarnych.

Réwnania Hamiltona
. OH l OH
(5) @

= P= o =l iF
opisuja ruch uktadu mechanicznego o f stopniach swobody, rozumiany jako
ruch punktu-obrazu w 2 f-wymiarowej przestrzeni fazowej o wspétrzednych ¢
(tzw. wspdtrzednych uogdlnionych) i p; (tzw. pedéw uogdlnionych). Funkeja
H = H(q,pi,t) zwana jest hamiltonianem ukladu.

Réwnanie Hamiltona—Jacobiego

as as
6 —4+H|lqg,—,t] =0,
&S i, Y
jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym, ktérym czesto postugujemy sie

w celu rozwigzania réwnai rézniczkowych zwyczajnych Hamiltona. Interesuje
nas przy tym tzw. calka zupelna tego réwnania, tj. takie jego rozwiazanie

S = S(q,t, 1), ktére zalezy w istotny sposéb od f parametréw dowolnych ay,
l=1,...,f. Jednym z tych parametréw moze byé energia E, ktéra pojawia
sie w sytuacji, gdy hamiltonian H nie zalezy od czasu, % = 0. Szukajac
rozwigzania réwnania Hamiltona—Jacobiego w postaci S = Sy — Et, gdzie

funkeja Sg = So(qi) nie zalezy od czasu t, otrzymujemy réwnanie

2
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Hamiltona—Jacobiego bez czasu:
6.5’0)
H L5
(q; Oq

Roéwnanie hipergeometryczne (Gaussa
perg 2

M i@; (1 +ar+,6)::—'ydy+ af 2y
dz z(z—1) dz  z(z—-1)
gdzie a, 17 sa liczbami rzeczywistymi réznymi od zera, a ponadto v nie
jest liczba catkowita, pojawia sie, podobnie jak réwnanie Bessela, w licznych
zagadnieniach fizyki matematycznej. Caltkowanie wielu réwnan drugiego
rzedu mozna sprowadzi¢ do catkowania réwnania Gaussa (prosze np. dokona¢
w rownaniu Legendre’a — patrz nizej — zamiany zmiennej niezaleznej = 1 — 2t).

E.

Rozwiazania rownania Gaussa wyrazaja sie przez szeregi hipergeometryczne

a(a+1)...(a+ (k= 1)BB+1)...(8+(k ~ 1))
Fatll®) = ”E G+ D). (r + (k- D) g

i sa zbadane réwnie dobrze, jak funkcje sinus i cosinus.

Réwnanie Legendre’a

2

®  —(1-2P@) + o PE) =+ DPE),  zel-11],

gdzie m i [ sa nieujemnymi liczbami caltkowitymi, pojawia sie np. w koncowym
etapie catlkowania zagadnienia ruchu elektronu w kulombowskim polu sit

o symetrii sferycznej (czyli w matematycznym opisie atomu wodoru), gdy
okreslamy ,katowa czes¢” funkeji falowej.

Rozwiazania tego réwnania dla m = 0, tzw. wielomiany Legendre’a, dane sa
wzorem Rodriguesa:

¥
Pi@) = g2 ((=* — 1))
— prosze sprawdzié, ze wzor ten istotnie okresla pewien wielomian stopnia [,
ktéry znika na koncach przedziatu [—1,1] i speinia réwnanie (8) dla parametru
m = 0. W ogdlnym przypadku rozwiazanie wyraza sie wzorem

dm
Pni(z) = (1=2*)"?——P(z), 1=0,12..., m=01,. 1L

Réwnanie Bessela

2
(©) P TRz (2 Du=0,
(liczba v jest parametrem) pojawia si¢ przy okazji rozwiazywania wielu
zagadnienr w fizyce, astronomii i technice, szczegdlnie w przypadkach, gdy
rozpatrywany problem ma symetrie sferyczna lub cylindryczna. Rozwiazania
tego réwnania, tak zwane funkcje Bessela, sa bardzo uzytecznymi funkcjami
specjalnymi; dzieki nim mozna wyrazi¢ w jawny sposéb np. amplitude drgajacej
membrany o kolistym ksztalcie, wysokos¢ czystych tondéw te] membrany czy
zmiany temperatury wewnatrz stygnacej, jednorodnej kuli.

Réwnanie Riccatiego

(10) ¥ = P(z)y* + Q(z)y + R(z)

jest jednym z najprostszych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére na ogdt
nie jest catkowalne za pomocag kwadratur. Oznacza to, ze jego rozwiazanie

nie wyraza sie przez calki nieoznaczone z funkeji P, @, R ani z funkeji, ktére
mozna z nich uzyskaé, dokonujac operacji algebraicznych. Jak udowodnit

w XVIII wieku Riccati, w szczegélnym przypadku, gdy réwnanie ma postaé

(10°) y +ay® = ba™

3



Ten model matematyczny nazywany jest
czasem modelemn drapieznik—ofiara.

Pole elektromagnetyczne w prézni opisane
jest dwiema wielkodciami wektorowymi
zaleznymi od czasu i polozenia:
natezeniem pola elektrycznego E

i indukcjg magnetyczng B. Pola te
okreflone sg przez swe dzialanie

na tadunki elektryczne, ktdrych
konfiguracja opisana jest gestoscig
tadunku p (tadunkiem na jednostke
objetosei) i gestoseia pradu j (ladunkiem
przenoszonym w jednostce czasu

przez jednostkows powierzchnie,
prostopadla do kierunku ruchu ladunkéw
- tzn. prostopadla do f) Dla opisania
procesdw elektromagnetycznych

w oérodkach materialnych, oprécz
wektoréw E i B, potrzebne sg
pomocnicze wielkosci wektorowe:
indukcja elektryczna D i natezenie pola
magnetycznego a.

gdzie a, b i m sa stalymi, a liczba m/(2m + 4) jest calkowita, rozwigzania
réwnania (10") wyrazaja sie przez funkcje elementarne. W XIX wieku Liouville
wykazal, ze przy wszystkich innych wartosciach m réwnanie (10’) nie jest
catkowalne za pomoca kwadratur.

Réwnanie Riccatiego jest stosowane do opisu kinetyki reakcji chemicznych,

a takze w biologii populacyjnej (gdzie nosi nazwe réwnania Verhulsta).

W drugim przypadku funkcje P, @ i R sa stale, przy czym P < 0, co odpowiada
nieliniowym zmianom liczby narodzin i §mierci w duzych populacjach.

Réwnania Lotki—Volterry

dz
(11) A iy

stanowia najprostszy matematyczny model zmian liczebnoéei dwéch
rywalizujacych ze soba populacji, rysiéw i zajecy. Zmienna ¢ to czas, r oznacza
liczbe rysiow, z — liczbe zajecy, a a, £, A 1 p sa stalymi dodatnimi. Model jest
interesujacy przede wszystkim z jakosciowego punktu widzenia.

oz — Azr, = —fr + pzr,

Latwo widzieé, ze gdy wecale nie ma rysidéw, réwnania przewiduja wyktadniczy
wzrost liczby zajecy; jesli natomiast weale nie ma zajecy, to liczba rysiéw maleje
do zera, réwniez wykladniczo. Typowe rozwiazania uktadu Lotki—Volterry
odpowiadaja sytuacji, w ktorej liczebnosci obu populacji zmieniaja sie okresowo
w dosc stabilny sposdb.

Uklad réwnan Lorenza

é(t) = ~oa(t) + oy(t),

y(t) = —a(t)z(t) + rz(t) — y(t),

z(t) = x(t)y(t) — ba(t),

gdzie o, r 1 b sa dodatnimi statymi, byt rozwazany na poczatku lat

szeScdziesiatych przez amerykanskiego meteorologa, Edwarda Lorenza, podczas
jego pionierskich préb numerycznego prognozowania zmian pogody.

(12)

Jest to uktad dysypatywny: generowany przezen potok fazowy zmniejsza
objetos¢ w przestrzeni fazowej; tzn. jesli z punktéw (z(0), y(0), z(0)) zbioru

Vo C R®  wypuscimy” rozwiazania uktadu (z(t), y(t), z(t)), to dla dowolnego ¢
zbidr V() = {(z(t), y(t), 2(2)) | (z(0), y(0), z(0)) € Vo} bedzie mial objetosé
mniejszg od Vy. Dla o = 10, r = 28 i b = 8/3 trajektorie ukladu przyciagane sa
przez ograniczony zbidr o dziwnym ksztalcie, tak zwany atraktor Lorenza (patrz
rysunek).

Rownania Maxwella

podstawowe réwnania elektrodynamiki klasycznej, opisujace zjawiska
elektromagnetyczne w dowolnym osrodku, sformulowane przez J.C. Maxwella
w latach 60. XIX wieku. Posta¢ réwnan Maxwella jest nastepujaca (uktad
jednostek Gaussa):

(a) rotﬁ+éaa—i= 0,

(13) (b) div? =0,
-~ 19D 4w~
(C) rot H — 2_5? = %j,
(d) divD = 4mp.

Réwnanie (a) wyraza prawo indukeji Faradaya. Réwnanie (b) wyraza
elementarny fakt empiryczny — brak tadunkéw magnetycznych. Réwnanie (c)
jest uogdlnieniem empirycznego prawa Ampére’a, dotyczacego wzbudzania pola
magnetycznego pradem elektrycznym, na pola zalezne od czasu; uogdlnienie to
wyraza przekonanie Maxwella, ze zmienne pole elektryczne wzbudza — podobnie
jak prad — pole magnetyczne. Réwnanie (d), czesto zwane twierdzeniem Gaussa
w formie rézniczkowej, jest uogdlnieniem prawa Coulomba oddzialywania
tadunkdéw elektrycznych.
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Konwencja sumacyjna i wedréwka
wskagnikéw. Konwencja sumacyjna
Einsteina méwi, ze jedli w wyrazeniu
jednomianowym pewien wskaznik
wystepuje dwukrotnie, to rozumie

sig, iz nastapilo sumowanie wzgledem
tego wskaZnika w calym zakresie, jaki
wskagnik ten przebiega. W naszym
atlasie wskaZniki lacifiskie przebiegaja
zakres od 1 do 3, natomiast greckie od 0
do 3. Wspdlrzedne czasoprzestrzenne sg
oznaczane r* = ct, ¥, y, 2. Tensorem
metrycznym jest g, i (poza haslem
Réwnania FEinsteina) rézne od zera sg
tylko jego wyrazy diagonalne, réwne
odpowiednio: +1, —1, —1, —1. Tensorem
odwrotnym jest g"*¥; jest on zadany
réwnoscia g*¥gp. = 85 (cayli 0 dla

p# oildla u=g) Tensory te stuia
do ,opuszczania” i ,podnoszenia”
wskagnikéw wedtug regul: ay, = guoa”
oraz a* = g"%a,.

Dla n = 2 jest inaczej: nawet gdy dane
poczatkowe znikaja poza pewnym
zblorem ograniczonym, to dla dowolnego
punktu plaszczyzny przedzial czasu,

w ktérym pojawiaja sie niezerowe

wartodci rogwigzania, jest nieograniczony.

W prézni, gdy D=EiH= f?, réwnania Maxwella stanowia uktad zamkniegty.
Nalezy je rozwiazywaé przy zadanych g i j, spelniajacych (wynikajace z réwnan
Maxwella) réwnanie ciaglosci:

gt + (hv_;- =0

Warunki poczatkowe stanowia pola E i B zadane w pewnej chwili £y

i spelniajace (w tej chwili) warunki wiezdéw, tj. réwnania (b) i (d). Réwnania
zawierajace pochodne wzgledem czasu (a) i (¢) wyznaczaja wtedy pola E

i Bw pewnym otoczeniu chwili ¢g, przy czym tak wyznaczone pola spelniaja
warunki wiezéw (b) i (d) - teraz juz wszedzie tam, gdzie sa okreslone.

W oérodkach materialnych réwnania makroskopowe (z czterema polami E,
B., Di I}) sa otrzymywane z réwnan mikroskopowych (z dwoma polami E
i ﬁ] przez usrednienie uwzgledniajace zlozony mechanizm oddzialywania pola
elektromagnetycznego z tadunkami oérodka (teoria elektronowa Lorentza).
Zwiqgki miedzy polami DiHakEi B' zwane zwiazkami materialowymi
(lub réwnaniami stanu) maja na ogol charakter zwiazkéw funkcjonalnych,
tzn. wartoéei D i H w okre§lonym miejscu i czasie zaleza nie tylko od wartodci £
i Bw tym Jednym mle_]scu i w tym jednym czasie, lecz od EiB rozumianych
jako funkcje miejsca i czasu. W zwiazkach tych moze np. wystepowaé
zalezno$é od historii materialu — w takim przypadku méwimy o wystapieniu
zjawiska histerezy, a materialy, ktore zjawisku temu podlegaja, nosza nazwe
segnetoelektrykéw (histereza elektryczna) i ferromagnetykéw (histereza
magnetyczna). Jednakze dla wiekszoéci osrodkéw izotropowych zwiazki te
przybieraja prosta funkcyjna (a nie funkcjonalna) postaé:

B=ch,  B=uf
gdzie € = e(z, y, z) — przenikalnos¢ elektryczna osrodka, a u = p(z,y, 2)
— przenikalnoéé magnetyczna ¢ ofrodka. Zwykle te zwigzki materiatlowe uzupehia
sie polowym prawem Ohma, j = ok (gdzie 0 = o(z, y, z) jest przewodnictwem
wlasciwym materiatu), opisujacym zdolnosé przewodzenia pradu przez noéniki
zwiazane w materiale.

W relatywistycznym opisie czasoprzestrzennym, gdy (¢*) = (ct, z,y, 2)
ip,v,...=0,1,2,3, tworzymy tensor pola elektromagnetycznego F,, =
(o} sk}adowych FO}. = Ex, Fgg - Ey, F03 ey Ez, Flg = —Bz, Fgg = —B

1 F31 = —By oraz czterowektor pradu j* o sktadowych j° = ceo i (j1, j2,5%) =
Réwnania Maxwella. w prozni zapisuja sie nastepujaco:

(a) i (b) OuFyo+ 0pFyy + 8, Fpu =0,
()i (&) afwz—ﬁf

przy czym FH = gheg"? Fy,, gdzie (g#?) = diag(+1, -1, -1,
metryczna Minkowskiego.

"‘F;w

-

—1), jest macierza

Réwnanie falowe (d’Alemberta)
1 8%u 9%u
(}4) E'E'é"ﬁ - - 52? = 4??F($‘3,t)

wzglednie

g" 8y 0,u = AT F,
dla n = 11 2 opisuje (male) drgania odpowiednio strun, membran, a dla n = 3
— fale akustyczne, a takze fale elektromagnetyczne. Parametr ¢ jest predkoscia
rozchodzenia sie fali; funkcja F' opisuje zrédlo fal. Operator rézniczkowy stojacy
po lewe] stronie réwnania nazywamy operatorem d’Alemberta.
Dlan =3 1idla F' = 0 rozwiazania réwnania falowego spelniaja zasade Huygensa:
jeshi u(z,0) = —?(x, 0) = 0 dla wszystkich @ spoza pewnego zbioru

ograniczonego w R3, to dla dowolnego z; istnieje taka chwila tq, ze u(zo,t) =0
dla ¢t > tg. Dzieki temu mozemy czasem odpoczaé w ciszy.
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Rozwigzania rdwnania falowego (patrz
wyzej) nie majg tej whasnosci: moze
sig okazaé, ze ich drugie pochodne

sg funkcjami ciaglymi nigdzie
nierézniczkowalnymi.

Funkcja holomorficzna zmiennej
zespolonej to funkeja, ktéra w kazdym
punkeie swojej dziedziny jest
rézniczkowalna w sensie zespolonym,

albo — réwnowaznie — jest suma zbieznego
szeregu potegowego o wspolezynnikach
zespolonych.

Stowo plaskerdwnelegly oznacza,
ze wektory predkosci cieczy sg styczne do
pewnej rodziny plaszczyzn réownoleglych.

Ten model matematyczny zjawiska jest
mocno wyidealizowany: réwnanie (18)
przewiduje np., e poczatkowy ,impuls
cieplny” rozchodzi sie wewnatrz cfrodka
nieskorniczenie szybko.

Réwnanie Poissona
3

Z B?‘u

e
1—=1 6:1:3

pojawia sie m.in. w klasycznej elektrodynamice: jedli zadana funkcja o : Q@ — R

jest gestodcia rozmieszczenia tadunkéw w obszarze 2 C R3 (zakladamy,

ze oérodek otaczajacy ladunki jest préznia), to rozwiazanie u jest potencjalem
duou O

6271 : 6.’82 ' 3;:3)’ Frasnd

natezenie pola. W podobnym kontekécie réwnanie Poissona wystepuje réowniez

w newtonowskiej teorii grawitacji.

(15) “471-9:

pola elektrycznego, a jego gradient, czyli wektor (

Na zewnatrz obszaru naelektryzowanego funkcja g jest réwna zeru, wiec
potencjal u spelnia tam réwnanie Laplace’a (patrz nizej). Gdy 2 = R?, funkcja
u(z) = 1/|z| wyraza potencjal elektrostatyczny wytworzony w prézni przez
jednostkowy tadunek znajdujacy sie w punkcie 0.

Réwnanie Laplace’a
=\ 8%u

i i
2 )
i=1 3333

(16)
opisuje, ogodlnie biorac, stany stacjonarne réznych proceséw (dla n = 3 funkcja u
moze byé np. temperatura wewnatrz ciala znajdujacego sie w stanie réwnowagi
cieplnej — z tego rodzaju sytuacja mamy do czynienia np. przy ogrzewaniu
budynkéw o grubych écianach, gdy przez dluzszy czas temperatura na zewnatrz
i temperatura wewnatrz nie ulegaja wiekszym wahaniom).

Funkcje, ktére spelniaja réwnanie Laplace’a, nazywa sie funkcjami
harmonicznymi; wewnatrz obszaru, w ktérym spelnione jest réwnanie, nie moga
one mieé¢ lokalnych miniméw ani maksiméw (dowdd tego faktu w przypadku

n = 1 jest banalny).

Zeby réwnanie Laplace’a mialo sens, wystarczy zalozyé, ze funkcja u ma ciagle
drugie pochodne. Okazuje sie, ze wéwezas u ma pochodne wszystkich rzedéw,
a nawet jest analityczna (tzn. jest suma swojego szeregu Taylora).

Ukltad réwnan Cauchy’ego—Riemanna
(17)

stanowi warunek konieczny 1 zarazem dostateczny na to, zeby dwie funkeje u 1 v
(zalezne od dwéch zmiennych rzeczywistych z i y) byly, odpowiednio, czgdcia
rzeczywista 1 urojona funkeji holomorficznej zmiennej zespolonej z = x + iy.

Uy = Uy, Uy = —Ug

Obie funkeje u i v sa funkcjami harmonicznymi: np. rézniczkujac obie strony
pierwszego réwnania wzgledem z, a drugiego wzgledem y, otrzymamy réwnosci
Upe = Vyg = Uzy = —Uyy, & ktorych wynika, ze uge + uyy = 0.

Uktad Cauchy’ego—Riemanna ma réwniez interpretacje hydrodynamiczna.
Mianowicie, jeéli rozpatrywaé ustabilizowany tzw. plaskoréwnolegly przeplyw
cieczy, to wéwezas pole predkosci cieczy ma postaé @ = (ug, uy), a czastki cieczy
poruszaja sie wzdluz linii v = const.

Réwnanie przewodnictwa cieplnego

du 2. 8%u
(18) a_;a$§+f($'t)l
opisuje, dla n = 3, zmiany temperatury jednorodnego ciata, w ktérym gestosc,
ciepto wlasciwe 1 wspélezynnik przewodnictwa cieplnego sa state. Funkcja f jest
gestodcia rozmieszcezenia zrodel ciepla, a poszukiwana temperatura u jest funkcja
czasu t i punktu przestrzeni @. To samo réwnanie opisuje proces dyfuzji gazu
oraz zmiany stezenia roztwordw.
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Rozwigzanie zadania M B67T.
liech P, R beda punktami na

stych AC | AD odpowiednio
AR = AB. Niech
Izie takim punktem, by

APQR byl kwadratem. W
astepujace pary przystajac
trojkatow: AABC i ARQD, AAB
1 APQC, ABCD i AQDC. Tak wigc

suma katdw plaskich przy wierzcholku B

takimi, ze AP =
Qb
Cc2

ych
o

Y

Jest 1
LPQC + LCQD + LDQR = LPQR =
= 90°.

Uwaga: zapis -V oznacza operator
rézniczkowy
S
Rigimm——
8z

=1

(#9)f =

Dla cieczy niedcisliwe] réwnanie stanu ma
postad p = const, a dla adiabatycznego
ruchu gazu mamy pp~" = const (k jest
stosunkiem ciepla wlasciwego, pray
stalym cidnieniu, do ciepla wiasciwego,
przy stalej objetodci, £ = ¢p/eu).

Przy badaniu zjawiska rozchodzenia sie ciepta w cienkiej ptycie lub precie
przyjmuje si¢ na ogét odpowiednio n = 2 lub n = 1. Jak zauwazy!l Fourier,

w drugim przypadku latwo jest rozwiazaé réwnanie, zakladajac, ze funkeja u
jest suma szeregu trygonometrycznego. Wyrosta z tego pomyshu cala teoria
szeregdw Fouriera.

Okazuje sie, ze gestosé rozktadu normalnego o wartodcei oczekiwanej 0 1 wariancji
1

Vv2t, czyli funkeja u(z,t) = —=

oy Y

cieplnego — to jedno ze zrédetl niebanalnych zwiazkow tego réwnania z teoria
prawdopodobienstwa.

exp(—z?/4t), spetnia réwnanie przewodnictwa

Réwnanie Helmholtza

3
0%u 3
;8—;{:3+k 'H.—O,

opisuje amplitude u(z) fali o stalej czestotliwodei (prosze sprawdzié, ze takie
wlasnie réwnanie musi spetniaé¢ funkcja u, jedli u(z)e’**? ma spetniaé réwnanie
falowe — patrz wyzej). Réwnanie to pojawia sie w zagadnieniach rozpraszania fal.

(19)

W poczatkach naszego wieku badanie wartosci wlasnych operatora Laplace’a

— cazyli liczb k%, dla ktérych réwnanie (19) ma w zadanym obszarze Q niezerowe
rozwiazanie, znikajace na brzegu tego obszaru - byto jednym z motoréw
rozwoju analizy funkcjonalnej. Okazuje sie, ze o ile € ma gladki brzeg

1 skoniczona objetosc, to takie liczby tworza ciag, ktéry rosnie do +oo. Ciag ten
jednoznacznie okresla np. objetosé obszaru €2, pole powierzchni jego brzegu czy
liczbe dziur wewnatrz obszaru, nie okreéla natomiast ksztaltu Q z doktadnoscia
do izometrii. Oznacza to, ze nikt nie moze okresli¢ ksztattu bebenka wylacznie
ze stuchu.

Réwnanie telegrafistow

a2 ~ ¢ Bre
gdzie a 1 b sa stalymi, opisuje natezenie pradu, a takze natezenie pola
elektrycznego postepujacych wzdluz liniowego przewodu.

(20) —bu=0,

Réwnania Eulera dla

(21) Q(g-i-(ﬁ-v)ﬁ):—VP-l-fq,

jest jednym z najprostszych i najbardziej podstawowych réwnan mechaniki
osrodkow ciaglych. Wielkosciami szukanymi sa najczescie]: predkosé

plynu ¥, jego gesto$é g i cidnienie p, natomiast zadana jest gestoéé sit
dlugodystansowych f Réwnanie Eulera jest rozwiazywane rownoczesnie

z rownaniem cigglosci (wyrazajacym prawo zachowania masy) oraz réwnaniem
stanu, o = p(p). W najprostszym przypadku, gdy plyn sie nie porusza, ¢ = 0,
z réwnan Eulera otrzymujemy réwnania hydrostatyki, Vp = f

plynéow

Réwnania Naviera—Stokesa

(22) 0 (g—;’ + (a-V)a) = —Vp+ pAi+ f,

opisuje ruch $cisliwego pltynu lepkiego. W poréwnaniu z réwnaniami Eulera
nowym czlonem jest pAv, gdzie p jest wspoleczynnikiem lepkosci. Rownania

te nalezy uzupelni¢ réwnaniem ciaglosci, wyrazajacym prawo zachowania
masy, odpowiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi, opisujacymi
zachowanie plynu na brzegu obszaru ruchu, oraz tak zwanym réwnaniem stanu,
ktore wyraza zwiazek miedzy ciSnieniem i gestoscia plynu. Rozwiazania opisuja
zarowno laminarny, jak 1 burzliwy ruch ptynu.

Roéwnania Naviera—Stokesa sa bardzo szeroko wykorzystywane w fizyce
atmosfery i hydrodynamice.
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Powierzchnia Scherka z = log (cosy)
cos T

sklada sie z jednakowych kawalkéw

w ksztalcie stromo wygigtych siodel,
ktére trzeba rozstawi¢ na czarnych polach
nieskoriczone] szachownicy i gladko skleié,
dodajac w narozach pél pionowe proste.

o

Rozwigzanie zadania M 865.

Niech o bedzie katem miedzy Scianami
ABC i BCD, a A" bedzie rzutem
punktu A na ptaszczyznge BCD. Wtedy
mamy Sapc = Spcp €OsS & oraz

Satpe = Sapc cosa, a po wyrugowaniu
cos a dostajemy S rge = -‘.1':‘\ el SBCD.

Analogicznie wyprowadzamy réwnosci
2 D = "A(_J’)fu‘br o
"Anp,‘“’lﬂ p. Dodajac

AlC
18

A'BD =
trzy otrzymane réwnosci stronami,
otrzymujemy, po uwzglednieniu, ze
Satpe + Saiep + Sarpp = SBeb, tezg

zadania.

Réwnania Cauchy’ego dla plynéw

a A
(a‘t’ (#-V) ) =divS+f,
s3 W teorii oérodkéw ciaglych, ze wzgledu na swoja ogdlnoéé, odpowiednikami
réwnai Newtona w teorii czastek. Po ich prawej stronie, obok gestosci sit
dlugodystansowych i wystepuje dywergencja tensora napie¢ S = (.S;;), bedaca
wektorem o sktadowych 8;S;; (konwencja sumacyjna) i reprezentujaca gestosé
sil kontaktowych. Bogactwo form osrodkéw ciaglych odzwierciedlone jest
w rozmaitoéci postaci tensora napie¢. Gdy tensor napieé jest proporcjonalny
do tensora jednostkowego (delty Kroneckera), S;; = —pé;; , réwnania

Cauchy’ego przechodza w réwnania Eulera. Réwnania Naviera—Stokesa tez sa
ich szczegdlnym przypadkiem.

(23)

Réwnanie ciaglosci

(24) 5t

jest rézniczkowym wyrazeniem prawa zachowania wielkoéci fizycznej, ktdre]
gestoécia jest p, a wektorem gestosci pradu jest j. Wielkoécia ta moze byé

np. nierelatywistyczna masa, tadunek elektryczny, energia czy dowolna sktadowa
pqdu W przypadku masy, a wiec w mechanice osrodkéw ciagtych (gdzie

j = o¥) réwnanie ciaglosei jest niezalezne od innych réwnan dynamicznych.

W przypadku tadunku réwnanie to jest wnioskiem z réwnan Maxwella,

a zarazem warunkiem ich zgodnosci. Podobnie, ze zlinearyzowanych réwnan
Einsteina wynika réwnanie ciaglosci zapewniajace zachowanie energii i pedu.

+divj=0,

Réwnanie powierzchni minimalnych

(25) (14 u))uze — 2uguyugy + (14 ul)uy, =0,

opisuje (lokalnie) ksztatty baniek mydlanych, rozpietych np. na pogietej
druc1a.ne3 ramce — powierzchnia blony mydlanej to z = u(z, y), czyli wykres
rozwiazania. Powierzchnie minimalne maja zerowa érednig krzywizne: z grubsza
biorac, w kazdym punkcie wygladaja tak, jak siodlo, ,jednakowo wygiete w obu
kierunkach”. Wiecej informacji o powierzchniach minimalnych mozna znalezé

w Delcie 10/1996.

Rozwiazanie réwnania (25) postaci u(z,y) = f(z) + g(y) mozna znalezé
stosunkowo prosto, catkujac dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne. Opisuje ono
tzw. powierzchnie Scherka (patrz rysunek na marginesie).

Réwnanie Liouville’a

9u
(26)

8207
jest warunkiem na to, by dwuwymiarowa metryka Riemanna e*dzdz miala
jednostkowa krzywizne. Mimo ze jest to réwnanie nieliniowe, jest ono caltkowicie

_ u
= —2e",

calkowalne. Jego rozwiazaniem ogdlnym jest © = —In ((1 +v7)" 2 — o 3_), gdzie

0z 0z

v jest dowolna funkcja holomorficzng zmiennej z

Réwnania Einsteina
(27) 3G

Guv = "CTT;.W )

wiazace tensor Einsteina G, metryki czasoprzestrzeni ds? = g,,dz*dz”

z tensorem energii-pedu materii 7),,, sa podstawowymi réwnaniami ogdlnej teorii
wzglednoéci. Tensor Einsteina G, jest zbudowany z tensora metrycznego g,,,
jego pierwszych 1 drugich pochodnych, a nadto zawiera czeéé informacji

o krzywiznie czasoprzestrzeni. Pierwszym nietrywialnym rozwiazaniem tych
réwnan bylo rozwiazanie Schwarzschilda (1916),

2 2
IR (1 = %) At — e~ (A9% + sin” 9447,
— e



Rozwigzanie zadania M 866.

Na czworoscianie zbudujmy
prostopadlodécian P tak, by A, B, C, D
byly jednoczednie wierzcholkami P.
Niech D' bedzie wierzcholtkiem P

1€
przeciwleglym do B. Latwo zauwazyd,

ze odeinek, taczacy érodki krawedzi AB
1 €D, laczy tym samym s$rodki bokdw

tréjkata ABD', a v jego dlugosé jest

+ . vy
réwna poltowie dlugoéci przekatne] BD
prostopadlocianu. Podobnie stwierdzamy,
ze pozostale dwa odcinki, laczace srodki

przeciwleglych krawedzi, maja dlugosd

réwng polowie dlugosci przekatnej P.
'

/)

bedace jedynym rozwiazaniem prézniowym, Ty, = 0, w przypadku
czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej. W rozwiazaniu tym stata M jest masa
gwiazdy bedacej zrédlem tej sferycznie symetrycznej metryki.

Réwnania Yanga—Millsa

8, F* +[A,, F*] =0,
B =04, oA F A

sa uogdlnieniem prézniowych réwnan Maxwella w teorii pdl cechowania.
Punktem wyjécia w teoriach pél cechowania jest pewna grupa Liego,

a potencjal A, i natezenie pola F,, przyjmuja wartosci w algebrze Liego

tej grupy, natomiast [ , ] jest komutatorem w tej algebrze. W najprostszym
przypadku, gdy grupa Liego jest grupa obrotéw w trzech wymiarach SO(3)
(albo grupa SU(2)), to wtedy A, i Fy, przyjmuja wartosci w tréjwymiarowej
przestrzeni (nie majacej bezposredniego zwiazku z przestrzenia fizyczna),

a komutator jest iloczynem wektorowym. Standardowy model oddziatywan
miedzy czastkami elementarnymi jest wyrazony w jezyku teorii pdl

z cechowaniem.

(28)

Réwnanie Ernsta

8%u  10u

(29) (u+7) (—+——+

0%u _23113 26u2
80 * ¢ do 322) a (39) b (32) :
jest réwnaniem na funkcje zespolona u zalezna od dwéch zmiennych
rzeczywistych o 1 z. Do rozwiazania tego réwnania sprowadza si¢ proces
rozwiazywania prézniowych réwnan Einsteina w sytuacji, gdy pole grawitacyjne
jest stacjonarne i osiowo symetryczne (tzn. jest polem obracajacej sie gwiazdy).
Okazuje sie, ze do tego réwnania sprowadzaja sie tez tzw. antysamodualne
réwnania Yanga-Millsa w przypadku stacjonarnosci 1 osiowe] symetrii. Rownanie
to zalicza sie do klasy nieliniowych réwnan eliptycznych.

Roéwnanie Schrodingera
Lo R 0%y B
ih—: +%§3—3?—w_0,

opisuje ruch czastki kwantowej o masie m w zewnetrznym polu sit,
ktérego potencjatem jest funkcja V (zalezna tylko od z). Rozwiazanie ¢
nazywamy funkcja falowa czastki; prawdopodobienstwo, ze w chwili czasu ¢
czastka znajduje sie w obszarze przestrzeni A, jest proporcjonalne do calki

{W(m,t)ﬁda

(30)

Jesli energia czastki ma okreslona wartosé¢ E, to funkeji falowej poszukujemy

w postaci ¥(z,t) = ¢(z) exp(—iEt/h). Funkcja ¢ spelnia wéwczas, jak nietrudno
sprawdzi¢, stacjonarne réwnanie Schrodingera

B 9%

— +Vo=E¢.

BE) 2m e Ozt

To réwnanie, podobnie jak rownanie Helmholtza, ma nietrywialne rozwiazania
na ogét tylko dla niektérych wartosci E, co, przynajmniej z matematycznego
punktu widzenia, wyjaénia, dlaczego wartosci energii nie zmieniaja si¢ w sposéb
ciagly, tylko sa kwantowane.

Réwnanie Kleina—Gordona

(31) @+m*)y =0,

92 3. 82
dzie 0 = — — — tor d’Alemberta (dalambercj
gdzie 522 ; 927 oznacza operator emberta (dalambercjan),
xo = ct, ¢ jest predkodcia Swiatta, bylo wykorzystywane w pierwszych modelach
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Eaciiiski termin soliton oznacza
odosobniong fale. Solitony po raz
plerwszy zaobserwowal w 1834 roku John
Scott-Russell:
... barka zatrzymala sig nagle,
a krqggly, gladki, ostro zarysowany
wodny garb poruszal sig wzdliuz
kanatu, nie zmientajoc w widoczny
sposdb formy ant predkodei. Razucilem
stg za tg falg konno (...) 1 po jednej
czy dwdch milach pegont stracilem jg
z oczu w zakretach kanalu.

kwantowej teorii pola. Funkcja 1 jest funkeja falowa swobodnej czastki
relatywistycznej o masie m.

Zastapienie liniowego skladnika m? ogélniejszym nieliniowym i okresowym
sktadnikiem m? sin ¢ prowadzi do tzw. réwnania sine’a—~Gordona, ktére
pojawia si¢ np. w nieliniowe]j teorii pola zaproponowanej w 1958 roku

przez Skyrme’a. Wykres jednego z rozwiazan jednowymiarowego réwnania
sine’a~Gordona, ¥y — Yy, + sin = 0, jest pokazany na rysunku obok.

Réwnanie Diraca

(32) (0 —m)y =0,

gdzie m jest masa, 1) kolumna o czterech zespolonych sktadowych (zwana

spinorem), natomiast y* sa zespolonymi macierzami 4 x 4 spetniajacymi relacje
Y+ =29

1 zwanymi macierzami Diraca, opisuje relatywistyczna czastke swobodna

0 spinie % Dzialajac na to réwnanie operatorem iy*d, + m, przekonamy sie,

ze 1) spelnia takze réwnanie Kleina—Gordona, wiec méwi sie, iz réwnanie Diraca

Jjest pierwiastkiem kwadratowym z réwnania Kleina-Gordona.

Réwnanie Kortewega—deVriesa

(33) T i Buux + Uppe = 0 )

zostalo zaproponowane w 1895 roku jako model rozchodzenia sie dtugich fal na
plytkiej wodzie. Dzi§, obok np. nieliniowego réwnania Schrodingera, réwnania
Burgersa czy réwnania sine’a—Gordona, réwnanie (33) stanowi sztandarowy
przyktad wystepowania tak zwanej ukrytej symetrii rozwiazan.

Przed okoto trzydziestu laty w wyniku eksperymentéw numerycznych

odkryto (a pézniej Scisle udowodniono) zadziwiajaca wlasnoéé tych rozwiazai
réwnania (33), ktére w nieskoniczonosci daza do zera: dlat — +o0 it — —co
kazde z nich rozpada si¢ na skoriczona liczbe tzw. solitonéw, czyli fal postaci
uj(z,t) = ¢(x — ¢;t), ktére maja wyraznie okredlony profil i biegna z réznymi
predkosciami ¢;. Mimo nieliniowosci réwnania ksztalty i1 predkoéci solitonéw nie
zmieniaja sie po zderzeniach z innymi solitonami.

Nieliniowe réwnanie Schrodingera

(34) g + U + [u]u =0,

pojawia si¢ w fizyce plazmy i tzw. optyce nieliniowej, tzn. w sytuacjach, gdy
wlasciwosci optyczne osrodka zaleza od wartosci natezenia pola elektrycznego
fali swietlnej przechodzace] przez ten oérodek.

Podobnie jak réwnanie Kortewega-de Vriesa, nieliniowe réwnanie Schrédingera
réwniez ma rozwiazania solitonowe, postaci ¢(z — et). Jest ono takze jednym

z pierwszych réwnan, dla ktérych w ostatnich latach przeprowadzono
stosunkowo doktadng analize tzw. wybuchdw rozwiazan, to znaczy pojawiania
si¢ — przy niektérych danych poczatkowych — osobliwoéci, ktére powoduja,

ze rozwiazanie w pewnych punktach przestrzeni nie jest okreslone dla wszystkich
CZasow.

Réwnanie Mizohaty

du  du
(35) o Hitg, = fla.1),
to chyba najprostsze réwnanie rézniczkowe czastkowe, ktére w bardzo wielu
przypadkach nie ma 7adnego rozwiazania u — dzieje sie tak np. dla wszystkich
funkeji f, ktére sa gladkie, znikaja poza obszarem ograniczonym, zaleza od

zmiennej ¢ w sposob parzysty i zeruja sie dla t = 0 (patrz Delta 12/1994).

Jesli chcemy mieé pewnos¢, ze rozwigzanie bedzie istnie¢, to musimy zatozyé, iz
prawa strona, czyli f, jest funkcja analityczna zmiennych (z,t). Istnienie
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rozwiazania wynika wéwczas z twierdzenia Kowalewskiej, a przyklad réwnania
Mizohaty dobitnie pokazuje, ze w owym twierdzeniu nie mozna ostabié zalozen
o analitycznosci wspotezynnikow.

Réwnanie przekorne Feynmana

(36) U=20,

ktérego lewa strona jest okreslona wedlug nastepujacego przepisu. Wez

z-owa sktadowa réwnan Newtona 1 tak ja uporzadkuj, aby po prawej stronie
wystepowalo zero; U niech bedzie chwilowo réwne lewej stronie podniesione]
do kwadratu. To samo zréb z y-owa skltadowa réwnan Newtona, dodajac
odpowiedni kwadrat do U. Powtarzaj te procedure dla z-owej skladowej réwnan
Newtona, a potem z kolejnymi sktadowymi rownan Maxwella, Einsteina itd.,
az wyczerplesz te rownania fizyki, ktore uznasz za podstawowe. W ten sposdb
wszystkie prawa przyrody zunifikujesz w jednym réwnaniu. Czyzby to bylo
wlasnie to, o co chodzi?

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 359 (WT=238) 1 360 (WT=2_80)
z numeru 4,/1998

Tadeusz Jézefczyk ~ Poznani 40,64
Witold Bednarek — ELédd 38,26
Zbigniew Skalik - Pyskowice 36,72
Bogumila Piotrowska - Zielona Géra 33,83

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 260 (WT=2,43) i 261 (WT=1,68)
z numeru 6/1998

Przemystaw Gadziiski - Sroda Slaska 45,81
Jarcstaw Eazuka - Warszawa 34,24
Marek Wajcicki ~ Szczecin 32,18
Temasz Wietecha - Tarndw 26,49
Andrzej Nowogrodzki — Chociandéw 25,64
Aleksander Surma - Myszkiw 15,46

Pan Gadziniski obok wielokrotnych
lauréw ligi matematycznej zdobyl takze
cztonkostwo Klubu 44 F.

AL LSS ST LA

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszgczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac¢ w oddzielnych kopertach,
umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocenge mnozymy przez wspdlczynnik trudnodei danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktdre nadestaly rozwiazanie choc¢hy jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1 w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2 /1998,

Termin nadsylania rozwigzan: 28 IT 1999
Zadania z matematyki nr 371, 372 Redaguje Marcin E. KUCZMA

371. Dana jest liczba calkowita n > 1. ZnaleZé wszystkie uklady liczb rzeczywistych
(21,...,%n) spelniajace warunki z; > ... > 2, > 0 oraz

n n
Zxk :Z\/E(V.’E - VIk+1) =1;
k=1 k=1
w drugiej sumie przyjmujemy zn41 = 0.

372. Niech f bedzie podobiefistwem przestrzeni tréjwymiarowej. Dla dowolnego

zbioru k zawartego w tej przestrzeni oznaczmy przez k* zbiér srodkédw wszystkich
odcinkéw X X', gdzie X € k, X' = f(X). Wykazaé, ze jezeli £ jest prosta, to zbiér £*
jest zawarty w pewnej prostej oraz ze jezeli m jest plaszczyzna, to zbidr =° jest zawarty
w pewnej plaszczyinie.

Zadanie 372 zaproponowal pan Henryk Kornacki z Augustowa.

Zadania z fizyki nr 268, 269 Redaguje Jerzy B. BROJAN

268. Cienki piersciei w ksztalcie okregu o masie M wisi na nierozciagliwej nici,

a dwa koraliki — kazdy o masie m — jednoczeénie zwolniono w punktach polezonych
symetrycznie i bardzo blisko punktu najwyzszego (rys.). Jedli koraliki slizgaja sie bez
tarcia, to ile musi wynosi¢ stosunek m/M, aby pierécien podskoczyl?

269. Prébka izotopu promieniotwérczego emituje promienie a o energii £ =5 MeV,
a z jednej strony jest oslonieta (tak, ze w jednej pélprzestrzeni promienie wybiegaja
na zewnatrz, a w drugiej sa pochlaniane). Jaka iloéé¢ ciepta wydzielalaby si¢ w ostonie
w jednostce czasu, jesli sita odrzutu dzialajaca na prébke z ostona wynositaby

F =1 N7 Pomina¢ oddzialywanie czastek o z powietrzem, tzn. przyjaé, Ze urzadzenie
dziala w préini. Masa czastki o jest réwna m = 6,64 - 10727 kg = 3730 MeV/c?.
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Rezonans

Rezonans to zjawisko, ktére bierze sie stad, Ze niemal kazdy uklad
mechaniczny ma mozliwo$¢ drgania z charakterystyczna dla siebie
czestoscia (lub czestosciami); jezeli wiec popychaé go z taka wladnie
czestoscia (lub wspdlmierna z czestoscia jego drgan wilasnych), czyli
w rezonansie, to mala sita mozna wzbudzi¢ duze drgania. Rezonans
mechaniczny na ogét jest szkodliwy (wibracje maszyn czy pojazdéw),
czasem katastrofalny.

Przypuéémy, ze okres obiegu planetoidy jest wspéimierny z okresem
obiegu Jowisza. Doznaje wiec ona w tej samej konfiguracji z Jowiszem
zawsze takiego samego zaburzenia. Wystepuje rezonans, ktérego
skutkiem powinno by¢ zepchniecie planetoidy z orbity rezonansowej.
Rzeczywiscie, praktycznie nie ma planetoid, ktérych okresy obiegu bylyby
7z okresem Jowisza w rezonansie 4:1, 3:1, 2:1, 5:2, 7:3 i jeszcze paru innych
rezonansach (nalezy to rozumieé tak, Ze na 4 obiegi planetoidy wypada

1 obieg Jowisza itd.). Przejawia si¢ to w postaci tzw. przerw Kirkwooda
na wykresie przedstawiajacym liczebnos¢ planetoid w zaleznosci np. od
ich predkosci katowych (rys. 1). Stad tez przerwy w pierscieniach
Saturna, bowiem orbity odpowiadajace przerwom bylyby orbitami
rezonansowymi z satelitami Saturna.

70 H
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Rys. 1. Rozklad planetoid wzgledem predkosci katowych

To dlaczego mamy cate grupy innych planetoid w rezonansie z Jowiszem,
np. 3:2, 4:3, 1:1? Na Wydziale Fizyki UW cytuje sie w takich
przypadkach tzw. dziesiata zasade dialektyki, ktéra glosi, Ze ,to wszystko
nie jest takie proste”. A pokazemy to na doé¢ latwym do zanalizowania
przykladzie dwéch satelitéw Saturna: Tytana i Hyperiona (rys. 2).
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Opozycja — tu: Hyperiona wzgledem
Tytana, to taka konfiguracja satelitéw,
w ktérej Hyperion jest po przeciwnej
stronie Tytana niz Saturn (cialo
centralne).

Apocentrum — punkt eliptycznej orbity,
najbardziej odlegly od ciala centralnego.

Niech opozycja Hyperiona wzgledem Tytana BB’ zachodzi przed
osiaggnieciem apocentrum przez Hyperiona. W sytuacji AA” Tytan
(masywniejszy) hamuje Hyperiona, a w C'C"’ rozpedza. Ale skutek
hamowania jest silniejszy, bo w AA’ Hyperion biegnie z predkoscia
bardziej zblizona do predkosci Tytana (gdyz jest blizej Saturna)
i hamowanie trwa dluzej, a ponadto jest skuteczniejsze niz rozpedzanie,
bo oba satelity dzieli mniejsza odleglos¢ niz w C'C’. Efekt jest taki,
ze Hyperion zostaje $ciagniety na nizsza orbite, gdzie musi (zgodnie
z prawami Keplera) poruszaé sie szybciej i jego

Hyperion nastepna opozycja wzgledem Tytana wypadnie
nie w BB’, lecz blizej apocentrum. Czytelnik
moze osobiscie wykazac, ze gdy opozycja wypada
po apocentrum Hyperiona, to wplyw Tytana tez
powoduje jej zblizenie do apocentrum. Zatem
rezonans, polegajacy na opozycji w apocentrum,
sam si¢ podtrzymuje, a nie niszczy. I to sie
obserwuje!

Inny juz mechanizm utrzymuje planetoidy
w rezonansie 1:1 z Jowiszem (te ,1:1” to,

Rys. 2

jak wiemy, Grecy i Trojanie), jeszcze inny
powoduje, ze Ksiezyc w tym samym czasie
obiega Ziemie i obraca sie itd. Krétko moéwiac,

z rezonansami moze by¢ rozmaicie, a cale
bogactwo towarzyszacych im zjawisk to subtelne
skutki podstawowych praw mechaniki.

Matq Delte opracowat Tomasz KWAST

Redaguje Lukasz WIECHECKI

Wazystkie zadania dotycza czworoscianu ABC' D, w ktérym wszystkie katy
plaskie przy wierzchotku A sa proste.

M 865. Wykazad, ze dla pdl scian zachodzi nastepujaca réwnosé
Stcp = Sisc + Sicp + Sisp-

Rozwiazanie na str. 8

M 866. Wykazaé, ze dlugosci odcinkéw, taczacych srodki przeciwleglych
krawedzi, sa réwne.
Rozwiazanie na str. 9

M 867. Wykazad, ze jesli AB = AC + AD, to suma katow plaskich przy
wierzchotku B jest réwna 90°.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 489. Opor szescdziesieciowatowe] zarowki mierzony omomierzem wynosi
okolo 65 £2. Wartos¢ ta jest istotnie mniejsza od uzyskanej ze wzoru na moc P
wydzielana na oporze R podlaczonym do napiecia przemiennego U, ktéry daje
R =U?/P = (220%/60) Q ~ 800 Q. Dlaczego?

Rozwigzanie na str. 2

F 490. W jednym pokoju znajduja sie trzy zaréwki, a w drugim — osobnym -
trzy wylaczniki, kazdy polaczony z jedna z zaréwek. Do kazdego pokoju mozna
wejsé tylko raz. W jaki sposéb, nie uzywajac zadnych przyrzadéw, jedna osoba
moze ustali¢, ktéry wylacznik odpowiada ktorej zaréwce?

Rozwiazanie na str. 3
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Sondowanie Marsa (12/1977)

Wtadnie mija sto lat od czasu, kiedy Giovanni
Schiaparelli oglosit $wiatu, ze zaobserwowal na
powierzchni Marsa dziwne kanaly. Wielu innych
astronoméw, miedzy innymi Amerykanin Percival
Lowell, potwierdzito te obserwacje. Powstalo wiele
hipotez wyjaéniajacych, co to sa te kanaly i do czego
stuza. Najbardziej atrakcyjne byto przypuszezenie,
ze kanaly sa ogromnym systemem nawadniajacym
(dtugosé niektérych kanatéw siegata 6000 km),
zbudowanym przez rozumne istoty zamieszkujace
Marsa. O Marsjanach napisano wiele powiesci
fantastyczno-naukowych, wyobrazajac ich sobie
czasami jako czltekopodobne istoty z sitkiem od
konewki zamiast nosa i antenami zamiast uszu.

Dokladniejsze badania, poczatkowo optyczne,
a ostatnio bardziej precyzyjne z sond kosmicznych,
catkowicie przekreslity mozliwosé istnienia Marsjan
i zredukowaly praktycznie do zera mozliwosé
wystepowania jakichkolwiek form zycia na Marsie.

Badania Marsa z sond kosmicznych rozpoczely sie

w 1965 roku, kiedy to Mariner 4 przekazal na Ziemie
22 obrazy powierzchni Marsa. Powierzchnia planety
widziana z bliska nie sprawiala wrazenia zamieszkate]
i przypominala raczej krajobraz ksiezycowy niz bujna
sawanne. Przez nastepne 7 lat dzicki amerykanskim
Marinerom i radzieckim Marsom zbadano doktadnie
szezegoly powierzchni Marsa. Wnioski, jakie stad
wyciagnieto, byly bardzo proste — po pierwsze nie
natrafiono ani na $lady kanatow, ani na slady zadnej
dziatalnosdci istot rozumnych czy tez na oznaki
istnienia roélinnoéci. Po drugie okazalo sie, ze warunki,
panujace na powierzchni, sa bardziej surowe niz
przypuszczano, a w szezegolnoscl marsjanskie cidnienie
atmosferyczne jest bardzo niskie i wynosi zaledwie
0,6% ciénienia atmosferycznego na powierzchni

Ziemi. Duze réznice temperatur (na réwniku — od
27°C w ciagu dnia do —70°C w nocy) oraz jedynie
slady tlenu w atmosferze planety nie sprzyjaja
rozwojowi zltozonych form zycia. Obserwacje te nie
wykluczaly jednak mozliwosci istnienia na Marsie
zycia w postaci bardzo prymitywne] — wirusow

lub bakterii. Problem ten mozna rozstrzygnad,
przeprowadzajac skomplikowana analize gruntu
marsjanskiego. O sprowadzeniu prébek gruntu
marsjanskiego na Ziemie na razie nie ma mowy.
Jedyna mozliwosé¢ uzyskania odpowiedzi na to
fascynujace pytanie — to przeprowadzenie tych analiz
na powierzchni Marsa.

20 lipca 1 3 wrzesnia 1976 roku sondy kosmiczne,
nazwane Wiking 11 2, tagodnie osiadly na powierzchni
Czerwone] Planety. Sondy te sa najbardziej zlozonymi
aparatami kosmicznymi, jakie dotychczas zbudowat
czlowiek. Posiadaja one na swoim pokladzie
miniaturowe laboratoria, ktére badaja biologiczna
aktywnodé prébek gruntu marsjanskiego. Oba Wikingi
przeprowadzily cztery testy. Pierwszy z nich polegal
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na umieszezeniu probki gruntu w wyjalowionej
komorze, ktéra nastepnie wypelniono naturalng
atmosfera Marsa, wzbogacona nieznacznym
dodatkiem dwutlenku wegla i tlenku wegla
znakowanych radioaktywnym izotopem *C oraz
okresowo niewielkimi ilogciami pary wodnej. Prébke
naswietlano lampa imitujaca promieniowanie

Stonca. Po 120 godzinach wypompowano gazy,

a probke podgrzano do wysokiej temperatury, aby
uwolnié wszelkie zwiazki organiczne, jakie sie mogly
wytworzyé. Mierzac iloéé zawartego w nich C,
mozna wyclagna¢ wnioski o tempie asymilacji wegla.
Asymilacja wegla jest jednym z gléwnych proceséw
zachodzacych w zywych, nawet bardzo prymitywnych
organizmach. W obu przypadkach otrzymano wynik
pozytywny, a znaczacy tym bardziej, ze prébki, ktére
przed poddaniem analizie sterylizowano, daly wynik
negatywny.

Nastepny test polegal na zbadaniu, czy w prébce
gruntu marsjanskiego, do ktérej dodano pozywke
znakowana radioizotopem '*C, nastepuje uwalnianie
gazoéw zawierajacych ten radioizotop. Ku ogdlnemu
zdziwieniu i ten test dal wynik pozytywny.

Trzeci test stuzyl do badania zmian sktadu atmosfery
znajdujace] sie nad probka gruntu zanurzona

w pozywce. Zaobserwowano wydzielanie sie¢ dwutlenku
wegla, tlenu i niewielkich iloSci azotu.

Ostatni test byl pomyslany jako préba stwierdzenia,
czy na Marsie istnialo kiedy$ zycie. Chodzilo
mianowicie o to, aby sprawdzié, czy prébki gruntu
zawieraja choéby najdrobniejsze Slady substancji
organicznych. Sadzac z wynikéw poprzednich trzech
testéw, mozna bylo przypuszczaé, ze i te badania
dadza wynik pozytywny, a tymeczasem bardzo subtelna
analiza nie wykazalta ani §ladu substancji organicznych
w probkach pobranych w poblizu obu sond. Jak zatem
nalezy wyjasni¢ wyniki pierwszych trzech testéw?
Znowu dalismy sie ztapaé¢ w kosmiczna putapke.
Wyniki testéw odnosiliémy do naszych ziemskich
warunkow, a przeciez powlerzchnia Marsa jest caly
czas naswietlana promieniami ultrafioletowymi,

ktére do powierzchni Ziemi nie docieraja, sa bowiem
niemal catkowicie pochtaniane przez atmosfere. Jak

sie okazuje, ma to istotne znaczenie. Przeprowadzono
bowiem w laboratorium test nad mieszanina tlenku
zelaza i tlenku krzemu — podstawowymi skltadnikami
gruntu marsjanskiego, ktére przez dluzszy czas byly
naswietlane promieniami ultrafioletowymi, i otrzymano
rezultaty takie same, jak testu przeprowadzonego
przez Wikingi.

Sceptycy moga ciagle jeszcze mied zastrzezenia

1 twierdzié¢, ze na Marsie istnieja prymitywne
mikroorganizmy, nie pozostawiajace po sobie prawie
zadnych organicznych sladéw, ale jest to hipoteza
bardzo mato prawdopodobna.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

W tym roku Nagrode Nobla z Fizyki odbiora

w Sztokholmie panowie Robert B. Laughlin, Horst

L. Stormer i Daniel C. Tsui za odkrycie nowej formy
kwantowej cieczy ze wzbudzeniami o utamkowym
tadunku, czyli za zaobserwowanie (H.L.S.1 D.C.T.) oraz
wytlumaczenie (R.B.L.) tzw. anomalnego (ulamkowego)
kwantowego zjawiska Halla.

Zacznijmy od korica, to znaczy od poczatku. W 1879 roku
Edwin H. Hall odkryl, ze jezeli plytke przewodnika
umiedcimy w poln magnetycznym skierowanym prostopadle
do kierunku przeptywu pradu, to na bokach przewodnika
(w kierunku prostopadlym zaréwno do pradu, jak i do pola
magnetycznego) wygenerowane zostanie napiecie, noszace
dzié jego nazwisko. Efekt zwiazany jest z odchylaniem
noénikéw pradu przez pole magnetyczne. Zamiast napiecia
Halla czesciej mdéwi sie o oporze Halla Ry zdefiniowanym
jako iloraz napigecia Halla i pradu plynacego wzdiuz
przewodnika. Zmierzenie tej wielkodci pozwala na
wyznaczenie koncentracji nosnikéw pradu N (na jednostke
powierzchni prostopadlej do pola magnetycznego) z prostej
zaleznodci

Ry = B/(Ne),
gdzie B jest indukcja pola magnetycznego, a e ladunkiem
elementarnym.

W koncu lat siedemdziesiatych okazalo sie, ze powyzsze
prawo przestaje obowiazywaé dla dwuwymiarowych warstw
przewodzacych, schtodzonych do temperatury bliskiej
zeru bezwzglednemu 1 umieszczonych w bardzo silnym
polu magnetycznym. Warstwy takie mozna otrzymac
na styku dwdéch polprzewodnikdéw. Zaleznosé oporu
Halla od natezenia pola magnetycznego okazala sie tylko
w przyblizeniu liniowa. W pewnych przedzialach wartoéci
natezenia pola B opdr Halla jest w kazdym z nich staly
1 doktadnie réwny

RH = (h'/rez):{ns
gdzie n = 1,2,3..., podczas gdy normalny opdr wzdluz
przewodnika jest réwny zeru. Efekt ten nazwano
kwantowym zjawiskiem Halla i w 1985 roku przyznano
jego odkrywcy, Klausowi von Klitzingowi, Nagrode Nobla
z Fizyki. Wyjaédnienie tego fenomenu na gruncie mechaniki
kwantowej jest stosunkowo proste. Podobnie jak w modeln
atomu wodoru Bohra skwantowany jest moment pedu
elektronu, tak dla ruchu elektronu w jednorodnym polu
magnetycznym skwantowany jest strumiefi natezenia
tego pola przypadajacy na orbite elektronu. Dla
dwuwymiarowego gazu elektronowego kolejnym orbitom
odpowiadaja kolejne dyskretne poziomy energetyczne,
zwane poziomami Landaua. Kwantowe zjawisko Halla
(znikanie normalnego oporu przewodnika) pojawia sie,
gdy warto$é natezenia pola magnetycznego zbliza sie
do wartosci odpowiadajacej calkowitemu zapelnienin
n pozioméw Landaua. Elektrony sa fermionami, tzn. zadne
dwa nie moga byé w tym samym stanie kwantowym.
Zapelniony poziom Landaua mozna sobie wyobrazié¢ jako
wypelniona sale kinowa. Opdr elektryczny znika, gdyz
elektrony nie maja sie gdzie rozpraszaé. Wolne krzesta sa
tylko na balkonie, a w chlodzie zera bezwzglednego nikt nie
ma wystarczajaco duzo energii, aby sie tam dostad.

W 1982 roku dwdch tegorocznych laureatéw zaobserwowalo
dodatkowe plateau na wykresie zaleznosci oporu Halla od
natezenia pola magnetycznego odpowiadajace n = 1/3,
czyli zapelnieniu pierwszego poziomu Landaua w jednej
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Ru(h/e?)

10

Pole magnetyczne w Teslach

Zaleznoéé oporu Halla Ry oraz swyklego oporu R od natezenia

pola magnetycznego dla dwuwymiarowego gazu elektronowego.
Diagonalna linia przerywana odpowiada klasycznemu przewidywaniu
Ry = B/(Ne). Kazdemu plateau Ry odpowiada minimum

zwyklego oporu R. Wartodé¢ parametru n, wyliczong ze wzoru

1/n = Ru/(h/e?), przedstawiono za pomoca liczb ze strzatkami.
Szezegdlnie znaczacy jest stan odpowiadajacy n = 1/3 (najbardzie)
na prawo), pierwszy zaobserwowany anomalny kwantowy efekt
Halla.

J.P. Eisenstein, H.L. Stérmer, Science 22/06/1990 str. 1511.

trzeciej. Gdyby trzymaé si¢ analogii z efektem odkrytym
przez Klitzinga, odpowiadaloby to obecnodci noénikéw
pradu o tadunku e/3. Odkrywcy anomalnego (utamkowego)
zjawiska Halla wyrazili przypuszczenie, ze wyjasnienie tego
catkowicie nieoczekiwanego odkrycia bedzie wymagalo
uwzglednienia kolektywnego zachowania sig elektrondw

w dwuwymiarowej warstwie.

Eleganckie i zaskakujace rozwigzanie podal w 1983 rokn
trzeci z laureatéw. Okazuje sig, ze elektrony-plaszczaki
umieszczone w bardzo silnym polu magnetycznym poirafia
zmusié sie nawzajem do polkniecia nieparzystej liczby
kwantéw strumienia pola magnetycznego, stajac sie nowym
rodzajem cieczy kwantowej, ktérej nadcieklosé wyjaénia
znikanie normalnego oporu magnetycznego. Natomiast
wzbudzenia tego szczegdlnego stanu materii rzeczywiscie
zachownuja sie jak pseudoczastki obdarzone utamkowym
tadunkiem elektrycznym.

Ich obecnoéé pozwala na wyjasnienie calej bogatej
struktury zaleinosci oporn Halla i normalnego oporu
elektrycznego od natezenia pola magnetycznego, ukazanych
na rysunku.

Moim zdaniem nie bez wplywu na przyznanie tegorocznej
Nagrody Nobla byto ogloszenie w zeszlym roku wynikdw
dwéch prac doswiadczalnych dowodzacych w prosty i nie
budzacy watpliwosci sposéb realnoéci tych psendoczastek
jako noénikéw pradu elektrycznego.

Kwantowe zjawisko Halla caly czas jest intensywnie badane
zaréwno od strony doéwiadczalnej, jak i teoretyczne;j.
Narzuca sie np. pytanie o istnienie analogii miedzy
pseudoczastkami Laughlina a kwarkami, innej niz tylko
utamkowy tadunek.

Piotr ZALEWSKI

http://www.nobel.se/announcement-98/physics98. html Szum
Schottky’ego pseudoczgstek Laughlina: Nature 11/09/1997 str. 119
wraz z referencjams



Nasza Galaktyke (i mnéstwo innych) otacza halo,
ktérego najlepiej widocznym skladnikiem s gromady
kuliste. Sa one obiektami bardzo starymi, o czym
éwiadczy bardzo niska w nich zawarto$c ciezkich
pierwiastkéw — w czasach, gdy gromady powstawaly,
ciezkich pierwiastkéw praktycznie jeszcze nie bylo.
Obraz ten jest tak ugruntowany, ze z trudem
przyjmujemy do wiadomosci nowe fakty obserwacyjne,
z ktérych wynika, ze gromady kuliste moga znajdowaé
si¢ w poblizu centréw galaktyk i ze moga to by¢
gromady mlode.

Teleskop Hubble’a stale odkrywa nowe zaskakujace
rzeczy. Niedawno dzieki niemu odkryta zostala
nieznana dotychczas struktura w galaktykach.
Mianowicie w dwoch spiralnych galaktykach
przegrodzonych, NGC 1097 i NGC 6951, wykryto
waski 1 stosunkowo niewielki (o promieniu rzedu
kiloparseka) otaczajacy jadro pierscien, w ktérym
intensywnie powstaja gwiazdy.

przeczka) — galaktyka spiralna, ktére)

zeniu elipsoida tr

siowa (zbudowana
k6l najmniejszej osi

Dowodem na to jest silne $wiecenie piericienia

w czerwone] linii wodoru, co zazwycza] zachodzi, gdy
nowo powstale gorace gwiazdy jonizuja otaczajacy je
miedzygwiazdowy woddér. W galaktykach tych dzieje
sie nawet wiecej, oba te piericienie sktadaja sie ze
swiecacych zgeszczen, ktdre jasnodcia 1 rozmiarami
odpowiadaja gromadom kulistym. Mlode gromady
kuliste wykryto tez w uktadach zderzajacych sie
galaktyk. To akurat nie jest zaskoczeniem, gdyz mlode
gwiazdy zawsze powstaja tam, gdzie osrodek

Grudzien

W grudniowe wieczory od zachodu przez zenit do
wschodu przebiega Droga Mleczna, sa wiec najlepsze
warunki do jej obserwowania (co prawda, dopiero
poza miastem mozna ja zobaczyé w calej okazalosci).
Przy jej poludniowym brzegu, wysoko i lekko ku
zachodowi, znajduje sie Wielka Mglawica Andromedy,
czyli najblizsza ,obca” galaktyka (odlegla o 700 kpe).
Widaé ja gotym okiem. Lornetka ukazuje ja jako
wyrazna, jasng, owalng plame, jest jednak przyrzadem
zbyt malym, by umozliwié¢ dostrzezenie w tej galaktyce
jakiejkolwiek struktury. W samej Drodze Mleczne]
réwniez bez pomocy zadnych przyrzadéw widaé przy
granicy Perseusza i Kasjopei dwie male §wietlne
plamki. To dwie gromady otwarte, h 1 x Perseusza
(albo NGC 869 i 884, odlegle 0 2,21 2,3 kpc) i na nie
lornetke warto skierowa¢. Widok mrowia gwiazd w tej
okolicy nieba jest wspanialy.

Gwiazda dajaca sygnal do rozpoczecia wigilijnej
kolacji moze byé Jowisz. Jest on teraz wieczorem
najjaéniejsza ,gwiazda” na niebie. Ale nie towarzyszy
mu zadna inna planeta — w przeciwienstwie do sytuacji
sprzed 2000 lat. Wtedy w latach od 7 r. p.n.e. do
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miedzygwiazdowy zostaje gwaltownie zgeszczony

1 moze sie dalej kondensowac. Dlaczego jednak

w ,normalnych” galaktykach przegrodzonych zostaje
zgeszezony akurat pierscien materii?

Na to pytanie by¢ moze odpowie zwykla w zasadzie
mechanika. Od dawna oczekiwano, ze w przegrodach
galaktyk zachodzi przeplyw materii ku centrum.
Zarazem w kazdej galaktyce spiralnej sa dwa miejsca
(okregi o konkretnym promieniu), gdzie obiegajaca
centrum gwiazda napotykataby ramiona spiralne
z czestoscia réwna czestosci zmian odleglosci od
centrum galaktyki, jakich doznawalaby, gdyby obiegala
centrum bez przeszkéd. Bowiem gwiazdy obiegaja
galaktyke inaczej, niz robia to ramiona: blizej centrum
gwiazdy doganiaja ramiona, a daleko sa przez nie
doganiane, a gdyby nawet ramion nie bylo, to tor
gwiazdy na ogél bylby jakas pofalowana linia wcale nie
przypominajaca elipsy, bo caly dysk galaktyki dziala
na gwiazdy bynajmniej nie jak ,punktowe” Slorce
na planety. Te okregi, gdzie wspomniane czestoSci sa
jednakowe, to tzw. rezonanse Lindblada. Np. w naszej
Galaktyce znajduja sie one w odleglosciach 3,2 kpe
(wewnetrzny) 1 21 kpe (zewnetrzny) od centrum.
Materia miedzygwiazdowa spltywajac w poprzeczce
ku srodkowi galaktyki, zostaje zapewne przy
wewnetrznym rezonansie Lindblada wyhamowana
i zgeszczona, stad wlasnie gwaltowne powstawanie tam
gwiazd. Co prawda, szczegdly tego mechanizmu nie
sa do korica poznane, pozostaje tez zagadka, skad ma
sie bra¢ tyle materii pltynacej ku srodkowi galaktyki.
Na szczescie teleskop Hubble’a dziata i bedzie jeszcze
dhugo pracowal, wiec poczekajmy.

Tomasz KWAST

poczatku nowej ery Jowisz kilkakrotnie zblizal sie
bardzo do Saturna, Marsa i Wenus (w 7 r. p.n.e.
trzykrotnie do Saturna), a w 6 r. p.n.e. w takim
zblizeniu wzielty udzial trzy planety: Jowisz, Saturn

1 Mars. Przypuszcza sie, ze tego rodzaju zjawiska byly
brane za Gwiazde Betlejemska. W tym miesigeu Jowisz
nadal jest przy granicy Wodnika i Ryb i wieczorem
widaé¢ go w poludniowo-zachodniej stronie nieba.
Wenus jest niewidoczna — zbyt blisko Slonica, Mars

w Pannie 1 wschodzi w drugiej potowie nocy, a Saturn
na granicy Ryb i Barana i w grudniowy wieczor
widaé¢ go do$é¢ wysoko w kierunku poludniowym jako
czerwonawo, spokojnie §wiecaca gwiazdke. Mozna
prébowaé nad ranem znalezé Merkurego; 20 XII
znajdzie sie o 22° od Slonca.

22 grudnia zaczyna sie astronomiczna zima i dni staja
sie juz coraz dluzsze. Pelnia Ksiezyca wypada 3 XII,

a néw 19 XII. Ksiezyc mocno zblizy sie do Aldebarana
3 XII, Regulusa 9 XII, Jowisza 25 XII 1 znowu do
Aldebarana 30 XII i wtedy go zakryje, co bedzie

z Polski widoczne — zjawisko nastapi w poblizu pdlnocy

30/31 grudnia.
/31 grudnia TK



‘ 12/98 (12)

lemating

#s— 00

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (10')

50 T
Wyjasnienie oszustwa (10): Niech T'= 5 [_;“l] Nietrudno
n=1
wykazaé, ze wtedy T = 4.
Poniewas zaé v/88 = 1,7500898.. .., to [In] = [V/88n]
dla matych wartosci n. Méwiac dokladniej, w sumie
S_T= 2 [ ¥BEn]—[In]

2

pierwszy niezerowy skladnik
n=1
wystepuje dla n = 2785.

Dokladne obliczenia pokazuja, ze
S =2,93333...33333333789885911304 .. .,

gdzie cyfra 7 pojawia si¢ na 839-tym miejscu po przecinku.

Liczba S jest zatem troche wigksza od %£.
¥ JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (11)

Wyjasénienie oszustwa (11): Obydwie metody calkowania
sa poprawne, a uzyskane wyniki réznia si¢ o stala s%ln 4,
ktéra jest 1 tak pochlonigta przez stala calkowania.

JWR

PRAWIE ZAWSZE (3)

TWIERDZENIE: Niech (a,) bedzie ciagiem okreslonym
nastepujaco:

@1 = az = 1 oraz an42 = dn41 + 10a, dla n > 1.
Poczatkowymi wyrazami ciagu sa wiec 1, 1, 11, 21,

131, 341, 1651, 5061, 21571, 72181, 287891,..., a kazdy
kolejny wyraz powstaje przez pisemne dodanie dwdch
poprzednich wyrazéw, tylko troche niedbale zapisanych, bo
przesunietych o jedno miejsce dziesietne wzgledem siebie:

10 X aio — 72181
“+ a1l = 287891
12 = ]009701

Wtedy dla prawie dowolnej liczby pierwszej p zachodzi
podzielnos¢ playz_;.

Prawie dowolna liczba pierwsza to w tym twierdzeniu
liczba pierwsza rézna od 2, 51 41.

Dowdd: Kazdy wyraz ciagu (a,) przy dzieleniu przez 10
daje reszte 1, wiec teza rzeczywiscie jest falszywa dla p =2
ip=>5.

Moina wykazaé, ze

an = 5;_—1‘7;;: ((1 +/40" - (1 - \/‘E]“) Niech p bedzie
liczba pierwsza rézna od 2 1 5. Mozna wykazaé, ze jesli m,
jest taka najmniejsza liczba calkowita dodatnia, ze plam,,
to pla, wtedy i tylko wtedy, gdy mp|n. Bezposrednio
obliczamy, ze m41 = 41, zatem 41|a, wtedy i tylko wtedy,
gdy 41|n. Stad jasno wynika, ze teza jest falszywa réwniez
dla p = 41.

Niech teraz p # 41. Mozliwa jest jedna z dwéch sytuacji:
4155 =1 (mod p) lub 41%F = —1 (mod p),

bo pl41P~! — 1 = (41’%‘ - 1) (41"’3—l ¥ 1) - male
twierdzenie Fermata.

Pierwszy przypadek ma miejsce, gdy p dzieli sie przez 41
z reszta 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33,
36, 37, 39 lub 40.

Witedy (1+ VA1)P~! = Q;r_ﬁgi = VA=l 4 VA1) =

= A=l(p 4 /3TP) = AL (1 4 AT 4157 ) =

= ¥41=1(1 +4/41) = 1 (mod p), gdzie kongruencje wéréd
liczb postaci a + b/41 nalezy rozumieé nastepujaco:

a + bv/41 = ¢ + dv/41 (mod p) wtedy i tylko wtedy,

gdy ¢ —a i d — b sa podzielne przez p. Nie nalezy

sie tez martwié liczbami wzglednie pierwszymi z p
pojawiajacymi sie w mianowniku (zob. Prawie Zawsze (2)
w I-limatiasie (10)).

Podobnie (1 —v/41)"~! = 1 (mod p).
Stad ap—1 =0 (mod p), co daje playz_;.

Drugi przypadek ma miejsce, gdy p dzieli si¢ przez 41
z reszta 3, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 27,
28, 29, 30, 34, 35 lub 38.

Wiedy (14 VA1)P*H = (1+ VAP (1 +V41) =
= (17 + VAT?)(1 +VAT) = (1 + VAT -41°5)(1 + VAT =
= (1 — V41)(1 4+ V41) = —40 = 1 (mod p).

Podobnie (1 —+/41)P*' =1 (mod p), skad plap41, co daje
piﬁp:!_l i

Widzimy wiec, ze dla p réznego od 2, 51 41 liczba ap41
dzieli si¢ przez p, przy czym znak + zalezy od tego, czy

41 jest reszta czy niereszta kwadratowa modulo p. Tym
samym my musi by¢ dzielnikiem liczby p £ 1. Liczby m,
dla poczatkowych liczb pierwszych p podane sa w ponizszej
tabelce:

p |pxl |mp p |pxl |my p |ptl |mp
3 4 4 101 102 34 227 | 228 | 228
7 8 4 103 102 51 229 | 230 230

11 12 3 107 106 106 233 234 18

13 14 7 109 110 110 239 240 | 240

17 18 18 113 112 16 241 240 B

19 20 10 127 126 7 251 250 125

23 22 11 131 130 5 257 | 258 86

29 30 10 137 138 138 263 | 264 132

31 30 6 139 138 23 269 | 268 268

37 36 9 149 150 150 271 270 90

41 - 41 151 152 152 277 276 138

43 42 14 157 158 79 281 282 141

47 48 12 163 162 162 283 282 282

53 54 9 167 168 84 293 294 21

59 58 29 173 172 43 307 | 306 102

61 60 60 179 180 45 311 312 312

67 68 68 181 182 182 313 | 314 314

71 72 72 191 192 192 317 | 318 159

73 72 72 193 194 194 331 332 166

79 20 80 197 196 14 337 | 336 16

83 82 82 199 200 200 347 | 348 116

89 90 45 211 212 53 349 | 348 116

97 98 98 223 222 111 353 | 3s2 32
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Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowac¢ pod adresem:
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