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Maria Sklodowska jako studentka
Sorbony.

Polon byl pierwszy
Adam SOBICZEWSKI

1. Wstep

Zjawisko promieniotwdrczodci zostalo zaobserwowane przez Becquerela

w 1896 r. Dopiero pézniej zrozumiano, na czym to zjawisko polega, czym

jest to ,promieniowanie”. Materialem, ktéry je wysytal, byly zwiazki uranu.
Szybko jednak wyjaénilo sie, ze promieniotwdrczo$é jest cecha pierwiastka, a nie
zwiazku chemicznego, w jakim on wystepuje. Jej natezenie zalezy wytacznie

od iloéci (liczby atoméw) tego pierwiastka wystepujacego w badanym zwiazku,
a nie od rodzaju zwiazku. Zbadanie przez Marie Sktodowska-Curie wszystkich
znanych wéwczas pierwiastkow pokazalo, ze oprécz uranu tylko jeszcze tor jest
promieniotwérczy.

Pierwszym nowym pierwiastkiem promieniotwérezym, ktéry zostal odkryty (i to
whasnie dzieki whasnosci wysyltania tego — nowego wéwczas — promieniowania),
byl polon. Odkryli go Maria Sklodowska-Curie i jej maz Piotr w roku 1898,

tj. dokladnie 100 lat temu. Oglosili to w lipcu 1898 r., a juz w grudniu

tego samego roku mogli zakomunikowaé o odkryciu nastepnego pierwiastka
promieniotwérezego: radu (przedruk artykulu Marii Sktodowskiej-Curie

o odkryciu polonu, jak réwniez inne materialy zwiazane z tym wydarzeniem

1 z osoba uczonej, moze znalezé Czytelnik w zeszycie 2/1998 Postepow Fizyki,
po$wigconym rocznicy tego wydarzenia).

Obecnie wiemy, ze zaobserwowane przez Becquerela promieniowanie to

czastki « (tj. jadra helu, ztozone z dwéch protonéw i dwéch neutronéw)

1 promieniowanie [ (elektrony dodatnie lub ujemne). Towarzyszy im

z reguly promieniowanie elektromagnetyczne o stosunkowo duzej energii
(promieniowanie ). Byli to wiec pierwsi zaobserwowani ,wystannicy” jadra
atomowego. Badanie ich bylo zatem poczatkiem procesu poznawania jadra, tego
bardzo waznego sktadnika atomu.

Dzisiaj znamy wiele pierwiastkéw promieniotwérezych i im checemy ten artykut
poswieci¢. Kilka z nich wystepuje w sposéb naturalny w przyrodzie. Reszta
(wigkszoéc) zostala wytworzona przez czlowieka na drodze reakeji jadrowych.
Ten proces syntezy nowych pierwiastkow wciaz jeszcze trwa.

2. Pierwiastki promieniotwoércze

Znamy obecnie 31 pierwiastkéw promieniotwdrezych. Jest to duzo, wiecej

niz 1/4 wszystkich pierwiastkdw, z czego nie zawsze zdajemy sobie sprawe.

W podanej na tylnej okladce tego numeru Delty okresowej tablicy pierwiastkdéw
(zaczerpnietej z Postepow Techniki Jgdrowej, tom 40, zeszyt 4, 1997 r.)
zaznaczono je kolorami. Ze wzgledu na sposéb powstania tych pierwiastkéw
wyroznione sg trzy ich kategorie: pierwiastki promieniotworcze pierwotne,
wtérne 1 wytworzone przez czlowieka. Oméwimy je oddzielnie.

2.1. Pierwotne pierwiastki promieniotwodrcze

Sa to tor i1 uran (kolor zielony w tablicy pierwiastkéw na okladce), ktérych
czas polowicznego zaniku jest tak dlugi (poréwnywalny z wiekiem Ziemi),

ze przetrwaly na Ziemi od czasu ich wytworzenia w procesach astrofizycznych.

2.2. Wtérne pierwiastki promieniotwoércze

Wtdrne pierwiastki promieniotworeze (kolor niebieski) powstaja z rozpadu
powyzszych dwdch pierwiastkéw pierwotnych: toru i uranu. Sa one uczestnikami
procesu dynamicznego: powstaja przez rozpad pierwiastkéw pierwotnych i same
po pewnym czasie rozpadaja sie na pierwiastki lzejsze. Gdyby na Ziemi nie

byto wolnorozpadajacych sie pierwiastkéw pierwotnych, nie byloby tez na niej

1 pierwiastkow wtornych, pochodnych. Jest ich siedem. Izotopy ich stanowia
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Rozwigzanie zadania F 487.
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rodziny (szeregi) promieniotwdrcze wypelniajace przerwe pomiedzy torem

i uranem, a najciezszymi pierwiastkami trwatymi (tj. majacymi trwale izotopy):
olowiem i bizmutem. Do wiérnych pierwiastkéw promieniotwdérezych naleza
m.in. polon i rad, odkryte przez Marie i Piotra Curie.

2.3. Pierwiastki wytworzone przez czlowieka

Wszystkie pierwiastki wytworzone dotychczas przez cztowieka (kolor czerwony)
sg nietrwale (promieniotwércze). Jest ich 22. Dwa z nich: technet (Te¢, Z = 43)
i promet (Pm, Z = 61), gdzie Z jest liczba atomowa i jednocze$nie numerem
pierwiastka w tablicy okresowej, maja w tablicy pierwiastkéw miejsce okolo
érodka tablicy, wystepuja wiec pomiedzy pierwiastkami trwalymi. Reszta to
pierwiastki transuranowe, wystepujace za uranem (Z > 92) i stanowiace zatem
gérna (wg liczby atomowe]j Z) jej czesé.

Technet otrzymany zostal w 1937 r., a promet w roku 1945. Najtrwalszym
izotopem technetu jest 9“Tc (czas jego potowicznego zaniku T172 wynosi 2,6 mln
lat), a prometu — **Pm (T}/5 = 17,7 lat).

Préby wytwarzania (syntezy jadrowej) pierwiastkéw transuranowych podjete
zostaly juz w 1934 r. przez Enrica Fermiego w Rzymie. Wkrétce potem
podjeli je takze Irena Curie w Paryzu i Otto Hahn w Berlinie. Polegaly one
na nadwietlaniu uranu neutronami pochodzacymi ze 7rédet naturalnych. Na
przyklad, male Zzrédlo berylowo-radonowe potrafito dostarczyé strumienia
okolo miliona neutronéw na sekunde. W wyniku takich naswietlan Fermi

ze wspolpracownikami obserwowal promieniowanie, ktére przypisywal nowo
utworzonym pierwiastkom transuranowym. Jednak badania chemiczne

O. Hahna i F. Strassmana pokazaly w 1938 r., ze bylo to promieniowanie
radioaktywnych izotopéw pierwiastkéw juz znanych, okolo dwa razy lzejszych
od uranu. Stwierdzenie to stanowilo odkrycie zjawiska rozszczepienia jadrowego,
wywolanego naéwietlaniem uranu przez neutrony. Przypomnijmy bowiem,

ze rozszczepienie stanowi podzial jadra na dwie poréwnywalne co do wielkoéci
czesei (fragmenty). Rozszczepienie odkryte wiec zostalo przypadkiem, przy
probach syntezy pierwiastkéw transuranowych.

Pierwszej udanej préby syntezy pierwiastka transuranowego dokonali McMillan
1 Abelson w 1940 r. w Berkeley (USA). Wytworzyli oni neptun (Np, Z = 93) na

drodze reakcji
238 239 B~ 239
() n+ “95U146 — “53U147 — “33Np14s.

Zapis ten oznacza, ze jadro 238U naéwietlone neutronami n przylacza jeden

z nich, dajac jadro ?3°U. To nietrwale jadro przechodzi po pewnym czasie

w jadro ?3*Np poprzez rozpad 8~ (tzn. emisje elektronu i antyneutrina).
Przypomnijmy tu jeszcze, ze zapis 4 Xz oznacza jadro o liczbie protonéw Z,
liczbie nukleonéw A i symbolu chemicznym X.

W przeprowadzeniu reakeji () istotne bylo posiadanie cyklotronu, zbudowanego
w Berkeley przez E.O. Lawrence’a w 1933 r. Uzyty bowiem strumien neutronéw
nie pochodzil juz ze Zrédet naturalnych, jak u Fermiego w Rzymie, lecz

z reakcji jadrowej wywolanej naswietlaniem tarczy berylowej przyspieszonymi

w cyklotronie deuteronami.

Takze przez naswietlanie neutronami otrzymany zostal na przelomie lat 1944 /45
ameryk (Am, Z = 95). W tym przypadku jednak neutrony nie pochodzity

z cyklotronu, lecz z pierwszego reaktora jadrowego, uruchomionego przez
Fermiego w Uniwersytecie w Chicago w grudniu 1942 r.

Jeszcze inne Zrédlo neutronéw wykorzystane bylo w procesie, w ktérym
dokonano pierwszej syntezy einsteinu (Es, Z = 99) i fermu (Fm, Z = 100). Tutaj
neutrony pochodzily z reakeji termojadrowej, jaka zaszta w pierwszym wybuchu
termojadrowym ,Mike”, przeprowadzonym na Pacyfiku w listopadzie 1952 r.
Zawarty w bombie termojadrowej izotop uranu ??®U naswietlony zostal przez
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bardzo krétki czas (rzedu kilku nanosekund) ogromna dawka (rzedu 1024)
neutronéw. Fakt, ze wéréd produktow naswietlenia wykryto takie jadra,

jak 253Es i 255Fm, éwiadczy o tym, ze jadro 238U wychwycito 15, a nawet

17 neutronéw, zanim doznalo pierwszego rozpadu 3. Musialy wiec powstaé tak
bogate w neutrony izotopy uranu, jak 253U i 255U, ktére dopiero po siedmio-

i oémiokrotnym rozpadzie 3~ przeszty odpowiednio w jadra ?°®Es i 2°°Fm,
lezace juz na Sciezce trwalosei f.

/' Oprécez neutronéw do syntezy pierwiastkow transuranowych stosowano takze
lekkie czastki (jadra) naladowane. Na przyktad kiur (Cm, Z = 96), berkel

(Bk, Z = 97), kaliforn (Cf, Z = 98) i mendelew (Md, Z = 101) otrzymane zostaly
przez naswietlanie odpowiednich tarcz czastkami o.

Mendelew byl jednak ostatnim pierwiastkiem, ktory otrzymano przez
naéwietlanie tak lekkimi jadrami, jak czastka «. Do otrzymania ciezszych
pierwiastkéw potrzebne juz bylo uzycie ciezszych pociskéw. Powodem jest brak
odpowiednio cigzkich tarcz. Tak wiec np. nobel (No, Z = 102) otrzymano,

naéwietlajac uran 235U jadrami neonu 73Ne, a pierwiastek 112 — nadwietlajac

oléw 235Pb jadrami cynku 23Zn.

Staraliémy si¢ tu zilustrowaé, w jak réznych procesach (od stosunkowo

prostych reakcji jadrowych do wybuchéw termojadrowych) i za pomoca

jak réznych urzadzen (akcelerator czastek naladowanych, reaktor jadrowy,
bomba termojadrowa) syntetyzowane byly pierwiastki transuranowe. Wiecej
szczegoldw na ten temat moze znalezé Czytelnik np. w artykule A. Hrynkiewicza
i A. Sobiczewskiego: ,,Odkrycia najciezszych pierwiastkéw”, Postepy Fizyki, 45,

i 111 (1994).

Rozwigzanie zadania F 488. Prawdopodobienstwo polaczenia siec w jedna calo§é dwéch zderzajacych sie
bl s ; jader bardzo szybko maleje ze wzrostem tadunkéw i mas tych jader. Stad
eksperyment, w ktérym syntetyzowane sa najciezsze pierwiastki, trwa kilka
tygodni lub nawet kilka miesiecy, a wynikiem jego jest wytworzenie co najwyze)
o Yl sl i . jednego lub kilku atoméw nowego pierwiastka. Jesli wzia¢ dodatkowo pod
F 487). Za stala natomiast mozemy uwage, ze atomy te rozpadaja sie po kilku sekundach lub nawet drobnych
ZY)3c "I"{?“‘ B s " czesciach sekundy, to staje sie jasne, ze nie dysponowaliémy nigdy dotad
cwnanie 7 jednoczeénie wiecej niz jednym atomem takiego pierwiastka. Badanie ich jest
Na(t) _ No _ Na(t) wiec badaniem pojedynczych atomoéw. Juz to jednak wystarczylto, bySmy poznali
dt To ) kilka podstawowych ich wtasnosci fizycznych, a nawet chemicznych. Nie sa to
jednak wtasnosci makroskopowe, ale jadrowe 1 atomowe.

Gbki mozZna ocenié,

Ina koncent

I. Ponice

poréwnywalny

wiec stan ré

powstaj:

ktdrego rozwiazanie zgadujemy w
. ; b :
Na(t) = a(l — e~ ¥} W

aczamy, wstawl

Bl YRy Opis wspélczesnego eksperymentu, w ktérym syntetyzuje sie najciezsze
zaleznodé stosunku Na/Ng od czasu pierwiastki, moze znalez¢ zainteresowany tym Czytelnik w artykule
Nofi) o Thepg o~ t/73y P. Armbrustera, S. Hofmanna i A. Sobiczewskiego: ,Synteza pierwiastkéw 110
ol m.'__.i:'['_:'n_ of ¥ < u i 1117, Postepy Fizyki, 46, 431 (1995). Pewne aspekty takiego eksperymentu
= byly omawiane takze przez R. Smolaniczuka w artykule ,Gdzie koriczy sie tablica

%3 A Mendelejewa?”, Delta 3/1998.
0

lo powyzego r

T3 3. Mozliwoéci syntezy dalszych pierwiastkow

To

Jak wspomnieliSmy powyzej, eksperymenty nad synteza najciezszych

pierwiastkéw sa przedsiewzieciami duzymi, trudnymi, dlugotrwalymi

1 kosztownymi. Pozwolié sobie na nie moga tylko niektére duze laboratoria.

Obecnie sa to gtéwnie: Instytut Ciezkich Jonéw w Darmstadcie (Niemcy)

1 miedzynarodowy Zjednoczony Instytut Badan Jadrowych w Dubnej
50100 150 200 250 kolo Moskwy, ktérego czlonkiem jest takze Polska.

b{tyi lat) W Darmstadcie, gdzie w 1996 r. otrzymany zostal najciezszy spoéréd znanych
Widaé, ze pomiar stosunku N3 /No dotychezas pierwiastkéw (o liczbie atomowej Z = 112), trwaja prace nad
; : > wieku probki, synteza pierwiastka o Z = 113. W Dubnej zas trwaja przygotowania do syntezy
Jest to tzw. metoda uranowo-torowa A 5 F} . . .
RS/ M SO S ——r 1 pierwiastka o Z = 114. Czy préby tych syntez powioda sie za pierwszym razem,
wieku skal osadowych czy tez na pozytywny ich wynik trzeba bedzie dlugo czekaé — pokaze czas.

pozwala na wyznac
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Piekne brzydkie zadanie
Marcin E. KUCZMA

Pickne? — sprawa gustu. Brzydkie? — sprawa interpretacji. Ale po kolei. Chodzi
o zadanie széste z XXXVIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
(Argentyna, lipiec 1997). Otéz i jego tresé:

Dla liczby catkowitej dodainiej n niech f(n) oznacza liczbe sposobow
przedstawienia n w postact sumy poteg liczby 2 o wyktadnikach catkowitych
nieujemnych. Nie rozrézniamy takich przedstawien, kiore rozniq sig jedynie
porzqdkiem sktadnikéw. Na przyktad f(4) =4, gdyz liczbe 4 mozna
przedstawié na cztery sposoby: 4; 2+42; 2+41+1; 14+1+14+1. Udowodnié, ze
on°/4 < f(27) < 27°/2 dla kazdej liczby catkowitej n > 3.

Aby mieé jakikolwiek poglad na urode zadania, trzeba je najpierw samemu
rozwiazaé lub przynajmniej poznaé rozwiazanie. A metod ataku jest tu

sporo. Oto szkicowe przedstawienie kilku z nich; zadne rozwiazanie nie jest
jednak podane w calosci — zajeloby to sporo miejsca i odebrato Czytelnikom
przyjemnoéé samodzielnego zmierzenia si¢ z problemem. Kazde z omawianych
rozwiazai ma postaé sekwencji kilku matych zadanek; ale nawet rozwiazywanie
tych ,zadanek” moze daé sporo satysfakcji. Badzmy uczciwi: niektére

z ,zadanek” to calkiem pelnowymiarowe zadania. ..

Teza jest koniunkeja dwéch nieréwnosci; s tu wiec, de facto, dwa zadania:
oszacowanie gérne i dolne. Gérne atwiej udowodnic i dlatego zostanie

w dalszym oméwieniu pominiete. Czytelnik moze to potraktowaé jako jedno
z owych ,malych zadanek”; dowdd nietrudno uzyskaé, korzystajac ze wzoréw
z rozwiazania 1 lub z uwagi, od ktérej zaczyna si¢ rozwigzanie 4.

Trudnoéé zadania kryje sie w oszacowaniu dolnym: f(27) > on’/4 (shusznym
zreszty dla wszystkich wykladnikéw catkowitych n > 1) — i tylko do tej
nieréwnoséci ograniczymy uwage w szkicowanych rozwigzaniach. Zatem do dzieta.

Rozwigzanie 1. Udowodnij zalezno$¢ rekurencyjna
(1) FRE+1)=f(2k)= f(2k - 1)+ f(k) dla k=1,2,3,....
Wyprowad? z niej wzér

fen=FfM+fr—-D+...+f2)+f1)+1;
wywnioskuj, ze f(4r) = h(r) 4+ ...+ k(1) + 1, gdzie k(i) = f(r +4) + f(r — i+ 1).
Wykaz, ze h(r) > ... > h(1), 1 w konsekwencji f(4r) > 2r f(r). Korzystajac z tej
wlasnoéci, udowodnij nieréwnoéé f(2") > 2°°/* przez indukcje.

Rozwigzanie 2. Na podstawie wzoru z pierwszego rozwiazania pokaz, ze

F(8r) > rf(3r) oraz f(6r) > rf(2r). Zestawiajac te dwa fakty, wywnioskuj, ze

f(167) > 2¢? f(2r) i sprébuj udowodni¢ nieréwnosé f(2") > 97*/% przez indukcje. Okaze
sie, ze przejécie indukeyjne (od n do n+3) wymaga zalozenia, ze n > 7. Pomysl, jak
uzasadnié teze dla n < 9.

Rozwiazanie 3. Niech o(r) = 20°827°/4_ Teza zadania brzmi: f(r) > ¢(r) dla
liczb postaci r = 2". Otéz nieréwnoéé ta zachodzi dla kazdej liczby calkowitej r > 4,
niekoniecznie bedacej calkowita potega dwdjki. Przeprowad? dowdd indukcyjny:
przypadki r = 4,5,6,7 trzeba sprawdzi¢ bezposrednio. Zakladajac, ze teza zachodzi
dla liczb naturalnych mniejszych od ustalonej liczby parzystej v > 8, udowodnisz

jej stusznoéé dla r oraz r+1, zestawiajac wzér rekurencyjny (1) z nieréwnoscia

(2k + 1) < p(2k — 1) + (k) (dla k =4,5,6,... ); ta ostatnia nieréwno$¢ nie jest
jednak wcale oczywista. Do jej dowodu uzyj metod analizy matematycznej: zamiast
argumentu calkowitego k trzeba rozwazaé¢ zmienna rzeczywista « i prowadzi¢ wymyglne
przeksztalcenia, wykorzystujac wypukloéé funkcji z +— 2% oraz znana nieréwnosé
In(1 + t) < t. Miejscami moze si¢ przydaé rachunek pochodnych. Kawal ciekawej
roboty.

Rozwiazanie 4. Zauwaz, ze f(2") jest liczba ciagéw x = (z1,...,%n) 0 wyrazach
calkowitych z; > 0, spelniajacych nieréwnosé

(2) 221 + 2222+ ... + 22, £ 27
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niech X, bedzie zbiorem wszystkich takich ciagéw. Dla dowolnego ciagu x € X, oraz
dla dowolnej pary liczb catkowitych a,b > 0, spelniajacych warunek a + 2b < 2"+1,
przyjmij z = (z1,..., zn43) = (@, 2z1+co, 2T2+c1, ..., 28p+Cn-1, Cn, 0), gdzie
€o,...,Cn sg cyframi zapisu dwéjkowego liczby b (b= Z 2"6,'). Wykaz, e 2 € Xnya
oraz ze przyporzadkowanie (a,b,x) — 2 jest réznowartoéciowe. Wywnioskuj, ze
£(2"*?) > (2" + 1) f(2") i przeprowad? indukcyjny dowéd tezy f(2") > gn’ it
Przejscie indukcyjne (od n do n+3) bedzie wymagalo zalozenia, ze n > 5. Pomyél, jak
uzasadnic¢ teze dla n < 7.

Rozwiazanie 5. Niech Wy, bedzie zbiorem tych ciagéw x = (21,...,%,) o wyrazach
calkowitych nieujemnych, ktére spetniaja nieréwnodei 2'z; < 2"/ndlai=1,...,n.
Ile masz mozliwych wartosci z; dla ustalonego ¢ 7 Poniewaz W, C X, (warunek (2)),
dostaniesz nieréwnosé

(3) £(2") > (liczba elementéw zbioru Wy) > n~"2™"=1)/2

Ta ostatnia liczba jest wieksza od o’ It gdy n > 19. A jak sobie poradzié
z mniejszymi n 7

Rozwigzanie 6. Teraz litery z; oznaczaja zmienne rzeczywiste. Dla dowolnych liczb
dodatnich ai,..., an oraz ¢ zbidr

A={(z1,...,20) ER™ z; >0, @121+ ...+ anzn <c}
Jjest n-wymiarowym sympleksem, a jego n-wymiarowa objeto$é jest réwna ¢"/(p - n!),
gdzie p = a1 -...- an (to dla Czytelnikéw oswojonych z geometriag wielowymiarowa).
Udowodnij, ze liczba punktéw o wspélrzednych catkowitych, lezacych w tym
sympleksie, nie jest mniejsza niz jego objgto$é. Gdy a; = 2' oraz ¢ = 2", wéwczas liczba
ta jest réwna f(2"); por. warunek (2). Stad
(4) f(2™) > 2" D12

5 2 % 5
I znéw: uzyskana liczba jest wicksza od 2™ /4, ale dopiero, gdy n > 12. Konieczne
jeszcze jakies uzasadnienie dla mniejszych n.

Rozwiagzanie 7. Dla n,k = 0,1,2, ... niech F(n, k) bedzie liczba ciagéw
(z1,...,2zn) o wyrazach calkowitych z; > 0, spelniajacych nieréwnoéé
221 + 2°z2 + ... + 2"z, < k-27. Tak wigc F(n,1) = f(2") (warunek (2)). Wyprowad#
wzor rekurencjny

F(n,k) = F(n—1,0) + F(n—1, 2) + F(n—1, 4) + F(n—1, 6) + ... + F(n—1, 2k);
F(0,k) = F(n,0) = 1. Udowodnij, ze F(n,k) > 2""~D/2k" /n! dla n, k > 0 (indukcja
wzgledem n). Dla k =1 daje to nieréwno$é (4), z prawa strona wigksza od 2"’/ dla
n > 12. Tezg dla mniejszych n mozna dosta¢ z uzyskanej przed chwila rekurencji.

Siedem rozwiazan. A to jeszcze nie koniec. Mozna uzy¢ funkeji tworzacych;
metoda ta, jako mniej elementarna, zostala tu pominieta. Mozna ubraé
niektdre z powyzszych rozwiazan w ,sukienke kombinatoryczna”; mozliwe

sa przerdzne odmiany i wariacje wszystkich pokazanych sposobéw. Warto
zauwazy¢, ze metody rozwiazan naleza do réznorodnych dzialéw matematyki:
do kombinatoryki, teorii liczb, algebry, analizy, nawet geometrii.

Bogactwo idei matematycznych to niekwestionowany walor zadania. Czy
wystarczy, aby je nazwaé picknym? Jako sie rzeklo: rzecz gustu. Mozna

w kazdym razie zrozumieé tych matematykdw, ktérych zadanie zauroczyto. Ale
skoro piekne, to dlaczego brzydkie?

Jesli Czytelnik potraktowal serio propozycje préby sit przy atakowaniu ,malych
zadanek”, z ktérych sktadaja sie powyzsze rozwiazania, zapewne byt zaskoczony
trudnoéciami, ktére napotkat. Szczegdlnie irytujace mogly byé trudnoéci

z uzyskaniem dowodu dla niewielkich n; zauwazmy, ze problem ten jest obecny
we wszystkich rozwiazaniach z wyjatkiem pierwszego.

Wtasciwie, co za problem? To tylko kwestia bezmyélnego sprawdzenia tezy

dla kilku wyrazéw ciagu. Tak; ale, na przyktad, osiemnascie wyrazéw ciagu
f(2Y), f(2%), £(23),... (w rozwiazaniu piatym) to éwieré miliona wyrazéw ciggu
F(1), £(2), f(3),.... Kto ciekawy, niech sprébuje obliczyé te wyrazy, korzystajac
ze wzoréw rekurencyjnych (1). Nie na kartce papieru — na komputerze! Problem
nie z moca obliczeniowa, tylko z pojemnoscia pamieci: aby ze wzoru (1)
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Rozwiazanie zadania M 862.

wyznaczyé f(1998), trzeba znaé f(999); w kazdej chwili trzeba pamigtaé
wszystkie wezeéniejsze wyrazy (no, potowe).

Postawmy sie teraz w sytuacji uczestnika Olimpiady, ktéry nie miat szcz¢écia
wpaéé na pomysl przedstawiony w pierwszym rozwiazaniu. Znalazt inny

dowéd, i tylko — bagatelka — nie umial sobie poradzié¢ z kilku (kilkuset)
tysigcami wyrazéw poczatkowych. Ale jezeli jest to dowdd indukeyjny — tak, jak
w rozwigzaniach 2, 3, 4 — 1 jezeli brak uzasadnienia tezy dla wartoéci wyjéciowej,
to nic nie zostato udowodnione. 7 oczywistych chyba powoddéw nie byto to

przy ocenianiu traktowane w ten sposéb; dowody, w ktérych nie brakowalo
niczego poza owym nieszczesnym sprawdzeniem, byly uwazane za ,zasadniczo
poprawne”, z usterka, ktéra kosztowala nie wiecej niz jeden punkt.

W rozwiazaniach 5, 6, 7 sytuacja jest troche inna: sprawdzenie tezy dla
malych n nie jest potrzebne w dowodzie dla wigkszych n. Zauwazmy teraz,

ze rezultat uzyskany w tych rozwiazaniach jest, w pewnym sensie, znacznie
mocniejszy niz to, czego sie zada w zadaniu. Niech g(n) = log, f(2"). Teza
zadania orzeka, ze g(n) > in?. Nieréwnoéé (3) z rozwiazania 5 pokazuje za$, ze

(5) g(n) > in? — in — n log, n;

a nieréwnosé (4), otrzymana w rozwiazaniach 6 i 7, jest jeszcze troche silniejsza.
W polaczeniu z druga czeécia tezy zadania (g(n) < in?) oszacowanie (5) daje
calkiem niezla informacje o asymptotycznym zachowaniu ciagu g(n), gdy

n — oo; w kazdym razie znacznie lepsza niz podana nieréwnoéé g(n) > %nz.
Tylko, jak na zloéé, nie implikuje tej ostatniej nieréwnosci dla matych n.

I w ten sposéb praca zawodnika, zawierajaca rezultat matematycznie bardziej
wartoéciowy, okazywala sie by¢ rozwiazaniem niepetnym — w odréznieniu od
1

pracy, w ktérej dowodzi sie ,tylko” oszacowania g(n) > +n?, ale za to dla

wszystkich n. Czy to wystarczajaco uzasadnia nazwanie zadania brzydkim?

Stowa krytyki naleza sie komisji zadaniowej; a poniewaz bylem czlonkiem

tejze, bedzie to samokrytyka. Troche wyjasnieni. Zadania na Migdzynarodowa
Olimpiade Matematyczna wybiera Jury Olimpiady zlozone z przewodniczacych
delegacji uczestniczacych panstw; robi to w ciagu dwéch dni poprzedzajacych
zawody. Zgloszone wezeénie] propozycje zadan liczy sie na setki. Aby Jury
moglo w ogéle cokolwiek przez te dwa dni zdzialaé, konieczna jest jakas wstepna
selekcja. Tym sie zajmuje komisja zadaniowa, majaca kilka tygodni na doktadne
zapoznanie sie z wszystkimi proponowanymi zadaniami. Tym razem w pracach
komisji zadaniowe] uczestniczylo kilku matematykéw spoza kraju organizujacego
olimpiadg — po jednym z Brazylii, Bulgarii, Nowej Zelandii i Polski. Nasza

rola bylo wybranie okoto 30 zadaii i przekazanie ich na forum Jury, w formie
opracowania zawierajacego komentarze, wzorcowe metody rozwiazan oraz
ewentualne sugestie niewielkich zmian tresci.

Byliémy éwiadomi tego, ze przy niektérych metodach podejécia pojawia sig
klopot z matymi wartosciami n. Dodajmy jednak (gwoli usprawiedliwienia?),

ze w kazdym z przedstawionych powyzej rozwiazani problem ten da si¢ pokonad,
i to metodami podobnymi do uzytych w danym rozwiazaniu; komputer nie jest
potrzebny. Na czym wiec polegal nasz blad? Nie uswiadomiliémy sobie, jak
duze trudnoéci sprawi to zawodnikom — 1 to trudnosci bezsensowne, zwazywszy
istotna ,matematyczna” zawartoé¢ dowodzonej tezy.

Moze powinniémy byli zaproponowaé zmiane polecenia zadania na coé takiego:
Udowodnié, ze 27°/% < f(27) < 2°/2 dla dostatecznie dusych n?

Albo: Udowednié, ze istnieje taka stata C > 0, ze C - it < F(28) < 27*/2 dla
n>37

Czy wreez: Udowodnic, ze dla kazdej liczby A < % isinieje laka liczba
naturalna np, ze rn? < f(2m) < 712 dlan > ng?
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Rozwigzanie zadania M 863.
Rozpatrzmy ciag {y.} ,sprzezony” do
{zn}, tzn. yn = (a - b/d)™. Latwo

sprawdzié, ze wtedy yn = kn — I./d
Poniewaz liczby a, b sa dodatnie, wigc

‘ﬂ - b/d T v
mamy —— | < 1 1 dlatego ciag

a+ b/d
Un a—bv/d\" .
In = ( e dazy do zera. Mamy
Tn a + bvd

stad

- Tn+ Yn
lim —— = lim ———— =
n—oo Tn n—oo Tn
1 ; Un
=1+ lim — =
n—oa g
oraz
20,+/d — Yn

lim =
n— oo Tn N =00 Hap

czyli ostatecznie

s In
lim — =

n—oo Kn

Tylko ze przy kazdym z tych przeformulowan tresé¢ zadania staje sie ciezsza,
traci elegancje. I wracamy do tytutu snutych rozwazan (piekne brzydkie).

Co lepsze? Ladna tres¢, brzydkie rozwiazanie? Ladne rozwiazanie, brzydka
tres¢? Dylemat: co§ za cos. Zrecznego wyjscia nie widze. Ale faktem jest,

ze w materiale dla Jury, opracowanym przez nasza komisje, ,problem malych n”
zostal zasygnalizowany nie do$¢ wyrazicie.

Na koniec jeszcze kilka uwag. Trzymajmy sie oznaczenia g(n) = log, f(2").
W zadaniu nalezy dowies¢, ze %nz <g(n) < %nE. Jest to typowe zagadnienie
estymacyjne. Miedzy prawa i lewa strona jest ogromna przepasc. Jak mozna
poprawi¢ dolne oszacowanie, pokazuje nieréwnosé (5); zgodnie ze zwyczajami
przyjetymi w badaniach asymptotycznych nie zwracamy juz teraz uwagi na
zaden poczatkowy skoniczony odcinek ciagu g(n). Oszacowanie gorne (uznane
na wstepie za cze$é tezy zastlugujaca na mniej uwagi) takze mozna poprawiaé.
Potrafie, na przyktad, pokazac, ze

sn? —nlogyn+ An < g(n) < $n? — n log, n + Bn,

gdzie A = logye — 1, B = log,(3e) — 3.

W problemach estymacyjnych nie ma czegos takiego, jak ,najlepszy rezultat”

— chyba ze uda sie znalezé dokladny wzdr dla wyrazéw ciggu; ale wtedy to

juz nie jest zagadnienie estymacyjne. Kazde poprawienie oszacowania, czy

to dolnego, czy gérnego, moze by¢ znaczacym postepem. Bytbym bardzo
zainteresowany wiadomoscia o tym, ze w napisane] wyzej nieréwnosci podwdjnej
da sie zwiekszy¢ stata A lub zmniejszy¢ stala B. A jeszcze lepiej, gdyby udalo
sie je zrownaé — tak, by ,rozwarcie nozyc” zeszlo do poziomu wyrazéw rzedu
nizszego niz C' - n. Drodzy Czytelnicy: to kolejne ,male zadanko”!

o

Rozwiazanie zadania M 864.
Mamy

1
n+41

2n + 1

o (2m)2 22 2z

lim an = 0.
n— oo

Stad wynika juz, ze

Pozytek z funkcji stalej

Funkcja stala na przedziale ma w nim, jak wiadomo, pochodna stale réwna zeru;
co wigcej, funkeja, ktéra ma w przedziale pochodna stale réwna zeru, jest w tym
przedziale stata. Czy tak oczywiste fakty moga by¢ przydatne? Moga.

Zalézmy, ze mamy funkcje f z R w R, wszedzie rézniczkowalna i réwna swojej
pochodnej oraz przyjmujaca dla z = 0 warto$é 1. Wykazemy, ze ta funkcja musi
by¢ e®. W tym celu obliczmy pochodna funkeji g(z) = f(z) - e%. Ze wzoru na
pochodng iloczynu otrzymujemy

g'(z) = f'(z) e - f(z)-e".
Ale f' = f, wiec ¢'(x) = 0 dla kazdego z w R. Funkcja g(z) jest wigc stala,
po podstawieniu # = 0 (pamietamy, ze f(0) = 1) stwierdzamy, ze jej jedyna
wartoscia jest 1, a stad juz widaé golym okiem, ze f(z) = e”. Lekkie, tatwe
1 przyjemne.

Sprébujmy dalej. Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w IR,
takimi, ze f' = —g, ¢’ = f, f(0) = 11 g(0) = 0. Domys$lasz si¢, Czytelniku,
o kim mowa? Jesli nie (a nawet jesli tak), zacznij od wykazania, ze funkcja
h(z) = (f(z) — cosz)? + (g(z) — sinz)? jest stala. Reszta to juz drobiazg.

Mozna by powiedzie¢ za Archimedesem: dajeie mi funkeje stala, a udowodnie
wszystko!
W.B.



Maia delld

Malowane klocki

W dlugie, listopadowe wieczory mozna — z braku lepszych

i powazniejszych zaje¢ — pomeczy¢ kolegéw i osoby starsze pytaniem:
na ile sposobow mozna pomalowaé czworoscian foremny, malujge kazdg
jego Sciang innym z czterech danych koloréw? Po wylaczeniu wzruszefi
ramionami i odpowiedzi niecenzuralnych pozostale dadza sie z grubsza
podzieli¢ na dwie kategorie.

Typ 1: To proste, sa 4! = 24 rézne sposoby — pierwsza §ciane mozna
bowiem pomalowaé na cztery sposoby, druga juz tylko na trzy sposoby,
trzecia na dwa sposoby, a do malowania czwartej §ciany zostaje nam
tylko jeden kolor.

Typ 2: To proste, sa jedynie dwa sposoby. Wyobrazmy sobie bowiem,

ze cztery kolory Scian to: zielony, z6lty, czerwony i niebieski. Zawsze
mozna postawi¢ czworodcian na Scianie czerwonej i obrécié tak, by
widzie¢ tylko Sciane niebieska. Oczywiscie, sa wtedy dokladnie dwie
mozliwosci polozenia Sciany zielonej i §ciany zéltej: jedna z nich musi byé
ukryta za $ciana niebieska po lewej stronie, a druga — po prawej. Innych
pomalowai nie ma.

Jak powiedzialby rabin ze starego dowcipu, racje ma i ten, kto udziela
pierwszej odpowiedzi, i ten, kto udziela odpowiedzi drugiej, i wreszcie
Ty, Drogi Czytelniku, ktéry stwierdzasz oczywiscie, Ze co najmniej jedna
z odpowiedzi musi byé bledna.

Ot6z, osoba udzielajaca odpowiedzi pierwszego typu wyobraza sobie
(inna sprawa, na ile $wiadomie) czworoécian o ponumerowanych $cianach.
Przeciez odpowiedZ pierwszego typu ma sens tylko wtedy, gdy wiemy,
ktéra Sciana czworoscianu jest pierwsza, ktéra druga, ktéra trzecia,

a ktéra czwarta. Kto wiec méwi o 24 pomalowaniach, wyobraza sobie
raczej czworoscienna kostke do gry niz drewniany klocek o czterech
nieodréznialnych $cianach.

Jedli natomiast nie chcemy uznawac za rézne takich pomalowas, ze jedno
z nich mozna otrzymac z drugiego, odpowiednio obracajac czworoécian
w przestrzeni, to wéwczas wlasciwa jest, oczywiscie, odpowiedZ druga.
Pojawiajacy sie w niej wynik 2 jest dwana$cie razy mniejszy od

wyniku 24 podawanego w pierwszej odpowiedzi. Mozna by spytaé,
dlaczego akurat 12, albo raczej: czy liczba 12 ma tu jaki§ szczegdlny
ukryty sens?

Odpowiedzie¢ na to pytanie nie jest trudno. Otéz, w odpowiedzi
pierwszej wszystkie pomalowania, ktére mozna uzyskaé, obracajac
rozmaicie czworo$cian pomalowany w pewien ustalony sposéb,
liczymy osobno. Zatem liczba wszystkich pomalowan powinna by¢

tyle razy wieksza od dwdjki (zjawiajacej sie w odpowiedzi drugiej, gdy
utozsamiamy malowania rézniace sie jedynie polozeniem klocka
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Steinhaus pisze tez, ze gdy z 30 takich
pomalowanych modeli wybierzemy
jeden, to z pozostalych 29 mozna
dobraé 8 i zlozy¢ z nich wigkszy
szedcian o takim samym rozkladzie
koloréw na écianach, jak u malego
szedcianu, a przy tym tak, by kolory
scian stykajacych sie byly zgodne.

Obliczenia ulatwi obserwacja, ze
odcinki laczace érodki sasiednich
ician szescianu sa krawedziami
oémioscianu foremnego, a odcinki
laczace $rodki sasiednich scian
dwunastogcianu foremnego sa
krawedziami dwudziestoscianu
foremnego.

w przestrzeni), ile jest réznych obrotéw przestrzeni tréjwymiarowej
przeprowadzajacych czworoscian foremny na siebie. A tych obrotéw
— wliczajac obrét identycznosciowy — jest akurat 12.

Przekonac sie o tym mozna na dwa sposoby. Po pierwsze, jak udowodnil
Leonard Euler, kazde przemieszczenie czworoscianu, naktadajgce go

na siebie, jest obrotem wokdt pewnej osi. W przypadku czworoscianu
mamy cztery osie obrotu, przechodzace przez ktérys$ wierzcholek

i $rodek przeciwleglej do niego $ciany (wokdét kazdej z nich mozna
czworo$cian obréci¢ o 120 lub 240 stopni) oraz trzy osie obrotu laczace
§rodki przeciwleglych (skoénych) krawedzi — wokél kazdej z nich

mozna czworo$cian obréci¢ o 180 stopni. Daje to 4-2 4+ 3 = 11 réznych
obrotow, do ktérych trzeba dorzucié jeszcze dwunasty, identycznosciowy.
Komu sie ten rachunek nie podoba, moze liczy¢ inaczej. Wyobrazmy
sobie, ze czworoscienny klocek, ktérego kazda sciana ma inny kolor,
stawiamy na stole tak, by widzie¢ jedna krawedz i dwie przylegajace

do niej sciany. Mozna to zrobi¢ na 12 sposobdéw — krawedzi jest szesc,

a kazda Sciane z pary przylegajacej do danej krawedzi bedziemy raz
widzie¢ po lewej, a raz po prawej stronie. Tak czy owak, matematyk
powie o tym wszystkim, Ze grupa obrotow czworoscianu foremnego jest
dwunastoelementowa.

Teraz juz bardzo latwo odpowiedzie¢ na pytanie, na ile sposobéw mozna
pomalowac klocek szescienny, malujac kazda jego $ciane innym z szeSciu
koloréw. Gdyby sciany byly ponumerowane (jak w przypadku kostki do
gry), to wszystkich pomalowan mielibySmy 6-5-4-3-2-1 = 6! = 720.
Jedli natomiast nie chcemy liczyé osobno pomalowan rézniacych sie
jedynie polozeniem szesciennego klocka w przestrzeni, to liczbe 720 trzeba
jeszcze podzielié przez liczbe takich obrotéw przestrzeni tréjwymiarowej,
ktore przeprowadzaja szeScian na siebie. Tych obrotéw jest 24, a zatem
sposobéw pomalowania szeSciennego klocka — 30. Ostatnia informacje
(bez uzasadnienia) mozna znalezé w si6dmym rozdziale Kalejdoskopu
matematycznego Hugona Steinhausa.

Kto nie chce brac tego twierdzenia na wiare, niech sam policzy obroty:
sa trzy osie obrotu laczace srodki przeciwleglych $cian szeScianu (wokél
kazdej z nich mozna obréci¢ szescian o 90, 180 lub 270 stopni), cztery
osie obrotu laczace pary przeciwleglych wierzchotkéw (wokél kazdej

z nich mozna obréci¢ szeScian o 120 lub 240 stopni) i szes¢ osi obrotu
laczacych Srodki przeciwleglych krawedzi (wokél kazdej z nich mozna
obroci¢ szescian o 180 stopni). Daje torazem 3-3+4-2+4+6-1=23
obroty, do ktorych trzeba jeszcze dorzuci¢ dwudziesty czwarty,
identycznosciowy. Réwnowaznie, jesli chcemy szescian, ktérego kazda
§ciana ma inny kolor, ustawic¢ na stole tak, by widzie¢ jedno naroze i trzy
przylegajace dof $ciany, to mozemy to zrobic¢ na 8 - 3 = 24 sposoby:
trzeba zdecydowac sie na jedno z os§miu narozy, a potem postanowic,
ktéra z trzech zbiegajacych sie¢ w nim $cian bedzie na gorze.

Dla porzadku dorzuémy jeszcze, ze foremny klocek oémioscienny

mozna pomalowaé na 1680 sposobéw, dwunastoscienny na 7983360
sposobéw, a dwudziesto$Scienny na 40548366802944000 (za kazdym razem
zakladamy, ze: (1) koloréw jest tyle, ile bryta ma $cian, (2) kazda $ciane
malujemy innym kolorem, (3) malowania uzyskiwane z obracania klocka,
pomalowanego w ustalony sposéb, uznajemy za identyczne). To juz
jednak potrafitby$, Czytelniku, sprawdzi¢ samodzielnie — prawda?

Matq Delte przygotowal Pawet STRZELECKI



Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach (5/1974)

Aleksander PEECZYNSKI

W biezacym roku szkolnym odbywa si¢ w naszym
kraju XXV Olimpiada Matematyczna. Mial wiec

byé artykul ,na zaméwienie”. Powstalo co$, co od
biedy mogloby sie nadawaé na 26 rocznice. Trudnym
i waznym obowiazkiem Komitetu Gléwnego Olimpiady
Matematyczne]j jest wybdr zadan na zawody.
Proponowane zadanie nie moze by¢ znane, np. wzigte
z jakiego$ dostepnego zbioru zadai; nie moze byé

ani za tatwe, ani za trudne; powinno posiada¢ kilka
réznych rozwiazan, ktére dadza sie zredagowaé jak
najkrécej. Wreszcie do zrozumienia i do rozwigzania
zadania powinna wystarczaé¢ znajomos¢ matematyki
w zakresie programu szkoly $redniej; a najlepiej,

gdy zadanie nie wymaga zadnej wiedzy szkolnej,

tak ze jest ono jednakowo dostepne i dla ucznia
szkoly podstawowej, i dla czlonka rzeczywistego
Polskiej Akademii Nauk. Podobnie, jak nie spotyka si¢
w zyeiu idealnych ludzi i przedmiotéw, tak tez nie ma
prawdopodobnie idealnych zadai. Opowiem historig
zwiazang z pewnym zadaniem bliskim idealnego,
gdyby nie to, ze okazalo sie ono trochg za trudne.

W 1950 roku, jako student I roku matematyki,
przeczytatem w czasopi$mie Matiematika w Szkole
sprawozdanie z XIII Moskiewskiej Olimpiady
Matematycznej. Jedno z zadan finatlowych brzmiato:
,Liczby od 1 do 101 wypisano w dowolnym porzadku.
Udowodnié, ze mozna z tych 101 liczb wykresli¢ 90
tak, aby pozostalych 11 tworzylo ciagg monotoniczny,
tzn. albo ciag malejacy, albo rosnacy”.

Rozwiazania nie podano. Ze sprawozdania wynikalo,
ze zadanie to rozwiazal tylko jeden ueczestnik zawoddw.

Dla kilku moich kolegéw z pierwszego roku
matematykii dla mnie oznaczalo to wyzwanie. My
tez potrafimy rozwiazaé to zadanie. Niestety, checi
nie wystarcza. Mimo usilnych rozmyslan, a nastepnie
zbiorowych dyskusji i dzielenia sie do$wiadezeniem
upragniony pomysl nie przychodzil i zadanie pozostalo
nie rozwiazane nie tylko w ciagu kilku godzin
(tj. czasu przeznaczonego na rozwiazanie w czasie
zawodéw), ale tez wiele dni i tygodni. Stwierdziliémy
jedynie, ze liczby 101 nie mozna zastapi¢ zadna liczba
mniejsza, gdyz np. ciag 100 liczb

01,92;:.:;99. 100,81, 82,4, 89,790,541, 2,54:79;10
nie zawiera podciagu monotonicznego skladajacego sig
z wiecej niz 10 wyrazéw (dlaczego? — poréwnaj dalej
rozwiazanie I (3)). Kto$ zauwazyl jednak, ze zadanie
mozna prawdopodobnie uogdlnié na dowolne liczby
naturalne postaci n? + 1. Sprawdzilismy, ze tak jest
dla liczby 5 = 22 + 1 i liczby 10 = 32 + 1. Dla ciagéw
siedemnastowyrazowych 17 = 42 + 1 zgubiliémy sie
w rachunkach. ZaczeliSmy opowiadaé o zadaniu 0 stu
jeden liczbach” rozmaitym ludziom. Migdzy innymi
napisatem list do Poznania do kolegi X, laureata
I Olimpiady Matematycznej, a jeden z moich
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kolegéw zaznajomil z treicia zadania nieodzalowanego
profesora Stefana Kulczyckiego (1893-1960). Oba te
kontakty dalty pozadany efekt. Z Poznania przyszed}
list zaczynajacy si¢ od stéw:

Drogi Olku!

Nie dziwie sig, ze zadanie o stu jeden liczbach rozwigzal
w Moskwie tylko jeden zawodnik, a wy w Warszawie
nie potrafiliscie go zrobic, skoro ja zuzylem na
rozwigzanie pelne szesé godzin.

Ten dowéd skromnoéei autora byt jednak poparty
pieknym, choé skomplikowanym, rozwigzaniem
zadania, niewiele réznigcym si¢ od rozwiazania
przystanego nam réwnoczesnie przez profesora
Kulczyckiego.

Rozwigzanie I (kolegi X)

Udowodnimy indukeyjnie, ze dla kazdej liczby
naturalnej n, z dowolnego ciggu n? + 1 réznych

liczb naturalnych, mozna wykreélié n? — n liczb tak,
e pozostate n + 1 liczb tworzy ciag monotoniczny.
Dla n = 1 jest to oczywiste. Zalézmy prawdziwosc
hipotezy indukeyjnej dla pewnego k£ > 11 niech

aj, dz, ..., a(k4+1)24+1 bedzie dowolnym ciggiem réznych
liczb naturalnych. Nalezy pokazad, ze ciag ten
zawiera (k + 2)-wyrazowy podciag monotoniczny.

Na mocy zaloZenia indukcyjnego wéréd liczb
ay,as, ..., a2y istnieja liczby pls@nly .oy lnl
gdzien] <nl<...< ni_ﬂ, tworzace ciag
monotoniczny. Niech a;, bedzie najwieksza z liczb
nls Qnlyiey Gnd - Rozpatrzmy ciag a1, az, ..., ag242

z wykreslonym wyrazem as,, tzn. ciag by, ba, ..., br2qq,
gdzie b; = a; dla ¢ < s1 oraz b; = a;4q dlai > s;.
Stosujac powtornie zatozenie indukceyjne, znajdujemy
ciag monotoniczny Un2, An2y ooy Gn2 1 oznaczamy
przez a,, jego najwiekszy wyraz. Ponownie stosujemy
zalozenie indukeyjne do ciagu aj,as, ..., ag243

z wykreslonymi wyrazami a,, oraz a,, 1 wyznaczamy
a,, itd. Poniewaz (k + 1)? + 1 = k% + (2k + 2), to
mozemy tak postepowaé 2k + 2 razy. Otrzymujemy

w ten sposéb 2k + 2 réznych liczb a,,, a5, ..., G5y
W zaleznosci od tego, czy sa one koricowymi wyrazami
ciggdéw rosnacych o dtugosei k + 1, czy tez pierwszymi
wyrazami ciagéw malejacych o dlugosci k + 1,
zaliczamy je do pierwszej badz do drugiej grupy. Niech
do pierwszej grupy naleza liczby Ai, Ag, ..., Ay, zas do
drugiej By, Ba, ..., Bagja—g, Przy czym numerujemy
je w ramach kazdej grupy w takiej samej kolejnodci,

w jakiej wystepuja w clagu ay, dg, ..., Gkp1)241-
Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw.

(1) Ciag Ay, A, ..., A, nie jest malejacy, tzn. istnieje
taki wskaznik ¢, ze A; < A¢yq. Niech A; = pi s zas
Atp1 = ang Wéwezas ciag apt, .. ., nl, 1 Onl,,
jest podciagiem rosnacym ciagu ay, dz, ..., G(k41)241
zlozonym z (k+2) wyrazéw.



(2) Ciag By, By, ..., Bagya—4 nie jest rosnacy. Analogiczne rozumowanie jak w (1) prowadzi do konstrukeji
(k + 2)-wyrazowego podciaggu malejacego ciagu ay, as, . .., G(k41)241-

(3) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz ¢ # k + 1. Wéwczas szukanym monotonicznym (k+2)-wyrazowym podciagiem
Jest albo cigg A1, As, ..., Ary2 — gdy ¢ > k+ 2, albo ciag By, Ba,..., Byyz —gdy ¢ < k.

(4) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz ¢ = k + 1. Rozpatrzmy podprzypadki:

(4a) Istnieje taki wskaznik ¢, ze By = an» wystepuje w ciagu ai,as, ..., ¢k 41)241 po wyrazie 4y = a, nk
tzn. n2+1 < nf. Wéwezas, jesli Ay > By, to szukanym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest malejacy cigg
Aph @2y An2y ey And Jjedli zas Ay < By, to szukanym ciagiem jest ciag rosnacy plks Gnks ooy Aph 5 An?.
B P \0}' 3
3 _"T;_, '1" .!' -._ 'f.
3 3 gt‘u"ﬂf t! *c' 4 /; ol S
"ed{"fl‘f L ] '.'1' I}IQ\'/J
VIS Y| b S
-l‘ I.l‘h ULJ Bnly ek % & /“)‘, JL 4(//&’
(4b) Nie zachodzi (4a). Wéwcezas wyrazy obu grup razem wystepuja w ciagu ay, as, . . ., a(k41)241 W nastepujacej
kolejnosei:
Bi, By, ..., Biy1, A1, Aa, ..., Apq1 1 szukanym monotonicznym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest albo clag rosnacy

Bl, B8 ey Bk-‘,—l; Ai, gdy Bk+1 < Ay, albo Ciq,g malejqcy Bk+1}A1,A2, o .,Ak_|..1 = gdy Bk+1 > A

My
- _‘\‘\
‘-‘5\\ ey
ah : L .ul'n

- . °
Pokazalidmy wiec, ze z zalozenia indukcyjnego wynika, Na tym koriczy sie pierwsza cze$¢ opowiadania. Tych,
iz w kazdym przypadku z ciagu a1, as, ..., a(r41)241 ktorzy ,wysiedli” przy czytaniu I rozwiazania, pragne
mozna wybraé podciag monotoniczny ztozony pocieszy¢: nie jest ono konieczne do zrozumienia
z (k+ 2) wyrazéw. m reszty. Dyskutujac nad pierwszym rozwiazaniem,

doszlismy do wniosku, ze jest ono za trudne, aby

Rozwigzanie profesora Kulezyckiego réznilo sie od A : i g
organizatorzy Moskiewskiej Olimpiady, znajac

wyzej przytoczonego tym, ze najpierw wykreslalto

si¢ najwickszy wyraz ciagu ay, as, . .., aget1y241, jedynifc to rom.viadzanie, zdecydowali si¢ wybraé .

a nastepnie — jak w dowodzie kolegi X - stosowato zadanie o stu jeden liczbach na zawody. Musiato wiec
si¢ (2k + 1) razy zalozenie indukcyjne dla wybrania istnie¢ inne, prostsze rozwiazanie. Istotnie tak byto.
(2k + 1) najwigkszych wyrazéw pewnych ciagéw W maju 1951 roku péznym wieczorem, po wykladzie
monotonicznych (k + 1)-wyrazowych i dalej z propedeutyki filozofii, kolega Stefan Rolewicz
przeprowadzalo sie analogiczna dyskusje (jak?). oznajmil nam, ze wlaénie na tym wykladzie znalaz}

11



nowe rozwiazanie. Rozwiazanie Stefana Rolewicza,
obecnego kierownika Zakladu Analizy Matematycznej
Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk,

nie réznilo sie istotnie od rozwiazania autoréw
zadania. Mogliémy sie o tym przekonaé, gdy
wkrétce potem dotarta do Warszawy ksigzka

D.O. Szkolskiego, G.M. Adelsona Welskiego,

N.N. Czencowa, A.M. Jagloma, .M. Jagloma
Izbrannyje zadaczi i tieoriemy elementarnog
matiematiki. Czast’ 1. Arifmietika i algebra, Moskwa
1950 (patrz str. 117-118).

Rozwigzanie II (autoréw i S. Rolewicza)

Niech a‘il) — pierwsza (pierwsza z lewej) z wypisanych
;” — pierwsza z pozostatych liczb, wieksza niz
a(ll), ag) — pierwsza z liczb wystepujacych po agl),
wieksza niz agl), itd. W ten sposéb wybieramy ciag
(1 (1) (1)
LS

liczb, a

rosnacy liczb a

Jezeli i; > 10, to postepowanie nasze jest zakornczone.
Jezeli i; < 10, to wykreslamy wszystkie juz wybrane
liczby, za$ z pozostalych (101 — 4;) liezb wybieramy
dokladnie w taki sam sposdb nowy ciag rosnacy
ﬂ(z) {1(2) Ll ﬂ.(vz).

11825084,
Kontynuujac to postepowanie, wybierzemy z naszego
ciggu 101 liczb pewna ilo$é roztacznych ciagéw
rosnacych. Jezeli choé jeden z tych ciagéw ma wigcej
niz 10 wyrazéw, to znowu postepowanie nasze
jest zakonczone. Zatem nalezy jeszcze rozpatrzyc
przypadek, gdy kazdy z wybranych ciggéw ma nie
wiecej niz 10 wyrazéw. Poniewaz wyjSciowy ciag
zawiera 101 wyrazéw, to w tym przypadku liczba k
wybranych ciagéw rosnacych jest nie mniejsza niz 11.
W tym przypadku okreslimy ciag malejacy, ktéry
sktada sie z co najmniej 11 wyrazow,
Ostatnim wyrazem tego ciagu bedzie liczba agf),
to jest ostatni wyraz ostatniego z wybranych
ciagéw rosnacych. Nastepnie wybierzemy liczbe
z przedostatniego z wybranych ciggéw, polozona na
lewo od a'*) i najblizsza do a{. Ta liczba jest wicksza

gf), gdyz w przeciwnym razie w trakcie konstrukeji
przedostatniego z ciagdw rosnacych wybralibysmy po

(k) (k)

tej liczbie liczbe a;,”, podczas gdy w istocie liczba a;,

znalazta si¢ w nastepnym z ciagéw rosnacych.

nz a

Dokladnie w taki sam sposéb znajdujemy wyraz

z trzeciego od konca z ciagdw rosnacych, lezacy na
lewo od wybranego wyrazu z przedostatniego z ciggdw
rosnacych i lezacy najblizej tego wyrazu itd. W ten
sposéb konstruujemy ciag liczb, ktére rosna, jesli je
rozpatrywaé w porzadku od prawej do lewej, tzn. ciag
malejacy. Liczba wyrazow tego ciagu réwna sie liezbie
k wybranych wezeéniej ciagéw rosnacych, a wiec jest
nie mniejsza niz 11. m

Kto nie zrozumial I rozwiazania, ma jeszcze jedna
szanse. Mniej wiece] dwadziedcia lat pdiniej kolega
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Andrzej Makowski zakomunikowal mi ,prosciutkie”
rozwiazanie zadania o stu jeden liczbach, pochodzace
od znakomitego matematyka wegierskiego, profesora
P. Erddsa. Oto ono:

Rozwigzanie III (Erd&sa

Wyrazowi aj ciagu ag,ag,...,ajp; roznych

liczb naturalnych przyporzadkujemy dwie liczby
naturalne: r(k) oraz m(k), gdzie r(k) jest dlugoscia
(= ilodcia wyrazéw) najdiuzszego rosnacego ciagu
nyyGngy - -y @n, s kt6rego ay jest kodcem (to znaczy
k = npx)), zaé m(k) jest dlugoscia najdiuzszego
ciagu malejacego, ktdrego aj jest poczatkiem. Nalezy
pokazaé, ze dla pewnego k (1 < k < 101) co najmniej
jedna z liczb r(k) lub m(k) jest > 11. Zalézmy, ze tak
nie jest, to znaczy, ze dla kazdego k =1,2,...,101
mamy 1 < r(k) < 10 oraz 1 < m(k) < 10. Poniewaz
réznych par liczb naturalnych < 10 jest 100, wiec
istnieja wskazniki s oraz ¢, takie, ze 1 < s <t < 101
oraz r(s) = r(t) i m(s) = m(t). Ale jesli a; < aq,

to tatwo widac, ze r(s) < r(t), jedli zas a, > ay, to
m(t) > m(s). (Dlaczego?). Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd. m

Analizujac rozwiazanie III, dochodzimy do
nastepujacego uogdlnienia twierdzenia o stu jeden
liczbach.

TWIERDZENIE. Dany jest ciag ay,as, ..., a, moznych
liczb naturalnych. Wéwezas m -r > n, gdzie m jesl
dtugoscig najdtuzszego malejacego podciagu ciggu
ay,as, ..., an, zas r — dtugosciqg najdtuzszego rosngcego
podciggu tego ciggu.

Nie wiem, czy fakt ten mozna udowodnié, stosujac
metody rozwiazan I lub II.

Nastepujace twierdzenie, pochodzace od jednego

z najwybitniejszych polskich matematykdow,

Wactawa Sierpifiskiego (1882-1969), mozna uznaé

za analog dla ciagéw nieskonczonych faktu, ze kazdy
(n? + 1)-wyrazowy ciag zawiera (n + 1)-wyrazowy ciag
monotoniczny.

TWIERDZENIE. Z kazdego nieskonczonego ciagu
liczbowego mozna wybraé nieskonczony podcigy
monotoniczny.

Proponuje Czytelnikowi zastanowié sie nad dowodem
tego twierdzenia.

Koficzac ten artykul, chcialbym jeszcze zwrdcié uwage
na fakt, ze nie jest rzecza tatwa ocenic a priori stopien
trudnoéci jakiego$ zadania. Wyjaénie to na przykladzie
zadania o stu jeden liczbach. Sadze, ze gdyby to
zadanie zaproponowano na posiedzeniu naszego
Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej,

znajac jedynie I rozwiazanie, to na pewno by je
odrzucono; gdybyémy znali Il rozwiazanie, to by¢ moze
zakwalifikowalibyémy je na zawody, ale jako zadanie
trudne. Natomiast znajac III rozwiazanie, moglibysmy
zakwalifikowaé to zadanie jako $rednio trudne.



i Z.adania

Czytelnicy pisza

Szanowna Redakcjo,

W Delcie 1/1998, wéwczas jako student piatego roku matematyki na
Uniwersytecie Wroctawskim, przeczytatem notke P. Hajlasza o poskrecanych
drzewach na terenach za kolem polarnym. Wydaje mi sie, Zze znam wyjaénienie
tego zjawiska. Lidcie maja tendencje do zwracania sie w strone Stonca. Dzieki
temu kazdy lis¢ generuje pewien moment sity. Trzeba jednak wziaé pod uwage,
ze lidcie juz nastonecznione beda w réznym stopniu skrecaé drzewo. Sadze,

ze sita skrecajaca, pochodzaca od pojedynczego liscia, bedzie maleé wraz

z jego nastonecznieniem (li$¢ po kilkugodzinnym naswietlaniu bedzie czerpal

z promieni stonecznych mniej energii). Dlatego lidcie znajdujace sie po tej stronie
drzewa, ktéra dopiero co wyszla z cienia, beda silniej skrecaé pien drzewa,
anizeli ich towarzysze po stronie majacej za chwile pograzy¢ si¢ w cieniu. Zatem
wypadkowy moment sily, dzialajacy na drzewo, bedzie je skrecal w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu Stonca wzgledem Ziemi.

Z powazaniem, Roman Wencel

Redaguje Fukasz WIECHECKI

M 862. Niech {z,} bedzie takim ciagiem, ze 21 = 5, zp41 = 22 —2dlan > 1.
Obliczyé

. L

n—oo Ty1Lge...~Ln
Rozwiazanie na str. 6
M 863. Rozpatrzmy ciag z, = (a + bv/d)", gdzie a, b, d s3 dodatnimi liczbami
wymiernymi oraz d nie jest kwadratem zadnej liczby wymiernej. Niech
z, =k + 1,V/d, gdzie ky, I, € Q. Obliczyé lim ki

N—00 Ky
Rozwiazanie na str. 7

M 864. Niech

Znalez¢ granice lim a,.
n—00

Rozwiazanie na str. 7

Przygotowat Piotr ZALEWSKI

F 487. Poczatek laricucha rozpadéw jadrowych rozpoczynajacych sie od 238U
podano w tabeli:

rozpad typ éredni czas zycia
AT — 28T 0= 3-10° lat
234Th — 231p, 71 = 17 dni

234Pa—>33”Th
230Th—+226R,a

79 = 5 godzin
3 = 52-10% lat

P RWR

Pobrano prébke skaly osadowej, ktéra w momencie powstania przed dziesiatkami
tysiecy lat zawierata domieszke 2*®*U. Obliczyé obecny éredni stosunek liczb
atoméw 234Pa i 224Th w tej prébee.

Rozwiazanie na str. 2

F 488. Zaproponowac sposob okreslenia wieku prébki.
Rozwiazanie na str. 3
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Aktualnosci

W dniach 17-27 sierpnia 1998 roku w Berlinie

odbyl sie¢ Miedzynarodowy Kongres Matematykéw,

z udziatem okoto 3500 oséb. Kongresy organizowane
sa co cztery lata i obejmuja wszystkie dziedziny
matematyki. Na wykladach plenarnych szczegdlnie
mocno reprezentowane byly tym razem: szeroko pojgta
teoria liezb, uktady dynamiczne oraz réznorodne
zastosowania matematyki.

Medale Fieldsa, powszechnie uznawane za
najwazniejsze wyréznienie zawodowe, jakie moze
spotkaé¢ matematyka, dostali: Richard Borcherds

z Cambridge, za prace z algebry dotyczace m.in. grupy
monstrum (to grupa skoficzona o ponad 8 - 10
elementach — najwicksza wéréd tzw. sporadycznych
skoficzonych grup prostych), William Timothy
Gowers, réwniez z Cambridge, za rozwigzanie

dwéch pochodzacych jeszeze z lat trzydziestych

XX wieku probleméw teorii przestrzeni Banacha

oraz nowatorskie prace kombinatoryczne, Maksym
Koncewicz z Institut des Hautes Etudes Scientifiques
w Bures-Sur-Yvette pod Paryzem, za prace z algebry,
geometrii rozmaitosci 1 teorii weztéw, oraz Curtis

T. McMullen z Uniwersytetu Harvarda, za prace

z dynamiki zespolonej i geometrii rozmaitodci
tréjwymiarowych. W przypadku pierwszego i trzeciego
medalisty zostaly takze wspomniane zwiazki ich prac
ze wspélezesna fizyka teoretyczna, §cislej — z teorig
strun.

Lista nagréd na tym sie nie konczy. Przewodniczacy
Komitetu Medalu Fieldsa, Jurij Manin, zaznaczyl
wyraznie, ze decyzje o tym, kto dostanie medale,
podjeto po wielu wahaniach, uznajac w koncu,

ze jednak nalezy przestrzegaé zasady gloszacej, iz
laureaci tej nagrody powinni mie¢ nie wiecej niz
40 lat. Czterdziestopiecioletni dzis Andrew Wiles,
ktéry udowodnit Wielkie Twierdzenie Fermata,
nagrodzony wiec zostal specjalnym wyrdznieniem
i srebrna tabliczka z wygrawerowanym po lacinie
slynnym marginesowym dopiskiem Fermata.

Nagrode Nevanlinny, prayznawang za osiggniecia

w teoretycznej informatyce, dostal Peter Shor, przede
wszystkim za prace o kwantowych komputerach

(a Scisle) méwiac, o algorytmach dla takich — na razie
hipotetycznych — komputeréw).

Serie obco brzmiacych uzasadnien wypadatoby

choé odrobine rozjasnié. Niestety, na kongresach
dojmujacy bél niezrozumienia towarzyszy na ogét
wigkszosci stuchaczy (nizej podpisany nie jest
wyjatkiem), a niezaleznie od tego wielu osiagnieé
medalistéw Fieldsa nie sposéb wyjasnié, nie
popadajac przynajmniej czesciowo w techniczny
zargon. Na szczeScie, wéréd wynikéw tegorocznych
laureatéw znalazly sie¢ dwa twierdzenia o stosunkowo
elementarnych sformutowaniach.
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Pierwsze z nich dotyczy dlugich ciagdw
arytmetycznych zawartych w ,niezbyt rzadkich”
podzbiorach zbioru liczb naturalnych. Przypuéémy
mianowicie, ze dana jest liczba k € N oraz liczba 6 > 0.
Wéwezas, jak udowodnit w 1975 roku Szeméredi,

jeéli liczba N jest dostatecznie duza, to kazdy
podzbiér A zbioru {1,2,..., N}, ktdry ma wiecej niz
6N elementéw, zawiera pewien ciag arytmetyczny
dlugosci k. Mozna zadaé naturalne pytanie: jak duza,
dla danych k i 8, musi by¢ owa liczba N7 W znanych
dotad oszacowaniach juz dla k = 4 pojawiala si¢

tzw. funkcja Akermana; tempo jej wzrostu wymyka sie
wlasciwie wszelkiej ludzkiej wyobraZni: wrporc')wnaniu

z nig rozmaite funkcje w rodzaju np. 2‘“’22 rosna
leniwie, wrecz $miesznie wolno. Timothy Gowers
udowodnil, stosujac w bardzo sprytny sposéb

metody analizy harmonicznej, ze liczba N(4,6) nie
przekracza exp(exp((1/6)¢)), gdzie ¢ jest pewna stala,
a w ogdlnym przypadku zachodzi oszacowanie

N(k 6) < 22(1;&;22#-&10

1 —

Jesli chodzi o oszacowania z dotu, to wiadomo jedynie,
e N(4,68) > const - (1/6)'°8(1/%) wiec pole do popisu
jest nadal szerokie.

Natomiast Peter Shor, précz wspomnianego wktadu

w teorie prowadzenia obliczen na kwantowych
komputerach, ma na swoim koncie wynik nastepujacy.
Okazuje sie, ze przestrzen R'? mozna w taki sposéb
wypelnié identycznymi jednostkowymi kostkami

o rozlacznych wnetrzach, by zadne dwie z nich nie
mialy wspélnej Sciany dziewieclowymiarowej ani
nawet wspdlnej sciany o$miowymiarowej. Wydaje

sie to przeczy¢ intuicji i zdrowemu rozsadkowt;
wszelkie préby zapelnienia plaszezyzny jednakowymi
kwadratami czy przestrzeni tréjwymiarowej
jednakowymi szescianami zdaja sie wskazywac,

ze w pierwszym przypadku zawsze znajdzie si¢
przynajmniej jedna para kwadratéw o wspdlnym boku,
a w drugim — para szeSciandw, ktére maja wspdlna
§ciang, a tym bardziej wspélna krawedz. Udowodniono,
7e na plaszczyinie, w przestrzeni tréjwymiarowe)

i ogdlnie] w R™ dla n < 6 istotnie zawsze tak musi
by¢. Za to w przestrzeni dziesieciowymiarowej, jak
pokazal Shor, jest inaczej; takie dziwne upakowania
kostek istnieja rowniez dla kazdego wymiaru wiekszego
od 10. Jak jest w wymiarach 7, 8 1 9 — nie wiadomo.

Warto zaznaczy¢, ze wszyscy medaliSci nie bali
sie pracowaé jednoczeénie w kilku dyscyplinach
matematykii podejmowali problemy, uznawane przez
wielu specjalistéw za beznadziejnie trudne. Niech ta
odwaga 1 szeroko$é spojrzenia bedzie znakiem dla
naszych mlodych Czytelnikéw; w konicu podobno
kazdy zolnierz nosi w plecaku butawe marszatkowska.
Jurij Manin, na chwile przed wreczeniem medali,
przypomnial jeszcze stowa Cantora: istotg matematyki
jest wolnosé.

Pawet STRZELECK]



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

3111999

Czoléwka ligi zadaniowe]

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 357 (WT'=2,40) i 358 (WT=1,80)

z numeru 3/1998

Tadeusz Jdzefczyk — Poznan
Witold Bednarck - Lédg
Zbigniew Skalik — Pyskowice
Paulina Domagalska - Zbgszynek
Bogumila Piotrowska - Zielona Géra

40,64
38,26
36,72
34,09
33,83

Czoldwka ligi zadaniowe]

Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzarn

zadan 258 (WT=1,30) i 259 (WT=3,01)

z numeru 5/1998

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie S oznacza sumeg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb,
ktore nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F} — i tyle punktéw otrzaymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Zadania z matematyki nr 369, 370
Redaguje Marcin E. KUCZMA

369. Pigciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Odlegloéci punktu E od prostych AB,
BC, CD, DA sa odpowiednio réwne a, b, ¢, d. Wyrazié¢ d przez a, b, c.

870. Dane sg liczby naturalne n > k > 1. Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy ze
zwracaniem k liczb. Obliczyé warto$é oczekiwana iloczynu tych liczb pod warunkiem,
ze ich suma jest réwna n.

Zadanie 370 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 266, 267
Redaguje Jerzy B. BROJAN

266. Rakieta-zabawka zawiera komore, do ktérej nalewa sie
wody, pozostawiajac w czesci komory powietrze, a nastepnie
dopompowuje si¢ powietrze do odpowiednio wysokiego ciénienia.
Po ustawieniu rakiety pionowo (rys.) odlacza si¢ pompke,

a sprezone powietrze wyrzuca wode, zapewniajac rakiecie
napgd. Obliczy¢é numerycznie maksymalna wysokoéé mozliwa do
osiaggnigcia przez rakiete, jesli dane s3: masa samej rakiety 200 g,
objetoéé komory 400 cm® i maksymalne ciénienie (nadwyzka
nad ciénieniem atmosferycznym) 0,5 MPa. Przyjaé wartosé
ci$nienia atmosferycznego réwna 0,1 MPa. Co mozna powiedzieé
o optymalnej wielkoéci otworu wylotowego? Jaka iloéé wody
nalezy nala¢ do komory, aby osiagna¢ maksymalna wysokodé?

Jarestaw Lazuka - Warszawa 30,87 267. Gdy samochdd uderzyl w nieruchoma éciane, pasy bezpieczenistwa napiely
Marek Wajcicki — Szczecin 29,26 & & i . S - : u g P
Tomtes Wictashi B 25,28 sig sita F. Oceni¢ orientacyjnie, jaka sita napna sie pasy w tym samochodzie, jedli
:mﬁ?d’:f‘zﬂ'“’“ :fd‘;‘::;:::“ ’1’:‘1’2 Jjadac z ta sama predkoscia uderzy on w taki sam samochdd: a) stojacy nieruchomo,
Artur Arciszewski - Kielce 11,01 b) jadacy naprzeciw z ta sama predkoécia.
Leonidy W listopadzie spodziewamy sie drugiego w tym roku obfitego roju meteoréw.

4 Leonidy sa aktywne od 14 do 21 XI z maksimum w nocy z 17 na 18 XI. Ziemia

/ minie wtedy orbite ich macierzystej komety 55P /Tempel-Tuttle w odleglosci

0,008 j.a. Maksimum natezenia roju mozna oczekiwaé w godz. 17-19 czasu
uniwersalnego, czyli 18-20 czasu srodkowoeuropejskiego. Niestety, o tej porze
radiant Leonid jest pod horyzontem (jego wspdlrzedne to o = 10%12™, 6 = 22°,
promien radiantu okoto 5°) i najlepsze warunki do obserwacji ewentualnego
deszczu beda mieli obserwatorzy w Azji i na Pacyfiku. Kazde opéznienie
momentu wystapienia maksimum dziata jednak na korzyéé obserwatoréw

w Polsce. Meteory tego roju sa zjawiskami bardzo szybkimi, ich predkosé
wzgledem Ziemi wynosi okoto 65 km/s.

Arkadiusz OLECH
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Patrz w niebo

Teoria ewolucji gwiazd przewiduje, ze gwiazdy

o masach zblizonych do masy Slorica po zuzyciu
wodorowego paliwa jadrowego traca doé¢ tagodnie
zewnetrzne warstwy, a odstonieta wtedy pozostalodé to
tzw. biaty karzel, gwiazda wysoce osobliwa. Wtasciwie
obiekt taki nie powinien sig¢ nazywaé gwiazda.
Méwimy przeciez, ze zapadajaca si¢ protogwiazda
staje sie gwiazda dopiero, gdy rusza w niej reakcje
termojadrowe. Konsekwentnie obiekt powinien
przestaé byé nazywany gwiazda, gdy reakcje ustaja

— a tak wlaénie jest w bialych kartach. ,,Gwiazdy”

te $wieca tylko kosztem zgromadzonej w nich energii
cieplnej, czyli po prostu §wieca stygnac. Materia
bialych kartéw nie jest zwyczajnym gazem. Jest to
tzw. materia zdegenerowana (zdegenerowany jest

tu gaz elektronowy), charakteryzujaca si¢ przede
wszystkim tym, ze jej réwnanie stanu jest inne, niz
réwnanie stanu gazu doskonalego znane ze szkoty.

W szczegdlnodci cisnienie w materii zdegenerowanej
nie zalezy od temperatury, a tylko od jej gestosci,
niezwyklej zreszta z ziemskiego punktu widzenia.
Bowiem typowy bialy karzel o masie zblizonej do
masy Storica ma rozmiary planety, a wiec jego gestosé
wyraza si¢ w tonach na centymetr szeScienny.

Dzieki matym rozmiarom biate karty, cho¢ bardzo
gorace, stygna bardzo powoli. Jak powoli? Teoria
oczywiscie przewiduje jakie$ tempo stygniecia, ale
nalezaloby to sprawdzié na podstawie obserwacji,

* czyli trzeba by zaobserwowaé mozliwie wiele obiektéw,
znajdujacych sie w rozmaitych fazach zycia

Listopad

Na potludniowy wschéd od Pegaza (wspomnianego
w ubieglym miesiacu) widzimy dwa rozlegte
gwiazdozbiory, ubogie jednak w jasne gwiazdy

i dlatego trudno rozpoznawalne na niebie. Blizej
Pegaza sa Ryby, gwiazdozbiér zodiakalny, w dodatku
znajduje sie w nim jeden z najwazniejszych punktow
nieba, mianowicie punkt réwnonocy wiosennej,
zwany tez — aby bylo §mieszniej — punktem Barana.
Ale nazywa sie on tak tylko z rozpedu, gdyz ta
krétsza jego nazwa pochodzi z czaséw, kiedy lezat
on naprawde w gwiazdozbiorze Barana. To precesja
spowodowala jego przesunigcie sie w ciggu dwoéch
tysiecy lat o jeden znak zodiaku. Za jakies pot
tysiaca lat punkt réwnonocy wiosennej znajdzie

sie w Wodniku — ciekawe, czy nadal nazwa ,punkt
Barana” bedzie dopuszczalna. Na poludnie od Ryb
lezy Wieloryb, ktérego nazwa tez jest mylaca. Dla
nas brzmi doéé obojetnie, tymezasem w mitologii
gwiazdozbidr ten przedstawia morskiego potwora
grasujacego na wybrzezu krélestwa Cefeusza. Dopiero
ofiarowanie potworowi Andromedy miato wybawic
od niego kraj, ale, jak wiadomo, dzigki Perseuszowi
obeszlo sie bez tego. Gwiazda T Wieloryba
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i sprawdzié, czy ich wlasnosci pasuja do teorii.
Niestety, biale karly to obiekty stabe, a wiec trudno
obserwowalne z Ziemi. Dotychczas znaleziono ich
niezbyt wiele (powiedzmy — okolo setki), a ich
parametry fizyczne znane sa niedokladnie. Przetom
nastapil niedawno dzieki teleskopowi Hubble’a.

Grupa kanadyjskich astronoméw uzyla go do
zbadania centralnych obszaréw najblizszej (odleglej

0 2200 pc) gromady kulistej M4 w Skorpionie. Wedlug
przewidywan okoto 20% gwiazd gromady powinno by¢
biatymi kartami. Teleskop Hubble’a po pigciogodzinne]
ekspozycji malego obszaru gromady, potozonego

w poblizu jej centrum, znalazl tam od razu 75 bialych
kartéw o jasnosciach miedzy 23 1 28 mag.

Zaleznoéé barwy tych bialych kartéw (tysn samym

~ temperatury) od jasnoéci umozliwita odtworzenie
przebiegu ich stygniecia z uplywem czasu, przy czym
zgodnoéé teorii z obserwacjami nie stanowila tu zadnej
rewelacji. Okazalo sie natomiast, ze nieosiagalny

z powierzchni Ziemi zasieg obserwacji do 28 mag
umozliwit wykrycie biatych kartéw nie starszych niz
5 mld lat, a to jeszcze za malo, by na ich podstawie
oceniaé wiek samych gromad. A problem jest nie byle
jaki, gdyz wedlug wszelkiej logiki gromady kuliste nie
powinny by¢ starsze od Wszechswiata, tymczasem
ostatnio pojawiaja sie doniesienia, ze jakoby nie
wszystkie gromady tej reguly sie trzymaja. Byé moze
obserwacje z teleskopu Hubble’a przyczynia sie do
wyjaénienia tych sprzecznosci.

Tomasz KWAST

stala sie kiedy$ celem radiowego komunikatu
wyemitowanego z Ziemi z nadzieja nawigzania
kontaktu miedzygwiezdnego. Typ widmowy tej
gwiazdy (odleglej o 3,63 pc) jest bowiem zblizony do
typu widmowego Stonca, a jej powolna rotacja moze
sugerowat, ze swoj moment pedu zdazyla przekazad
obiegajacym ja planetom. Zwazywszy malta odleglosé
gwiazdy, odpowiedzi mozna by spodziewac si¢ ,na
dniach”, chyba jednak mala jest szansa, ze ja w ogdle
otrzymamy.

Wenus znajduje sie na granicy Wagi i Skorpiona

i staje sie Gwiazda Wieczorna, choé jest jeszcze

za blisko Slofica, by mozna ja bylo dostrzec. Mars
jest na granicy Lwa i Panny, wschodzi wiec dopiero
po péinocy. Jowisz jest na granicy Wodnika i Ryb,

a Saturn na granicy Ryb i Barana — obie te planety
widaé praktycznie przez cala noc. Pelnia Ksiezyca
wypada 4 XI. Ksiezyc w nocy z 5 na 6 XI zakryje
Aldebarana, a ponadto mocno zblizy sie do Regulusa
11 XI, Marsa 13 XI i do Jowisza 28 XI. A w noc z 17
na 18 XI obserwujemy Leonidy (patrz str. 15).

T.K.
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CYFROMANIA (8)

Opowiemy teraz, jak poznana w dotychczasowych
Cyfromaniach wiedz¢ mozna zastosowaé do rozwiazania
nastepujacego zadania z obozu przygotowawczego do
Miedzynarodowej Olimpiady Matematyczne;j:

ZADANIE: Dowiesé, ze istnieje liczba postaci
333333%23333% o dyie n jest liczba naturalna, zakonczona
333333%%%3%3 {réjkami w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie: Przypomnijmy, ze z naszych poprzednich
rozwazan wynika, iz dla dowolnej liczby naturalnej A,
ktéra przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2 lub 3, a przy
dzieleniu przez 8 daje reszte 3 lub 5, ciag koncéwek
k-cyfrowych (k > 4) liczb A™ ma okres zasadniczy 5 -10%~2
i taka tez jest liczba réznych koricéwek k-cyfrowych,

jakie moga wystapi¢ w liczbach postaci A™. Przy tym
wszystkie dopuszczalne koricéwki k-cyfrowe otrzymujemy,
uzupelniajac dopuszczalne koncéwki 4-cyfrowe do
koficéwek k-cyfrowych przez dopisanie z lewej strony
dowolnych k — 4 cyfr. Za A mozna wziaé¢ np. dowolna liczbe
zakofczona trzema tréjkami, niech wiec A = 333333.

Liczba A™ moze by¢ zakonczona cyframi 3333

— dzieje sig tak dla m = 1 (mod 500). Zatem, dla
dowolnego k > 6, liczba A™ moze koiiczyé sie

k tréjkami, o ile m = Ry (mod 5 - 10¥72), gdzie Ry jest
najmniejszym wykladnikiem naturalnym, takim ze
AFk = 19% (mod 10%). Przy tym musi byé

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (10)

Ry = 1(mod 50000), bo Ry = Re(mod 50000), a Rg = 1.
Pozostaje rozstrzygnaé, czy m spelniajace kongruencje
m = Ryx(mod 5 - 10*7?) moze byé postaci A™. Alez
oczywiscie. A" moze mie¢ koricéwke 0001 (dla n
podzielnych przez 500), moze wiec mieé¢ k — 1-cyfrowa
koficéwke Ri. A to wystarczy, aby A4" = 333333233333"
koficzylo sie k tréjkami. Zadanie jest wigc rozwiazane, bo
mozemy wziaé k = 333333333232

Tyle skrétowego szkicu rozwiazania. Jesli myslisz, drogi
Czytelniku, Ze co$ tu jest niepotrzebnie skomplikowane

i ze umialby$ to zrobié prosciej, sprawds na.'ipierw, czy
Twoje proéciej zadziala dla liczb 33333%****" . Nie powinno,
gdyz w tak zmienionej wersji teza zadania jest falszywa.

Niech B = 33333. Mozemy zaczaé przepisywaé podane
wyze) rozwiazanie, zamieniajac A na B:

— liczba B™ koiiczy si¢ na 3333 dla m =1 (mod 500);

— liczba B™ moze koficzyé sie k > 6 tréjkami dla
m = Ry (mod 5 - 10*7?) przy odpowiednio dobranym Ry,
przy tym Rx = Rs =1 (mod 5000).

Przygladajac sie¢ Rs, stwierdzamy, ze
Re = 5000¢c + Rs = 5000¢ + 1, gdzie 0 < ¢ < 9. Poniewaz
za$ B*%%° =10°Q + 1, otrzymujemy

Bfs —33333.(10°Q +1)° = 10°Qc - 3 + 33333 =
= 333333 (mod 10°),

skad Qc =1 (mod 10) i ¢ musi byé nieparzyste. Zatem
Rk = Re = 5001 (mod 10000).

Czy liczba zakoficzona na 5001 moze by¢ postaci B™?
Gdyby B™ =1 (mod 5), to n musialoby byé podzielne
przez 4. W takiej sytuacji B™ musialoby przy dzieleniu
przez 16 dawaé reszte 1, podczas gdy 5001 daje

przy dzielenin przez 16 reszte 9. Liczba B™ nie moze
si¢ wiec konczy¢ na 5001, a co za tym idzie, liczba

BB" = 33333%%%" nje moze byé¢ zakoriczona szescioma

tréjkami.
JWR

oo B
Rozwazmy liczbe S = pmvia] gdzie [r] oznacza czeéé calkowita liczby r. Bezpoérednie obliczenie wartosci liczby S

2n

n=1
z dokladnoscia do 100 cyfr po przecinku za pomoca komputera pokazuje, ze
S =2,9333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 .. .,

44

co nie pozostawia cienia watpliwosci, ze S = 17

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (11)
ZADANIE: Obliczyé¢ catke [ ;5% .

Rozwiqgzanie:

/4;d21:/4(x—?)j(zx+%) :i/ﬁj;*_%):i](

Sposéb 1: Catkujemy, rozkladajac funkcje podcatkowa na ulamki proste:

JWR
+ % dx—l(ln:c—l|+ln r+lD—~1—ln :02—11
e—-1"z4+1/7 78 2 21) 78 41"

Sposéb I1: Wykonujemy podstawienie z = % (wtedy t = 42 i formalnie dz = f—‘/t?]:

zdz 1 di 1 1 2
/432—1_B/thl_glnlt_l]_glni‘lz —]l

Poréwnujac otrzymane wyniki, stwierdzamy, ze z° — i- =422 — 1, co oczywiscie nie moze mieé miejsca. Ktéry ze sposobéw

calkowania daje poprawny wynik?

JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowac¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLEAW; e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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