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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)

Whptlaty przyjmowane sg non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigee. Cena
jednego numeru w 1899 roku wynosi 3 zt. Pray wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1999 r. wynosi 6 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednig doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajgcych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNEKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 1999 r. wynosi 9 zb.

3. Wplaty na prenumerate przyjmujg na teren kraju jednostki kolportazowe
,Ruch” 5. A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposdb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje ,RUCH” S A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 879 — 14°7,
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplacone] prenumeraty, = wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, ktdre] koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerateg

krajowa ze zleceniem
za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastgpnego,
5 II1 20 11 na II kwartal,
5 VI 20V na IIT kwartal,
5IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowsg, przyjmowane od oséb zamieszkalych za granicy,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela \RUCH” S.A.

Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-T1

wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17, wewn. 2366.

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub korespondencyjnie.
Niestety, nie dysponujemy juz numerami z lat 1974-1984,



Figle z dziesiagtka Michat SZUREK

Najmniejsza liczba dwucyfrowa, 10, ma dobra konotacje. Kojarzy nam sie
mito z jubileuszami, rocznicami, obchodami — a wiec bankietami, paradami
wojskowymi i przypinaniem medali: co kto lubi. Bo to przeciez taka ,okragla”
liczba!

To, czy liczba jest okragla, czy
nie — zalezy tylko od podstawy
numeracji. Nie zalezy za$ od tej
podstawy to, ezy jest tréjkatna,
tak jak

czy np. czworoscienna
10=1+3+6.

A wiece 10 jest jednoczesnie
tréjkatna i czworoscienna. Czy

sa inne liczby o te] wlasnosei?
Niewiele: cztery. Najwieksza z nich

to 1540.

ZADANIE 1. Znalezé¢ wszystkie
pieé liczb, ktére sa jednoczesnie
tréjkatne 1 czworoscienne.

Te kolorowsa figurg Pitagorejezycy nazywali tetraktem i traktowali jak dwietg, prawie tak, jak ZADANIE’ 2‘(b.ardzo t'.ru(.:lne.)'
pentagram. Udowodnié, ze innych juz nie ma.

Pierwiastek kwadratowy z 10 jest znosnym przyblizeniem 7 :
N[Sqrt[10],10]

3,16227766

W[Pi,10]

3,141592654

ZADANIE 3. Opracowaé sposob przyblizonej kwadratury kota, wykorzystujac
przyblizenie /10 = 7.

10 jest jedna z dwéch liczb catkowitych, ktére moga by¢ dlugoscia
przeciwprostokatnej tréjkata pitagorejskiego, ktérego pole jest réwne dlugosei

obwodu:
6 +8°=10% i (6-8)/2=6+8+ 10.
G daliy i 866,10 Z:ADANIE 4. Jaki jest ten drugi przyktad? Wykazaé, ze innych juz rzeczywiscie
nie ma.




Cyfry: indyjskie czy arabskie?

Witold WIESEAW

motto: Od jedney prayszlo ai wige do dziewiged,
A cxlowiekow: mdzg sie we thie mger. ..
(Jan Kochanowski, O Dokterze Hiszpanie)

Ma to byé opowiesé, jak to bylo z systemem
dziesietnym. Faktéw znanych jest niewiele, nie
zawsze wiadomo, co jest prawda, a co tradycja. Ale
w coé trzeba wierzyé. Spéjrzmy wiee w zamierzchla
przesztosé,

Pierwszy odnotowany przez archeologéw zapis liczb to
kreski i karby na réznych przedmiotach, poczatkowo
pojedyneze, a pézniej laczone w peczki, na ogdl

po pieé lub dziesieé. Kosé promieniowa miodego
wilka, znaleziona w Vestonicach na Morawach, ma
regularne naciecia, zapewne zrobione krzemieniem.
Koéé ma okolo 30000 lat. Byé moze znalezione zostana
starsze przedmioty, na ktérych pozostawiono glady
zliczania czego$. Poczatkowo poréwnywano liczebnosé
zbioru z odpowiednia liczba paleéw u rak, a jesli ich
nie starczalo, to 1 u nég. W ten sposéb najczedcie)
rachowano za pomoca dziesiatek, dwudziestek lub
jednych i drugich. Odbito sie to w rozwoju liczebnikéw
w jezykach indoeuropejskich, ktére oparte sa na
wielokrotnoéciach 10, 20 lub obu tych liczb. W wielu
innych jezykach jest podobnie. Henri Lebesgue,
matematyk nie wymagajacy przedstawienia, mial
powiedzieé, ze gdyby czlowiek mial trzynadcie palcéw
u rak, to zapewne powstalby system trzynastkowy.
Zapewne tak.

W drugiej potowie III tysiaclecia p.n.e. semici

z Mezopotamii zapozyczyli cyfry klinowe i stopniowo
adaptowali je do bazy 10. W pierwsze] polowie

II tysiaclecia p.n.e. asyryjsko-babiloniska dziesi¢tna
numeracja klinowa zaczela stopniowo wypieraé
sumeryjski system szesédziesiatkowy i rozpowszechniaé
sie na Bliskim Wschodzie. W wiekach XVIII-XII p.n.e.
pojawily sie na kostkach najstarsze znane

eyfry chiriskie. Wyroby z brazu epoki Czou

(XII-TII w. p.n.e.) zawieraja zapisy liczb do 30000,
woéwcezas jeszeze niejednoznaczne. Zapis liezb ulegh
nieznacznej modyfikacji za panowana dynastii Han
(206 p.n.e.~220 n.e.).

i 9 & § 5 6 7 8 9
Epokaln  _ - = = x AN + X 3
EpokaCzou — = = = = g 1 + M #
DynastaHan— = = @ x ® 5 X A

W epoce Tan (618-907) system zapisu liczb byt

juz w miare konsekwentny. Byl to zapis za pomoca
dziewieciu znakéw (cyfr), zapis poziomy lub pionowy,
przy czym na miejscach o numerach parzystych
uzywano innych znakéw niz na miejscach o numerach
nieparzystych.
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A - na miejscach jednostek, setek, dziesigthéw tysigey itd.

B — na miejscach dziesigtek, tysiecy, setek tysiecy itd.

Nie bylo osobnego znaku na oznaczenie zera, ale
zamiast zera zostawiano puste miejsce. Prowadzito

to do nieporozumien, jezeli tylko tekst byl napisany
niestarannie. Nie bylo jednak algorytmodw, ktdre
pozwalalyby wykonywadé dziatania na cyfrach, zamiast
na liczbach zapisanych za pomoca tych cyfr. Zapewne,
niezaleznie od Chin, poczatkow systemu dziesietnego
doszukaé¢ sie mozna w Indiach — pojawity sie tam cyfry
brahmi w napisach buddyjskich z Nana Ghat. Mozna
tam znalezé pierwowzory niezerowych cyfr. Nie sa one
jednak uzywane zgodnie z zasada pozycyjna. System
dziesietny, wraz z zerem, odnajdujemy u matematyka
i astronoma, Aryabhaty, w VI wieku. W roku 628/29
Bhaskara I ugruntowal pozycyjny system dziesietny

~ postugiwal sie konsekwentnie sanskryckimi znakami
cyfrowymi.
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Stopniowa modyfikacja cyfr w Indiach.

Od roku 622 (poczatek ery muzulmanskiej — hidzry)
zaczyna sie ekspansja islamu. To zapewne dzieki temu
biskup syryjski, Severos Sebokht, z klasztoru Keneszra
(w gérnym biegu Eufratu) mégl wzmiankowaé

o cyfrach, jak je nazwal — indyjskich. Uczeni islamu
szybko przyswoili nowe idee. Al-Chorezmi, ich
najwybitniejszy przedstawiciel, pisal juz podreczniki
na ten temat. Byly to podreczniki arytmetyki

1 nowego kierunku w matematyce — algebry, ktéra
uczyta, jak rozwiazywaé réwnania, nie odwolujac sie,
wzorem matematykow kultury hellenistycznej,



do geometrycznej interpretacji. Byl to przelom

VIII 1 IX wieku. Nie jest jednak prawda, ze system
dziesietny zostal przyjety w krajach islamu bez oporu.
Uczeni przyjeli go chetnie. Natomiast w praktyce
codziennej w uzyciu byl jeszcze dosé dlugo arabski
system zapisu liczb.

W tym samym czasie, w polowie IX wieku,
arytmetyka w Indiach byta juz doskonale rozwinieta.
Swiadezyé o tym moze np. podrecznik matematyki
Ganita-sara-sangraha, autorstwa Mahaviracaryi.
Dzieto to i inne, podobne, stworzyly pewien standard
nauczania systemu dziesietnego. System ten nie zostal
tam wylozony abstrakeyjnie — liczby symbolizowane
byly przez odpowiednie stowa, a w tekscie uzywa

sie skrétéw tych stéw. To sa wladnie pierwsze cyfry.
Tekst napisany zostal w jezyku poludniowych

rubiezy Indii, karonese. Pézniejsze 1 pokrewne

teksty, pisane sanskrytem, zawieraja odpowiednie
symbole sanskryckie. A wszystkie te teksty, az do
pierwszej potowy XIX wieku, pisane sa wedtug
nastepujacego schematu: cyfry, ich postaé, sposdb
zapisu liczb naturalnych, dziatlania arytmetyczne na
liczbach naturalnych, tzn. dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, polowienie, podwajanie, obliczanie
pierwiastka kwadratowego, czasami tez i szesciennego.
Nastepnie wykladano to samo dla liczb utamkowych,
czyli wymiernych, dotaczajac na koniec na ogét metne
(z dzisiejszego punktu widzenia) informacje o zapisie
dziesietnym dowolnych liczb, wraz z informacjami, jak
obliczaé obwdd kola 1 jego pole.
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Rézne europejskie i orientalne modyfikacje cyfr systemu
dziesletnego.

Kazdy z takich tekstéw zawieral przyklady
numeryezne. To one byty podstawa nauczania
systemu dziesietnego w calym dwezesnym Swiecie.
Jeszeze w IT potowie XVIII wieku tak whasnie
skonstruowany byl podrecznik Simona I’Huilliera
Arytmetyka dla Szkdt Narodowych, zatwierdzony
do uzytku w Polsce przez Towarzystwo do Ksiag
Elementarnych w 1778 roku. Wréémy jednak do
czaséw wezesniejszych. Plerwszym propagatorem
systemu dziesietnego w Europie w X wieku byl mnich
Gerbert, pézniejszy papiez Sylvester 1T (999-1003).

Upowszechnil on abak — liczydlo stuzace do obliczen
w systemie dziesietnym. Przetom, jesli mozna

tak powiedzie¢, nastapil na poczatku XIII wieku.
Leonardo z Pizy, nazwany Fibonaccim (filius Bonacci,
czyli Fibonacci — syn Bonacciego) przez wloskiego
historyka matematyki XIX wieku, Libriego, po
licznych podrézach do krajow dzisiejszego Maghrebu,
napisal w roku 1202 opaste dzieto Liber abbaci
(Ksigga abaku), ktére z czasem utorowalo droge
pozycyjnemu systemowi dziesietnemu w Europie.

W historii matematyki utrwalit sie Leonardo nie

z powodu tego dziela, ale ... zadania o krélikach,
jednego z wielu zadan w tej ksiazce. Ile par krolikéw
moze urodzié sie w ciggu roku z jednej pary? Jest jedna
para krélikéw w pewnym miejscu oloczonym murem.
Cheemy wiedziec, ile par krolikow urodzi sie z lej pary
w ciggu roku, jezeli natura tych krolikow jest taka,

ze rodzq one kazdego miesigea jedng parg 1 zaczynajq
byé pltodne w drugim miesiacu po urodzeniu.

Przelom nastapil nie bez oporu czynnikéw oficjalnych.
Jeszeze w XVIII wieku w podrecznikach matematyki
do szkdl jezuickich mozna przeczytac o cyfrach
arabskich i cyfrach koscielnych (tzn. rzymskich).
Przetom jednak zostal dokonany i byto juz tylko
kwestia czasu, aby system dziesi¢tny ostatecznie
zatrinmfowal w Europie. Akceptacja dokonywata

sie poprzez praktyke — system dziesietny byl

w uzyciu. Jezeli np. siggnaé do dzieta Kopernika,
waznego nie tylko z racji naszej narodowe) dumy:

De Revolutionibus Orbium Coelestium, Libri V1,
Norimbergae, Anno M.D.XLIII, dziela nie tak znowu
duzego, bo liczacego 196 numerowanych kart, to fatwo
spostrzec, ze wszystkie tablice, jak tez odpowiednie
obliczenia, zapisane sa w systemie dziesietnym 1 to
tak, jak to dzi§ robimy. Symbole cyfr nie réznia sie

w istotny sposob od wspotczesnych.
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Wspdlczesne cyfry: A — sanskryckie, B — arabskie.

Tym, ktéry niejako zamknat okres wprowadzania
pozycyjnego systemu dziesietnego do Europy, byt
Simon Stevin (1548-1620), a dzielem, ktére postawito
przystowiowa kropke nad ,i” — La Disme (w oryginale
De Thiende, czyli Dziesigtka, w do$¢ wolnym
przekladzie). Dzielo wyszlo drukiem w 1585 roku.
Okazuje sie, ze (jeszcze) uczeni islamu wiedli prym

1 w tej dziedzinie. Otéz na poczatku XV wieku

al Kaszi (od miasta Kaszan w pdlnocnej Persji — dzis
Iranie), wybitny astronom i matematyk, napisal
traktat Klucz arytmetyki, w ktorym znajdujemy
niemal wszystko to, co napisal pdiniej Stevin.



Ale kto w Europie czytal wéwezas po arabsku?
Waltpliwe jest wiee, czy dzieto al Kasziego bylo
w ogole znane w Europie.

1 2 3 4 5 6
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Cyfry, ktérych uzywal al Kaszi.

Yo e 5

Jego pierwsze tlumaczenia zaczely ukazywadé

sie w Europie, jak w przypadku innych tekstéw
matematycznych z odlegte] przeszlosci, w 11 polowie
XIX wieku i na poczatku XX wieku. Zapewne wiec,
gdyby dzieto al Kasziego przetlumaczono wezesniej, to
Stevin bylby bezrobotnym matematykiem.

Algorytmy dziatan na liczbach niekiedy réznily sie
sposobem zapisu od wspdlezesnych. Na przykiad
mnozenie 624 - 358 zapisuje al Kaszi w postaci tabelki:

3
2
/25
0
0 8
l6
8
3 9 2

A oto jak Stevin zapisuje 1 dodaje utamki dziesietne
27,847; 37,67H; 875,782: Liczby dziesicine dane [sq]
ponizej; jak je dodaé, aby znalezé ich sume.

Sa trzy rzedy dziesietne liczb danych, z kterych
pierwszq jest 27(0), 8(D), 42, 7@ drugq 37(0), 6(D),
7Q), 5®), trzecig 875(0), 7D, 8Q), 2.

Schematycznie Stevin zapisuje to w postaci:

@@@@

2 7

3 7 6 7 5
8 7 5 7 8 2
9 4 1 3 0 4

Na koniec polonica zwiazane z systemem dziesietnym.
Otéz w 1777 roku ukazata sie mala, kilkustronicowa
broszurka autorstwa pijara, Bernarda Sirucia:
Arytmetyka prostacka czyli Nowy Sposdb czynienia
Rachunkow, ktdrego Nieumiejgcych czytaé nawet, tatwo
nauczyé mozna. Jak to: Gumiennych, Szynkarzéw,
Wtodarzéw & c. Ze sobie kretq lub weglem kresujqc,
albo na kiju nozem karbujgc porachowaé, co do nich
nalezy, bedg mogli. Sirué pisal:

Te wszystkie liczby wyrazaé si¢ beda laseczkami tylko,
a roznice ich wyznaczaé sie bedq przez krzysyk naksztall
litery x, zaczynajq kreslié xwyklym sposobem od
wigkszey liczby do mnieyszey. Litera tedy x liczby
zadney nie znaczy. Tym sposobem Zlolyeh trzy

tysigee dwiescie pigcdziesiql cztery, wyrazi sie tak:

IIT x IT x I x III1, to jest za trzy tysigee kresle

trzy laseczki y krzyzyk; za dwiescie dwie laseczki y
krzyzyk; za piecdziesiqt kresle pieé laseczek y krzys;

a na ostatku czlery laseczki znaczqce prostq liczbe
cztery; gdzie znaki x dla tego tylko sq uiywane, Zeby
laseczki znaczqee 1ta, dziesiqtki, 2 inszemi sie nie
pomieszaty.

Piatka pisana jest jako A. Przyktad rachunku dla
szynkarzy:

Mial 1 s A x I

Zyskal TII x III x II

Summa Al x AIIl x Al
Mozna wige nie umieé czytaé ani pisaé, a mimo to
sprawnie postugiwac sie systemem dziesietnym. W ten
sposob wréciliSmy do kresek i karbéw, ale jakze inaczej
niz przed tysiacleciami.

Do dalszego czytania
(zamiast bibliografii, bo kto zechce cazytaé¢ teksty starachinskie
lub staroarabskie?)

[1] Georges Ifrah, Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku,
Ossolineum, Wroclaw 1990,

[2] Marek Kordos, Wyktady z histerii matematyki, WSiP,
Warszawa 1994,

[3] Witold Wigstaw, Matematyka ¢ jej historia, NOWIK, Opole
1997,

Rewolucyjna reforma miar i wag

Andrzej Kajetan WROBLEWSKI

Kilkaset lat temu dobrze ustalone byly tylko jednostki
pomiaru czasu, poniewaz datujacy sie od starozytnosci
podziat doby na godziny, minuty i sekundy byt
utrwalony wszedzie. Istnialo natomiast mnostwo miar
lokalnych dla dlugosci, powierzchni, objetosci i ciezaru,
czasem rozniacych sie znacznie mimo tej samej nazwy.

Podejmowano rozmaite préby standaryzacji jednostek
miar. Oto, na przyklad, stary przepis z 1536 roku,
ustalajacy jednostke miary dlugosci, polecal wybieraé

4

16 kolejnych mezezyzn wychodzacych po niedzielnej
mszy z kosciota. Mieli oni ustawiaé swe prawe stopy
tak, aby ich szesnascie butéw bylo w linii jeden za
drugim. Tak otrzymana jednostka — glosilt przepis

— jest sprawiedliwa i powszechna miara do pomiaréw
gruntu.

Miara ta miala szereg zalet. Mozna ja bylo
w przyblizeniu odtwarzac¢ w kazda niedziele i tatwo
dzieli¢ na dwie, cztery i osiem czedcl, uzyskujac miary



odpowiednie do réznych okoliczno$ci. Oczywiscie
miedzy réznymi miejscowo$ciami musialy wystepowaé
drobne réznice, co jednak nie miato wtedy istotnego
znaczenia.

Podjeta po Rewolucji Francuskiej reforma miar

i wag miata na celu eliminacje wszelkich réznic
miedzy miarami lokalnymi we Francji. Rzad
rewolucyjny cheial ponadto zniszezy¢ wszelkie
pozostalosci starego systemu feudalnego. W 1790 roku
Francuskie Zgromadzenie Narodowe przyjeto, ze nowa
jednostka dtugoéci powinna byé dlugosé wahadta
sekundowego. Taka jednostka byta proponowana
kilkakrotnie juz duzo wezeéniej, miedzy innymi

jej wprowadzenie propagowal osiadly w Polsce

Wtoch Tito Livio Burattini w wydanej w Wilnie

w 1675 roku broszurze Misura universale. Jednak
Irancuska Akademia Nauk, kidrej przekazano
uchwale Zgromadzenia, wypowiedziala si¢ przeciw
niej, argumentujac, ze do ustalenia takiej jednostki
potrzebna bedzie jednostka czasu, sekunda, ktéra nie
ma nic wspolnego z odlegloscia, a ponadto nalezy do
uktadu szesédziesiatkowego, ktdry cheiano zastapid
przez dziesietny.

Akademicy paryscy zaproponowali wlasny pomyst
nowej jednostki dtugoséci — metra. Miala nig by¢
dziesieciomilionowa czesé dlugosci poludnika
ziemskiego miedzy biegunem a réwnikiem. Zdaniem
akademikéw, w ten sposéb miala zosta¢ wybrana
jednostka oparta o zjawiska naturalne. Ustalono wigc,
ze nalezy zmierzyé dwa réwne odeinki poludnika po
obu stronach réwnoleznika 45°, potudnik zas wybrano
przechodzacy przez Paryz.

Wielkim naktadem sit i srodkéw rozpoczeto pomiary
geodezyjne, ktére posuwaly si¢ jednak bardzo powoli
i zakonezyly dopiero w 1799 roku. Rzad nie mégt
czekaé tak dtugo i juz w 1795 roku wprowadzono
prowizoryezny wzorzec metra oparty na starych
pomiarach poludnika, ktére wykonatl jeszeze okolo
1740 roku Nicolas-Louis de Lacaille. Okazalo sig
potem, ze nowe pomiary zgadzaja sie z pomiarami
Lacaille’a z doktadnoécia do dwdch dziesiatych
promila, totez prowizoryczny wzorzec metra stal sie
wzorcem ostatecznym.

Ustalono takze, ze wielokrotnodei i podwielokrotnosei
metra beda oparte na uktadzie dziesietnym. Tak pojawit
sie decymetr — 1/10 metra, centymetr — 1/100 metra,
milimetr — 1/1000 metra, dekametr — 10 metréw,
hektometr — 100 metréw, kilometr — 1000 metréw itd.

Na nowej jednostee dlugosci zostaly tez oparte
jednostki objetosel 1 masy — gram — ciezar centymetra
szesciennego wody w temperaturze 3,5 stopnia
Réaumura (ta skala termometryczna wyszta potem

z uzycia i w definicji grama znalazla si¢ temperatura

4 stopni Celsjusza). Ze wzgledéw praktycznych wzorcem
jednostki masy zostal kilogram = 1000 graméw.

W zapale zrywania z przeszloscia wprowadzono we
Francji takze nowy rewolucyjny kalendarz, w ktérym
rok dzielit sie na dwanascie réwnych miesiecy po

30 dni oraz pieé¢ dodatkowych dni $wiatecznych,
zwanych sankiulotydami (w latach przestepnych
dochodzil jeszeze jeden dzien dodatkowy: Dzien
Rewolucji). Poczatek roku i poczatek Nowej Ery
Republikanskiej ustalono na 22 wrzesnia 1792 roku
— w tym roku wtedy wlasdnie przypadalo jesienne
zréwnanie dnia z noca. Miesiace, ktorych nazwy

— zreszta pickne — utworzono od sezonowych zjawisk
przyrodniczych, zostaly podzielone na trzy dekady,
po 10 dni. Nazwy tych dni wzieto od tacinskich
liczebnikéw z dodatkiem koncéwki di. Tak wiec byty
to dni: primidi, doudi, tridi, quartidi, quintidi, sextidi,
septidi, octidi, nonidi i decadi.

Postanowiono takze wprowadzié podzial doby na

10 godzin, po 100 minut kazda; podobnie minuta
miala sie dzieli¢ na 100 sekund. Opér przeciw

tej ostatnie] reformie byt jednak niezwykle silny.

W muzeach mozna jednak znale7é¢ pochodzace

z tamtego okresu zegary z tarcza podzielona na

10 godzin. Kalendarz rewolucyjny przetrwal we Francji
do 31 grudnia 1805 roku. W dniu 1 stycznia 1806 roku
oficjalnie powrécono do kalendarza gregorianskiego.
Kalendarz rewolucyjny przywréconé jeszcze na bardzo
krétko podezas Komuny Paryskiej (od 18 marca do

28 maja 1871 roku).

Jako ciekawostke warto tez podaé, ze akademicy
paryscy zaproponowali konsekwentnie wprowadzenie
uktadu dziesietnego do geometrii, w kidrej odtad kal
prosty mial sie dzieli¢ na 100 stopni, po 100 minut
kazdy itd. Ten pomys! jednak szybko zostal odrzucony.

Rozprzestrzenianiu sie nowego systemu miar i wag
poza Francja sprzyjaly sukcesy militarne Napoleona.
Na poczatku XIX wieku system metryczny byt juz
do§é¢ powszechnie przyjmowany w nauce, ale w zyciu
codziennym poshugiwano sie jeszeze przez jakis czas
tradycyjnymi miarami. Nawet we Francji musiano
dopusci¢ prawnie do uzytku dodatkowe jednostki
pozauktadowe: na przyktad liczacy dwa metry tuaz,
dzielacy sie na szes¢ stop. W podrecznikach fizyki

i chemii z tamtego okresu musiaty by¢ zamieszczane
obszerne tablice podajace przeliczenia mnogoéci miar
lokalnych na nowe jednostki metryczne.

Dzi§ dziesietny system miar 1 wag opanowal Swiat.
Resztki dawnych niedziesietnych systeméw przetrwaty
jeszeze tylko gdzieniegdzie, np. w niektorych krajach
anglosaskich, gdzie obok systemu metrycznego uzywa
sie jeszcze mil, jardow, stdp, cali, galondow, funtow,
uncji itd. Ale 1 to ma sie ku koricowi. Do 1971 roku

w Wielkie] Brytanii panowal skomplikowany system
monetarny, w ktorym funt dzielil sie na dwadziescia
szylingéw po dwanascie penséw kazdy. Dzis o tym
systemie pamietaja tylko ludzie starszego pokolenia.



Arytmetyka zmiennopozycyjna a dokladnos$é obliczen

Leszek PLASKOTA

W systemie dziesietnym liczby catkowite zapisujemy
jako skonezone ciagi cyfr, czyli symboli ze zbioru
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Jedli liczba jest ujemna, to taki cigg poprzedzamy minusem

Liczby wymierne piszemy zwykle w postaci ulamka
p/q, gdzie p jest liczba catkowita, a ¢ — naturalna.
Jest to wskazéwka, ze p/q to wynik dzielenia p calosci
na g rownych czesci. Podobnie mozemy patrze¢ na
»szkolny” zapis liczb niewymiernych: V2 np. to

nic innego, jak zapis operacji pierwiastkowania.
Przedstawia on liczbe, ktérej kwadrat jest rowny 2.
Podobnie, piszac m, mamy na mysli stosunek obwodu
kola do jego érednicy.

Zapis liczb jako wynikéw pewnych operacji czy tez
zapis symboliczny ma niewatpliwe zalety, ale tez
pewne wady. Gléwna zaleta jest to, ze liczba jest
zawsze dokladnie zdefiniowana. Nie znaczy to jednak
(i to jest wada), ze znamy wartos¢ numeryczng danej
liczby, czyli kolejne cyfry jej rozwiniecia dziesietnego.

Liczby niewymierne (i niektére liczby wymierne)
maja rozwiniecia dziesietne nieskonczone. Zapis
dziesietny musimy wiec gdzies ,uciaé” i zadowolic sie
pewnym przyblizeniem. Jesli zapiszemy tylko ¢ cyfr
po przecinku i ostatnia zaokraglimy (tzn. zwiekszymy
o jeden, gdy po niej stoi jedna z cyfr 5,6,7,8,9), to
otrzymamy reprezentacje z dokladnoscia nie mniejsza
niz 6 =0,5-107".

Mamy na przyklad
1
1024

V2 =1,4142135. . .,

= 0,0009765625,

= 3,14159265. ...
Jedli np. cheemy mieé t = 6 cyfr po przecinku, to liczba 1/1024
bedzie reprezentowana przez 0,000977, a 7 przez 3,141593
Opisany sposob to tzw. reprezentacja statoprzecinkowa.
Jej btad bezwzgledny nie przekracza statej 6,
niezaleznie od wielkoéci liczby. Jest to wlasnosé
niepozadana — w konsekwencji liczby bardzo male
sa reprezentowane przez zero! Cho¢ w Swiecie
olbrzyméw centymetr dlugosci niewiele znaczy, to
w $wiecie liliputéw ten sam centymetr moze oznaczaé
bardzo duzo. Méwiac mniej obrazowo, wolelibysmy
reprezentowaé ,male” liczby z ,duza” dokladnoscia,
nawet za cene zmniejszenia doktadnosci ,duzych” liczb.

Postulat ten spelnia reprezentacja zmiennoprzecinkowa,
ktora teraz opiszemy. Zalozmy najpierw, ze z > 0, oraz
ze ¢; sa kolejnymi cyframi rozwiniecia dziesietnego
liczby z, tzn.

g=cp10* + -+ ¢ 10+cn+c—1‘0—1+%§+---,
przy czym ci # 0. Wtedy reprezentacja
zmiennoprzecinkowa liczby z z uwzglednieniem ¢ cyfr

6

znaczacych jest réwna

k p
e B gdy ck-¢ <4,
sd(e) = 3:::;14-1
Y, clO¥ + 1051 gdy ¢;_ > 5.
j=k—t+1

(Skrét rd pochodzi od angielskiego round-off

- zaokraglac.) Dla z < 0 ktadziemy rd(z) = —rd(—2).
Dodatkowo przyjmujemy, ze liczba @ = 0 jest
reprezentowana dokladnie: rd(0) = 0. Zauwazmy,

ze w reprezentacjl zmiennoprzecinkowej interesuje
nas nie tyle ¢ cyfr po przecinku, co t cyfr
ynajwazniejszych”.

Czesto postugujemy sie jednolitym zapisem

rd(z) = z - my - 10°, gdzie z € {—1, 1} jest znakiem,
my liczba z przedziatu [0,1; 1,0) zwana mantysq,

a ¢ liczba catkowita zwana cechq liczby.

W ten sposéb mozna jednoznacznie zapisa¢ kazda liczbe
zmiennoprzecinkowsg rézna od zera. Jedli interesuja nas np. t = 4
cyfry znaczgce, to mamy
| - . -3
rd | —— | = 0,9766- 10" ",
1024 i
rd (V2) = 0,1414 - 10",
rd (=#) = —0,3142 - 10"
Piszemy réwniez 0,1234 - 10™° zamiast 0,000001234 i 0,5678 - 10?

zamiast 567300000,

Bardzo wygodny zapis zmiennopozycyjny stosuje

sie wspolezesnie we wszelkich obliczeniach
automatycznych. W szezegdlnosci, w ten sposéb
reprezentuje sie liczby rzeczywiste w maszynach
cyfrowych, przy czym tam ¢ zwykle waha sie

miedzy 8 a 16. Mantysy i cechy uzywamy tez czesto

w obliczeniach ,recznych”, by zaznaczy¢ rzad wielkosci
liczby 1 nie przepisywaé¢ wielu zer, gdy liczba jest
bardzo mata lub bardzo duza.

Jaka jest dokladno$é reprezentacji

zmiennoprzecinkowej? Czytelnik sprawdzi,

ze rd(z) = z(1+¢), gdzie ¢ jest liczba ,maly”,

le] < 5-107*. Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb

rzeczywistych daje wiec blad wzgledny nie wiekszy niz
v=>5-10""

Wielkos¢ v nazywamy dokladnoscig reprezentacyi.

Zajmiemy sie teraz rachowaniem na liczbach
zmiennoprzecinkowych, czyli na elementach zbioru

R = {rd(z): 2 € R}. Zauwazmy, ze jesli nawet

z,y € R, tzn. rd(z) = z i rd(y) = y, to wynik operacji
arytmetycznej na & i y nie musi by¢ wcale liczba
zmiennoprzecinkowa.

Jesli np. t =3 oraz ¢ = y = 0,638, to
rxy = 0407044 # rd(z *y) = 0,407
Podobnie,

r+y=1.276% rd(xr +y)=0,128- 10"



Oto bardziej drastycezny przyklad. Dla { = 3 niech » = 123
iy=0 5. Wtedy = 4+ y = 123,456, ale rd(z 4+ y) = 123 = z. Efekt
Jest taki, jakbysmy dodali zero!

Aby wykonaé jedno z dzialan arytmetycznych na
dwdch liczbach zmiennoprzecinkowych, najpierw
wykonujemy owo dziatanie dokladnie, a potem
wynik reprezentujemy zmiennoprzecinkowo. Zbiér I
liczb zmiennoprzecinkowych z tak zdefiniowanymi
operacjami arytmetycznymi bedziemy nazywad
arytmetykq zmiennoprzecinkowq 1 oznaczaé przez fl
(od angielskiej nazwy floating poini arithmetic). Jesli
wiec O € {4, —, %, /}, to wéwczas

fl(z0y) = rd(z0y) = (z0y)(1 +¢), gdzie |¢] < v.

Zatem, btad wzgledny pojedynczej operacji
arytmetycznej nie przekracza v. A jak jest przy
obliczaniu w fl bardziej skomplikowanych wyrazen?
Rozwazmy najpierw mnozenie trzech liczb x,y, z € .
Poniewaz wykonanie dowolnej operacji powoduje
powstanie bledu wzglednego na poziomie v, wiec

fi(zxy+z) = (((z*y)(1 +61))*2)(1 +&2) =
—z+y+z(1+¢),

gdzie £ = £1 + €9 + £169. Poniewaz |¢1], |e2| < v,
wiec |¢] < 2v + v2. Dla duzych t liczba v? jest duzo
mniejsza niz v (np. jeélit =8, to v =5-1078,
av?=25-10"""). Mozemy wiec powiedzieé, ze przy
mnozeniu trzech liczb otrzymujemy w fl wynik,
ktérego btad wzgledny jest nie wickszy niz 2v.
Podobnie, mnozenie n liczb zmiennoprzecinkowych
powoduje btad wzgledny na poziomie nie wiekszym
niz (n — 1)w 1 jest operacja ,bezpieczna” dla n niezbyt
wielkich w poréwnaniu z 1/v.
Zobaczmy teraz, co dzieje si¢, gdy dodajemy trzy
liczby z,y, z. Mamy
Az +y+2) = (A + ) + 2)(1+ ) =
= ((z +y)(1 +e1) + 2)(1 + &3).

Stad, pamietajac o nieréwnoéciach |g;| < v, tatwo
otrzymujemy

fl(z +y+2) = (z +y+2)| < (20 +v?)(|2] + |yl + |2]).

Blad wzgledny wyniku mozna wige mniej wiecej
oszacowac jako
itz +y+2)—(+y+2)
|2+ y + 2|
Zatem, btad wzgledny reprezentacji v
moze by¢ ,wzmocniony” wspdtezynnikiem

K =2(|z] + |yl + |z])/|z + y + 2]

2]+ Iyl + |2
e+ y+2]

< 2v

Jesli &,y 1 z maja ten sam znak, to K = 2

1 oszacowanie jest podobne do tego przy mnozeniu.
Jednak w ogdlnosci K moze byé dowolnie duze

- np. wtedy, gdy suma x + y + z jest bliska zeru,

ale poszczegdlne skladniki maja duze wartosei
bezwzgledne. Zatem dodawanie liczb o réznych
znakach meze powodowaé duzy blad wzgledny wyniku.
Pamietajmy o tym zawsze, gdy wykonujemy obliczenia

wrecznie”, zaokraglajac wyniki czeSciowe.

Oto patologiczny prazyklad. Ni-w'h t=ds o=y = 06878 2==1,135
Wtedy v +y + 2 =0,6-1077, ale fi(x + y + z) = 0. Blad wazgledny
wyniku jest nieskonczony!

Ostatnie stwierdzenie brzmi pesymistycznie. Czyzby
arytmetyke zmiennopozycyjna mozna byto wyrzucié
do kosza? Oczywiscie nie. Powyzsze oszacowania
btedéw sa zwykle zawyzone (choé¢ bywaja osiagane!).
W praktyce bledy sa zwykle duzo mniejsze, a czasem
nawet wzajemnie si¢ redukuja. Poza tym, czesto
mozemy zabezpieczy¢ sie przed nadmiernym bledem
nieco modyfikujac arytmetyke. Mozemy np. wyniki
czesciowe otrzymywaé w arytmetyce o wyzszej
precyzji, a dopiero wynik koncowy zaokraglié

do precyzji nas interesujacej. Prosze sprawdzié,

ze gdybysmy w przyktadzie z dodawaniem trzech
liczb zastosowali arytmetyke z ¢ = b zamiast { = 4,

to otrzymaliby$my wynik dokltadny. Ten prosty
pomyst, godny polecenia przy obliczeniach _recznych”,
jest czesto stosowany w obliczeniach na maszynach
cyfrowych 1 prowadzi do tzw. arytmetyki rozszerzonej.

Innym sposobem unikniecia nadmiernych bleddw
jest modyfikacja samego sposobu obliczeni, czyli
algorytmu. Oto przyktad. Wartodé wyrazenia

f(z,y) = @? — 4® dla danych #,y € B mozemy obliczy¢
dwojako: stosujac wzér f(x,y) = z*z — y=*y, albo
flz,y) = (¢ —y) = (z + y). Ktéry z nich jest lepszy?
W pierwszym przypadku mamy

Azxz—yry) = (22(1+e1) — (1 +e))(1+€3),
gdzie g1, €2 sa bledami powstalymi przy podnoszeniu
z 1y do kwadratu, a 3 jest bledem powstalym

z odejmowania. Blad wzgledny, réwny

2 2
g7 —¢
es + (1 +€3)% :

moze by¢ bardzo duzy (np. dla || = |y| i &1, €2
réznych znakéw). Natomiast przy drugim sposobie
liczenia btad wzgledny na ogél nie przekracza 3v.

Dla ilust

acjl podamy jeszcze przyklad numeryczny. Niech ¢t = 3,

r=0,5671y = 0566 Wtedy

£ —y? = 0i133. 1072

fllx*r—y+y)=01-10""
fli{z —y)*(z+y))=0,113. 1072

Blad wzgledny w drugim sposobie liczenia jest wiec prawie 50 :";1'.'._‘."

TR il o

W praktyce, zwlaszeza zwiazanej z obliczeniami

na maszynach cyfrowych, spotykamy duzo wicksze

problemy. Arytmetyka maszyny cyfrowej jest

w rzeczywistosci réowniez bardziej skomplikowana.

Ponadto, zanim zaczniemy stosowaé jakié algorytm,

musimy najpierw przeanalizowaé liczbe operacji

arytmetycznych koniecznych do jego wykonania,

a takze jego wlasnosci numeryczne — czyli

reakcje na obliczenia prowadzone w arytmetyce

zmiennoprzecinkowej. Zajmuje sie tym m.in. galaZ

matematyki zwana analizg numeryczng.



Moia de

10 palcow

Przychodzimy na éwiat z matematyka ...w palcach. To, ile kto ma rak i nég
— widaé. Ile mamy paledw? To juz trzeba policzyé!

Dla jednych zmora, dla innych pierwszym tatwym sukcesem jest nabycie
umiejetnosci dodawania 1 odejmowania bez pomocy palcdw. Przyszty Wielki
Matematyk ma to od razu ,w jednym palusku”. Odrzuca dziesieciopalczasta
kotwice i wyplywa na szerokie morze abstrakeji. Niestety, kotwica whbija
si¢ w dno i nie puszeza. Dziesieciopalezaste liczydetko wprowadza uktad
dziesigtny 1 kaze nauczyé sie tabliczki mnozenia. Na pamieé! Co z tego, ze Wielki
Matematyk potrafi mnozyé bez znajomodei tej glupiej, 10 na 10, tabelki, kiedy
~ dzigki niej — jego nienabstrakeyjnieni koledzy zaczynaja liczyé szybeiej od
niego.
Nie ma rady, trzeba rwac kotwice. Ale przeciwnika mozna
pokona¢ jego wtasna bronia. Ostatnia éwiartka tabliczki
mnozenia (reszta to proscizna) jest zakodowana w naszych
palcach. Na rysunku pokazano, jak dziata algorytm na
przykladzie mnozenia 6 - 7. Stykamy tyle palcéw, o ile mnozone
liczby sa wigksze od 5, mnozymy przez 10 i dodajemy iloczyn
liczb wolnych paleédw u rak:
(142)-10+4-3 =30+ 12 = 42.
To dziala nawet dla 5-51 10 - 10, a jezeli umiemy sobie
wyobrazié¢ ,ujemne” i dodatkowe palce, to dla dowolnych liczb
naturalnych, np.

4.7=(-1+42)-10+6.3 = 28,
11-7=(6+2)-10+(-1)-3=177.
Mamy juz algorytm rwania kotwicy, ale na tym nie koniec! Teraz mozemy
rozwinaé zagle. Na przyktad sprébuj obliczyé w pamieci, ile jest 11 - 17.
A przeciez odpowied? jest do odczytania z rysunku. Wystarczy mala
modyfikacja algorytmu:

16-17 =999 +2 -(14+2)-10+4-3 = 272,
26-27=¢0g +3 -(14+2)-104+4-3 = 702.

Réwniez wynik mnozenia 11 przez 12 jest na tym rysunku zakodowany

11-12:100 +(1+2)-10—|—1_2 | e o

(Tu jest troche inaczej, a mianowicie — mnozymy liczby zlaczonych palcéw.)

OdpowiedZ na pytanie, czy i dlaczego to dziala (ile jest np. 17 - 197), na ile
Jest to ogdlne (jak np. obliczy¢ iloczyn 36 - 377) i czy mozna wymyéli¢ zupelnie
ogdlny, prosty algorytm mnozenia na palcach — pozostawiam juz Wam, zeglarze.

Matq Delte przygotowal Piotr ZALEWSK]



Niech zyje SI!

=

Rozwigzanie zadania M 859.

Jesli ostatnia cyfra liczby e nie jest
Zerem, to suma jej 1 ostatnie) cy

liczby b jest réwna 10, a pozostale sumy
par odpowiednich cyfr liczb a 1 b sa
réwne 9. Stad wynika, se podwojona
suma cyfr liczby a wynosi 9 -9 4 10 = 91,
co jest niemozliwe, bo liczba 91 jest

nieparzysta.

@

Rozwigzanie zadania F 486,

Z uogdlnionego 111 prawa Keplera mamy:
T* ~ a” /(M 4+ m). W przypadku gdy
gestosé cial sig nie zmienia, zaréwno

a®, jak i M oraz m skaluja sig jak £>.
Zatem okresy obiegu planet pozostang
bez zmian

@

Natknalem si¢ przed laty w jakichs chyba amerykanskich ksiazkach na okreslenia
dwu stalych przyrody: stalej stonecznej 1 mechanicznego réwnowaznika ciepla.
Wartosé pierwszej byta tam podana jako 4 690 000 KM na mile kwadratowa,

a drugiej jeszcze zabawniej (cytuje w thumaczenin): ,aby ogrzaé¢ 1 funt wody

o 1°F, potrzeba tyle energii, ile dostajemy, zrzucajac 772 funty z wysokosci

1 stopy”. Zrobito to na mnie takie wrazenie, ze okreslenia te przepisatem sobie
na pamiatke, cho¢ juz nie pamietam, jakie to byly ksiazki. Mozna sie zalozy¢,

ze definicje te sa poprawne (choé nie sprawdzaltem), a jednak budza groze,
prawda?

Chyba nie od dzi$ dostrzegamy zalety systemu dziesietnego, aczkolwiek bytoby
réwnie dobrze, gdyby caly swiat uzywal systemu np. dwunastkowego. Do
wszystkiego mozna sie przyzwyczaié. Na przyklad fizycy 1 astronomowie

(w kazdym razie w wiekszosci) nie moga odzwyczaic sie od systemu CGS. Jest to
w zasadzie tez dobry system jednostek, tylko ze prowadzi do rozdwojenia jaini,
a ponadto sa lepsze. Jest mianowicie na szczedcie dziesictny, ale szkodliwy dla
psychiki uczonego, gdyz kaze mu mierzy¢ np. natezenie pradu w em/dyna/s,
podczas gdy ten sam uczony w domu to samo natezenie zmierzy zwyczajnie

w amperach. Ponadto w CGS zakltada sie, ze np. natezenie pola elektrycznego
1 magnetycznego mierzy sie w tych samych jednostkach, co jest naturalne dla
fizykéw, ale utrudnia zycie inzynierom. Na ten temat mozna by jeszeze dhugo,
ale moral jest, wedlug mnie, jeden: niech zyje SI!

A jednak jako astronom bede na koniec usprawiedliwial uporczywe stosowanie

w astronomii niemetrycznych jednostek odleglosci. Powodem ich stosowania
wcale nie sa ,astronomiczne odlegloéei”,| lecz po prostu wygoda. Zaproponowano
kiedy$ jednostke metryczna, mial to by¢ herszel (na cze$é angielskiego
astronoma, pioniera astronomii galaktycznej) i mial wynosié 10'° m. Propozycja
ta absolutnie sie nie przyjeta, zapewne dlatego, ze mamy juz dwie inne
jednostki, obie wprawdzie niemetryczne, ale bardzo dobre pod innymi
wzgledami. Rok éwietlny (bardzo zblizony do 1 herszla, wiec niby co za réznica?)
jest jednostka silnie przemawiajaca do wyobrazni i przez to chetnie stosowana

w popularyzacji astronomii. A parsek (majacy 3,26 lat dwietlnych) jest jednostka
po prostu bardzo praktyczna, gdyz wiaze si¢ prosto z innymi wielkodciami (tez
niemetrycznymi) stosowanymi w astronomii od wiekéw. Mianowicie, parsek

to odleglosé, ktérej odpowiada paralaksa heliocentryczna réwna 17, wobec

czego liezy on 206 265 jednostek astronomicznych (odwrotnosé tej liczby to
warto$¢ sinusa lub tangensa 17| a jednostka astronomiczna to érednia odlegto$é
Ziemi od Slorica, a przy tym bardzo wygodna miara odleglosei w Uktadzie
Stonecznym). Odlegtosé gwiazdy w parsekach jest odwrotnoscia jej paralaksy

w sekundach tuku, wzietej bezposrednio z obserwacji. Nic wiec dziwnego,

ze w publikacjach odlegtosei gwiazd podaje sie tylko w parsekach, wartodci
stalych Oorta w km/(s - kpc), a warto$¢ stalej Hubble’a w km/(s - Mpc).

Na tym nie koniec. Jasnos¢ absolutna gwiazdy (oznaczana zazwyczaj przez M)

zostala tak zdefiniowana, by z jasnoScia obserwowana m wiazala sie zaleznoscia
m— M =blogr—5,

gdzie r jest odlegloscia gwiazdy, wyrazona wtasnie w parsekach. A okredlanie

Jasnoéci gwiazd w wielkodciach gwiazdowych (magnitudo) to zwyezaj panujacy

od ponad dwdch tysiecy lat 1 zwalezyé go raczej sie nie da, zreszta po co?

W sumie uwazam (1 z pewnoscia nie tylko ja), ze te akurat jednostki miar,

o ktérych tu wspomnialem (sekunda tuku, jednostka astronomiczna, parsek

1 magnitudo), choé sg niemetryczne, zastuguja na szacunek, poniewaz stanowia

caly spéjny zespdt jednostek, bardzo praktycznych, powiazanych prostymi

zaleznosciami 1 ktérych stosowanie jest uswiecone bardzo dluga tradycja.

Tomasz KWAST

Rozwiazanie zadania M 860. w zapisie dziesietnym

Niech zapisem dziesietnym danej liczby n bedzie e 1l - - -
TE T dp. Bez amniejszenia ogdlnosci mozemy zalozyé, nk=n(10" —1)=a;...a1(ao — 1)99... 99— a;) ...(9 — a1){(10 — ayp),
ze ag # 0. Wezmy, dla dowolnego m > I, licgbe k =99...9 gdzie lacznie mamy [ 4+ 1 4+ m cyfr. Jak widaé¢, suma cyfr liczby nk jest
zlozona z m dziewiatek. Wtedy, jak latwo sie przekonad, réwna 9m, czyli sumie cyfr liceby k.
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Figli z dziesiatka Napiszmy dowolnie dziesie¢ kolejnych liczb naturalnych. Zawsze znajdzie sie
i wéréd nich taka, ktéra jest wzglednie pierwsza z pozostalymi. Dowdd jest prosty,
ciag dalszy polecamy jako ¢wiczenie.
Naprzemienna suma zaczynajaca sie od 10!
10! — 9! 48! — 7! 4 6! — 5! 41 — 31 + 21 — 11 = 3301819
jest liczba pierwsza. Liczb o podobnej wlasnosci jest niewiele, a najwicksza ze
znanych jest 19! — 1814+ 171 — 16! + ... + 1! = 115578717622022981.

ZADANIE 5. Znalezé inne takie liczby.

Lepszy jsdén_ wédz Q{gp.i_'_
.\'ﬁgg.g};gdrych dziesigeiu.
. Moo Skoro mowa o silniach, to odnotujmy, ze
~ ,Jedna wola” 10! =6!- 7!
i jest jedynym znanym rozwiazaniem rownania x! = y! - z! | oczywiscie w liczbach
naturalnych — poza wynikajaca z definicji zaleznoscia (n!)! = (n! — 1)! - nl.

10 czesto nie jest taskawa dla matematykow. W 1782 roku Euler postawil
przypuszczenie, ze nie ma ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu 10

1 zadanie to rozwiazano dopiero (obalajac przypuszczenie Eulera) w 1959 roku.
Liczby Fermata to liczby postaci F,, = 22" + 1. Znamy dzi$ rozklady tych liczb
na czynniki pierwsze dla wszystkich n mniejszych od 10 i nawet dla n = 11.
Roztozenie na czynniki dziesiglej liczby Fermata, réwnej:

22" 11 = 179769313486231590772930519078902473361797697894230657273430081157732675805500
96313270847732240753602112011387987139335765878976881441662249284743063947412
43777678934248654852763022196012460941194530829520850057688381506823424628814
73913110540827237163350510684586298239947245938479716304835356329624224137217

uchodzi za najpowazniejszy problem. .. w zagadnieniach rozkltadalnosei liczb.
Wiadomo ,tylko”, ze g = 45592577 x 6487031809 x

6078205681818343287459270474014067853989757008219115597639286750769091528

0652574779707870797802196248785484907935077096890470542412526980076576500

6449689562590686195386366153585734177565092347016126765195631310982002631

912943551551593959032889971392442015624176361633631364310142874363629569,
ale jak rozlozyé napisang 291-cyfrowa liczbe, nie wiadomo.

Od tak duzych liczb moze nam sie zaplataé w glowie
% 1 moze nie pojmiemy, ze mozna posadzi¢ 10 drzew

w dziesieciu rzedach po trzy w kazdym. Ale
konfiguracja Desarguesa pokazuje, ze to sie da zrobié.

W dawnych ksiazkach z kategorii science fiction
wystepowal od czasu do czasu problem nawiazywania
kontaktéw z przedstawicielami innych galaktyk.
Obecnie okazuje sie, ze wszyscy oni méwia po
angielsku, lecz dawniej uwazano, ze trzeba sie z nimi
porozumiewaé za pomocy jezyka matematyki,

bo jest on uniwersalny w calym Wszechéwiecie.
Narysujemy na piasku spednie Pitagorasowe i juz
zielony ufoludek kiwa ze zrozumieniem wszystkimi
glowami 1 odpowiada twierdzeniem Pappusa. Si, si

— cieszymy sie teraz my 1 strzelamy z grubej rury:
»A wiesz, brachu, co u nas jest podstawa numeracji?
Popatrz tylko ... ile jest punktéw w konfiguracji
Desarguesa, to tak my liczymy, szkoda, ze nie moge
cl pokazaé na palcach, bo mam skafander ...”
»Moja verstanden” — odpowiada ufoludek, ,,and now
dawayj, brat, wypijom” — 1 w ten sposéb matematyka
1 liczba 10 pomaga w kontaktach miedzyludz. .. ops,
miedzyistotowych.

Michat SZUREK
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Draconidy

==

Rozwiazanie zadania F 485,
Ruch po elipsie przyblizamy

ruchem po okregu. 7 uogdlnionego

[tan. uwazgled rO INAasy
TE cych sig cial) I11 prawa

Keplera mamy

(M jowisza + Mic)

(Mg + mg)

rdzie Ty = 365,25 dni jest okresem
la Slornica,

‘¢ = 1 jedn. astr. srednim promieniem

¥

obiegu Ziemi doo

tej orbity, Mg masa Slonica, a mg masg
Ziemi

Z uwagi na to, ze m € M, masa Jowisza
Jest

czyli jest okolo 1000 razy mniejsza od
masy Slonca

Arkadiusz OLECH

Jesien tego roku moze byé bardzo atrakcyjna dla obserwatoréw meteoréw za
sprawa duzego prawdopodobienistwa wystapienia dwéch deszezéw meteoréw, co
nie zdarza sie czesto. Oto kilka stéw o pierwszym z nich.

Draconidy sa zwykle rojem malo efektownym. Ich aktywnosé¢ trwa od 6 do

10 pazdziernika z malym maksimum okolo 8 pazdziernika. Obserwuje sie
wtedy nie wiecej niz dwa-trzy zjawiska w ciagu godziny. Wyjatkowe sa lata,
kiedy w najblizsze okolice Storica powraca macierzysta kometa tego roju
21P/Giacobini-Zinner. Jej kolejny powrét wypada w listopadzie 1998 roku, nic
wiec dziwnego, ze wszystkich obserwatoréw meteoréw interesuje, co pokaza
Draconidy w roku obecnym. A ze mozliwosci maja spore, udowodnily juz nie
raz.

Aktywnoéé roju meteoréw okresla sie za pomoca tzw. zenitalnej liczby
godzinnej ZHR (od ang. Zenital Hour Rate). Podaje ona liczbe meteordw, jaka
obserwowano by w bardzo dobrych warunkach atmosferycznych (czyli gdyby
jako najstabsze widaé bylo gwiazdy o jasnosci 6,5 mag) i w sytuacji, gdyby
radiant roju byl w zenicie. Praktycznie ZHR wyznacza si¢ ze wzoru
Ny, r6:5-LM

sin H
gdzie Nj oznacza liczbe meteoréw obserwowanych w ciagu godziny, LM érednia
graniczna jasnos¢ gwiazd podczas obserwacji, H wysokos¢ radiantu, a r pewien
wspotezynnik charakteryzujacy rozklad mas czastek roju — dla wiekszosci rojow
zawlera sie on w przedziale 2,0-3,0, a dla Draconid wynosi 2,6.

ZHR =

Krétkie deszeze Draconid z ZHR rzedu 500 obserwowano w latach 1933

1 1946. Troche nizsza aktywno$é (ZHR w granicach od 20 do 200) przejawial
6] w jeszeze kilku latach naszego stulecia (ostatnio w 1985 r.). Wysoka
aktywno$é tego roju trwa jednak krétko i wazne jest, aby jej nie przegapié.
Jedli w tym roku maksimum aktywnosci wystapi w podobnym momencie,

co w roku 1985, to najwieksze]j liczby meteorow nalezy oczekiwaé okoto
godziny 17 UT (czasu uniwersalnego) dnia 8 pazdziernika. Jezeli jednak nastapi
to podobnie jak w roku 1933, to maksimum powinno wystapié¢ 10 pazdziernika
okolo godz. 12 UT. Tymczasem Ziemia przejdzie przez wezel wstepujacy orbity
komety macierzystej roju 8 pazdziernika o godz. 21 UT. Tak wiec najbardziej
prawdopodobny czas wysokiej aktywnosci roju to okres miedzy godzina 17

a 21 dnia 8 pazdziernika 1998 r., co jest bardzo korzystne dla obserwatorow

w Polsce. Pamietajmy, ze na poczatku pazdziernika w Polsce obowiazuje czas
letni = UT + 28,

Radiant roju ma wspétrzedne o = 17"28™, § = 4-54° i w Polsce jest obiektem
okolobiegunowym, dostepnym obserwacjom przez cala noc. Meteory z roju
Draconid tatwo odréznié od innych, sa to bowiem zjawiska powolne (predkosé
cial meteorowych jest rzedu 20 km/s). Pamietajmy tez, ze radiant nie jest
punktem — w przypadku Draconid jego promient wynosi az 5°.

Bardzo zachecam do obserwacji mimo pelni Ksiezyca, ktora wystapi

5 pazdziernika. Nie nalezy sie tez zniechecaé faktem, ze maksimum roju
wystepuje okolo miesiaca przed przejsciem komety macierzystej przez
peryhelium. Zawsze bowiem komete poprzedza duza ilos¢ materialu wyrzuconego
przez nia podczas wczesniejszych powrotéw. Przyktadem takiego zachowania
moga by¢ Perseidy, ktére wysoka aktywnosé wykazywaly juz od roku 1988,

a ich kometa macierzysta, 109P/Swift-Tuttle, przeszla przez peryhelium dopiero
w grudniu 1992 r.

Wszystkich Czytelnikow Delty bardziej zainteresowanych obserwacjami
meteoréw zachecam do kontaktu z Pracownig Komet i Meteoréw.

Listy prosimy kierowaé pod adresem: Arkadiusz Olech, ul. Sokolicz 3/59,
01-508 Warszawa,

e-mail: olech@ sirius.astrouw.edu.pl.
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Czas odwrécony (11/1979)
Michat GAWLIKOWSKI

Czy przeszloéé jest poznawalna? W pierwszej chwili
wydawaé by si¢ moglo, ze skoro kierunku biegu czasu
odwrdcié sie nie da, to obserwowaé i bada¢ mozemy tylko
terazniejszoéé, tylko ona bowiem jest nam bezposrednio
dostepna.

Kazdy, kto jest bodaj pobieznie zapoznany z astronomia,
wie jednak, ze wszystkie obserwacje tej nauki dotycza

whlasnie przeszlosici, na skutek skonczonej predkosdci §wiatta,

a wlasnie obecny stan dowolnego ciala niebieskiego jest
dla nas bezposrednio niepoznawalny. Natomiast dzigki
réznicom odleglosci od Ziemi dysponujemy obserwacjami
z réznych epok, a przyjmujac obowiazywanie pewnych
praw ogdlnych, mozemy na tej podstawie budowaé
hipotezy dotyczace zmian zachodzacych we Wszechéwiecie.

Na Ziemi rzecz si¢ ma odwrotnie. Dostepne nam

dzisiaj fakty materialne wynikaja z proceséw, jakie
przebiegaly w przeszlosci bardziej lub mniej od nas
odleglej. Przyjawszy istnienie stalych praw fizycznych

1 chemicznych, mozna formulowaé¢ hipotezy dotyczace
zakorficzonych juz proceséw, a wiec wlasnie dziejow.

Tak powstala geologia. Obecna forma i struktura skal,
jakie sktadaja si¢ na ziemska skorupe, pozwala tworzyé
modele powstawania tych z16z skalnych, ich wzajemnych
relacji w czasie, a takze mierzy¢ w latach odleglosé tych
proceséw od chwili obecnej. Réwniez badanie przeszlosci
spoleczeristwa mozliwe jest przede wszystkim dzigki temu
wszystkiemu, co z niej materialnie pozostalo. Pozostaly,
na przyklad, pisane dokumenty, ktére analizuje historyk.
Szczegdlnym przypadkiem historii jest archeologia, ktéra
poshuguje sie wlasnymi obserwacjami badacza, jakich ten
moze dokonywaé na reliktach przeszlodci, a nie analiza
obserwacji cudzych, zawartych w dawnym zapisie.

W odrdéznienin od tak dawniej zwanej historii naturalnej,
a wiec dziejéw Ziemi jako planety oraz dziejéw ewolucji
biologicznej, dzieje spoleczeristwa nie podlegaja jednak
prawom tak ogdlnym i tak powszechnie obowiazujacym
jak przyroda zywa czy nieozywiona. Mamy za to do
czynienia z czlowiekiem, a ten, od czasu uformowania

sie jako gatunek, dostepny jest poznaniu innego typu:
znamy z wlasnego dodwiadczenia jego psychike, potrzeby,
a takze jego niezwykla, przy niezmiennosci biologicznej,
zdolnos¢ przystosowywania sie do najrézniejszych
warunkdw. Ta introspektywna wiedza o czlowieku jest
jedna z podstaw studium historii. Druga sa zachowane
slady jego dzialalnosci.

Historyk-archiwista ma do dyspozyvcji dokumenty

pisane, ale zaden nawet najobfitszy ich zbiér nie stanowi
jeszeze historii. Pewnie, dokument przekaze informacje

o wydarzeniach, obyczajach, pogladach okresu i miejsca
swego powstania, ale tylko tak, jak autor je widzial

i rozumial (przyjmujac oczywiscie, ze ze swego punktu
widzenia pisal prawde, co nie zawsze mialo miejsce). My to
musimy przetlumaczyé na jezyk naszej epoki, totez kazde
pokolenie musi podejmowaé te prace na nowo. Dlatego
historia pisania historii to nie tylko proces kumulacji
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wiedzy, ale przede wszystkim historia pojeé, jakimi operuja
badacze. Tak jest zreszta bodaj w kazde] dziedzinie nauki.

Archeologia, jak juz powiedzialem, jest szczegdlnym
przypadkiem historii; sama bowiem zdobywa swe Zrédla,
ktére stuza jej do rekonstrukeji procesu historycznego.
Niekiedy sa to po prostu nowe dokumenty pisane czy nowe
dzieta sztuki, z ktérymi postepuje tak samo jak z tymi,
ktére juz sie znajduja w archiwach czy muzeach. Mozna
jednak uzyskaé informacje catkiem innego typu.

Szezatki budowli, przedmiotéw codziennego czy
odéwietnego uzytku, domy, groby, pozostalosci pdl
uprawnych, kanatéw i inne niezliczone $lady dzialalnosci
dawnych spoleczenstw, nie byly stworzone jako Zrédlo
informacji dla potomnych. Przekazuja za to dane

o sprawach, ktérych czesto ani pisarz, ani artysta nie
uwiecznil, bo byly dla niego oczywiste lub niegodne
wzmianki. Technika wykopaliskowa ma na celn nie samo
odkrywanie przedmiotéw, ale ich zastosowanie jako Zrédia
informacji o ludziach. Rzadko jednak dowiemy si¢ czegod
o konkretnych osobach. Im dalej od nas na skali czasu,
tym wiadomosci sa bardziej ogélne: mozna odtworzyé tryb
zycia mysliwych czy rolnikéw, rzemieélnikéw i mieszkancéw
miast wedle tego, co zostalo z ich narzedzi, mieszkan,
ozdéb, stroju. Jesli ci ludzie nie umieli pisaé, nie dowiemy
si¢ nic o ich jezyku, imionach, prawie nic o wierzeniach,
obrzedach, organizacji ich spolecznosci. W jakim stopniu
mozna z takich informacji zbudowaé¢ model przystajacy do
rzeczywistodci, jaka niegdys istniala, czego bedzie w takim
modelu brakowaé¢? Nie dowiemy si¢ z pewnoscia wielu
rzeczy, ktére byly dobrze znane kazdemu, ale tez ujawnimy
sprawy nie uéwiadomione dwezesnie, poniewaz odleglosdé
pozwala wlasnie na ogélny punkt widzenia, niedostepny
poznaniu wspdlczesnych.

Sprébujmy postawié hipoteze, ze ktéres z naszych
miast zostalo nagle opuszczone i stalo sie po kilku
wiekach przedmiotem badain archeologicznych ze strony
uczonych, ktérzy nic juz nie wiedza o naszej cywilizacji.
Hipoteza jest bardzo teoretyczna, nie tylko z powodéw
prawdopodobiefistwa historycznego, ale réwniez dlatego,
ze naukowe zainteresowanie przeszloscia jest zjawiskiem
typowym wiasdnie dla naszej cywilizacji, a nie musi
cechowa¢ innych. Stawiam ja wiec tylko dlatego, by
uzmystowié granice poznania z zewnatrz na przykladzie
obiektu, jaki znamy najlepiej.

Przyjmujemy oczywiscie, ze nasi badacze naleza do

tego samego co my gatunku, a wiec dysponuja ogdlna
wiedza o czlowieku z wlasnego dodwiadczenia. Przypadku
tzw. kosmitéw rozpatrywaé w ogdle nie warto, nawet
teoretycznie, pomijajac nikle prawdopodobieiistwo istnienia
takowych; sposobéw poznania innych niz ludzkie wyobrazié
sobie konkretnie nie mozemy. Tak modna dzi¢ mitologia

o przybyszach z Wszechswiata przyjmuje bardzo gruba
antropomorfizacje, przypisujac tym stworom cechy
wytacznie ludzkie. Nic naprawde oryginalnego pisarze tego
nurtu wymyslié nie sa w stanie.



Tak wiec dzialanie sil natury obrécilo w gruz nasze
domy, erozja przykryla je warstwa ziemi. Gdzieniegdzie,
byé moze, betonowa lub ceglana dciana sterczy ponad
powierzchnia gruntu.

Ogélny zarys ulic da sie zapewne ustali¢ bez trudu

nawet bez prac wykopaliskowych, tam mianowicie, gdzie
byly ulice w tradycyjnym ksztalcie. Luzno rozrzucone
bloki nowego osiedla to pagdrki oblego ksztaltu i bardzo
podobnych rozmiaréw. To pierwsza zagadka: jakiemn
celowi mogly stuzyé budowle, nieregularnie rozrzucone na
pustej przestrzeni? Wykopaliska ujawnia przede wszystkim
piwnice blokéw: systemy korytarzy, wzdiuz ktérych
rozmieszczono male, jednakowe wneki. Nielatwo zreszia ten
plan ujawnié, bowiem zwaly betonowych plyt utrudniaja
dostep. Moze to grobowce, katakumby, nad ktérymi
wznosily sie potezne, wysokie pomniki ku czci zmarlych?
Malo prawdopodobne, bo koéci nigdzie nie znaleziono.
Moze zatem chodzi o pomieszczenia mieszkalne? Oto
jednak w lepiej zachowanym bloku udalo si¢ ustali¢ plan
parteru; moze nawet pietro sie zachowalo. Jednakowe
zespoly, obejmujace kazdy po kilka pomieszczeii, musza
mieé¢ na pewno charakter mieszkalny. W podziemiach byty
zatem magazyny.

7 mebli nie zostalo prawie Sladu. Duzo jest odlamkdéw
plyt ze szkta, zwlaszcza w poblizu otworéw w Scianach.
To jasne. Mamy troche przedmiotéw metalowych,
zniszczonych przez korozje, ale ksztalty daja sie
uchwycié: lyzki, widelce, klucze. .. Przechowaly sie, jak
przypuszczam, drobiazgi z plastiku. Z ubran zostaly
guziki. Papier naturalnie nie przetrwal, nie ma wigc
stowa pisanego. Tabliczka mosiezna z nazwiskiem

z nie istniejacych juz drzwi pozwala jednak stwierdzic,
ze pismo bylo znane, choé jego odczytanie to inna
sprawa. Mozna przestudiowac system rur wodociagowych
i kanalizacyjnych, schemat instalacji elektrycznych.

Wydaje sie, ze szczegdlnie trudnym problemem bedzie
ustalenie funkcji urzadzen mechanicznych. Te rozmaite
pudla z blachy musialy pelnié¢ okreslone, wyspecjalizowane
zadania. Jeéli jednak w epoce badaczy uzywa sie zupelnie
innych $rodkéw technicznych, moga byé¢ wielkie klopoty

z identyfikacja np. lodéwki; szczesliwy zbieg okolicznodci
mégl jednak sprawié, ze mieszkaticy zapomnieli wyjaé

z jednego z tych pudel swoich zapaséw. Analiza chemiczna
ujawni wtedy Slady substancji organicznych, zapewne
zywnoscl, ktéra poddawana byta w mechanizmie
specjalnym procesom, o czym §wiadczy podlaczenie

do sieci elektrycznej. Czy jednak zasady elektrycznosci
przewodowe] znane sa badaczom? Jeéli tak, to rozwikltaja
réwniez problem sztucznego oéwietlenia. Kaloryfery
doprowadzaly do kazdego pomieszczenia jakas ciecz lub gaz
w obwodzie zamknigtym. Wniosek o ich funkeji ogrzewczej
zapewne nie umknie przenikliwoéci uczonych.

Systematyczne badanie obejmie nie tylko domy, ale tez
ich bezpoérednie otoczenie. Archeolog dzisiejszy duzo
ciekawego materialun znajdzie na dawnych $mietnikach.
U nas jednak odpadki wywozi sie daleko. Bedzie wiec
bardzo malo ceramiki, ktéra tak wielka jest pomoca

w pracy wykopaliskowej. Co najwyzej w mieszkaniach
znajdzie sie troche skorup fajansowych.
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Co z tego wynika, jaki obraz spoleczeiistwa mozna
uzyska¢? Jesli osiedle stalo na miejscu starych,
wyburzonych kamienic, to fundamenty tych ostatnich
tez wyjda na jaw. Mozna bedzie ustali¢, ze te budynki
zostaly zniwelowane, a ich szczatki przeciete przez
nowsze budowle. Jasno zatem wyniknie, ze nastapita
rewolucyjna zmiana w budownictwie: epoka cegly konczy
sie catkowitym zniszezeniem domdw, nastepuje po

niej epoka plyt betonowych, o zupelnie odmiennym
budownictwie.

Czy ludnoé¢ pozostala ta sama? Gwaltownos¢ zmiany
pozwala mniemaé¢ o przybyciu calkiem nowego ludu,
mieszkajacego w duzych grupach (rachunek plyt
betonowych pozwoli oszacowaé iloéé pieter), w bardzo
podobnych mieszkaniach, ktére obstugiwal wspdlny system
oswietlenia, kanalizacji, ogrzewania. To wszystko zaklada
wysoki stopieii organizacji, pewien poziom techniki.

Niewatpliwie mieszkaricy jednego domu tworzyli bardzo
zwarta grupe spoleczna (ale my wiemy, Ze czesto nie
znamy sasiaddw zza Sciany). Czym si¢ jednak trudnili,

jak zdobywali drodki do Zycia? O tym nic nie wiadomo.

7 pewnoscia musial istnieé¢ zlozony system organizacji,
gdzied byly zaklady produkcyjne, rolnictwo... Sposdb

tej organizacji pracy oraz podzial jej owocéw moga byé

w tym etapie badan tylko przedmiotem spekulacji. Zagadka
licznej ludnosci osiadlej, ktéra nie ma zadnych widocznych
srodkéw utrzymania, dlugo moze poczekaé na rozwiazanie.
Czy mieszkancy pracowali w miejscu zamieszkania, a jedli
udawali sie do swych zaje¢, to jakimi sposobami i dokad?
W kazdym razie asfaltowe nawierzchnie ujawnia system
drogowy.

W miare postepu badan mozna bedzie zapewne
odpowiedzieé¢ na te pytania. Trzeba jednak watpié, czy
ujawni sie istnienie literatury, gazet, filmu... Jedyne
dlady tzw. kultury duchowej to kilka tablic pamiatkowych.
Wieksze iloéci napiséw w trwalym materiale bywaja u nas
tylko na cmentarzach.

Wioski naszych hipotetycznych badaczy ogranicza sie
wiec przede wszystkim do planu mieszkani (ciasnych

czy obszernych, ktéz to powie, skoro nie wiadomo,

po ile oséb w kazdym mieszkalo), do rekonstrukeji
niektérych przedmiotéw uzytku codziennego, do

oceny poziomu techniki. Sprawy techniczne stanowié¢

beda niewatpliwie trzon problematyki badawczej, tu

beda najwieksze mozliwosci pracy. Niektérzy uczeni

o nastawieniu syntetycznym beda prébowali tworzyé model
spoleczenstwa. Bedzie on bardzo ogdlny 1 hipotelyczny, ale
za)$¢ moze znacznie dalej, niz tu naszkicowalem.

Takie wlasnie problemy sa na ogdél dostepne w badaniach,
jakie sie uprawia rzeczywiscie. Dopiero gdy pojawia

sie zapisy, ktére przetrwaly w kamieniu, na glinianych
tabliczkach, jak w Babilonii, na papirusach, jak

w sprzyjajacym wyjatkowo klimacie Egiptu, czy tez dzieki
tanicuchowi kopistéw, jak w przypadku greckiej i rzymskie]
spuscizny literackiej, wtedy dopiero mamy szanse poznania
innych dziedzin zycia, wtedy opis staje si¢ mniej ogdlny.
Gdy czytamy ksiazke historyczna, warto pamigtaé, czego

o przeszlodci jeszeze nie wiemy i co o niej wiedzie¢ mozemy.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1998

Czoldéwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 256 (WT=2,02)1 257 (WT=2,20)
z numeru 4,/1998

Andrzej ldzik ~ Boleslawiec 45,74
Jarostaw Eazuka =~ Warszawa 27,16
Marek Wajcicki — Sgecgecin 26,45
Tomasz Wietecha = Tarndw 23,98
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 22,02
Po raz drugi — i to w réwnie szybkim

tempie jak poprzednio — zdobyl
44 punkty p. Idzik.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 355 (WT=2,30) i 356 (WT=1,27)
2z numeru 2/1998

Konrad Patkowski — Gdansk 47,55
Piotr Kumor - Olsztyn 46,67
Tadeunsz Jozefczyk - Poznan 40,64
Witold Bednarek - Lédg 36,46
Zbigniew Skalik ~ Pyskowice 34,92
Paulina Domagalska -~ Zbgszynek 34,09
Bogumila Piotrowska — Zielona Géra 33,83

Pan Patkowski wchodzi do Klubu 44 M
2z numerem osiemdziesigtym piatym,

a weteran Piotr Kumor dopisuje czwarta
LEwiazdke" do swojego nazwiska.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnodci danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie 5 oznacza sum¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg osdb,
ktére nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Zadania z igizyki nr 264, 265

Redaguje Jerzy B. BROJAN

264. a) Dwie kulki poruszaja si¢ z predkoscia réwna 1 w strone trzeciej kulki
nieruchomej (rys. 1). Jesli masy kulek sa jednakowe, a zderzenia — centralne i doskonale
sprezyste, to zwykle obserwujemy, ze kulka A si¢ zatrzyma, a B i C beda po zderzeniu
porusza¢ sie z predkoécia 1. Zalézmy jednak, ze np. zderzenie kulek B i C jest
,mickkie”, tzn. odbywa sie za poérednictwem niewazkiej sprezynki, a w trakcie

jej ugiecia nastepuje ,twarde” zderzenie kulek A i B (ktére dotad poruszaly sie

w pewnej wzajemnej odleglodci). Ile wynosi maksymalna predkosé, ktéra moze w takim
przypadku uzyskaé kulka C7

b) Dla czterech jednakowych kulek, z ktérych poczatkowo dwie spoczywaly, a dwie
poruszaly sie z predkoscia 1 (rys. 2) obliczyé maksymalna predkosé, ktéra moze
uzyska¢ kulka D i zaprojektowaé taki uklad sprezynek miedzy kulkami i taki przebieg
kolejnych zderzeii, aby w ich wyniku kulka D zostala rozpedzona do tej predkosci.

265. Cewka czulego galwanometru jest zawieszona na nici kwarcowej majacej
whasciwosci sprezyste, tak ze kat obrotu jest proporcjonalny do momentu sily, a stala
proporcjonalnoéci wynosi 0,89 - 107'* Nm/rad. Na skutek fluktuacji ciénienia powietrza
(przypadkowych niewielkich zgeszczeni i rozrzedzen) cewka drga, a $rednia kwadratowa
wartoéé kata odchylenia od polozenia $rodkowego wynosi 2,14 - 10™* rad. Obliczyé
temperature powietrza.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/1998

. s ,
Pa‘i?ygﬂmmm.ﬁ’ﬁ% %@Q?‘ha-‘zn 85% swiatla spolaryzowanego wedluz jednej osi, a drugiej
skladowe] nie przepuszcza w ogdle. Jezeli na zestaw takich filtréw pada éwiatlo spolaryzowane
liniowo, to ile ich trzeba wziac 1 jak je ustawié, aby wiazka przechodzaca miala plaszczyzn:

polaryzacji obrécona o 90° i maksymalne natezenie?

261. W dlugiej rurze o stalym przekroju znajduje sie gaz pod ciénieniem 10° Pa, ktérego
temperatura zmienia sie liniowo od 0°C na jednym koncu rury do 200°C na drugim koricu. Ile
7 Snienie w rurze, jezeli zamkniemy ja szczelnie | doprowadzimy gaz do jednakowej

260. Ustawmy n filtréw polaryzacyjnych jeden za drugim i obréémy kazdy z nich o kat
a = 90°/n wzgledem poprzedniego. Wedlug prawa Malusa natezenie wiazki przechodzacej
przez obrécony filtr ulega przemnozeniu przez cos? o, a uwzgledniajac dodatkowe oslabienie
o czynnik 0,85, otrzymujemy natezenie wiazki przechodzacej w postaci

I = Iy(0,85 - cos?(90° /n))".
Metoda préb i bledéw znajdujemy maksymalng wartosé I = 0,277y dla n = 4.

261. Oznaczmy poczatkowe cidnienie przez pp, temperatury na kornicach rury przez Ty i Ty,

a koricowa temperature przez T’ (temperatury wyrazamy, oczywisdcie, w skali Kelvina). Liczba
moli gazu, znajdujaca sie poczatkowo w malym odcinku rury o objetosci AV, jest opisana
réwnaniem

dn = podV.
RT
Fodstawiajac liniowa zaleznosé T od wspdélrzednej wzdluz rury i calkujac, otrzymujemy
poV T

n=—r———ip —,

R(T1 -Ty) To

Szukane cignienie w temperaturze T wynosi
nRT'  poT’

T ;
= nzl _1025.105 Pa.
4 (T =To) To

I

P =
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® Zadania z matematyki nr 367, 368

Redaguje Marcin E. KUCZMA
— 367. Liczby nieujemne a, b, ¢, 7, y, z spelniaja uktad réwnan
3] \/a+z+\/b+y+\/c+z:1

Termin nadsylania rozwigzan:

Vat+y+Vbhb+z+Vetz=1
Vat+z+vbhbt+z+vet+y=1.

31 XI1 1998 Dowiedé, zea=b=clubz =y =z.

368. Niech py =2, po = 3, pa =5, ... bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb
pierwszych. Znalezé kres dolny zbioru liczb postaci Vpnt1 —Vpn (n=1,2,3,...).

Zadanie 368 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 6/1998

Przypominamy treéé¢ zadan:

363. Punkty P i Q lez:

czworoscianu foremneg

odpowiednio na plaszczyznach zawierajgcych dciany BCD i1 CDA
ABCD. Dowiesé, ze 2 odcinkdéw AP, PQ i1 QB mozna zbudowad trdjkat.

[

_— =

+ 'II ."I / e " 1 1 . 1
364. Niech a, = \)." 24 ‘\v 242+ 5 V2 (w okresleniu liczby a, symbol pierwiastka
kwadratowego wystepuje n-krotnie). Oblicgyé lim 2™ - ¥ S

363. Umieszczamy czworoscian ABCD w czterowymiarowej
przestrzeni euklidesowej, przyjmujac: A = (1,0,0,0),

B =(0,1,0,0), C = (0,0,1,0), D = (0,0,0,1); ma on
krawedzie dlugodci /2. Znajdujemy punkt E = (X, X, A, \)
lezacy w odleglosci v/2 od kazdego z punktéw A, B, C, D;
wystarczy wziaé jako A ktérykolwiek z pierwiastkéw réwnania
kwadratowego (A — 1)% + 3A2 = 2, czyli 4A* — 2\ = 1.

Punkt P lezy w plaszczyinie BC'D, wigc we wspdlrzednych ma
postaé P = (0,z,y, z), gdzie z + y + z = 1. Zatem

IPEP =22+ (M- + A=y +(A-2)?2=
=1+2% +4% + 2% = |PA],

i Zadania

L=t 20

czyli |PE| = |PA|; analogicznie, |QE| = |@B|. Tréjkat PQE ma
wiec boki dlugodci |AP|, |PQ]|, |QB|.

364. Ciag (an) spelnia zaleznoéé rekurencyjna
an =+/2+ap—1; a1 = V2. Przez indukcje latwo udowodnié,
2e an = 2cos(m/27+1). Stad /

2 — an = 2(1 — cos(x/2™*1)) = 4sin?(x/2"12),
i wobec tego
™ sin(r/2"1?)

2" V2 —ap = 2" sin(n/27F2) = —

2 mj2n+2

T
2

Redaguje Eukasz WIECHECKI
M 859. Cyfry pewnej liczby naturalnej a zostaly przestawione (w dowolny

sposéb) 1 tak otrzymana liczbe b dodano do a. Dowiesé, ze jesli suma obu liczb
jest réwna 10'°, to a dzieli sie przez 10.

Rozwiazanie na str. 9

M 860. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje nieskonczenie
wiele liczb k, nie zawierajacych zer w zapisie dziesietnym, takich, ze k i nk maja

jednakowa sume cyfr.
Rozwiazanie na str. 9

M 861. Dana jest liczba naturalna n, podzielna przez 17 i zawierajaca w zapisie
dwéjkowym dokladnie trzy cyfry 1. Dowiesé, ze w zapisie dwdjkowym n sktada

sie z co najmniej 9 cyfr.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 485. Orbitalny okres obiegu lo, jednego z ksiezycow Jowisza, jest rowny
1,769 dni, a promieni orbity ma 421 800 km. Obliczy¢ mase Jowisza, przyjmujac
za jednostke mase Stonca. Jednostka astronomiczna wynosi 149,6 min km.

Rozwiazanie na str. 11

F 486. Wykonano model Uktadu Stonecznego, uzywajac materiatéw o takiej
samej éredniej gestosci jak w naturze, ale zmniejszajac wszystkie wymiary
liniowe o staly czynnik €. W jaki sposéb okresy obiegu planet zaleza od 7

Rozwiazanie na str. 9
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Rozwigzanie zadania M 861.

Z warunkow zadania wynika, ze
n = 2% 4 2! 4 2™ dla pewnych
catkowitych 0 < k < [ < m. Zaldzmy,

ze zapis dwdjkowy liczby n sklada
sig z mniej niz 9 cyfr. Wtedy m < 7.

Liczby postaci 2*, dlai=0,1,...7,
daja przy dzieleniu przez 17 reszty
réwne odpowiednio 1, 2, 4, 8, 16, 15,
13, 9. Jednak dla zadnej tréjki liczb

% powyzszego zbioru resst suma nie
jest podzielna przez 17. Zatem, musi
byé m > 7, czyli w zapisie dwdjkowym
liczby n wystepuje co najmniej 9 cyfr
Pazdziernik

W pazdziernikowe wieczory wysoko na niebie widaé
charakterystyczny czworokat utworzony przez

cztery gwiazdy o bardzo zblizonej jasnosci. Jest to
tzw. Kwadrat Pegaza, cho¢ doktadnie kwadratem nie
jest. W dodatku péinocno-wschodnia jego gwiazda
nie nalezy do Pegaza, lecz jest alfa Andromedy. Na
poludniowy zachéd od Pegaza lezy rozlegly, lecz mato
wyrazny gwiazdozbiér Wodnika. Jest to gwiazdozbidr
zodiakalny, czyli polozony na ekliptyce, a wiec

m.in. przez niego przechodza planety. Nic w tym
nowego, jednak wtasnie w Wodniku dostrzezono po
raz pierwszy — i trudno okresli¢ to inaczej, jak stowem
Lpotéwiadomie” — Urana. Z zapiséw bowiem wiadomo,
ze niemiecki astronom, Christian Mayer, obserwowal
w 1756 r. pewna gwiazde, ktdra najwyrazniej nie
wzbudzila u niego wiekszego zainteresowania.

Niemal 25 lat pdiniej zwrdcil juz na nia baczniejsza
uwage William Herschel, a to dlatego, ze wydata

mu sie kometa. Ostatecznie jednak sam Herschel

w 1781 r. zidentyfikowal tajemniczy obiekt jako nowa
planete, nazwana nastepnie Uranem. W ogdle Urana
w sprzyjajacych okolicznogciach mozna w zasadzie
dostrzec golym okiem, o ile ma sie bardzo dobry

Patrz w niebo

Roénie liczba znanych galaktyk, ktérych rézne fragmenty rotuja w przeciwnych
kierunkach. W Patrz w niebo w Delcie 5/1996 zwrdcilismy uwage, ze juz nasz
uklad planetarny jest takim wtasnie dziwolagiem w matej skali: np. kilka
satelitéw planet obiega je w kierunku wstecznym, tzn. przeciwnym do wickszosci
ruchéw w calym Ukladzie Stonecznym. Zjawisko to nie jest wige tak bardzo
rzadkie. Wspomnielidmy wtedy, ze radiowe obserwacje galakiyki M 64

(NGC 4826, zwanej tez Czarnym Okiem) wykazaly obrét jej malej centralnej
czesci w przeciwng strone niz obrét calodei. Dowodem sa tu dopplerowskie
zmiany odbieranej dhugosci fali: wydluzenie, gdy obserwowany obszar sie oddala,
i skrécenie w przypadku przeciwnym.

Niedawno zacbserwowano to samo w dziedzinie optyczne). Grupa astronomow

z Padwy stwierdzila, ze w widmie galaktyki NGC 3626 w Lwie zespdt lini
absorpeyjnych, pochodzacych od gwiazd, jest przesuniety w przeciwna strone niz
zespot linii emisyjnych, pochodzacych od gazu. Juz samo zacbserwowanie linii
emisyjnych dowodzi, ze gazu jest w te] galaktyce wyjatkowo duzo. Nie wiadomo,
skad ten przeciwbieznie rotujacy gaz pochodzi. Galaktyka ma wprawdzie
towarzysza, lecz zbyt malego, by mégt stanowié wielki zbiornik gazu.

Nadal jednak uwaza sie, ze tego rodzaju struktury musza powstawaé w wyniku
schwytania przez galaktyke innej galaktyki lub obtoku gazowego o przeciwnym
momencie pedu i zapewne zdarza sie to od czasu do czasu. Jednak bardzo
trudne jest zaobserwowanie wezesnego etapu takiego wydarzenia. Zderzenie
oblokéw gazowych prowadzi do ich gwaltownego zgeszezenia, rozpadu i bardzo
szybkiego powstania mtodych gwiazd, ktére gina w tloku gwiazd tworzacych
galaktyke od dawna. Obfitoéé gazu w NGC 3626 sugeruje jednak, ze galaktyka
ta potknela oblok gazu stosunkowo niedawno. Zupelnie inaczej wyglada
polozona w Pannie galaktyka NGC 4550, w ktérej kilka lat temu zaobserwowano
dwa przeciwnie rotujace dyski gwiazdowe! Jest ona wobec tego przykladem
polaczenia sie dwéch galaktyk w odlegle] przeszlosci.

Tomasz KWAST

wzrok i wiadomo, gdzie go szukaé. Oczywiscie, jego
planetarna nature stwierdzi¢ mozna dopiero, sledzac
jego przesuwanie sie na tle gwiazd. Obecnie Uran
znajduje sie w Koziorozeu, ale nie obiecujmy sobie
zbyt wiele. Za to za pomoca niewielkiej lunety mozna
i w Pegazie, 1 w Wodniku dostrzec dwie bardzo odlegle
gromady kuliste, jedne z najodleglejszych obiektow
nalezacych do naszej Galaktyki. W Pegazie jest nia
M 15 (NGC 7078), odlegta o 10 kpe, a w Wodniku

M 2 (NGC 7089), odlegta o 11 kpe — obie o jasnodci
6,3 mag i srednicy katowe] okolo 15'.

7 jasnych planet widzielibyémy Wenus, jak przechodzi
z Panny do Wagi, gdyby nie to, ze w Wadze jest
Stonce 1 30 X planeta znajdzie sie za nim. Mars jest
w Lwie, wschodzi wiec po pdlnocy, Jowisz na granicy
Wodnika i Ryb, a Saturn na granicy Ryb 1 Barana
i obie te planety dobrze widaé praktyeznie przez cata
noc, a Saturna nawet dokladnie przez cala noc, gdyz
23 X wypada jego opozycja. Pelnia Ksiezyca jest 5 X.
Ksiezye zblizy sie moeno do Jowisza 4 X, Aldebarana
9 X, Regulusa 15 X, Marsa 16 X i znow do Jowisza
31 X. Zakry¢ tych obiektow z Polski widaé nie bedzie.
O meteorach patrz str. 11.

T.K.
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PRAWIE ZAWSZE (2)
TWIERDZENIE: Niech p bedzie prawie dowolna liczba

pierwsza. Zapiszmy liczbe
1 1 1 1
11965599 + 21965599 + 31965599 + 41955599""

1
(p — 1)1965599

o R o

w postaci ulamka nieskracalnego £. Wtedy ¢ dzieli sig
przez p°.

Twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich liczb pierwszych
z wylaczeniem nastepujacych 101 wyjatkéw: 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 29, 31, 37, 41, 43, 53, 61, 71, 73, 97, 101, 109,
113, 127, 131, 151, 157, 181, 211, 241, 271, 281, 313, 337,
379, 401, 421, 433, 521, 541, 547, 601, 631, 673, 701, 757,
911, 937, 1009, 1051, 1093, 1171, 1201, 1249, 1301, 1801,
1873, 1951, 2017, 2081, 2161, 2341, 2521, 2731, 2801, 3121,
3361, 3511, 4201, 5851, 6301, 6553, 7561, 8191, 8737, 9829,
11701, 12601, 14561, 15121, 15601, 16381, 17551, 21601,
21841, 24571, 26209, 28081, 30241, 39313, 54601, 65521,
70201, 81901, 93601, 109201, 131041, 140401, 151201,
196561, 218401, 393121 1 982801.

Zauwazmy, ze wyjatkami sa wszystkie liczby pierwsze
mniejsze od 50, opréocz 23 1 47.

Dowdd: Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza, k liczba
catkowita nieparzysta. Jezeli k > 0, to
a* +(p—a) =

p(a" " —a* P p=a)+a* (p -0’ ...+ (- 0)*") =
+

¥k (mod ;pz),

skad oy
ook : k1 k—1 2
" +2° 43 +..+(p—-1) zgp-k'zﬁ (mod p”).
a=1

p—1
Przy tym wiadomo, ze p| Y a*' wtedy i tylko wtedy, gdy

a=1

p=1
(p—1) f(k—1). Zatem p°|p - k- ) a*~! wtedy i tylko
a=1

wtedy, gdy p|k lub (p — 1) f(k—1).

Gdy k < 0, to mozemy dobraé takie [ > 0, ze p(p — 1)|(I — k)
i zastosowaé powyzsze rozumowanie do liczby I. Przy tym
wiadomo, ze a* = a' (mod p*) dla @ niepodzielnych przez p.

Wykazalidmy tu pewna beztroske, uzywajac kongruencji do
liczb wymiernych. Uwierz na stowo lub sprawdZ sam, drogi
Czytelniku, ze przyjecie definicji § = 5 (mod p?) wtedy
i tylko wtedy, gdy p*|(ad — be), pozwala sensownie stosowaé
kongruencje do ulamkéw o mianownikach niepodzielnych

przez p.

W naszym twierdzenin &k = —1965599. Wyjatkami
sa wiec p = 2 oraz te liczby pierwsze nieparzyste p,
dla ktérych (p — 1)]1965600, ale p f1965599.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (8)

Wyjasnienie oszustwa (8): Szukana granica wynosi
lim 2x4cos - s |

T—0 eF=2 —1

Stosowanie reguly de I’Hospitala po raz drugi bylo
bledem, gdyz nie mieliémy do czynienia z wyrazeniem

Nnieoznaczonym.
JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (9)

Wyjasénienie oszustwa (9): Rozwiazanie byloby

poprawne, gdyby szukana granica istniala. Tymczasem
n—1 _ (24" | iz=m=1 :

an =992 - 2 + = , skad wynika,

ze dla duzych n decydujacy wplyw na wartoéé a, ma

T € i :

iczba — 5 + = =577 sin((n — 1)¢), gdzie

¢ = arctg 3 = 26°,565. ...

Zatem ciag (an) zachowuje si¢ dosyé kapryénie — ma
nieskoriczenie wiele wyrazéw dodatnich i nieskonczenie
wiele wyrazéw ujemnych. Dla bardzo duzych n wyrazy
te sa skupione w grupki po 6-7 kolejnych wyrazéw tego
samego znaku.

Ponizsza tabela pokazuje, gdzie zaczyna sie ukazywaé
prawdziwe oblicze ciagu (a.).

n an nfan_1

4 803 2,0075

5 1608 2,00249066
6 3209 1,995646766
T 6380 1,988158305
3 12643 1,981661442
9 25008 1,978011548
10 49489 1,978926743
11 98260 1,985491725
12 196283 1,997588032
13 395208 2,013460157
14 802169 2,02973877
15 1638140 2,042138253
16 3352723 2,04666451
17 6842208 2,040791321
18 13849249 2,024090615
19 27674020 1,99823254
20 54425963 1,966680771
42 251676768682129 3,132795981
43 T13877974593300 2,836487366
44 1814831357262203 2,542215087
45 4125342160681608 2,273127001
46 8298025065614009 2,011475592

47 14307015877445180
48 19221191018505043
49 12316190360383008
50 —32908182303815711

1,724147103
1,343480093
0,6407610407
2,671944923

51  —165347658322822940 5,024515082
52 —441117676383503317 2,667819314
53 —B26268323142478792 1,873124491
54 —876556729097559031 1,060862077

55 1070971062431836940 —1,221793213
56 9558380621434501123 8,924966282

a - - . . . .
lloraz -—:—il nieskonczenie wiele razy bywa ujemny, nie
. kil - ra
moze wiec dazyé do 2.
Zatem wyrazenie a:‘”

nie ma granicy.

JWR

Korespondencjg do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wrablewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW,; e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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