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Trwa jubileusz XXV lat Delty:
6 czerwca 1973 roku powolano redakcje Delty,
8 grudnia odbylo sie pierwsze posiedzenie Komitetu Redakcyjnego

Delty, na którym przedstawiono próbny numer miesiecznika,
1 stycznia 1974 roku ukazal sie w kioskach w nakladzie 30 tys.

egzemplarzy, w cenie 5 zl, pierwszy numer Delty.

XXV lat powinien zamknac numer 300 miesiecznika, jednak w okresie parcelacji
RSW stracilismy piec numerów, tak wiec numer taki ukaze sie jako 5/1999.

Skladajac Czytelnikom naj serdeczniejsze jubileuszowe zyczenia,
informujemy, iz od czerwca 1998 do maja 1999 w kazdym numerze
przypomnimy cos z dawnych lat.

Ten okazjonalny dzial nazywa sie Stata ~ efta.

"Delta" - matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,
wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.
Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.
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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.
Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 8°° _ 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za gramce

5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507,2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.

Cena 1egzemplarza 2 zl 50 gr Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.
Niestety, nie dysponujemy juz numerami z lat 1974-1984.



czasoplsmo dla nauczycieli

ATEMATYKA

Boleslaw Iwaszkiewicz (1902-1989)

Korzystajac z goscinnych lamów Delty, przedstawiamy Matematyke - czasopismo
dla nauczycieli szkól podstawowych i srednich. Matematyka obchodzi w tym
roku 50-lecie - pierwszy numer ukazal sie we wrzesniu 1948 roku - jest wiec dwa
razy starsza od Delty. Poniewaz jednak Matematyka jest dwumiesiecznikiem,
na liczbe numerów powinnismy isc "leb w leb". W tym jednak Delta bije nas
regularnoscia - Matematyka miala troche numerów "podwójnych", a przez pare
lat ukazywala sie 5 razy w roku, z przerwa wakacyjna. Jubileuszowy zeszyt
wrzesniowy ma numer 275.

W ciagu tych 50 lat Matematyke redagowalo czworo redaktorów naczelnych.
Pierwszym z nich, i zalozycielem pisma, byl Boleslaw Iwaszkiewicz, znany
autor podreczników szkolnych, z których w liceum uczyli sie starsi z obecnych
redaktorów Matematyki (a takze Delty). Nastepnymi byli: Witold Janowski,
Wlodzimierz Waliszewski i do dzis nizej podpisana. W Matematyce publikowali
m.in. Hugo Steinhaus, Waclaw Sierpinski, Zofia Krygowska, Leon Jesmanowicz,
Zdzislaw Opial i wielu innych znanych matematyków.

Mamy wielu autorów wspólnych z Delta, liczymy na nastepnych!

Matematyka przezyla przeprowadzke z Wroclawia do Warszawy i z powrotem,
kilka calkowitych zmian skladu redakcji i komitetu redakcyjnegp. Kazda
redakcja miala wlasna koncepcje pisma - jednak ciaglosc jest wyraznie
widoczna. Utrzymal sie nawet umowny podzial artykulów na dzialy, do których
dodalismy tylko Dzial Instrumentów Klawiszowych, i od czasu do czasu cos
okazj onalnego.

Ponizej prezentujemy kilka tekstów przygotowanych dla Matematyki przez jej
obecna redakcje, a reprezentujacych glówne dzialy pisma.

I jeszcze informacja handlowa: Matematyki nie mozna kupic w kiosku
- rozchodzi sie ona wylacznie w prenumeracie. Zamówienie mozna zlozyc
m.in. w firmie AMOS, która kolportuje takze Delte - nawet na tym samym
blankiecie! Cena 1 egzemplarza w 1998 roku wynosi 4,50 zl. Naszym wydawca
sa Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne (primo voto Panstwowe Zaklady
Wydawnictw Szkolnych) i to tam ustalana jest cena. Sklad komputerowy,
w scislej wspólpracy z redakcja, wykonuje wroclawska firma TORUS.

Agnieszka WOJCIECHOWSKA

Kreskówki

Kwadrat lub równoleglobok mozna zakreskowac. Czy mozna zakreskowac trójkat?

Pisal juz o tym Hugo Steinhaus w Kalejdoskopie
matematycznym, WSiP 1989, str. 142.

UWAGA: To nie jest
zakreskowanie - pozostal
jeden punkt!

Zakreskowac - to znaczy przedstawic jako (nieskonczona)
sume odcinków, z których zadne dwa nie maja punktów
wspólnych (rozwazamy odcinki wraz z koncami, jak zwykle).
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czasopismo dla nauczycieli Podzial trójkata
W ksiazce M. Karpinskiego i J. Lecha Geometria dla klasy II, na str. 32 jest
zadanie 93 nastepujacej tresci:

Prowadzimy dwie proste równolegle do dwóch boków trójkata tak, ze dziela one

trójkat na cztery czesci o równych polach. Znajdz dlugosci odcinków, na które

proste te dziela trzeci bok, jesli jego dlugosc wynosi 2.

c

IABI = 2, PAABC = S

ROZWIAZANIE
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Kluczowa jest tu wlasnosc: stosunek pól
figur podobnych jest równy kwadratowi skali podobienstwa.

Mamy:

(1) f:::,.DBE == f:::,.AFG,

(2) i oba sa podobne do f:::,.ABC w skali k = ~.
(3) Równiez f:::,.DFH '" f:::,.ABC ze skala podobienstwa m = ~.

SPOSÓB I

Z podobienstwa (3) mamy y = ~IABJ = 1, a z podobienstwa (2):

x + y = 72IAB1 = .;2, stad x = .;2 - 1, oraz z = IAB\- (x + y) = 2 -.;2.

Odpowiedz: x =.;2 - 1, Y = 1, z = 2- V2.

SPOSÓB II

Z podobienstwa (3) mamy y = ~ IABJ = 1, a z przystawania (1) wynika, ze
x + y = z + y, zatem x = z = ~.

SPOSÓB III

Z podobienstwa (2): x + y = ~ IABI = .;2, czyli z = 2 - .;2. Z (1) mamy
x = z, zatem y =.;2 - x = 2.;2 - 2.

Kazdy sposób jest poprawny i kazdy daje inny wynik! Jak to mozliwe?!

Trzy rozumowania, startujac z tych samych przeslanek, wioda do sprzecznych
odpowiedzi! Jesli rozumowania sa poprawne - a sa (sa na tyle krótkie, ze latwo
je mozna dokladnie sprawdzic) - to jedyny stad wniosek, ze przeslanki zadania
sa sprzeczne - nie zachodzi opisana w nich sytuacja.

Powyzszy wywód logiczny zapewne nie przekona zbyt wielu uczniów. Zatem
rozwiazmy dodatkowo nastepujace zadanie; pomoze to wyjasnic powyzsza
zagadke·

ZADANIE. W trójkacie o polu S poprowadzono dwie proste równolegle do dwóch

boków, z których kazda dzieli trójkat na dwie figury o równych polach. Obliczyc

pole równolegloboku, który powstal przy wierzcholku.

CWICZENIE.
J ak mozna zakreskowac

pieciokat i szesciokat foremny?

A jak czworokat wklesly?

Ale

czy mozna zakreskowac
kolo?

B

punkt dzielacy AD
w stosunku p: q

Choc w pierwszej chwili wydaje sie to niemozliwe, jednak

trójkat mozna zakreskowac.

C punkt dzielacy GB
w stosunku p: q

I
Kreski maja konce na
odcinkach AD i C B.

Konce danej kreski dziela AD
i C B (odpowiednio) w tym
samym stosunku.
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analogicznie

A

c

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku i korzystamy z poprzednich wyników:

S = ~absin, (gdzie a = IBCI, b = IACI),
1 a J2-1

IBEI = J2IBCI = J2 ::} lECI = a J2 '

IGCI=bV~l.

PoleGHEc = IECI·IGCI· sin, = absin, (J2 - 1)2 = S· (J2 - 1)2 =f ~S.2 4

WNIOSEK: Pola otrzymanych czterech figur sa dokladnie okreslone. Nie istnieje
podzial, o którym jest mowa w pierwszym zadaniu. Zalozenie jest falszywe.
A z falszu moze wyniknac wszystko.

N a koniec zauwazmy "cos pozytywnego":
Dla prostej k II AC, polowiacej pole trójkata, mozna znalezc taka prosta
[ (nierównolegla do BC!), ze razem dziela trójkat ABC na cztery czesci
o równych polach - jest nia prosta zawierajaca srodkowa trójkata wychodzaca

B z wierzcholka B (tw. Talesa).

Zadna inna prosta tego warunku nie spelnia!

Jest tak dlatego, ze dla kazdej innej prostej [', jesli nie przechodzi ona przez H,
to którys z czterech obszarów, jakie powstaly dzieki k i [, jest zawarty (istotnie)
w jednej z czesci podzialu wyznaczonego przez k i l'. Jesli natomiast ['
przechodzi przez H, to odcina od któregos z "kawalków" czesc o polu mniejszym

.. lSmz 4: .

Co wiecej: jezeli jakas para prostych k, [ (juz nie ma mowy o równoleglosci)
rozcina trójkat na 4 czesci o równych polach, to kazda z nich wyznacza te druga
jednoznacznie. (Dowód jest ten sam!). Ponadto: to, ze wyjsciowa figura jest
trójkatem, nie jest tu istotne - wystarczy zalozyc, ze jest wypukla.

Tak sie rodza ogólne twierdzenia.

A czy dla kazdej prostej k polowiacej trójkat mozna znalezc taka prosta [,
by razem podzielily trójkat na 4 równe czesci? TAK - dotarlismy do znanego
twierdzenia "o kanapkach" *).

Olga STANDE

*) Porównaj R. Courant, H. Robbins, Co to jest matematyka, rozdz. VI §6.1 PWN, Warszawa 1959
oraz M. Szurek, Opowiesci geometryczne, WSiP, Warszawa 1995, rozdz. 12.5.

Zadziwiajace,
kolo mozna zakreskowac!

N a ustalonej srednicy rysujemy trzy
kreski: AB, CD, EF (patrz rysunek) i

- punkty odcinka BC (bez konców)
laczymy kreskami z punktami górnego
pólokregu,

natomiast

- punkty odcinka DE (bez konców)
laczymy kreskami z punktami dolnego
pólokregu.
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Ale

czy mozna zakreskowac
trójkat bez brzegu?

a wnetrze kola?

UWAGA: Kreski - tak jak
poprzednio - powinny byc
z koncami!



Witelo (1230?-1314?)
"Pierwszy, który nauka swoja imie Polski rozslawil wsród obcych"

czasopismo dla nauczycieli

o sobie pisal "Witelo, syn Turyngów i Polaków".
W innym miejscu (patrz sasiednia strona) Polske
nazywa swoja ojczyzna. O jego zyciu wiemy
niewiele. Urodzil sie okolo roku 1230 na Slasku. Jego
dziecinstwo przypadlo na okres najazdu tatarskiego
na Polske. 9 kwietnia 1241 roku, w czasie bitwy
pod Legnica, byl prawdopodobnie w tym miescie.
Tam otrzymal poczatkowe wyksztalcenie w szkole
trywialnej przy kosciele sw. Piotra. Na studia wyjechal
do Paryza. Jako magister artium (sztuk wyzwolonych)
powrócil na Slask. Zatrzymal sie najpierw we
Lwówku, pózniej w Legnicy, w koncu znalazl sie we
Wroclawiu na dworze Henryka III, jako nauczyciel
ksiecia Wladyslawa, najmlodszego z synów Henryka
Poboznego.

W 1262 roku wraz z nim wyjechal do Padwy, gdzie
studiowal przez 6 lat. Tam prawdopodobnie zaczal
przeprowadzac swoje doswiadczenia optyczne.

Od roku 1268 Witelo przebywal na dworze papieskim
w Rzymie. Bardzo wazne okazalo sie spotkanie
i przyjazn z Wilhelmem z Moerbecke - filozofem,
matematykiem, który wspólpracujac ze sw. Tomaszem
z Akwinu, tlumaczyl z greckich oryginalów na lacine

dziela Arystotelesa. Na prosbe Witelona tlumaczyl
tez matematyczne prace Archimedesa, Eudoksosa,
Apoloniusza, Herona i Ptolemeusza. Poznanie ponadto
dziel matematyków arabskich stawia Witelona
w rzedzie najlepiej wyksztalconych matematyków
sredniowiecza.

W latach 1270-1278 napisal Perspektywe - traktat,
obejmujacy w dziesieciu ksiegach calosc ówczesnej
wiedzy optycznej, oparty na geometrii. Przez blisko
400 lat dzielo to pelnilo role encyklopedii zjawisk
swietlnych. Korzystali z niego: Leonardo da Vinci,
Regiomontanus, Kopernik, Newton, a jeszcze
w 1604 roku Kepler jedna ze swoich prac zatytulowal
Dopelnienie do Witelona.

Zaslugi Witelona uczczono nadaniem jego imienia
jednemu z kraterów na Ksiezycu.

Wiadomo, ze Witelo napisal jeszcze co najmniej
siedem prac, w tym Wnioski z Elementów Euklidesa.

Rekopisy te jednak dotychczas nie zostaly odszukane.

Schylek zycia Witelona jest malo znany.
Prawdopodobnie wrócil do Polski i uczyl w "swojej"
szkole w Legnicy. Uzasadnialby to fakt nadania, przez
biskupa wroclawskiego Henryka w roku 1309, szkole
parafii sw. Piotra w Legnicy prawa nauczania nie
tylko gramatyki, ale takze logiki i filozofii naturalnej
(Arystotelesa).

Krystyna WUCZyNSKA

Wnetrze trójkata mozna zakreskowac

By to zobaczyc, przedstawmy najpierw

- wnetrze trójkata jako sume nieskonczenie wielu
coraz to wiekszych trójkatów;

~ zakreskujmy centralny maly trójkat
(wedlug poprzedniego schematu);

- kazdy z "trójkatnych pierscieni" bez wewnetrznej
czesci brzegu zakreskujmy j ak na rysunku ponizej.

W ten sposób cale wnetrze trójkata zostanie
zakreskowane.
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Mozna tez zakreskowac

trójkat bez jednego boku.

Wystarczy pominac jedna kreske
przy kreskowaniu calego trójkata.

Mozna tez zakreskowac

trójkat bez dwóch boków.

Podobnie jak przy kreskowaniu
wnetrza trójkata:

- najpierw przedstawiamy trójkat
jako sume nieskonczenie wielu
coraz wiekszych trójkatów;

- kreskujemy centralny trójkat;

- potem kreskujemy oddzielnie
kazdy z "pasków".

Q.
I ,

I '
I '

I '
I "

I '
I '

I '
~ " "

Q.
I ,

:/~'"
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Karta tytulowa I wydania Perspektywy z roku 1535. Karta tytulowa III wydania Perspektywy z roku 1572.
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Fragment tekstu Perspektywy. Podkreslone slowa

.. w naszej ziemi, to jest w Polsce, kraju zamieszkalym, lezacym na szerokosci okolo 50 stopnia.

Wnetrze figury jest takim
"nieskonczonym wielobokiem" .

Wnetrze kola, jak równiez

wnetrze dowolnej figury mozna zakreskowac.

By to zobaczyc, nalezy wnetrze figury*
przedstawic jako sume nieskonczenie
wielu coraz wiekszych "wieloboków"
(byc moze z "dziurami").

*Mieszkancy wysp (np. Kanaryjskich) musza zajac sie oddzielnie kazda ze swych wysp.

Dzielimy go na trójkaty.

Pierwszy z trójkatów kreskujemy (caly);
nastepny, byc moze, przylega bokiem,
wierzcholkiem, dwoma lub trzema bokami
do wczesniej zakreskowanych - zatem
kreskujemy go wedlug jednego z wczesniej
opisanych schematów.

I tak "w nieskonczonosc" .

Mozna tez zakreskowac dowolna
ograniczona figure wypukla wraz z jej brzegiem.

(Zmodyfikuj pomysl kreskowania kola.)

Ale
czy kazda figure mozna zakreskowac?
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czasopismo d/a nauczycieli Dwusieczne w szkole?

c

~
A D B

AC

BC'

Jesli jednak - jak w szkole podstawowej - nie dysponujemy twierdzeniem

sinusów, to musimy cos zauwazyc, na przyklad to, ze trójkaty ADC i BDC

maja wspólna wysokosc, a wiec stosunek ich podstaw jest równy stosunkowi ich
pól, ten zas z kolei - stosunkowi wysokosci opuszczonych na wspólny bok CD
(rys. 2). Daje to dowód

AD Pt!.ADC AA' AC sin LACD- --- - - - ------
BD - Pt!.BDC - BB' - BC sin LBCD

który mozna przeprowadzic w klasie VIII.

W Malej Delcie z numeru 12/1997 Marek Kordos ubolewa nad
tym, ze uogólnienia twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym nie
znalazly sie w podrecznikach szkoly podstawowej, choc mozna je
ladnie i elementarnie udowodnic. Cóz, przy takim wymiarze godzin

matematyki, jaki mamy w szkole obecnie, jest znacznie wiecej ladnych
i elementarnych twierdzen, na które nie ma tam miejsca. Jednym z nich jest
twierdzenie o dwusiecznej kata w trójkacie, pojawiajace sie w niektórych
podrecznikach dla szkól srednich jako zadanie "na twierdzenie sinusów":

jesli CD jest dwusieczna kata ACB, to ~~ = ~g (rys. 1),
z nastepujacym rozwiazaniem:

AD _ sin 1!1CD _ sin 1~DC _ AC
-- - BD - BC - --.
BD sin LBCD sin LBDC BC

Majac jednak narysowane wysokosci AA' i BB', mozemy zauwazyc, ze trójkaty
B prostokatne AA' C i B B' C sa podobne (równe katy) i bez uzycia funkcji sinus

k ' AA' _ AC .uzys ac BB' - BC'

Z pól tez mozna zrezygnowac: podobienstwo trójkatów AA' D i BB' D
l .. d' AA' ADana oglczme aJe BB' = BD'

Tym sposobem umozliwiamy przeprowadzenie dowodu w klasie VII.

A

c

Rys. 2

Rys. 1

Oczywiscie, okregu nie mozna zakreskowac; równiez

nie mozna zakreskowac prostej.

Przypuscmy, ze jest pewien sposób zakreskowania prostej .

Niech Al Bl, A2B2 beda dwiema kreskami (mozemy przyjac, ze nazwy sa tak
dobrane, ze Ai to lewe konce, oraz ze A1Bl lezy caly na lewo od A2B2).

Punkt posrodku odstepu pomiedzy nimi "przykryty" jest tez jakas kreska
- nazwijmy ja AaBa

(kreska AaBa lezy cala w odstepie pomiedzy A1Bl a A2B2).

Równiez punkt posrodku odstepu pomiedzy A2B2 a AaBa jest "przykryty"
- przez kreske, która nazwiemy A4B4·

Podobnie punkt posrodku odstepu pomiedzy AaBa i A4B4, i tak dalej.

...••_••-f---------- .•&- _
Al BI A2 B2

__l__ • -- •••a.-----.--.'-
Al BI A3 B3 A2 B2

......__••..--4. .- ••.•..•1--.•,__ •..-
Al BI A3 B3 A4B4 A2 B2

t
Prawe konce kresek nieparzystych, punkty Bl' Ba, B5, , leza coraz bardziej

na prawo, ale stale na lewo od punktów A2, A4, A6, Ciagi punktów
Bl, Ba, B5, ... oraz A2, A4, A6, .. · skupiaja sie wokól pewnego punktu z.
Punkt z nie moze nalezec do zadnej kreski (bo wnetrze kreski oddziela kazdy

ze swoich punktów wewnetrznych od konców innych kresek, a swój koniec
oddziela z jednej strony od innych konców).

z
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A

Rys.3

W tej samej klasie mozemy zrobic to inaczej, zamiast z podobienstwa

korzystajac bezposrednio z twierdzenia Talesa. Mianowicie przedluzamy bok AG
o odcinek równy BG. Trójkat BB'G jest równoramienny, kat AGB jest jego
katem zewnetrznym, a wiec cztery katy, oznaczone na rysunku 3 kolorem, sa
równe - proste GD i BB' sa równolegle.

Niestety, nie widac sposobu udowodnienia omawianego twierdzenia w klasie VI,
gdy uczniowie nie znaja jeszcze twierdzenia Talesa. Ale - dla skompletowania
kolekcji - mozna jeszcze pomyslec o dowodzie rachunkowym (analitycznym)
oraz wektorowym. Ten pierwszy odlózmy na bok, drugi wyszedl mi dosc
skomplikowany - moze ktos pomoze znalezc cos prostszego?

Niechk = Ibl: lal. Wydluzajac k-krotnie wektor a, otrzymujemy romb, na
którego przekatnej lezy punkt D (rys. 4). Przekatna (traktowana jako wektor)
jest równa ka + b). Wektory a: = d - a i y = b - d sa wspólliniowe, mamy
wiec y = ta: dla pewnej stalej dodatniej t. Teza dowodzonego twierdzenia
oznacza, ze t = k, a to wynika z nastepujacych rachunków (Czytelnik zechce
zinterpretowac znaczenie pomocniczego parametru l):

y = b -lka - lb = ta: = t(lka + lb - a),

czyli

(l -l)b - lka = tlb + t(lk - l)a.

Poniewaz wektory a i b sa liniowo niezalezne, wiec otrzymujemy stad uklad
równan

{l-llk = t(l -lk),

k ' l'" l l k (l k)
z torego po wy lczemu, ze = --, mamy -- = t - -- ,

t+1 t+1 t+1
czyli k(t + l) = t(t + l), co wobec dodatniosci stalej t konczy dowód.

Agnieszka WOJCIECHOWSKA

Tylko dla doroslych

Ponizsze twierdzenia (kazde z osobna) uzasadniaja, ze kreskujac
trójkat, kolo czy pewien obszar na plaszczyznie, musimy uzyc
nieprzeliczalnie wielu odcinków.

TWIERDZENIE (Baire)
W przestrzeni zupelnej X suma przeliczalnie wielu zbiorów
nigdziegestych jest zbiorem brzegowym (w szczególnosci suma ta
nie jest calym zbiorem X).

TWIERDZENIE (Sierpinski)
Zadne continuum nie jest suma przeliczalnie wielu parami
rozlacznych zbiorów domknietych (i= 0). (Oczywiscie, chodzi
o sume co najmniej dwóch zbiorów.)

CWICZENIE. Jak zastosowac Twierdzenie Sierpinskiego do

obszaru na plaszczyznie (brak zwartosci!)?

Jednak te twierdzenia nie rozstrzygaja, czy potrzeba az continuum
odcinków do zakreskowania tych figur.

CWICZENIE. Pokazac, ze kreskujac obszar plaszczyzny, musimy
uzyc continuum odcinków.
(PODPOWIEDZ: Zmodyfikowac argumentacje ze strony 6.)
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Z problemem kreskowania wiaze sie
nastepujace

TWIERDZENIE (Moore)
Kazda rodzina parami rozlacznych triodów
na plaszczyznie jest przeliczalna.
(Triod to homeomorficzny obraz przestrzeni
zwartej w ksztalcie litery Y - sumy trzech
odcinków o wspólnym jednym koncu.)

Zatem nie mozna "zatriodowac" ani trójkata,
ani kola, ani zadnego obszaru plaszczyzny
(triod jest, oczywiscie, nigdziegestym
podzbiorem kazdej z tych figur).

Ale

czy mozna "zatriodowac"
szescian, czworoscian lub kule?

Kreskówki przygotowal

Krzysztof OMILJANOWSKI



W. S. (Waclaw Sierpinski), Nr 1 (1977), str. 55

H. St. (Hugo Steinhaus), Nr 5 (1963), str. 208

Jan Antonik, Nr 3 (1966), str.142

Z historii

zadan konkursowych

~-

- - - -- - -- - --
- - -- --- - - -- -- -

czasopismo dla nauczycieli

Zadanie z dalszym ciagiem
495. Czy równanie '"-+ 1L + ~= 1 ma rozwinzanie w liczbach calkowitych?y z X 't:

Uwaga. Autor nie zna rozwiazania. Werner Mnich, Nr 1 (1957), str. 55

U czestnikom konkursu zadaniowego nie udalo sie rozwiazac tego zadania.
Waclaw Sierpinski zauwazyl, ze problem ten jest równowazny pytaniu: czy
istnieja takie liczby wymierne r, s, t, ze

(*) r + s + t = rst = 1.

W. Sierpinski mówil autorowi zadania, ze nie rozumie, dlaczego nikt wczesniej
nie postawil tak prostego pytania.

W cale nieelementarne negatywne rozwiazanie zagadnienia podal znany
specjalista teorii liczb, J.W.S. Cassels, w pracy On a diophantine equation, Acta
Aritmetica VI (1960),47-52.

Latwo pokazac, ze problem jest równowazny pytaniu: czy istnieje taka liczba
wymierna r, ze wszystkie pierwiastki równania x3 - x2 + rx - 1 = O sa liczbami
wymiernymi. Mozna tez udowodnic, ze jest to równowazne pytaniu: czy istnieja
takie liczby calkowite x, y, z, ze xyz f- O i x3 + y3 + z3 = xyz.

Problem omawiany dal impuls róznym uogólnieniom - badano równanie (*) nad
cialami kwadratowymi. Zajmowano sie tez ukladem kongruencji

Xl + X2 + X3 = 1 (mod p), XIX2X3 = 1 (mod p),

gdzie p - liczba pierwsza nieparzysta.

Zadanie tysieczne!
1000. Znalezc liczbe zlozona, która pozostaje zlozona przy kazdej zmianie
którychkolwiek dwóch jej cyfr.

Zadanie to, przekazane Matematyce juz w 1958 roku, opublikowane po 19 latach

(bo tyle bylo w zapasie zadan Sierpinskiego!), nie zostalo rozwiazane przez
zadnego z uczestników konkursu i zostalo uznane za beznadziejne. Jego
uogólnienie ukazalo sie w Matematyce 1 w 1989 roku jako zadanie 1238 (znów
bez rezultatu) i ponownie w numerze 4, 1994 jako zadanie 1326. Latwiejsza
wersja zadania znalazla sie w Matematyce 4, 1995 pod nr. 1356.
To ostatnie zostalo w koncu rozwiazane i to az przez 16 uczestników konkursu;
rozwiazanie Jerzego Witkowskiego wydrukowano w nr. 3, 1996 na str. 182.

Dwa zadania, które wydaja sie naturalne, a nie udalo sie ich rozwiazac

720. Kwadrat. Czy mozna znalezc kwadrat o bokach calkowitych i taki punkt na
plaszczyznie kwadratu, którego cztery odleglosci od wierzcholków wszystkie bylyby
calkowite?

Jest zreszta kilka innych zadan Steinhausa dotad nie rozwiazanych (p. ksiazka
Sto zadan).

1292. Podzial przestrzeni. Przestrzen trójwymiarowa podzielono na cztery

niepuste, parami rozlaczne zbiory. Czy co najmniej jeden z tych zbiorów zawiera
trzy punkty bedace wierzcholkami trójkata równobocznego o boku l?

Werner Mnich, Nr 3 (1993), str. 172

Zadanie z wpadka
781. Dowiesc, ze równanie x4 + y4 = z4 + 1 nie posiada rozwiazan w róznych
liczbach naturalnych x, y, z.

Rzekome rozwiazanie jest w nr. 1-2 (1969), str. 76-78. Jest ono wadliwe,
jak pokazano w nr. 3 (1972), str. 182. Kilka lat temu Andrzej Schinzel
pisal do mnie, ze rzecz jest dalej otwarta, podobnie jak sprawa równania
x4 + y4 = Z4 + 2.

Moze Czytelnicy Delty rozwiaza te zadania?
Werner MNICH
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Maslem na dól

Zlosliwosc przedmiotów martwych jest tematem wielu celnych powiedzonek
sformulowanych w stylu szczególnych "praw przyrody" - praw Murphy'ego [1].
Jedno z powszechniej znanych wyraza przekonanie, ze spadajace kanapki
zawsze laduja maslem do podlogi. Problem ten byl, oczywiscie, przedmiotem
analiz, a nawet zostal uogólniony na "dowolny wszechswiat" [2]. Doswiadczenia
przeprowadzone w rozmaitych warunkach oraz obliczenia pozwalaja
zweryfikowac poglad o zlosliwosci kanapki jako zbyt pesymistyczny.

Na sposób upadku kanapki ma wplyw bardzo wiele czynników: jej ksztalt, masa,
moment bezwladnosci, wlasnosci sprezyste, sposób odkladania, stan powierzchni
stolu i jego wysokosc. Niektóre z nich trudno kontrolowac, wiec aby poprawic
nieco powtarzalnosc wyników, do eksperymentów dobrze jest uzyc kromek
o regularnym ksztalcie, na przyklad z pumpernikla.

Podstawowe cechy zachowania sie spadajacej kanapki mozna poznac dzieki
symulacji numerycznej. Poniewaz niektóre z wymienionych czynników sa trudne
do ujecia w rachunkach, przyjmiemy tu uproszczony model kanapki w ksztalcie
cienkiego, sztywnego prostopadloscianu, z wyrózniona ("posmarowana") górna
sciana. Uscislimy tez warunki, w jakich dochodzi do upadku kanapki.

PRZYPADEK 1. Kladziemy nieostroznie kanapke na stole, poziomo, i tak, ze jej
srodek ciezkosci wystaje poza jego krawedz. Zakladamy przy tym, ze robimy to
bardzo powoli (jak zwykle zamysleni albo zaczytani).

PRZYPADEK 2. Tracamy z rozmachem kanapke lezaca na stole, tak, ze zaczyna
sunac po powierzchni w kierunku prostopadlym do krawedzi (rzut poziomy
kanapka)·

Ograniczymy sie do przypadków, w których krótsza krawedz podstawy jest
zawsze równolegla do krawedzi stolu. Warunki poczatkowe okreslone sa
odlegloscia D srodka ciezkosci od krawedzi (w przypadku 1) lub predkoscia
poczatkowa srodka Vo w momencie mijania krawedzi (w przypadku 2).

Przyjmiemy parametry kanapki przygotowanej
z pumpernikla: szerokosc 8 cm, dlugosc 11,5 cm,
grubosc 0,6 cm, masa 40 g. Wspólczynnik tarcia
o stól f mozna wziac z przedzialu od 0,5 (gladki blat)
do 1,3 (lniany obrus). Wybierzmy typowa wysokosc
stolu 80 cm.

90 1-r ---r -------f - r ------------1- r ----------

Rys. 1. Zaleznosc kata upadku CI od polozenia poczatkowego D
dla wspólczynników tarcia 0,5 i 1,3. Strzalki pokazuja
stwierdzone doswiadczalnie sposoby ladowania kanapki przy
spadku z drewnianego blatu.

o 2 3
D[cm]

4 5

W ruchu kromki powoli odkladanej (przypadek 1)
mozna wyróznic nastepujace etapy:
- obrót wokól krawedzi stolu,
- zsuwanie sie polaczone z obrotem w stalym
kontakcie z krawedzia, która pelni role chwilowej osi
obrotu,
- lot swobodny (opór powietrza pomijamy)
z jednostajnym obrotem.
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Rys. 2. Upadek maslem na dól;
D = 0,2 cm, f = 1,3.

Podczas spadku kanapki stracanej (przypadek 2) pierwszy etap nie wystepuje.
Zderzenie z podloga traktujemy jako doskonale niesprezyste. Kanapka upadnie
wiec na podloge strona posmarowana, gdy zdazy przyjac polozenie okreslone
katem wiekszym niz 7r/2, ale nie przekraczajacym 37r/2. (Ogólnie - gdy kat
upadku pochodzi z przedzialów ((2n + 1)7r/2, (2n + 3)7r/2), n = 1,2, ... Kat
mierzymy wzgledem plaszczyzny stolu. Jego wartosci przyjmowane podczas
spadku rozpoczynajacego sie od pozycji poziomej definiujemy jako dodatnie.)

Z obliczen (a takze z obserwacji) wynikaja nastepujace prawidlowosci.

W PRZYPADKU 1

- kanapka upada maslem na dól przy dostatecznie malych lub dostatecznie
duzych wartosciach D, a maslem do góry - przy wartosciach posrednich,
- przedzial odleglosci D, przy których kanapka upada maslem do góry, poszerza
sie przy wzroscie tarcia.

Mozna rozwazyc uogólnienie przypadku 1: odkladanie kanapki nie poziomo,
lecz ukosnie. Warunki poczatkowe zadane sa wtedy katem poczatkowymao
oraz parametrem D, który okresla w tych przypadkach polozenie srodka
ciezkosci w chwili, gdy kanapka styka sie po raz pierwszy z krawedzia stolu.
Dwie mozliwosci - nachylenie pod katem dodatnim i ujemnym - daja istotne
róznice w zachowaniu sie kanapki wzgledem wariantu poziomego:
- zadarcie konca kanapki do góry (ao < O) sprzyja jej obrotowi, a wiec upadkowi
maslem do góry,
- pochylenie konca ku dolowi (ao > O) ogranicza obrót i moze doprowadzic do
upadku maslem na dól.

Rys. 3. Upadek maslem do góry;
D = 2 cm, f = 0,5.
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Rys. 4. Upadek maslem na dól;
D = 4 cm, f = 0,5.

Rys. 5. Upadek maslem do góry
kanapki odkladanej ukosnie pod
katem 0'0 = -0,3 rad; D = 0,2 cm, f = 1,3.
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Rys. 6. Upadek maslem na dól
kanapki odkladanej ukosnie pod
katem ao = 0,3 rad; D = 2 cm,
f = 0,5.

Literatura

[1] A. Bloch, Dlaczego w zyciu nic nie
moze sie udac, czyli prawa Murphy 'ego,
OPTIMA Press, Warszawa 1992.

[2] 1. Stewart, Zasada antropomurphiczna,
Swiat Nauki 2/1996, str. 82.

Rozwiazanie zadania F 482.
Jesli zaniedbamy opóznienie w ukladzie

elektronicznym, to mozemy prosto
oszacowac, ze okres drgan odpowiada
czasowi potrzebnemu na przebycie
przez dzwieki drogi z glosnika do
mikrofonu. Oznaczajac predkosc dzwieku

przez v = 340 m/s, otrzymujemy,
ze czestotliwosc powstalego dz.wieku

wynosi v ~ v/l = 113 Hz.

Rys. 7. Lot kanapki straconej z predkoscia; Vo = 150 cm/s, f = 0,5.

W PRZYPADKU 2

- istnieje graniczna predkosc, ponizej której kanapka upada maslem na dól.

W naszym przypadku wynosi ona okolo 85 cm/s przy f = 0,5,

- im wieksza predkosc, tym krócej kanapka styka sie z krawedzia stolu, tym

mniej czasu ma na nabranie predkosci katowej i upada pod tym mniejszym

katem - tyle ze daleko.

Prawidlowosci te sa zilustrowane rysunkami 1-7.

Podsumowanie uzyskanych wyników pozwala wysnuc wniosek, ze okazji do

wyladowania maslem do góry kanapka ma wiele. Zla opinia o przebiegu tego

zjawiska ma swoje uzasadnienie raczej w psychicznym nastawieniu, sklaniajacym

nas do zwracania wiekszej uwagi na zdarzenia niekorzystne.

Mala Delte przygotowal Grzegorz DER FEL

Rozwiazanie zadania M 855.
Wezmy pod uwage liczby n, n + 1, n + 2, ... , n + 10. Wtedy n2 + (n + 1)2 + ... + (n + 10)2 =
= 11n2 + 110n + 385 = 11(n2 + lOn + 35). Jak latwo zauwazyc, liczba n2 + lOn + 35 musi byc
podzielna przez 11. Nietrudno sprawdzic, ze wtedy n musi byc postaci 11k + 5 lub 11k + 7. Np. dla

n = 11k + 5 mamy 11(n2 + lOn + 35) ~ 112(11k2 + 20k + 10). Teraz mozna juz próbowac trafic: k = 1
nie pasuje, k = 2 tez, ale za to k = 3 jest wysmienite - istotnie 11 . 32 + 20 ·3+ 10 = 132
A wiec ostatecznie mamy przyklad: 382 + 392 + ... + 482 = (11 . 13)2 Czy jedyny?
Uwaga. Proponuje Czytelnikom nastepujace rozwiniecie problemu: Udowodnic, ze dla 2 < n < 11
nie istnieje n kolejnych liczb naturalnych, których suma kwadratów jest tez kwadratem liczby
naturalnej.
Da sie to zrobic w skonczonym czasie.
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Akt ualnosci (nie tylko) fizyczne

nanorurka

Nanorurka jako tranzystor [4].
Pólprzewodzaca nanorurka weglowa laczy
emiter z kolektorem. Ujemne napiecie
przylozone do krzemowego podloza
indukuje w nanorurce nosniki typu p
i tym samym wlacza tranzystor.

Zespól z politechniki w holenderskim Delft [5] polaczyl za pomoca weglowej,

pólprzewodzacej nanorurki o srednicy 1,3 nm dwie elektrody platynowe odlegle
o 300 nm i polozone na warstwie Si02. Wlaczenie zlacza odbywalo sie za
pomoca przylozenia ujemnego napiecia do podloza, co powodowalo pojawianie
sie nosników typu p (dziur) w nanorurce. Autorzy szacuja docelowa czestosc,
z jaka ich tranzystor móglby pracowac, na 10 THz. Po przeanalizowaniu

charakterystyk pradowych zlacza okazalo sie, ze sa one jakosciowo zgodne
z pólklasycznym modelem pasmowym stosowanym do opisu wspólczesnie
uzywanych ukladów scalonych. Wydaje sie to swiadczyc, ze jeszcze jestesmy

dosc daleko od skali integracji, w której logika dwuwartosciowa nie moglaby juz
byc stosowana ze wzgledu na efekty kwantowe.

Trudno juz dzisiaj powiedziec, jak dlugo trzeba bedzie poczekac na pierwsze

komercyjne zastosowanie zlacza TUBEFET, jak je nazwali autorzy [5]. Przyszla
produkcja ukladów scalonych tego typu moze zostac oparta na technice
biomolekularnej.

Jednym z ulubionych tematów klasycznej science-fiction bylo (jest) opisywanie
"nieziemskich" form zycia. Wsród takich pomyslów pojawilo sie zycie oparte
na krzemie, ciezszym koledze wegla. O ile mozliwosc zastapienia krzemem
wegla w tworzeniu zycia pozostaje w kregu SF, to zastapienie krzemu weglem
w nanoelektronice wydaje sie nabierac realnych ksztaltów.

Synonimem cienkosci jest ludzki wlos. Wyobrazmy sobie rurke, której srednica

ma sie tak do grubosci wlosa, jak ta do srednicy kanalu burzowego. Okazuje
sie, ze takie nanorurki istnieja i maja bardzo ciekawe wlasnosci. Robi sie je

z najbardziej "plastycznego" (na poziomie molekularnym) materialu, jakim jest
wegiel.

J ak wiadomo, wegiel wystepuje w dwóch odmianach krystalicznych, jako

diament oraz grafit. W pierwszym przypadku tworzy niezwykle trwala
strukture przestrzenna oparta na czworoscianie (kazdy atom ma czterech

sasiadów), a w drugim plaska szesciokatna siatke (trzech sasiadów). W ciagu
ostatnich lat okazalo sie, ze lokalnie dwuwymiarowych odmian wegla, w których
kazdy atom ma trzech sasiadów, jest znacznie wiecej. Odkryto tzw. fullereny,
molekuly przypominajace pilki (wsród których jest oczywiscie czasteczka C60

zbudowana z 20 szesciokatów i 12 pieciokatów, czyli popularna "futbolówka")
oraz wlasnie nanorurki powstajace ze zwiniecia plaskiej siatki w rurke. Mozna

spodziewac sie, ze weglowe nanorurki maja nie tylko nadzwyczajne wlasciwosci
mechaniczne, ale równiez elektryczne. Prawie natychmiast po wykryciu tego

rodzaju molekul [l] przewidziano [2] zaleznosc ich przewodnictwa elektrycznego
od promienia rurki i jej skretnosci (skoku linii srubowej tworzonej przez pasek
przylegajacych bokami szesciokatów; zobacz reprodukowany ponizej obraz

nanorurki uzyskany za pomoca mikroskopu skaningowego [3]). W zaleznosci od
tych parametrów nanorurka powinna byc jednowymiarowym przewodnikiem
lub pólprzewodnikiem. Oczekiwania te zostaly potwierdzone doswiadczalnie na

poczatku tego roku [3], a majowe Nature [4] przynioslo informacje o pierwszym,
dzialajacym w temperaturze pokojowej tranzystorze opartym na pojedynczej
nanorurce (reprodukcja na marginesie).

dwutlenek krzemukrzem - baza

[1] S. Iijima, Nature 354 (1991) 56.
[2] N. Hamada i inni, Phys. Rev. Lett. 68

(1992) 1579;
R. Saito i inni, Appl. Phys. Lett. 60
(1992) 2204;
J. Mintmire i inni, Phys. Rev. Lett.
68 (1992) 631.

[3] M. S. Dresselheaus, Nature 391
(1998) 19;
J. W. G. Wildoer i inni, Nature 391
(1998) 59;
T. W. Odom i inni, Nature 391
(1998) 62.

[4] Paul L. McEuen, Nature 393
(1998) 15.

[5] S. J. Tans, A. R. M. Verschueren, C.
Dekker, Nature 393 (1998) 49.

Piotr ZALEWSKI
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Koniec swiata (4/1979) Tomasz CHLEBOWSKI

Przechodzac do jeszcze mniejszych obiektów,
zatrzymajmy sie na chwile na poziomie ukladu
planetarnego.

Wszystkie planety kraza po prawie kolowych orbitach
i zderzenie z którakolwiek z nich jest praktycznie
niemozliwe, jednak prawdopodobne jest zderzenie
z mniejszymi cialami krazacymi wokól Slonca, których
orbity przecinaja sie z orbita Ziemi.

Istnieje grupa planetoid (malych planetek), które
moga zblizac sie do Ziemi. Obecnie znamy 24

A'i:akie c.i,.ala"j.ednak szacuje sie, ze jest ich ponadA• ..,.~" d( .,\ ~ " ,
qOO!'Jeana la,kaplarietoida - Hermes - przeszla

w 1937 roku:: odlegloSci ,:okolo 600 tys. km od

}iemi,.~YILn~.ewiele c!alej lliz orbita 'Ksiezyca.
PWedlug E.J~ Opi!{a, gdJ.b{tej wielkosci cialo
uderzylo w Ziemie, zniszczyloby obszar o powierzchni

kilkunastu procent powierzchni Polski. Najwieksza
z "niebezpiecznych dla Ziemi", planetoida Amor,

mog~by zniszczyc polowe kontynentu Azji. Zderzenie
\Zkicilem wielkosci Hermesa moze zdarzyc sie srednio

r\'z na kiH~~milion9w~at, natomiast kolizja z Amorem
~ raz n(2-3:;hilr~;dy la,t. Zderzenie z kometa, mimo
ze bludziejlwidowiskowe (kometa ma warkocz), byloby

jedn1ak m. ni~'ej ieb ez.pieczne niz uderzenie planetoidy.
;;<' 4fP ~ _._.. _.. ID '4fT ;Lif

Najpraw'clg odóbJl"tej'tzw. meteor tunguski, który
uderzyl w Ziemie 30 czerwca 1908 roku niszczac czesc
tajgi srodkowej Syberii, byl jadrem malej komety.
Upadek meteoru, naj czestszy ze wszystkich opisanych
tu zjawisk, robi najmniejsze szkody. Dotychczas wiemy
tylko o jednym przypadku, kiedy to meteor zrobil
dziure w dachu. Ksiezyc, nastepny kandydat, na
szczescie oddala sie powolutku po spirali od Ziemi
i oddalalby sie tak jeszcze ze 40 miliardów lat, gdyby
wczesniej nie zostal pozarty razem z Ziemia przez
Slonce.

zderzeniami dwóch gwiazd w naszej Galaktyce wynosi
1013 lat - tysiackrotnie wiecej niz wiek Wszechswiata.

A wybuch Slonca? Ma ono na to za mala mase, jednak
w toku swojej ewolucji, za kilka miliardów lat Slonce
tak zwiekszy swoje rozmiary, ze najpierw wypali
cala Ziemie, a potem pochlonie ja na zawsze. Jest to
bardzo prawdopodobne - jesli nie koniec swiata, to
koniec Ziemi.

Jednak na orbitach wokól Ziemi pojawia sie coraz
wiecej obiektów, które po pewnym czasie spadaja na
Ziemie stwarzajac pewne niebezpieczenstwo dla jej
mieszkanców. Sa to sztuczne satelity. I tu dochodzimy
do wniosku:

jesli nie bedziemy niepotrzebnie zasmiecac przestrzeni
wrakami satelitów, jesli nie bedziemy niszczyc wlasnej
atmosfery chroniacej nas przed promieniowaniem
kosmicznym, obstrzalem meteorów i ulatywaniem ciepla
z Ziemi, to prawdopodobienstwo katastrofy kosmicznej
bedzie tak male, ze mozemy spac spokojnie.

W lutym 1982 roku bedziemy swiadkami dosc
rzadkiego zjawiska: wszystkie jasne planety ustawia
sie, krazac po orbitach wokól Slonca, prawie na linii
prostej, tzn. w nieduzej odleglosci katowej od siebie.
Wszystkie tego rodzaju zjawiska, jak pojawienie sie
komety, zacmienia, bolidy (bardzo jasne meteory) itp.
wywoluja od tysiecy lat groze i strach u wielu ludzi.
Mimo ze obecnie wiemy, iz calkowite zacmienie Slonca
nie grozi zadnymi niebezpieczenstwami, to prawie
kazdy z nas obserwujac takie zacmienie zadaje sobie
w pewnym momencie z niepokojem pytanie: czy na
pewno to sie zaraz skonczy?

Podobnie z ukladami planet. Coraz czesciej
w niektórych gazetach (a co dopiero w czasopismach
astrologicznych!) pojawiaja sie wiesci, ze w 1982 r.
nastapi koniec swiata, trzesienie ziemi na obszarze
najbogatszych czesci Stanów Zjednoczonych,
zaklócenia pogody i pola magnetycznego Ziemi itp.,
itd. Z naukowego punktu widzenia jednak zwiazek
przyczynowo-skutkowy ukladu planet ze zj;vJiskanii
na Ziemi bedzie - jak zawsze ..!zanie~dbyw~lny. d I .•~
Czesto przy takiej okazji zadaje,rny sobie pytanie'
- zyjemy na tej Ziemi juz tak dl'Ugo, a ona pedzi
przez otchlan kosmosu stokrotnieszybciej niz p~tisK
karabinowy, a my nie zdajac sobie z tego sprawy
czujemy sie zupelnie bezpieczni; ale czy mamy
podstawy do tego, zeby ufnie patrzec w przyszlosc, czy
niebo nie zrobi nam jutro jakiegos "numeru" w postaci
zderzenia z inna planeta, gwiazda)'wybuchuSlonca czy
innych podobnych zjawisk? ~ \

Zacznijmy od najwiekszej skali ~ c.alego ~Z~$':"ia

Czy rn.0zna sPo~,ziew~c sie ~,koncaj:viata<ji k~e1i !
to moze nastaplc? WIemy, ze obecme Wszechs;Wlat

"*'1 ... P
rozszerza sie i jednoczesnie stygnie. Mamy przed
soba alternatywe: albo w pewnym momencie
Wszechswiat przestanie sie rozszerzac, zacznie sie
kurczyc i ogrzewac do coraz wyzszych temperatur,
albo bedzie rozszerzac sie w nieskonczonosc. Coraz
wiecej argumentów przemawia za ostatnia hipoteza,
jesli jednak kosmologiczny koniec swiata mialby
nastapic, to dzieli nas od tego momentu jeszcze
okolo 50 miliardów, czyli 5 . 1010 lat.

Przechodzac do obiektów mniejszych mozemy zapytac,
jakie jest prawdopodobienstwo "zderzenia" z inna
galaktyka? Tutaj tez nam nic nie grozi: sredni czas
miedzy zderzeniami galaktyk jest wielokrotnie dluzszy
niz wiek Wszechswiata, poza tym wiekszosc galaktyk
oddala sie od siebie i sa one tak rzadkie, ze w wyniku
"zderzenia" wzajemnie sie przenikaja wymiatajac
tylko materie miedzygwiazdowa w przestrzen
miedzy galaktyczna.

A wiec zderzenia galaktyk moga nie byc niebezpieczne,
dopóki sie nie zderzaja gwiazdy. Prawdopodobienstwo
takiej katastrofy jest znikome - sredni czas miedzy
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 351 (WT=1,27) i 352 (WT=2,55)

z numeru 12/1997

Klub 44

- WArszAwa.
- Gda.nsk
- Pozna.n
- Olsztyn
- Lódz
- Zielona. Góra.
- Pyskowice

359. Czy istnieje para funkcji J, g: R --+ R spelniajacych dla kazdej liczby x E R równania
j(g(x» = x2 oraz g(J(x» = x4?

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1998
Przypominamy tresc zadan:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 35/ N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

360. Dany jest ciag liczb rzeczywistych al, a2, ... , a2n+l o nastepujacej wlasnosci: po odrzuceniu
dowolnego wyrazu pozostale mozna podzielic na takie dwie grupy po n wyrazów, ze suma wyrazów
w pierwszej grupie jest równa sumie wyrazów w drugiej. Dowiesc, ze wszystkie wyrazy ciagu sa
równe.

42,81
40,09
39,37
39,21
32,66
32,41
32,15

=44,•

Ma.ciej Mostowski
Konra.d Pa.tkowski
TAdeusz Józefczyk
Pi ob Kumor
Witold Bedna.rek
Bogumila. Piohowska.
Zbigniew Ska.lik

Te funkcje spelniaja uklad równan funkcyjnych: <p('ljJ(t)) = t + 1
oraz 'ljJ(<p(t)) = t + 2; ma on rozwiazania nawet w klasie par
funkcji liniowych. Postulujac postac <p(t) = at + b, 'ljJ(t) = et + d,

359. Poszukiwanie pary funkcji o podanych wlasnosciach

moze ulatwic podstawienie X = 22'; to ogranicza (chwilowo)
zakres zmiennosci x do przedzialu (1,00). Przypuscmy wiec,
ze f,g: (1,00) -+ (1,00) sa funkcjami spelniajacymi zadane
równania i przyjmijmy

dla t ER.

otrzymujemy dla parametrów a, b, c, d warunki: a = 1/2,
c = 2, 2b + d = 2. Biorac na przyklad b = 1, d = O, dostajemy
<p(t) = (t + 2)/2, 'ljJ(t) = 2t, co daje pare funkcji

f(x) = 22Vlog2x, g(x) = 2(log? x)2 dla x > 1.

Aby rozszerzyc te funkcje na caly zbiór R, wystarczy przyjac

f(x) = 1/ f(l/x), g(x) = l/g(l/x) dla x E (0,1)

oraz f(l) = g(l) = 1, a nastepnie przedluzyc f i g do funkcji
parzystych, okreslonych na R. Nietrudno sprawdzic, ze tak
rozszerzone funkcje spelniaja wymagane warunki.

360. Dla liczb calkowitych ai twierdzenie to bylo kiedys zadaniem na Olimpiadzie
Matematycznej - mozemy je wiec uwazac za znane. (Notka z odsylaczem byla dolaczona do
tresci zadania w Delcie 4/1998.) Natychmiastowym wnioskiem jest prawdziwosc twierdzenia
dla liczb wymiernych ai; wystarczy je wszystkie pomnozyc przez wspólny mianownik.

Niech teraz al, a2, ... , a2n+1 beda liczbami rzeczywistymi o podanej wlasnosci i niech m
bedzie najmniejsza liczba naturalna, dla której istnieja w zbiorze K = {l, 2, ... , 2n+ l} rózne
numery k1, ••• , km, takie, ze kazda z liczb ai da sie przedstawic w postaci kombinacji liniowej

m

ai = Ti,1ak1 + ... + Ti,makm = E Ti,saks
s=1

O wymiernych wspólczynnikach Ti,s. (Innymi slowy, m jest wymiarem przestrzeni liniowej
nad cialem liczb wymiernych, generowanej przez liczby al, a2, ... , a2n+1.) Z minimalnosci
liczby m wynika, ze przedstawienie (*) jest wówczas jednoznaczne.

Wezmy dowolny numer I E K. Zgodnie z warunkiem zadania, zbiór K \ {I} jest suma
n-elementowych zbiorów I oraz J, takich, ze

Eai=Eai.
ieI ieJ

Zastepujac kazda z liczb ai jej przedstawieniem (*), otrzymujemy (po przegrupowaniu
skladników) równosc

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 252 (WT=1,73) i 253 (WT=2,76)

z numeru 2/1998
Andrzej Idzik
Toma.sz Wietecha.
Ma.rek Wójcicki
Aleku.ndeJ: Surma.

- Bolesla.wiec
- Ta.rnów
- Szczecin
- Myuków

39,55
19,88
18,37
12,50

f(ETi'S - ETi,s)ak' = O.s=l ieI ieJ

Przedstawienie liczby O jako wymiernej kombinacji liniowej liczb ak, jest jednoznaczne, wiec
wyrazenie w nawiasie ma dla kazdego s wartosc O. To znaczy, ze dla kazdego s E {l, ... ,m}
ciag liczb wymiernych T1,s, T2,S! ... , T2n+1,s ma wlasnosc, o której mowa w zadaniu
(po odrzuceniu dowolnego wyrazu TI,s pozostale mozna podzielic itd.). W mysl uwagi
rozpoczynajacej rozwiazanie, liczby te sa równe:

T1,s = T2,s = ... = T2n+1,s dla s = 1, ... ,m.
Ze wzoru (*) dostajemy zadany wniosek, ze liczby al, a2, ... , a2n+1 sa równe.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1998
Przypominamy tresc zadan:

256. Jednorodny strumien równolegle biegnacych czastek (np. strumien swiatla) pada na kule:
a) odbijajaca czastki sprezyscie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do której czastki sie "przyklejaja"
(czarna)· Jezeli promien kul jest jednakowy, to na która z nich dziala wieksza sila? A moze sily sa
jednakowe?

Rys. 1

Rys. 2

h

,,,,,,,,,r
.----...'
:0.,', ,, ,
l'

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczenia i przedzielone na dwie czesci,
z których jedna jest zamknieta tlokiem wywierajacym na gaz stale cisnienie p (rys. l). Jezeli grzalka
elektryczna dostarczy do wnetrza pewna ustalona ilosc ciepla Q, to w którym przypadku tlok
przesunie sie bardziej:
a) gdy podgrzejemy lewa czesc naczynia,
b) gdy podgrzejemy prawa czesc naczynia,
c) gdy polowe ciepla dostarczymy lewej czesci, a polowe - prawej?
Kanalik laczacy obie czesci naczynia jest tak waski, ze t~mperatura nie ulega wyrównaniu.

256. W przypadku a) czastka biegnaca torem przesunietym wzgledem srodka o h (rys. 2)
odbija sie pod katem c; = arcsin(h/r). Pionowa skladowa pedu tej czastki wynosi po odbiciu
p' = p cos(1800 - 2c;) = -p cos 2c; (gdzie p - ped poczatkowy), czyli zmiana pedu wynosi
b.p = p(l + cos2c;) = 2pcos2c; = 2p(1- (h/r)2). Oznaczmy liczbe czastek padajacych
w ciagu sekundy na jednostkowa powierzchnie prostopadla przez n. Aby obliczyc sile ze
wzoru F = dp/dt, nalezy otrzymane wyrazenie b.p pomnozyc przez n oraz przez powierzchnie
cienkiego pierscienia zawartego miedzy h a h + dh (równa b.S = 21rhdh) i scalkowac po h od O

do r: r

F = 41rpnJ (1 - (h/r)2) hdh = pn1rr2.
o

Wielkosc ta jest równa sile dzialajacej na pochlaniajaca czastki powierzchnie o polu 1rr2
(przypadek b).

257. Oznaczmy objetosc lewej czesci przez VI, poczatkowa
objetosc prawej przez V2, przyrost objetosci przez b.V,
temperatury poczatkowe przez TI i T2' temperatury koncowe
przez T{ i T~, a odpowiednie liczby moli w poszczególnych
czesciach przez nI, n2, n~ i n~. Poniewaz energia wewnetrzna
n moli gazu o temperaturze T jest dana wzorem U = nCvT,
a praca przy przesunieciu tloka - wzorem W = -pb. V, wiec
bilans energii ma postac

nlCvTI + n2CVT2 + Q - pb.V = n~ CvT{ + n~CvT~.

Z równania Clapeyrona mamy

n~ T{ = pVr! R = nI TI' n~T~ = p(V2 + b.V)/ R = n2T2 + pb. V/R.

W wyniku podstawienia otrzymujemy

QR = pb.V(R+ Cv) = Cppb.V.

Równanie to obowiazuje w kazdym z przypadków a)-c), zatem
b. V nie zalezy od tego, która czesc podgrzejemy.
(Bardzo podobne do powyzszego bylo przed trzema laty
zadanie 198.)

_ Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 853. Czy istnieje taki ciag {an} liczb naturalnych, ze dla kazdego n liczba
ai + a~ + ... + a~ jest kwadratem liczby naturalnej?
Rozwiazanie na str. 17

M 854. Czy istnieje taki nieskonczony zbiór liczb naturalnych, ze zadna skonczona
suma liczb z tego zbioru nie jest potega liczby naturalnej o wykladniku calkowitym
wiekszym niz l?
Rozwiazanie na str. 17

M 855. Znalezc 11 kolejnych liczb naturalnych, których suma kwadratów jest
kwadratem liczby naturalnej.
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowal Konrad BANASZEK

F 481. Automatyczny uklad do napelniania zbiornika sklada sie z plywaka, który
po podniesieniu sie do pewnego poziomu zamyka zawór doprowadzajacy wode.
Zdarza sie, ze tuz przed odcieciem doplywu wody caly uklad wpada w drgania.
Wychyleniu plywaka z polozenia równowagi musi wiec towarzyszyc powstanie pewnej
sily, wymuszajacej jego powrót do polozenia równowagi. Oszacowac czestotliwosc drgan
przy zalozeniu, ze glównym zrodlem tej sily jest sila wyporu dzialajaca na plywak.
Przyjac mase plywaka m = 0,1 kg i pole jego przekroju poprzecznego S = 100 cm2.
Rozwiazanie na str. 16

F 482. Instalacja naglasniajaca wydaje czasem buczenie, pochodzace z ponownej
rejestracji przez mikrofon dzwieków wyemitowanych przez glosnik. Jaka bedzie typowa
czestotliwosc odglosów, jesli odleglosc miedzy tymi urzadzeniami wynosi 1=3 m?
Rozwiazanie na str. 11
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Rozwiazanie zadania F 481.
W polozeniu równowagi sila ciezkosci
dzialajaca na plywak równowazy sie
z sila wyporu dzialajaca na czesc plywaka
zanurzona w wodzie. Zalózmy dla
uproszczenia, ze ruch plywaka odbywa
sie w pionie. Przy wychyleniu plywaka
z polozenia równowagi o Ax wypadkowa
sily ciezkosci i sily wyporu, które nan
dzialaja, bedzie wynosic F = -egSAx,
gdzie 12 jest gestoscia wody, a g
- przyspieszeniem ziemskim. Wartosc
sily wypadkowej jest wiec proporcjonalna
do wychylenia, ze wspólczynnikiem
proporcjonalnosci k = egS. Zatem plywak
bedzie wykonywac drgania harmoniczne
z czestotliwoscia

v = 2- rI = 2- !eiS::::: 5 Hz211" V ;;;: 211" V -;;:-
W rozwiazaniu zaniedbalismy tzw. mase
zwiazana wody, poruszajaca sie wokól
drgajacego plywaka, zmiany poziomu
wody w zbiorniku, pochodzace ze
zmian poziomu zanurzenia plywaka
oraz sily zwiazane z umocowaniem
plywaka i dzialaniem zaworu. Opisany
model drgan nie jest pelny, gdyz
w rzeczywistosci dzwieki te sa slyszalne.

Sierpien

Patrz w niebo

Ewolucja gwiazd to proces bardzo powolny - oczywiscie w skali ludzkiego zycia.
J ak wiemy, Slonce przerabia wodór na promieniowanie w tempie 4,25 mld kg/s,
co wyglada powaznie, ale jest naprawde bardzo drobnym ulamkiem masy
Slonca i dlatego paliwa tego starczy jeszcze na kilka miliardów lat. Gwiazdy
znacznie masywniejsze ewoluuja wyraznie szybciej, ale i tak ciagle bardzo powoli
w ludzkim rozumieniu. Wyjatkiem sa np. wybuchy supernowych. Wybuch taki
to tez zmiana ewolucyjna. Gwiazda przezywa taki kataklizm (zapadniecie sie
lub eksplozje jadra) tylko raz w zyciu i cala struktura gwiazdy ulega przy tym
dramatycznej przebudowie lub wrecz zniszczeniu. W kazdym razie ewolucji
gwiazd albo nie widac w ogóle, albo widac zjawiska katastrofalne zachodzace
w czasie mierzonym sekundami.

A jednak trafiaja sie wyjatki od tej zasady - fakt, ze nieliczne. Otóz gwiazdy
zmienne zwane mirami - od przedstawicielki tego typu, Miry (Cudownej) Ceti,
czyli Wieloryba - sa czerwonymi olbrzymami o masach zblizonych do masy
Slonca, mocno zaawansowanymi w ewolucji. Zewnetrzne warstwy takiej gwiazdy
sa silnie rozdete, a jadro scisniete. Gwiazda taka prawie juz zuzyla w centrum
caly wodór i jest generalnie niestabilna. Wodór "pali" sie glównie w pewnej
odleglosci od centrum, bo tam jest go jeszcze duzo, za to "pali" sie nierówno, co
powoduje pulsacje gwiazdy i jej zmiany jasnosci w skali kilkuset dni. Gwiazda
próbuje zarazem w centrum "zapalic" nagromadzony tam hel, co tez idzie
nierówno, a za kazdym razem, gdy to sie udaje, jej pulsacje ulegaja zaklóceniu.
I to sie obserwuje!

Przykladem takiej gwiazdy jest mianowicie T Ursae Minoris, której jasnosc
waha sie w zakresie 9-14 mag. W przyblizeniu do roku 1980 gwiazda
zachowywala sie jak zwyczajna mira o okresie zmian blasku 310-315 dni.
Pózniej okres jej zaczal sie szybko skracac, osiagajac w 1994 r. wartosc 274 dni.
Teoretycy twierdza, ze tego wlasnie nalezalo oczekiwac po gwiezdzie na
wczesnym etapie uruchamiania helowego zródla energii (po angielsku helium

fiash - blysk helowy). Jezeli modele budowy gwiazd sa poprawne, to T UMi
powinna pulsowac coraz szybciej, osiagajac okres 200 dni okolo roku 2030, po
czym okres powinien zaczac sie wydluzac. A rok 2030 to przyszlosc niezbyt juz
odlegla ...

Tomasz KWAST

T.K

Aby w sierpniowy wieczór zobaczyc Wege
(najjasniejsza gwiazde Lutni), trzeba uniesc glowe
naprawde wysoko. Ma sie wrazenie, ze gwiazda
znajduje sie w zenicie, ale jest to zludzenie. Ta
bardzo jasna gwiazda jest tez jedna z najblizszych
i jedna z pierwszych, których odleglosc zostala
w ogóle wyznaczona. Byly to lata 1837-1838.
Wyznaczono wtedy niemal jednoczesnie odleglosci
trzech gwiazd: F.G.W. Struve obserwowal Wege
(O' Lyr), T. Henderson Tolimana (O' Cen) i F. Bessel
61 Cyg. Ta ostatnia gwiazda bardzo szybko wedruje
po niebie i dlatego Bessel uznal, ze musi znajdowac
sie wzglednie blisko. Wszystkie trzy próby pomiaru
paralaks heliocentrycznych tych gwiazd powiodly
sie. W szczególnosci okazalo sie, ze Wega odlegla
jest o 8,1 pc, a wiec rzeczywiscie jest jedna z gwiazd
sasiednich. Dzieki temu tez udalo sie pózniej
wyznaczyc jej srednice - jest 3,6 razy wieksza
od Slonca. Niedawno wreszcie za posrednictwem
obserwacji w podczerwieni stwierdzono obecnosc wokól

16

niej pylowego dysku, co moze swiadczyc, ze kiedys
powstanie tam uklad planetarny.

Wenus szybko przechodzi przez Bliznieta i Raka,
a poniewaz Slonce jest w Lwie, to widac ja juz
w promieniach wschodzacego Slonca i warunki jej
widocznosci beda sie pogarszac. Równiez blisko
Slonca, na granicy Blizniat i Raka, znajduje sie Mars,
ale z czasem bedzie go widac coraz lepiej, gdyz zostaje
coraz dalej za Sloncem. Jowisz jest nadal w Rybach,
a Saturn w Baranie i obie te planety widac w drugiej
polowie nocy. Pelnia Ksiezyca wypada 8 VIII
- nastapi wtedy jego pólcieniowe zacmienie, a wiec
praktycznie niedostrzegalne. Podczas nowiu 22 VIII
nastapi zacmienie Slonca, ale z Polski niewidoczne.
Ksiezyc zblizy sie silnie do Jowisza 11 VIII i do
Aldebarana 16 VIII i nawet zakryje te ciala, ale
z Polski zakryc nie bedzie widac. 31 VIII Merkury
znajdzie sie najdalej katowo od Slonca (o 18°) i mozna
próbowac dostrzec go o swicie.
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82 T2

4
(mod 20) 16(mod 100)

8
(mod 20) S6(mo d 100)

12
(mod 20) 96(mod 100)

16 . (mo d 20)

36(mod 100)
O

(mod 20) 76(mod 100)

Rozpatrujac dwucyfrowe koncówki poteg dwójki

zakonczone cyfra 6, latwo zobaczymy, co oznacza warunek

S X 82:

Liczba Sk ma sie dzielic przez 4. Jak to wyrazic

w jezyku Tk? Chwila zastanowienia pokazuje, ze Tk mUSI

sie konczyc cyfra 6.

CYFROMANIA (6)

Otóz, 8k musi dzielic sie przez 4 (o ile n 2': 2) oraz nie moze

dzielic sie przez S. Poniewaz dowolna reszta z dzielenia

przez Sk-I, niepodzielna przez S, jest realizowana jako
reszta z dzielenia pewnej potegi dwójki przez Sk-I, wiec

8k nie podlega zadnym innym ograniczeniom.

Dopuszczalnej dla wyrazenia postaci 22n reszcie

Tk (mod lOk) odpowiada wiec Sk (mo d 4· Sk-I), które
to Sk podlega wyzej opisanym ograniczeniom. Chcemy

poznac po samym Tk, czy odpowiadajace mu Sk jest dobre.

Zastanówmy sie, jakie koncówki moga miec liczby postaci

22n. Wiemy juz z wczesniejszych artykulów, ze dowolna

liczba O < Tk < lOk, podzielna przez 2k i niepodzielna

przez S, moze byc k-cyfrowa koncówka liczby 2m. Chcac

uzyskac taka koncówke, wystarczy zazadac, aby m dawalo

odpowiednia reszte Sk przy dzieleniu przez 4· Sk-I. Jesli

nakladamy na m dodatkowe ograniczenie, ze jest ono

równe 2n, to tym samym nakladamy pewne ograniczenie
na reszte Sk z dzielenia m przez 4· Sk-I.

JWR
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Wyjasnienie oszustwa (S') - tym razem poprawne:

Funkcja f nie ma minimum w punkcie -l, gdyz

f' (-l) = -l i= O ! Licz ba -l nie jest rozwiazaniem

równania 2x + 1= VX2 + x + l, bo dla x = -l ma ono

postac -l = Vi, ale po obustronnym podniesieniu do

kwadratu dostajemy l = 1. Prawdziwy wykres funkcji

naszkicowany jest na rysunku.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (7')

Wyjasnienie oszustwa (7):

We wzorze na sume postepu geometrycznego n jest liczba

wyrazów postepu. W sumie l + 3 + 32 + 33 + ...+ 3n

,. l" ,3n+1 - l k d
wyrazow Jest n + , WIeC Jest ona rowna --2--' s a

. 3n+1 - l
hm ---­

n_co 2· 3n

3 - ...L
lim __ 3_n

n-co 2

Widac, ze z powyzszej listy trzeba wykreslic

koncówke 76. Warunek 20 I Sk jest równowazny temu, ze

Tk == 76 (mod 100). Otrzymujemy wiec:

WNIOSEK: Liczba l < T < lOk, k 2': 2 pojawia sie jako

k-cyfrowa koncówka w liczbach postaci 22n (n 2': 2) wtedy

i tylko wtedy, gdy T dzieli sie przez 2k, ma ostatnia cyfre 6,

a przedostatnia cyfra (która musi byc nieparzysta) jest
rózna od 7.

Zauwazmy, ze przy tym liczba mozliwych koncówek

k-cyfrowych wynosi 4 . Sk-2.

JWR JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

Rozwiazanie zadania M 853.
Tak, istnieje. Na przyklad ciag skonstruowany indukcyjnie
w nastepujacy sposób: a, = 3; jesli mamy juz odpowiednie

a" .. , an, przy czym ai + a; + ... + a~ = (2k + 1)2, to kladziemy
an+, = 2k2 + 2k i mamy wtedy

ai + ... + a~ + a~+l = (2k + 1)2 + (2e + 2k)2 = (2k2 + 2k + 1)2

Rozwiazanie zadania M 854.
Tak, istnieje. Np. zbiór
{2, 223, 22325, 2232527, ... , 2232 .. P~_lPn' ... }, gdzie przez Pn

oznaczylismy n-ta liczbe pierwsza. Dowolna skonczona suma liczb

z tego zbioru bedzie podzielna przez Pk, ale nie przez P~, gdzie k

jest numerem najmniejszego ze skladników w tej sumie.
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