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Jest takie rownanie
Krzysztof CIESIELSKI

Oryginalne, niestandardowe przyklady dodaja matematyce uroku.
Czasem chcialoby si¢ zawolaé: ,to niemozliwe, coé takiego nie moze
istnie¢!” . Dziwnych obiektéw matematycznych jest bardzo wiele. To
opowiadanie bedzie o jednym z nich.

Rozwazmy plaszczyzne z wprowadzonym kartezjanskim uktadem
wspolrzednych 1 zalézmy, ze w kazdym jej punkcie umieszczona
zostala jakas liczba. Szukamy funkeji (o argumentach i wartosciach
rzeczywistych) wyznaczone] w pewien sposéb przez zadane liczby.
Chodzi o to, ze jesli (zg, yo) nalezy do wykresu funkeji, to pochodna
funkcji w zo ma byé réwna wlasnie liczbie ,zaczepionej” w (2o, yo).
Gdy przypomnimy sobie geometryczna interpretacje pochodnej,
mozemy powiedziec, ze mamy w kazdym punkcie dany kgt nachylenia
stycznej do wykresu nieznanej funkeji, a funkcje, kidra do tych
stycznych ,pasuje”, chcemy znaleZé.
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Zapiszmy to formalnie. Dane jest odwzorowanie f : R? — R. Szukamy
funkeji y : R — R (ewentualnie dziedzinag moze by¢ przedzial zawarty
w R), takiej, ze dla kazdego argumentu z funkeji y spelniony jest
warunek y'(z) = f(z,y(z)).

Zapisane powyzej rownanie to réwnanie rozniczkowe zwyczajne.
Poszukujac funkcji, ktérej wykres lezy na plaszczyznie ,zgodnie”

z zadanymi pochodnymi, dobrze jest narzucié¢ jeszcze jeden warunek:
wykres szukanej funkcji ¥ zmiennej ¢ powinien przechodzié przez
pewien wyznaczony punkt plaszezyzny. Warunek ten, zwany
warunkiem poczatkowym, zapisujemy: y(zo) = yo, gdzie (2o, yo)
to wlasnie dany punkt na plaszczyznie. Klasyczne w teorii réwnan
rozniczkowych zadanie znalezienia funkcji, spelniajacej takie dwa
warunki, nazywane jest problemem Cauchy’ego.

Nasuwaja sie dwa naturalne pytania. Po pierwsze, czy rozwiazanie
- to znaczy odpowiednia funkcja, okreslona w jakim$ przedziale,
zawlerajacym zg — istnieje? Po drugie, jesli istnieje, to czy jest
w tym przedziale jedyna? Latwo sie domyslié, ze zalezy to przede
wszystkim od funkcji f.
Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Peano o istnieniu). Jezeli funkecja
filwo,z0 + a] x [yo — b, y0 + b] =1 jest ciggla, to dla pewnego a > 0 problem

j y'(z) = flz,y(x)),

l y(To) = yo

ma rozwigzanie w przedziale [£q, zo + al.

Dobrego
nigdy za wiele

Piotr CHRZASTOWSKI

Wpadl do mnie Pawel, méj bardzo bliski
przyjaciel. Postawil dwie identyczne puszki
na stole.

~ Mam fajna zabawe — powiedzial. — To
gra, w ktdrej mozesz tylko zyskaé. Chodzi
o to, zeby$ zyskal jak najwiccej.

Zasady sa takie: za chwile péjde do
sasiedniego pokoju i zaczne rzucaé moneta
tak dlugo, az wypadnie orzel. Zanotuje,

ile reszek zdazylo wypadé przed pierwszym
pojawieniem sie orla, i jesli bedzie ich n,
to do jednej puszki (nie bedziesz wiedzial,
do ktérej) wloze 3" zlotych, a do drugiej
3"*! 1. Nastepnie przyniose ci obie
puszki. Ty bedziesz mégt dowolng z nich
otworzy¢ i sprawdzié, ile zawiera pieniedzy.

'_Nastgpnie_ albo bierzesz to, co widzisz,

albo decydujesz sie na wziecie pieniedzy

z drugiej puszki. To sa zasady. Teraz
chodzi o to, zeby$é opracowal najlepsza
strategie: kiedy warto zatrzymaé to, co
widzisz, a kiedy decydowaé sie na te druga
puszke? -

Zaczalem przygladaé sie zalozeniom.
Mozliwe uklady par gotéwki w puszkach
to (1,3),(3,9),(9,27),.... Oczywiscie,
uklady te sa rozlozone wedlug nastepujacej
reguly: para (1,3) bedzie sie pojawiaé

z prawdopodobiefistwem 1 (bo w polowie
przypadkéw orzel wypadnie od razu),

para (3,9) z prawdopodobiefistwem

i— (bo w jednej czwartej przypadkéw
zostanie wyrzucona najpierw jedna

reszka, a tuz po niej orzel), para (9, 27)

2z prawdopodobiefistwem %—, itd. Zawsze
‘bedzie tak, ze prawdopodobiefistwo
wystapienia dowolnej pary jest dwa razy
wieksze, niz tej, ktéra bezposrednio po niej
nastepuje. Zwykly rozktad geometryczny.

Zrobilismy jedna prébe. W puszce, ktéra
otworzylem, zobaczylem 3 zlote. Aha,
to znaczy, ze w drugiej puszce jest albo
jedna zlotéwka, albo jest ich tam 9.
Oczywidcie to, ze jest ich tam 9, jest
dokladnie 2 razy mniej prawdopodobne,
niz to, ze jest tam pojedynczy zlocisz: w
koncu uktad (1,3) jest dokladnie 2 razy
bardziej prawdopodobny niz uktad (3,9).
Poniewaz inne uklady juz nie wchodza

w gre, wigc z prawdopodobiefistwem
mamy w drugiej puszce jedna zlotéwke,

a z prawdopodobiefistwem 1 dziewieé
zlotych. Jezeli zdecydujemy sie na waziecie




zawartodci tej drugiej puszki, to Srednio
dostaniemy %1 + %9 zl, ewidentnie wiecej
niz, co prawda, gwarantowane, ale tylko
3 z1, ktére byémy mieli pozostajac przy
pierwszej puszce.

Co by bylo, gdybym otworzywszy
pierwsza puszke, zobaczyl w niej inne
kwoty? Z jedynka nie ma problemu: bez
zastanowienia biore 3 zl z drugiej puszki.
A dla wiekszych wartoéci? Zalézmy,

ze widze 3' z}. Oznacza to, ze w drugiej
puszce 7z prawdopodobiefistwem 2 znajde
3'~! g}, a z prawdopodobiefistwem %
zobacze 3'7! z1. Jezeli zatem zdecyduje
sie na drug@ puszke, to srednio dostane
23'-1 4 13'*! zb. Poniewas sam drugi
skladm.k tej sumy jest réwny 3°, wiec
oczekiwana wartodé zysku przy wzieciu
kwoty z drugiej puszki jest ostro wieksza,
niz oczekiwana (a przy okazji pewna)
kwota z puszki, kiéra otworzytem.

No to wszystko jest jasne! Strategia
okazala sie¢ bardzo prosta: wystarczy
po otworzeniu zawsze decydowac si¢ na
te druga puszke, a na pewno srednio
wyjdziemy lepiej, niz pozostajac przy
kwocie z tej otwartej.

Zaraz, zaraz. .. To po co w ogdle otwieraé

i sprawdzaé, co jest w tej pierwszej puszce?
Skoro i tak zawsze dostaniemy érednio
wiecej, niz to, co w niej zobaczymy, to

nie ma sensu si¢ meczyc z otwieraniem,
tylko od razu wziac te druga puszkg
Uproszczona strategia jest wiec taka.
Wybierz dowolna puszke, a potem otwérz
ja, albo i nie - jak chcesz — byleby$ tylko

pamietal, zeby ostatecznie wziaé te druga

puszke! Na pewno wyjdziesz na tym
érednio lepiej, niz gdyby$ pozosta.l przy -
pierwszym wyborze. :

Coé tu jednak nie gra. No bo skoro'n.ie
musimy puszki otwieraé, to co by bylo,
gdybysémy jako pierwsza wybrali te druga,
niby lepsza? Wybranie pozostalej puszki
musialoby nam przynieéé érednio strate.
Ponadto przeciez gdy stoimy przed dwiema
zamknietymi puszkami, to nie sposéb
stwierdzié, ktdra jest lepsza. Czyzby
jednak otwarcie puszki bylo konieczne do
zastosowania prawidlowej strategii? '

Wyglada na to, ze tak. No wigc dobrze.
Mamy przed soba dwie nierozréznialne
puszki. Bierzemy jedna do reki, na razie
wszystko jedno ktdra, i powoli uchylamy
wieczko. Jeszcze nic nie widzimy, jeszcze
wszystko jedno, na ktéra puszke sie
zdecydujemy, ale po chwili dostrzegamy
pare monet na dnie: wyglada na to,

ze jest wiecej niz 3, ale nie az 27, czyli
zapewne 9. ..

Jedli funkeja f jest odpowiednio ,porzadna” (przy czym nie
musimy wymagaé wiele, por. twierdzenie wydrukowane kolorem),
to problem Cauchy’ego ma rozwiazanie. Troche bardziej
wysublimowane zalozenia nalezy poda¢ w celu zagwarantowania
jedynoéci rozwiazania, ale i tu nie jest Zle, jezeli wystarczy nam
jednoznacznoéé lokalna. Lokalna jednoznaczno$é oznacza,

ze jeli startujemy od punktu (2o, ¥o), to w pewnym przedziale
(zo — &, zo + &) rozwigzanie jest jedyne.

Najwyzszy czas na pare prostych przyktadéw. Rozwazmy réwnanie
y'(z) = 1; w kazdym punkcie pochodna szukanej funkecji jest stata.
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Rozwiazania musza by¢ prostymi nachylonymi do osi odcietych

pod katem 45° (rys. 2). Wszystkie je mozna opisa¢ wzorem:

y(z) = a + C, gdzie C jest jakas stala. Przy warunku poczatkowym
y(zo) = yo rozwigzanie jest jedyne: y(z) = z + yo — 2. Tak wige
kazdy punkt jest punktem istnienia i jednoznacznosci nie tylko
lokalnej, ale i globalnej; przez dowolny punkt przechodzi jedyne
rozwiazanie, okreslone w przedziale (—oco, 4+00).

Narysujmy teraz na plaszczyznie rodzing krzywych: wszystkie
parabole o wspdlnym wierzchotku w punkcie (0, 0) oraz prosta,
pokrywajaca sig z osia OX (rys. 3). Réwnanie okre§lamy w ten
sposéb, ze w kazdym punkcie styczna do szukanej funkcji jest
styczna do przechodzace) przez ten
& punkt paraboli (lub osi odcietych).
Jedynym miejscem, gdzie mogloby
to sprawié¢ problem, jest (0,0), bo
tylko przez ten punkt przechodzi
wiecej niz jedna krzywa — ale nie
~ ma z tym klopotu, bo dla kazdej
z nich styczna w tym punkcie jest
taka sama, pochodna wynosi 0.
Réwnanie to okreslone jest przez

funkcje:
_[E dlaz#0,

f(=,9) = {0 dla z = 0,
ale nie jest to w tej chwili istotne.
Sprébujmy zobaczyé, jak w tym przykladzie wyglada istnienie
i jednoznacznoéé rozwiazan. Oczywiscie, rozwigzaniami sg funkcje
y(z) = Cz? dla dowolnego C (dla C = 0 wychodzi funkcja stala).
Oznacza to, ze przez kazdy punkt nie nalezacy do osi OY przechodzi
jakie$ rozwiazanie; przez punkt (0,0) przechodzi ich nieskonczenie
wiele (a zatem jest on ewidentnie punktem niejednoznacznoéci),
przez pozostale punkty osi rzednych rozwiazania nie przechodza.

Rys. 3



A jak jest dla zo # 07 Na pierwszy rzut oka wydawaé by si¢ moglo,

ze tu rozwiazanie bedzie jedyne — ktdras z paraboli, ewentualnie

prosta. A jednak nie! Rozwazmy, na przyklad, warunek poczatkowy

y(—1) = 1 - szukamy rozwiazania przechodzacego przez (—1,1).

Oczywiscie, jest nim funkcja y = z2. Ale nie tylko! Rozwiazaniem
dla z <0,

jest tez funkcja
ym)e {0 daz>0

i w tej chwili nietrudno zauwazyé, ze jesli w punkcie (0,0) dokleimy
do ,lewej czeici” paraboli y = 22 ,prawa czeé¢” ktérejkolwiek
paraboli, wszystko bedzie w porzadku. Ogdlnie, rozwiazanie ma

dla z <0,

postaé
2
y(z) = % 2
Cz® dlaz>0.

Punkt (—1, 1) nie jest zatem punktem globalnej jednoznacznoéci

— ale jest punktem jednoznacznosci lokalnej; w przedziale

(=00, 0) mamy jedyne rozwiazanie y(z) = z?. Eatwo zauwazy¢,

ze analogicznie jest dla kazdego punktu (zq,y0), o ile tylko zy # 0;
wszedzle tam rozwiazanie istnieje i jest w pewnym otoczeniu jedyne.
Jedyny punkt lokalnej niejednoznacznosci to (0,0).

Mozna na podstawie tego, niezbyt wysublimowanego, przyktadu
przypuszczac, ze globalna jednoznacznosé rozwiazania réwnania
rézniczkowego jest czyms$ bardzo porzadnym, ale niestety, w wielu
przypadkach moze nie mieé¢ miejsca. Widzielidmy: w jednym
miejscu coé sie zepsulo i globalnej jednoznacznosci nie bylo nigdzie!
Natomiast lokalna jednoznacznos$¢ wydaje sie znacznie latwiejsza
do osiagniecia. Znane sa liczne twierdzenia to gwarantujace; ponizej
przyktad jednego z nich.

Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Picarda—Lindeldfa). Jezeli
P = [r” ro 4 a] x [yo — b,yo + ] i funkeja f : P — jest ciggla oraz istnieje takie
L >0, ze|f(z,y1) = f(z,y2)] € Llyy — yz| dla dowolnych (x,y:1),(x,y2) € P, to dla
pewnego o > 0 problem

v'(z) = f(z,y(x)),

y(zo) = yo
ma dokiadnie jedno rozwigzanie w przedziale [xg, v + a].

Nasuwa sie pytanie: jak dalece ,nieporzadna” (czyli dopuszczajaca
duzo punktéw lokalnej niejednoznacznoéci) sytuacja moze zajéé?
Otoéz istnieja przyklady wyjatkowo perfidne. Mianowicie, mozna
pokazaé¢ réwnanie rézniczkowe, dla ktérego zaden punkt na
plaszczyznie nie jest punktem lokalnej jednoznacznoscei (i to w obu
kierunkach, zaréwno w prawo, jak i w lewo). Inaczej: istnieje taka
ciagta funkcja f : R? — IR, ze réwnanie rézniczkowe y/(z) = f(z, y(z))
ma dla kazdego warunku poczatkowego y(zy) = yo rozwiazanie

(i to okreslone na przedziale (—oo, +00)), przy czym jakakolwiek
liczbe 6 > 0 wezmiemy, to zaréwno w przedziale (zo — 6, z¢], jak

i w przedziale [zo, zo + 6) znajdziemy wigcej niZ jedno rozwiazanie
réwnania, spelniajace zadany warunek poczatkowy. Dziwne?

A jednak. ..

Pierwszy taki przykltad podal w roku 1925 Michail Aleksiejewicz
Lawrientiew. Ten, ktdrego idea konstrukcji pokazana zostanie
ponizej, przedstawil w roku 1963 Philip Hartman.

Najpierw narysujmy na plaszczyznie rodzing sinusoid tak, by kazda

~wyzsza” byla w punktach swoich miniméw styczna do bezpoérednio
»nizsze]” w punktach jej maksiméw. Precyzyjnie: rysujemy wykresy

funkcji ug () = cos 7z + 4k oraz vg(z) = — cos vz + 4k + 2 dla

3

STOP! Od tego momentu juz oplaca sie
wziaé druga puszke! Czyli konieczne jest
uSwiadomienie sobie, ile mamy ztotych

w pierwszej puszce, aby naprawde zaczelo
si¢ oplaca¢ wybranie tej drugiej. Co$ jest
nie tak! A jezeli ja mam staby wzrok, fle
dostrzegltem i okaze sie, ze jednak kwota
Jjest inna? Nic nie szkodzi! Strategia jest
ogélna. A jezeli zaczne oszukiwaé i zamkne
oczy, albo bede sie tak nicostro patrzyt,
zeby nic nie zobaczyé? Gdzie pojawia

si¢ ten moment, w ktérym juz na pewno
oplaca sie zdecydowaé na te drﬁgq puszke?
Przeciez od tego, czy ja patrze ile czy
dobrze, nie moze zalezeé¢ przeskoczenie

z kompletnej réwnoéci szans do sytuacji,
w ktérej faktycznie mam strategie lepsza,
niz pozostanie przy pierwszej puszce.

Spojrzalem na Pawla. Czy on wariata
ze mnie struga? A on, faktycznie, sie

Smieje: Widze, ze masz zagwozdke?

Zastanéw sie wiec, ile érednio wygrasz
przy dwéch strategiach: tej niby najlepszej
»Biore zawsze to, co w drugiej puszce”
i tej niby najgorszej »Biorg zawsze to,
co widze”. Bo cala reszta strategii jest
gdzies poérodkn Zaczalem obliczenia.
Przy pierwszej strategii srednio wygram
2 1 2 :

—3 =9 =27+ — Calide

+3 ( +31)+8 (3 '+ 23)+

1 T i—2
= 534-22‘“ (3 +2 3 ) =0,

et

a przy drugiej
1. 1 1 3' -
e e P
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A widzisz! I tu, i tu wygrywasz
nieskoriczenie duzo. Nie mozesz tylko
pogodzié sie z mysla, ze moze to byé _
dokladnie tyle samo. A to dlatego, 7e nie
jestes sobie w stanie wyobrazic, coto
znaczy, ze srednio wygrasz nieskoficzenie

-duzo, a ponadto _)estes zachlanny Nle '
-rosumlesz _}ESECZE? ; :

'To oczymste Na pxerwazy rzut, oka wydaje'

sig, ze ten pierwszy szereg ma kazdy '

_‘wyra.z mqkszy od odpcma&ajqcego mu

‘wyrazu druglego szeregu. Ale wystarczy

-przesuna,c pierwszy szereg o Jedng pozycje

w nastepujacy sposéb Pierwsze trzy
WyIazy pierwszego szeregu poréwnujemy

2 pierwszymi czterema druglego i okazuje

sie, ze te drugie sa l@cznie b_ od nich
wieksze. Dalej, piaty wyraz drngxego
szeregu (32 81) jest wiekszy od czwartego
wyrazu pierwszego szeregu (3(27 +2 - 3)),
sz6sty wyraz drugiego szeregu od piatego

z pierwszego, i tak dalej. Kazdy i-ty

wyraz pierwszego szeregu jest mniejszy niz

t + 1)-szy wyraz drugiego szeregu. Przy
takim zestawieniu drugi szereg wydaje sie
byé wiekszy od pierwszego. Oczywiscie




ad, ze nie wolno
nam poréwnywaé w ten sposéb wartosci
nieskoniczonych.

Blad twéj polegal na tym, ze poznawszy
lokalne strategie (kazda poprawnal)
starales sie wymysleé strategie globalna.
Zakladale$, ze jedli pojedyncze przypadki
ustawione parami obok siebie wskazuja
wyzszo$é pierwszej strategii, to istnieje
nogélnienie na wszystkie przypadki
naraz. A tak wcale byé nie musi — jak
zobaczylisémy, inne zestawienie przypadkéw
daje wprost przeciwny wniosek: ta druga
strategia jawi si¢ jako lepsza.

Takie wychodza klopoty, gdy zaczynamy
bawié sie z nieskoriczonymi wartosciami
oczekiwanymi. A co one oznaczaja

tak naprawde? Intuicyjnie, pojecie
nieskoniczonej wartosci oczekiwanej jest
nieoczekiwane: przeciez zawsze Wygrywamy
skoriczona wartosé, wiec jak si¢ mozna
spodziewaé érednio nieskoiiczonej
wygranej? Otéz nie mozna sig, oczywiscie,
takiej wygranej spodziewaé i w ogdle
przyjmujemy, ze jesli odpowiednia suma,
okredlajaca wartodé oczekiwana, okaze

sie nieskoficzona, to po prostu wartosé
oczekiwana nie istnieje. Niemniej jednak,
mo#na podejéé do zagadnienia inaczej

i zinterpretowaé ten fenomen nastepujaco.
Wyobrazmy sobie, ze ktos proponuje

nam naprawde taka gre, jak opisana
powyzej, tylko ze na prawdziwe pieniadze,
a ponadto zada od nas pewnej kwoty,
ktéra musimy uiécié za kazda runde tej
gry. Za jaka kwote oplaci si¢ nam gra¢?

Gdyby taka wartoéé oczekiwana byla
skoriczona, to oplacaloby sie postawié
wszystkie wartodci od niej mniejsze, nie
optacaloby sie stawiaé stawek wiekszych,

a stawka réwna wartosci oczekiwanej nie
databy zysku zadnej ze stron. W naszym
przypadku, gdy wartosé¢ oczekiwana jest
nieskoriczona, oplaca sig oczywiscie graé za
kazda stawke. Rzecz jasna, przy zalozenin
nieograniczonej wyplacalnosci partnera.

Pewien ksiadz, zreszta matematyk

z wyksztalcenia, powiedzial, ze to bardzo
interesujacy problem. Ludzie czesto maja
zal do Boga, ze skoro sa ,lepsi” od innych,
to w wiecznosci powinni wigcej otrzymac.
Spodziewaja sig, co prawda, nieskoriczenie
wielkiej zaplaty za dobrze spedzone

zycie, ale chcieliby, zeby ci ,gorsi” mieli
jako$é gorzej! To znaczy, zeby tamtych
nieskoficzenie wielka zaplata za nie tak
dobre zycie, ktéra otrzymaja w wiecznosci,
byta ,gorszej jakosci”.

Moratl: Gdy masz w perspektywie dostac
nieskonczenie wiele — nie kombinuj!

wszystkich k catkowitych (rys. 4). Powstaje w ten sposéb na
plaszczyZnie rodzina krzywych i sie¢ ,oczek” migdzy nimi.
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Rys. 4

Teraz bedziemy rysowaé kolejne krzywe tak, aby wszystkie stykajace
sie wykresy mialy w punktach wspdlnych takie same styczne oraz by
,oczka” byly coraz mniejsze, zageszczaly sie. Dokladniej oméwimy
jedynie drugi krok. Wszystkie powstale w pierwszym etapie ,oczka”
sa przystajace. Wystarczy wiec pokazaé, jak poprowadzimy nowe
linie w jednym z nich; jest to
] pokazane na rysunku 5. Zauwazmy:
w tym ,oczku” sinusoidy stykaly
sie w punktach o odcietych 0, 1
i 2 (a na plaszczyznie w punktach
o odcietych catkowitych).
Skonstruowane teraz linie (wraz
z tymi z poprzedniego kroku)

by
2
1
W 2 stykaja sie w punktach o odcigtych

A 0,1,1,2,2. Ogélnie - punkty
stycznosci maja odciete %, gdzie
k jest dowolna liczba catkowita.
Rzecz jasna, narysowane krzywe opisane sa konkretnym wzorem,

ktéry jednak tu sobie darujemy.

4 |

Rys. 5

Co dalej? Konstrukcje przeprowadza sie rekurencyjnie; majac
utworzone w kilku krokach ,,pseudo-sinusoidy”, dorabia sie

|

Rys. 6



w nastepnym kroku kolejne. Robi sie to w ten sposdb, by w punktach

wspdlnych styczne byly identyczne oraz by po kazdym kroku linie ﬂ

stykaly sie w punktach o odcietych dwukrotnie zmniejszonych. Ponadto b 7 are.

»oczka” maja byé coraz drobniejsze, maja stawaé sie ,dowolnie mate”. Rooueial Jeds e damion rurki: Srednia
Krzywe te musza byé takie, by mozna bylo potem zastosowaé pewne predkosé przeplywu wody jest réwna objetosei
twierdzenia analizy matematycznej. W ten sposéb tworzymy kolejne wody przeplywajacej w jednostce c
funkcje, w nieskoniczonoéé. Latwo domyéli¢ sie, ze one, miedzy innymi,

asu
podzielonej przez pole przekroju poprzecznego
rurki. W naszym przypadku wynosi ona

beda rozwiazaniami réwnania — ktérego jednak jeszcze nie mamy. .. v = 2w/wd?. Moment sil wywolujacy obrét

3 . i % 2 rurki powstaje podezas preeplywu wody
Nalezy wiec jakos okresli¢ funkcje f dwoch zmiennych rzeczywistych. praes sakraywions CaehE purld) W Jedndstce
Gdy punkt (z,y) nalezy do ktérejs ze skonstruowanych krzywych, czasu wektor zmiany pedu wody tworzy
wiemy, jak to zrobié — jako f(z,y) przyjmiemy pochodna (w punkcie z) kat '4‘"‘0__?_2 rurke, Sdege CMIgoAC fghodi
narysowanej w ktéryms z krokéw funkeji, ktérej wykres przechodzi przez :']]”r{i:{l gli'j d Ik B lzl_."vfdl'\i' %“c__”“r"m'

¥ : 2 . i . sit dziz ych na rurke jest wiec rowny

ten punkt“ W niczym nie przeszkadza, ze takich funkq}l moze byC wigce] prwlf4. Calkowity moment sit, pochodzacy
— z ich konstrukeji wynika, ze te pochodne sa identyczne. Ale zostaje od obu ramion rurki, wynosi plw? /wd?.
Jjeszcze wiele innych punktéw na plaszezyiznie. Co z nimi? % Batam murianbenos @i ¢ prodietols i

w = plw? [rad®. Po podstawieniu wart
Linie, na ktérych wartosci f sa juz okreslone, w sumie tworza gesty ch, w = 4 571 W rozwigzaniu
podzbidr plaszczyzny (to znaczy taki, ze jego domkniecie jest cala
plaszczyzna). Nasze krzywe byly tak konstruowane, ze powstala
funkcje mozna — przy wykorzystaniu klasycznych twierdzen z analizy

matematycznej — rozszerzy¢ do funkcji ciaglej na calej plaszczyZnie.

smy sily bezwladnodci dzialajace

na wode w obracajacej sie rurce

W ten sposéb dostajemy takie réwnanie y'(z) = f(z,y), ze dla kazdego i
warunku poczatkowego y(xo) = yo rozwiazanie istnieje. Trzeba zatem
jedynie zobaczyé, czemu nigdzie nie ma lokalnej jednoznacznosci. Ale to Rozwiazanie zadania F 480.

Predkodé wody wylatujacej

ie j 2 rurki jest
wcale nie jest trudne! z rurki j

v — wlf2. Woda bedzie z ta kolo

Zgodnie z konstrukcja, w (n + 1)-szym kroku linie ,stykaly” sie SURPIECHIY #55 [0SR Y, g
w punktach o odcietych ;—n. Obierzmy jakikolwiek punkt (zg,yo) 1 mala,
dowolnie wybrana, liczbe 6. Nalezy sprawdzié, ze w przedziale [z, 2o + 8)
rozwigzanie nie jest jedyne. Wezmy teraz takie n, by -2—"; € (zo, o+ 6)

dla jakiego$ k. Punkt (zo,yo) lezy w pewnym ,oczku” z (n + 1)-szego
kroku. Teraz, ,wedrujac” po rozwiazaniu, musimy dotrze¢ do odcietej 2% ;ﬁ
Musimy ,,wyjé¢” z oczka w prawa strone (bo 2o + & jest wieksze). Jezeli
wezednie] ,wyszlidmy na zewnatrz oczka”, to musieliémy , przejéé” przez
punkt, w ktérym nie ma jednoznacznosci. Jesli nie, to dojdziemy do T G
punktu o odcietej =, lezacego na skonstruowanej w (n + 1)-szym kroku S St
krzywej, a tam jednoznaczno$ci nie ma. Tak czy inaczej, napotykamy z nieparzystymi numer
po drodze punkt, przez ktéry przechodzi wiecej niz jedno rozwiazanie; prawsch cacéel prostokatom s papayphymil
nie ma zatem jednoznacznosci w przedziale [zg, o + ). Analogicznie

rozumujac, pokazujemy, ze to samo dzieje sie, gdy idziemy ,w lewo”.

&
S — \/Bh{'g. Zasigg zraszania wynosi wiec
okolo dwéch metréw.

Rozwigzanie zadania M 850.

Niech 5, e pdl lewych czedci

tymi numerami,

ci prostokatéw

ami 1 S3 = sume pdl

numerami. Wdwczas
81+ 82 = %5.1 BecD = Spop = 52 4+ 5,
skad S; = 5s. .
By wszystko bylo w porzadku, trzeba przeprowadzié¢ doktadny,
precyzyjny dowdd, sprawdzajac kazdy szczegol. Podaje si¢ réwnania
opisujace konstruowane krzywe, wykazuje sie formalnie, ze ,oczka”,
punkty stycznosci oraz funkcja f sa rzeczywiscie takie, jak trzeba. To
wszystko zajmuje jeszcze kilka stron druku. Tu przedstawiona zostala
jedynie idea rozumowania.

Oczywiscie, ,oryginalnod¢” takiego czy innego przykladu jest rzecza
subiektywna. Kazdy patrzy na matematyke po swojemu; dotyczy to
réwniez powyzszego przyktadu. Jednemu niestandardowe wydaje sie to,
drugiemu co$ catkiem innego, choé na temat prawdziwoéci dyskutowanych
faktow sporéw nie bedzie. Takze w tym ukryty jest urok matematyki.

o N

Rozwiazanie zadania M 851. Jak na rysunku obok:

| =

Semp + Smong + Srnp + (SgrN + SBPA) = SEMA + Smcp = —SaBceD = SNa =

]

b

=(Sgr~ + Ssra) + Sargqr. B s d



Czy istnieja smoki? (7/1985)

Zadalem to pytanie, §mialodcia swoja doréwnujace chyba
stynnej frazie Galczynskiego ,,Dlaczego ogérek nie §piewa?”
zastanawiajac sie, jakie] odpowiedzi na nie beda teraz ode
mnie oczekiwaé Czytelnicy. Na miloéé Boska, chyba nie
zwyklego ,nie”? (Tu oczekuje¢ odruchu buntu u niejednego
i niejednej: ,,Chyba autor zapomnial, ze wyroéliSmy juz

z wieku, kiedy kazano nam wierzy¢ w bajki” — i na to
odrzeklbym tylko ,czyzby”?) Sprawa wcale nie jest taka
prosta. Ilez tu zalezy od (a) definicji smoka, (b) definicji
stowa ,istnieje”, (c) od mozliwosci weryfikacji, a chocby

i falsyfikacji jakiejkolwick odpowiedzi na to pytanie.

Po pierwsze: w pewnym sensie istnieje wszystko, o czym
w danej chwili co najmniej ja myéle jako o istniejacym.
W tym sensie istnieje i smok, i pan Zagloba, i Apollo.
Na przyktad pan Zagloba, gdy o nim myéle, istnieje, co
prawda w sposéb catkowicie ode mnie zalezny, ale ode
mnie odrebny. Nie jest on przeciez zadnym aktem mojej
éwiadomoéci, gdyz o zadnym takim akcie nie mozna
sensownie orzec, ze ma dziure w czole i umie wypic
pélgarncéwke miodu nie odrywajac naczynia od ust.
Poniewaz w tym sensie na pewno istnieja tez i smoki,

i to wszystkich mozliwych rodzajéw, wiec kwestie te dalej
pomijam jako trywialna. Interesowaé mnie bedzie tylko
istnienie ,na serio”, takie, jakim istnieje, na przyktad,
biurko, przy ktérym pisze ten artykul. '

Po drugie zatem: wszystko zalezy od tego, jaka przyjme
definicje smoka. Jeéli, na przyklad, patrzac na psa powiem:
»Ten smok gotéw jest wszystko poireé”, to stosuje takie
okredlenie smoka, przy ktérym smoki istnieja nie gorzej niz
biurka. Ale i to wydaje sie za latwe, za trywialne. Niechze
wigc smok bedzie istota o jaszczurczych tapach, skrzydtach
nietoperza, pokryta tuska i z siedmioma pyskami ziejacymi
ogniem. Czy takie smoki istnieja? 7 pewnym wahaniem
odpowiadam — chyba nie. Na czym opieram te odpowiedz?
Po pierwsze na tym, ze nikt nigdy takiego potwora nie
uéwiadczyl, a po drugie na tym, ze jego istnienie w tej
postaci wydaje mi sie calkowicie sprzeczne ze znanymi
prawami biologii. Pierwszy powdd - choé wazny! - nie
wydaje sie bardzo przekonujacy. Wszak do czasu nikt nie
widzial, na przyklad, radu. Czy w owym okresie rad nie
istnial? Trudno byloby zaryzykowaé takie twierdzenie.

W koricu kazde odkrycie przekonuje nas o czyms$, czego
przedtem nie znaliémy. Pozostaje drugi powéd, moim
zdaniem powazniejszy. Istnienie smoka wydaje mi sie
sprzeczne z prawami biologii. Lecz prawa biologii, jak

i kazde inne, takzZe si¢ zmieniaja. Czy moge przysiac,

ze jakie§ rozszerzone prawa astrobiologii nie dopuszczy
istnienia smokéw w zapadlym zakatku naszej Galaktyki?
A wiec? Na dzi$, w obecnym stanie wiedzy mdgthym tylko
co najwyze] powiedzied, ze istnienie smokdéw wydaje mi sie
niezmiernie malo prawdopodobne.

PrzejdZmy wiec teraz na drugi kraniec naszego poznania
i zapytajmy, czy biurka istnieja? Czy istnieja mocniej niz
moje wyobrazenie biurka? Sklonny jestem odpowiedzied,
ze owszem, chyba istnieja. Na czym to z kolei swoje
przekonanie opieram? Po pierwsze, na tym, ze odbieram
rozmaite wrazenia zmyslowe — wzrokowe, dotykowe, moze
i sluchowe, jedli stukne w blat palcami, moze jeszcze inne.
Po drugie, ze moje wrazenia maja walor spdjnodci, sa ze
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soba nawzajem zgodne. Po trzecie, ze ten kompleks wrazeii
wykazuje wielka trwalo$é. Odchodze od biurka, odwracam
sie do niego tylem, potem znowu na nie spogladam, a ono
nic, stoi jak stalo. Kazdy moze zrobié to doswiadczenie.

Fatwo zauwazyé, ze prowadzac to rozumowanie opieralem
sie¢ zaréwno na danych wrazeniowych, jak i na mojej
wiedzy (przesadach?) o tym, jaki §wiat powinien byé.
Powinna w nim obowiazywaé¢ jakas konsekwencja! jaka$
przyczynowos¢! jakas spéjnosé wewnetrzna! Bez tego nic!
Widaé, ze i w tym przypadku, podobnie jak przy smoku,
nasze przekonanie o istnieniu badZ nieistnieniu opieralo
sie¢ na dwu czynnikach — zespole danych wrazeniowych

i zespole naszych teorii co do tego, jaki éwiat jest,
wynikajacych z naszej checi zrozumienia go. Biurko chyba
istnieje — powiadam, ukrywajac w tym ,chyba” teoretyczna
mozliwoéé dtugotrwalego zludzenia zmyslowego czy tez
rozchwiania sie zasady przyczynowosci akurat w tym kacie
mojego pokoju.

Do czego zmierzam? Po prostu chciatbym udwiadomié
kazdemu, kto jeszcze tego nie wie, ze twierdzenia zadnej
nauki przyrodniczej ani tez zreszta poznania potocznego,
codziennego, nie maja charakteru sadéw absolutnych,

lecz tylko mniej lub bardziej prawdopodobnych hipotez.

Zgadzam sie - czasem bardzo, bardzo prawdopodobnych.
Jednakze mozliwoéé zasadniczego watpienia zawsze
pozostaje. Nalezaloby odréznié subiektywna pewnosé
cztowieka od zasadniczej hipotetycznosci nauki. To samo
dotyczy takze sadéw o istnieniu. Jesli, na przyklad,
méwimy, ze atomy istnieja, to dlatego, ze ta hipoteza stala
si¢ obecnie wystarczajaco prawdopodobna, aby ja mozna
bylo przeksztalcaé¢ na subiektywna pewnosé. Lecz nie
zawsze przeciez tak bylo! W ostatnich latach XIX wieku
wybitny filozof i fizyk, Ernest Mach, tak pisal o atomach:
shie przystoi wiedzy przyrodniczej zmiennym srodkom
ekonomicznym, ktdére sama stworzyla, czasteczkom

i atomom, przyznawaé bytu realnego poza zjawiskami”.

Innymi stowy, atomy sa przydatne jako érodki sluzace do
ekonomicznego opisu zjawisk, ale naprawde nie istnieja!
I dopiero wyniki badar nad ruchami Browna (Einstein

i Smoluchowski) oraz wspaniale doéwiadczenia Jeana
Perrina nad zachowaniem si¢ kropelek emulsji zywicy
przekonaly — juz chyba wszystkich (7) - ze atomy jednak
istnieja.

Przyznam sie teraz szczerze Czytelnikom, ze Redakcja
Delty zaméwila nu mnie artykul nie o smokach i nawet

nie o atomach, lecz o kwarkach, i Ze tytul tego artykulu
poczatkowo mial brzmieé¢ ,Czy istnieja kwarki?”. Lecz bez
tego wstepu, ktéry juz prawie mamy za soba, nie bylbym
w stanie jasno przedstawié¢ zagadnienia.

Zacznijmy od protonu. Czy proton istnieje? W odréznieniun
od biurka nikt chyba nie moze sie pochwalié, 7ze odbieral
wrazenia zmystowe pochodzace ,wprost” od protonu. ,No
dobrze”, zapyta kto$, ,a Slady pozostawione przez proton,
na przyktad, w emulsji fotograficznej czy w komorze
pecherzykowej? Czy to nie jest ,fotografia” protonu?”.
Zastanéwmy sig, bo to wazny problem. Co w rzeczywistosci
widzimy na zdjeciu? Na negatywie widaé zaczernienia,
powstale w wyniku doéé prostych reakcji chemicznych



zachodzacych w emulsji podczas wywolywania fotografii.
Ziarenka te pojawily sie w wyniku rozpadu bromku srebra
i wydzieleniu sig srebra metalicznego. Czasteczki bromku
rozpadly sie za§ w wyniku dzialania sil elektrycznych
wywieranych na nie przez przebiegajaca przez emulsjeg
czastke. Sily te maleja ze wzrostem odleglodci, a wigc
najsilniej oddzialaly w tych miejscach, w ktérych bylo
najwieksze prawdopodobiefistwo wykrycia (znalezienia)
owej czastki. Na podstawie oceny gestodci ziaren wzdluz
toru mozna oszacowaé ladunek elektryczny przebiegajacego
obiektu. I tak dalej. Biorac to wszystko pod uwage,
widzimy, Ze nasze rozumowanie, ktére i tym razem
rozpoczyna sie od wrazen zmyslowych, dociera do konkluzji
po bardzo dlugiej drodze. Musialo ono przebyé¢ terytoria
nalezace do teorii jonizacji oérodkéw i do teorii reakcji
chemicznych szczegdlnego rodzaju. Poniewaz liczenie
ziaren (w celu oceny stopnia jonizacji) odbywa si¢ pod
mikroskopem, musimy tez stosowaé prawa optyki. Jak
wida¢ i w tym przypadku nasze przekonanie o istnieniu
protonu opiera sie nie tylko na danych zmyslowych, ale
takze na naszej wiedzy o przyrodzie. Mozna by powiedzieé
tak, ze zalozenie czy hipoteza istnienia protonu ratuje
nasza wiare w racjonalnosé $wiata, ktéry — gdyby proton
nie istnial — bylby dla nas paradoksalna zagadka.

A neutron? Neutron nie pozostawia przeciez $ladu

na kliszy. W tym przypadku - pomijajac informacje
pochodzace z interpretacji danych dotyczacych budowy
jadra atomowego — opieramy si¢ na badaniu takich
zdarzen, w ktérych w jednym punkcie przestrzeni w pewnej
chwili zachodzi proces, w ktérym nie jest najwyraZniej
zachowana energia, ani ped, ani moment pedu, po czym,
po pewnej chwili, w innym miejscu jaka$ energia, i jakis
ped, i jaki§ moment pedu pojawiaja si¢ — z niczego.

Do poprzednio juz analizowanych czynnikéw dochodzi
jeszcze nasze glebokie przekonanie o stusznosci zasad
zachowania wymienionych wielkosci mechanicznych. Nasza
wiara w racjonalno$é swiata wymaga od nas teraz jeszcze
wiekszego wysitku — musimy zalozy¢ istnienie neutronu,
chociaz nie widzimy jego sladu nawet w takim sensie,

w jakim widzimy $lad protonu.

Niektore czastki elementarne zyja zdumiewajaco krétko

~ ich éredni czas zycia jest rzedu 107%* s. W takim
przypadku sladéw ich, choé niekiedy sa to czastki
naladowane, nigdy nie widzimy. Aby czastka o tak malym
czasie zycia przebiegla w komorze droge rzedu 1 mm,
musialaby sie poruszaé¢ z pedem okolo 10%! razy wigkszym
od jej masy (w ukladzie jednostek, w ktérym c = 1).
Tego rodzaju pedy nie sa obecnie osiagalne 1 moze

nigdy nie beda. Nawet w promieniowaniu kosmicznym

nie obserwuje si¢ energii wiekszych od mniej wiecej

10%? mas elektronu. Céz wiec takiego widzimy, co pozwala
nam wierzy¢é w istnienie tak nietrwalych obiektéw?
Okazuje sie, ze zaden pojedynczy przypadek z udzialem
takiej czastki nic nam nie da. Musimy zebraé wiele
»podejrzanych” przypadkdéw, zrobié odpowiedni wykres

i by¢é moze na tym wykresie pojawia sie pewne cechy, ktére
przemawiaé¢ beda za tym, ze dana czastka rzeczywiscie
istnieje. Przemawiaja, ale tylko do tego, kto zdaje sobie
sprawe, zZe hipoteza istnienia takiej czastki jest jedyna
znang mozliwoécia wyjadnienia zdarzen, ktére bez niej
stanowilyby irracjonalny chaos. ,Znana”? No tak, dlatego
wlaénie jest to hipoteza, a nie pewnik, dlatego hipoteza

ta poczatkowo przyjmowana jest ostroznie lub nawet

z zastrzezeniami i dopiero wtedy, gdy danych zgromadzi
sie duzo, méwi sie o potwierdzeniu istnienia czastki.
Potwierdzeniu — ale zawsze w domyéle pozostaje

»W ramach naszej dzisiejszej wiedzy o swiecie”.

No a co z tymi kwarkami? Chyba wszyscy domyélamy

sig, w czym rzecz i dlaczego Redakcja Delty kazata mi
zada¢ sobie pytanie ,czy istnieja kwarki?”. Bo po prostu
kwarku swobodnego nikt jeszcze z cala pewnoscia nie
zaobserwowal, choé¢ bylo wielu takich, ktérzy sadzili, ze go
schwycili jak motyla w sie¢ swoich przyrzaddéw. Ale chyba
bylo to zludzenie wspomagane dobra (bardzo dobra!) wola
zaobserwowania tego niezwyklego obiektu, ktérym wydaje
sie kwark. Innymi stowy, kwark, jezeli istnieje, nie moze
opuécié wnetrza hadronu. Nie mamy zatem zadnych szans
go ,zobaczyé”, choé pewno co najmniej jeden kwark bylby
catkowicie trwaly. I naladowany elektrycznie.

Na czym wiec opiera sie nasze przekonanie o tym,

ze kwarki jednak istnieja? Sytuacja jest analogiczna do
wszystkich poprzednich. Pewne doswiadczenia dostarczaja
nam pewnych danych zmyslowych, ktére zanalizowane

w $wietle obecnie uznawanej za wazna wiedzy fizycznej
nie znajduja innego wyjasnienia poza tym: kwarki istnieja.

Takich do$wiadczen uprawdopodobmniajacych hipoteze
istnienia kwarkéw uskladalo sie juz bardzo wiele. Ponizej
przedstawiam ich niekompletna liste.

1. Fakt istnienia tylko tych czastek elementarnych, ktére
mozna zlozyé z par kwark-antykwark (mezony) i trzech
kwarkéw (bariony) (a wiec fakt, ze nie obserwuje sie
w przyrodzie tzw. czastek egzotycznych, ktére by mialy
innag kompozycje kwarkowa).

2. Fakty dotyczace pewnych wlasnosci barionéw — mas,
momentéw magnetycznych itd., ktére mozna wyjasnié
tylko zakladajac istnienie kwarkéw (poslugujac sie
rozmaitymi modelami teoretycznymi, przede wszystkim
modelem worka).

3. Fakty dotyczace wielu proceséw zachodzacych w éwiecie
czastek elementarnych — zaréwno tzw. proceséw
gleboko nieelastycznych zderzeii leptonéw z hadronami
(w praktyce z nukleonami), jak proceséw anihilacji par
elektron-pozyton w uklady hadronéw. W tym ostatnim
przypadku szczegélnie prosty dowéd eksperymentalny
istnienia kwarkéw i to kwarkéw z kolorem daje pomiar
stosunku prawdopodobienistwa anihilacji w uklady
hadronowe do prawdopodobiefistwa anihilacji w parg
mion-antymion.

4. Fakty wyjadniane przez jednolita teorie oddzialywan
stabych i elektromagnetycznych, ktéra nie mogltaby
powstaé, gdyby nie mozna byto zalozyé, ze kwarki
istnieja.

I inne.

To, co chcialem w tym artykule powiedzieé¢, juz wlasciwie

powiedzialem, ale jeszcze krétko to podsumuje. Nie

mozna wprawdzie powiedzieé¢, ze kwarki istnieja z réwnym
prawdopodobieiistwem jak to, z ktérym orzekamy

o istnieniu biurka. A nawet protonu. Ale tez mozna $mialo

powiedzieé, ze istnienie kwarkéw wydaje sie znacznie,

znacznie bardziej prawdopodobne od istnienia smokdéw.

Wiec jedli ktoé wierzy w smoki, to tym bardziej powinien

uwierzy¢ w istnienie kwarkéw. A nawet — jesli w smoki od

dawna juz nie wierzy.
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Zmienno$é gwiazd

Gwiazdy migoca, a planety — nie. Choé pozwala to na proste ich rozréznienie,
nie ma nic wspolnego z rzeczywistymi zmianami jasnosci. Migotanie gwiazd

jest jedynie efektem zakldcania ich blasku przez nasza niespokojna atmosfere.
Nie oznacza to, naturalnie, ze gwiazdy sa niezmienne — przeciwnie, prawdziwie
statych gwiazd nie ma. Wszystkie w swym bardziej lub mniej burzliwym zyciu
ulegaja ciaglym przemianom, czego przejawem sa zmiany jasnoéci. Przyjeto sie
Jednak nazywaé gwiazdami stalymi te, ktérych jasnoéé nie zmienia si¢ w naszych
ludzkich skalach czasowych, gwiazdami zmiennymi za$ te, ktérych blask zmienia
si¢ (cyklicznie lub nie) w czasie mozliwym do zaobserwowania. Zmiany te
stanowig niewyczerpane zrédlo informacji o wszystkim, co dla astronoméw
najwazniejsze — rozmiarach, odlegtosciach, budowie czy ewolucji badanych
gwiazd. Gwiazdy stale réwniez spelniaja swoja role jako wzorce jasnoéci, do
ktérych odnosi sie zmiany blasku.

Zmiany blasku gwiazd fizycznie zmiennych sa wywolane przez procesy
zachodzace w ich wnetrzach. Najprostszym przypadkiem sa pulsacje, podczas
ktérych gwiazda na przemian rozdymajac sie i kurczac, to stabnie, to

Jasnieje. Osiagajac najwiekszy rozmiar, stabnie najbardziej, wtedy bowiem

jest najchlodniejsza i odwrotnie — w fazie najwiekszego skurczenia jako
najgoretsza jest jednoczednie najjasniejsza. Zmiany jasnoéci moga byé wywolane
réwniez przez istnienie plam (obszaréw powierzchni istotnie jasniejszych badz
ciemniejszych od otoczenia) na powierzchni obracajacej sie gwiazdy. Najbardziej
Jednak widowiskowe zmiany towarzysza wybuchom zwiazanym z burzliwymi
fazami ewolucji.
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Krzywe zmian blasku gwiazd pulsujacych.

Inng, powszechng przyczyna zmian jasnosci jest wzajemne zastanianie sie
sktadnikéw w uktadach kilku (co najmniej dwéch) gwiazd. Gdy orbita uktadu
nie jest skierowana prostopadle do obserwatora, moze on zaobserwowaé cykliczne
zmiany blasku, ktérych okres i amplituda zaleza od rozmiaréw sktadnikéw, ich
jasnoéci, a takze wzajemnych odleglodei.

8



jasno§é

LI I B B B

LI |

e oo boyos s Lo g 1y PR AT T VA TN NN T U T N S T T T I T s W

Ll Ve W e ¥ e

IIII'I!'I]I IIIII'III(IIIIIII'III'II'I_

S N O R
B Vo Sy

jasnosé
8,

s g5

o i LI

- - - . -

o3 4 T

. - = -

-III]]III 7
czas

Czas

Krzywa zmian blasku ukladu zaémieniowego typu Algol — sklada Krzywa zmian blasku ukladu zaémieniowego typu W Ursae
sie on z dwdch réznej jasnosci gwiazd znacznie oddalonych jedna Maioris — sklada si¢ on z dwéch niemal stykajacych sie gwiazd
od drugiej.

jasnoéé

o prawie jednakowej jasnoéci.

Co ciekawe, zmiany jasnosci gwiazdy maga byé wywolane réwniez przez
zupelnie z nia nie zwigzane obiekty znajdujace sie dowolnie daleko. Promienie
$wietlne gwiazdy zostaja ugiete (pod wplywem przyciagania grawitacyjnego),
jesli dokladnie na linii taczace] ja z obserwatorem znajdzie sie inne cialo
niebieskie. Dziala ono jak soczewka skupiajaca, powodujac jednorazowe
pojasnienie gwiazdy. Tak precyzyjne ustawienie w przestrzeni jest zjawiskiem
niezwykle rzadkim, jego wykrycie wymaga nieustannego obserwowania milionéw
gwiazd w gestych obszarach galaktyk podejrzanych o wystepowanie wielu ciat
niebieskich, czesto zbyt stabych do zaobserwowania wprost, stad okreslanych
mianem ciemnej materii. Zjawisko to nosi nazwe mikrosoczewkowania
grawitacyjnego, i choé nie jest pasjonujace z punktu widzenia badan gwiazdy
soczewkowane], to pozwala na stwierdzenie istnienia obiektu soczewkujacego,
nie wykrywalnego innymi metodami. Obiektéw tych astronomowie poszukuja

z duzym zaangazowaniem, bowiem szacuje sie, ze moga one stanowié¢ blisko 90%
calej materii Wszechswiata.

1 ] | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 ¥k 1 | 1 1 1 1 | 1 1
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Zmiany blasku wywolane przez zjawisko mikrosoczewkowania grawitacyjnego.

Matq Delte przygotowata Joanna UDALSKA

Rozwigzanie zadania M 852,

Wezmy pod uwage takie dwie sasiednie proste i katy wierzchotkowe miedzy nimi. Poniewaz pola
czedci T zawartych w tych katach sa réwne, wige brzegi T 1 T’ — obrazu T w symetrii wzgledem O
przecinajg sie¢ w kazdym z tych katéw. Stad przecieé brzegéw T i T' jest co najmniej dwa razy
tyle, co tych prostych, a brzegi dwéch n-katéw wypuklych nie moga sie przecina¢ w wigce]j niz

2n punktach.
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Aktualno$ci (nie tylko) fizyczne

Na poczatku maja prase codzienna obiegla wiadomosé
o odkryciu najpotezniejszej katastrofy w dziejach
Wszechéwiata. To nagle zainteresowanie astrofizyka
zostalo wywolane doniesieniem opublikowanym

w Nature [1] i poprzedzonym konferencja prasowa

w kwaterze gléwnej NASA w dniu 6 maja. Przekazana
informacja dotyczyla zmierzenia przesuniecia ku
czerwieni z = 3,42 dla galaktyki odpowiadajacej
blyskowi v GRB 971214 zaobserwowanemu [2] przez
satelite BeppoSAX w dniu (jak sama nazwa wskazuje)
14 grudnia zeszlego roku. Tak duze przesuniecie ku
czerwieni oznacza, ze zarejestrowane promieniowanie 7y
lecialo do nas az 12 miliardéw lat. Jezeli zalozymy,

ze eksplozja byla izotropowa, to mozemy oszacowac
calkowita energie wypromieniowana w postaci kwantéw v,
mnozac zarejestrowany strumiefi promieniowania przez
powierzchnie sfery o promieniu 12 - 10° lat $wietlnych.
Wynik jest naprawde zastanawiajacy: 3 - 10*¢ I [1].
Przez kilka sekund obiekt GRB 971214 promieniowal
intensywniej niz reszta Wszechswiata!

Blyski v zaczely byé rejestrowane przez satelity Vela,
wynoszone na orbite okoloziemska w latach szesédziesiatych
w celu monitorowania memorandum o zakazie naziemnych
préb jadrowych. Pierwszy taki przypadek zobserwowano

2 lipca 1967 roku ($wiat naukowy dowiedzial si¢ o nim

6 lat pézniej, gdy wykluczono Slorice sposréd potencjalnych
irédel blyskéw [3]). Do zeszlego roku nie bylo wiadomo,
nie tylko jaki jest mechanizm ich powstawania, ale

réwniez czy jest to zjawisko lokalne (Zrédla zwiazane

z nasza Galaktyka), czy kosmologiczne. Klasyczny blysk
trwa od kilku milisekund do setek sekund (najczesciej

okolo 2 s). Najwiecej energii niosa kwanty w zakresie od
setek keV do kilku MeV. Poczatkowo przewazal poglad

o obserwowaniu blyskéw pochodzacych z pobliskich

gwiazd neutronowych (odleglosci mniejsze od 200 pc).
Spodziewano sie, ze wyniesienie dokladniejszych przyrzaddéw
na orbite pozwoli na zobaczenie odleglejszych (stabszych)
blyskéw w plaszczyZnie Galaktyki i w kierunku jej centrum
(w analogii do mozliwosci obserwowania Drogi Mlecznej

na ciemnym niebie poza miastem) [3]. Wiasnie w celu
badania galaktycznych Zrédel blyskéw v na pokladzie
wystrzelonego przez NASA w 1991 roku 17-tonowego
comptonowskiego obserwatorium promieniowania gamma
znalazl sie przyrzad BATSE (Burst And Transient Source
Experiment). Bardzo szybko okazalo sig, ze rozklad
blyskéw jest izotropowy, co przeczylo galaktycznemu
pochodzeniu ich Zrédel. Spolecznoéé naunkowa podzielila

sie na dwa obozy. Jedni, broniac gwiazd neutronowych

jako potencjalnych Zrédel blyskéw, zapostulowali

istnienie galaktycznego halo zlozonego z takich gwiazd,
drudzy dowodzili, ze obserwowane zjawisko ma skale
kosmologiczna. Spér ten [4] do zludzenia przypominal
dyskusje z poczatku wieku o pochodzeniu obiektéw
mglawicowych, ktérego apogeum byla debata miedzy

H. Shapleyem i H.D. Curtisem. Podobna debate odbyli

w 1995 roku D. Lamb, gléwny zwolennik hipotezy
galaktycznego halo, i B. Paczyniski, ktéry o kesmologicznym
pochodzeniu blyskéw v przekonywal od polowy lat
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osiemdziesiatych. Kontrowersja narastata ze wzgledu
na trudnoéé dokladnego zlokalizowania blyskéw w celu
ewentualnego odnalezienia odpowiednikéw w innych
zakresach widma, mogacych postuzyé do zmierzenia
odleglosci.

Spér zostal rozwiazany (jak uwaza wiekszosé

specjalistéw [3,4]) za pomoca wlosko-holenderskiego
satelity BeppoSAX wystrzelonego w kwietniu 1996 roku
(Beppo to przydomek zmarlego w 1993 roku Giuseppe
Occhilaniego, a SAX jest akronimem wloskiej

nazwy Satellite per Astronomica a raggi X). Jest on
wyposazony w zestaw precyzyjnych teleskopéw ~
(Narrow Field Instruments, NFI) oraz dwie kamery
szerokokatne (WFC). Dodatkowo aktywna oslona jednego
z instrumentéw NFI sluzy jako monitor blyskéw +.
Poszukiwanie odpowiednikéw tych blyskéw [3] przebiega
nastepujaco. Kiedy sygnal z monitora dociera na Ziemie,
tworzona jest mapa promieniowania zarejestrowanego
przez kamery szerokokatne. Jezeli blysk znalazl si¢ w polu
widzenia jednej z nich, to jego polozenie okreslane jest

z dokladnoscia 3 minut katowych. Satelita jest wtedy

(w ciagu 4-8 godzin) obracany tak, aby 7rédlo znalazlo
si¢ w polu widzenia NFI, ktére sa w stanie zlokalizowaé
je z dokladnoscia 50 sekund tukowych. Informacje te
przekazuje sie obserwatoriom na calym éwiecie w celu
umozliwienia poszukiwania odpowiednikéw optycznych

i radiowych, ktére powinny znajdowaé sie we wskazanym
miejscu i zanika¢ w czasie od kilku dni do kilku miesiecy.
Jak dotad, udalo si¢ dokonaé trzech takich obserwacji,

z ktérych kazda wskazuje na pozagalaktyczne Zrédlo
blyskéw v. Najbardziej spektakularna okazala si¢ ostatnia
z nich, odpowiadajaca wlaénie blyskowi z 14 grudnia
zeszlego roku. Najpierw (zobacz reprodukcje na tylnej
okladce) sam BeppoSAX [2] zaobserwowal stabnacy
odpowiednik w widmie promieniowania X. Precyzja
pomiaru, przy uzyciu 2,4-metrowego teleskopu na Kitt
Peak, pozwolila dostrzec stabnacy odpowiednik optyczny.
Po jego wygasnieciu zespdl z Caltechu, za pomoca
teleskopu Keck II, najpierw dostrzegl w tym miejscu
niezwykle staba galaktyke, a nastepnie, wykorzystujac
nadzwyczajna sil¢ optyczna tego najwiekszego na swiecie
teleskopu, wyznaczy! przesuniecie jej widma ku czerwieni
z = 3,42 [1].

W ten sposéb spér o polozenie Zrédet blyskéw v wydaje
si¢ rozstrzygniety w pelnej analogii do wczedniejszej
kontrowersji dotyczacej mglawic—galaktyk. Tym bardziej
fascynujace staje sie pytanie, jakiego rodzaju katastrofy
daja o sobie znaé poprzez te blyski. Za konserwatywne
uwaza si¢ hipotezy odwolujace si¢ np. do pochlaniania
gwiazd neutronowych przez czarne dziury. Byé moze
jednak obserwujemy zjawisko zupelnie nam nie znane.

Piotr ZALEWSKI

[1] 8. R. Kulkarni i inni, Nature 393 (1998) 35

[2] Informacje o misji i wynikach BeppoSAX mo#na znalezé¢ pod
adresem http://www.sdc.asi.it/

[3] D. L. Band, astro-ph/9712193

[4] S. Bajtlik, Wiedza i Zycie, Styczen 1998, str. 22



Samochéd z n przyczepkami

Bronistaw JAKUBCZYK

Przed dwoma miesiacami pisalidémy o zeglowaniu i o Matematycznej Teorii
Sterowania. Teraz opiszemy model matematyczny i niektére problemy sterowania
dla samochodu z przyczepkami. Zaczniemy od modelu jednoosiowej przyczepki,
ktéry stanowi sam w sobie interesujacy uklad. Ten sam model opisuje ruch
monocykla (tzn. jednokolowego roweru) lub toczacej si¢ monety. We wszystkich
tych przykladach przyjmujemy upraszczajace zalozenie, ze monocykl czy
przyczepka nie przechyla sig, oraz ignorujemy polozenie katowe kota (lub két).

Wybieramy uktad wspéirzednych na ptaszczyinie, po ktérej porusza sig
przyczepka lub monocykl. Polozenie pojazdu opisuja dwie wspétrzedne
kartezjanskie z i y érodka osi oraz kat ¢ miedzy osia podtuzng przyczepki
a osia ¢ ukladu wspdlrzednych (rys. 1).

Sterowaniami niech beda: predkos¢ u, zmiany kierunku (tzn. kata ¢) osi
podluinej przyczepki oraz predkosé v srodka przyczepki w kierunku osi
podiuinej. Przyjmiemy tez, ze kola przyczepki (kolo monocykla) tocza sig
bez poslizgu, tzn. predkosé jest skierowana wzdtuz osi podtuznej. Model
matematyczny naszego uktadu ma postaé

d¢ dz

a - dt
Otrzymany uklad jest sterowalny, tzn. mozliwe jest przejécie z dowolnego
polozenia poczatkowego (zp,yp, ¢p) do dowolnego polozenia koncowego
(zk, Yk, #x). Mozemy to uzyskaé przez nastepujace ruchy.

Rys. 1

= vcos @, —y=vsin¢:.

1. Poprzez obrét (a wiec przyjmujac sterowania u = 1, v = 0) skierujemy
przyczepke osig podtuzna dokladnie w strone punktu (o, yx).

2. Przez przesuniecie (jazde po prostej, ze sterowaniem u = 0, v = 1) osiagniemy
polozenie koticowe érodka przyczepki (zk, yi).

3. Stosujac kolejny obrét, osiagniemy zadane polozenie koficowe kata ¢y.

Rys. 2 PrzejdZzmy teraz do bardziej interesujacego przykladu samochodu. Mozemy go
opisaé jako polaczenie dwéch jednoosiowych przyczepek,tak jak na rysunku 2
(prawdziwy samochéd ma przednig o$ nieruchoma, ale mozna uzy¢ nizej
podanego modelu matematycznego, wprowadzajac tylko ograniczenia na
mozliwoéci zmiany kata két przednich). Dla opisania polozen otrzymanego w ten
sposéb uktadu wystarczy uzyé nastepujacych wspélrzednych: ¢, — kat (z osia x)
osi podluznej pierwszej przyczepki, ¢s — kat (z osia ) osi podluznej drugiej
przyczepki, (z,y) — wspolrzedne kartezjanskie srodka pierwszej przyczepki.
Sterowania u oraz v oznaczaja odpowiednio predkosé katowa pierwszej
przyczepki oraz predko$é przesuwania sie. Zakladajac jednostkowa odleglosé osi
otrzymujemy uklad réwnan

d d . dz d ;

—jt-l- = u, % = vsin(¢y — ¢2), i v cos ¢y, d_:? = vsin ¢;.
Wykazemy, ze réwniez ten uklad jest sterowalny (nasz dow6d zaktada mozliwosé
pelnego zakresu zmian katéw ¢g i ¢1). W naszym rozumowaniu uzyjemy

nastepujacego, raczej oczywistego faktu.

Pierwsza przyczepka, po ewentualnym wstepnym obrocie, moze wykonywaé
ruch po dowolnym uogdlnionym okregu na plaszczyznie (ruch po wogdlnionym
okregu oznacza réwniez obrdt, ktéry traktujemy jako ruch po okregu o zerowym
promieniu, oraz ruch po prostej, kidrq traktujemy jako okrgg o nieskoticzonym
promientu).

Wobec tego, mozemy tak poruszad (sterowac) pierwsza przyczepkq, by druga
s przyczepka wykonala kolejno ruchy opisane powyzej, ktére przeniosa ja
--'g z polozenia wyjéciowego w polozenie koncowe (rys. 3). Poniewaz polozenie
drugiej przyczepki wyznacza polozenie srodka pierwszej, pozostaje wykonaé
Rys. 3 Pologenie poczatkowe i kofcowe ~ Odpowiedni obrét pierwszej przyczepki, by caly uktad przybral zadane polozenie
zaznaczono kolorem. koncowe.

11




Zachodzi tez mocniejszy fakt, a mianowicie drugae przyczepka moze réwnies
wykonywac ruch po dowolnym uogélnionym okregu na plaszczyinie, przy

czym ruch ten jest bezposrednio mozliwy z wyjsciowego potozenia jej srodka po
odpowiednim wstepnym ruchu pierwszej przyczepki, zachowujgcym potozenie
srodka drugiej. Wynika to stad, ze podczas ruchu drugiej przyczepki po
uogdlnionym okregu pierwsza wykonuje réwniez ruch po uogdlnionym okregu,
a wiec ruch dopuszczalny wobec stwierdzonego wyzej faktu.

Rozwazmy wreszcie abstrakcyjny uklad zlozony z n przyczepek kolejno
potaczonych (pierwsze dwie z nich mozemy uwazaé za samochéd). Stan takiego
uktadu bedzie wyznaczony przez wspétrzedne (z, y) Srodka pierwszej przyczepki
oraz katy ¢1,¢s,. .., ¢, odpowiadajace kolejnym przyczepkom.

.- Taki uklad jest rowniez sterowalny. Podamy tylko
Tl rozumowanie dla trzech przyczepek (czyli samochodu
Bal z przyczepka), ktére Czytelnik moze tatwo sprawdzié
poprzez rysunki. Majac dane polozenie poczatkowe
ukladu, oraz zadane koncowe, rozpoczynamy od ustawienia
pierwszych dwu przyczepek jak na rysunku 4 (jest to mozliwe
wobec stwierdzonego wyzej faktu dla dwu przyczepek).
Nastepnie, poruszajac odpowiednio pierwsze dwie przyczepki,
dokonujemy obrotu trzeciej przyczepki. W kolejnym kroku
przesuwamy jej $rodek do zadanego polozenia konicowego.
W przedostatnim kroku znowu dokonujemy obrotu tej
przyczepki, by w ostatnim ustawié pierwsze dwie w zadanym
polozeniu (bez zmiany polozenia trzeciej). Czytelnik moze
sprébowaé udowodnié (przez indukcje), ze uklad zlozony z n przyczepek tez jest
sterowalny.

Nasze poprzednie stwierdzenia o mozliwych ruchach poszczegdlnych przyczepek
w pociagu zlozonym z n przyczepek mozna ogélnie zawrzeé w nastepujacym
fakcie (jego dowdd jest nietrudny, jesli umiejetnie zastosujemy indukeje).

Poprzez odpowiednie ruchy poprzedzajgcych przyczepek przyczepka z numerem k
moze poruszaé si¢ po dowolnym wogélnionym okregu, przy czym ruch ten jest
mozliwy bezposrednio z wyjsciowego polozenia srodka tej przyczepki po wstepnych
ruchach przyczepek poprzedzajgcych nie poruszajgcych tego srodka.

Wynika z tego nastepujaca whasnoéé: pociag ztozony jedynie z przyczepek

z numerami k, k + 1,...,n ma te same mozliwosci ruchu, co pociag majacy
dodatkowo pierwszych k — 1 przyczepek, jesli tylko te pierwsze k — 1 przyczepek
szgaduje intencje” tych nastepnych (tzn. dostosowuje swéj ruch odpowiednio do
ruchu nastepnych).

W teorii sterowania wazny jest takze problem obserwowalnoéci uktadu.
Wystepuje on wtedy, gdy umowny obserwator nie ma dostepu do wszystkich
wspotrzednych stanu (tzn. uogdlnionego polozenia) uktadu, a jedynie do

czesci z nich lub ich funkeji. Problem polega na tym, czy z obserwowanych
wspotrzednych da sig odtworzyé pozostale (znajac réwnania uktadu oraz
sterowania). Na przyklad, w problemie z zagléwka obserwator na brzegu moze
mierzy¢ jedynie polozenie katowe 16dki, a chcialby odtworzyé obie wspolrzedne
kartezjanskie jej polozenia.

Zajmiemy si¢ problemem obserwowalnosci dla pociagu ztozonego z n przyczepek.
Zalézmy, 7e wspélrzedne dostepne w obserwacji to wspStrzedne (z,y) srodka
pierwszej przyczepki. Taki uklad nie jest obserwowalny. Mianowicie, dla réznych
polozen poczatkowych dalszych przyczepek ruch pierwszej przyczepki zalezy
tylko od jej potozenia poczatkowego oraz zastosowanego sterowania. Nie da sie
wige wyznaczyé polozenia poczatkowego przyczepek jedynie ze wspétrzednych
srodka pierwszej przyczepki.

Jedli jednak przyjmiemy, ze obserwowane sa wspétrzedne (25, yn) srodka
ostatniej przyczepki, uktad staje sie obserwowalny, poniewaz ruch srodka k-tey
przyczepki wyznacza jednoznacznie ruch Srodka przyczepki poprzedzajgces.

Istotnie, ruch srodka k-tej przyczepki okreéla jednoznacznie odpowiednia
predko$é (cho¢ mozemy mieé ktopoty z jej praktycznym wyliczeniem).
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Kierunek tej predkoéci, wobec braku bocznego poslizgu, jest kierunkiem osi

% podtuznej tej przyczepki, a zatem znamy polozenie k-tej przyczepki. Znajomosé
dhugodci dyszla (odlegtosci srodkéw przyczepek) wyznacza teraz potozenie
érodka przyczepki poprzedzajacej.

Rozpoczynajac od funkeji czasu z,(t) 1 y,(t) okredlajacych polozenie érodka
ostatniej przyczepki, wiemy, ze okreslaja one jednoznacznie polozenie srodka

(w czasie) (n — 1)-szej przyczepki, te z kolei poprzedniej i tak dalej. Dochodzimy
do tego, ze polozenia wszystkich przyczepek, lacznie z samochodem, sa okreslone
przez wspoélirzedne ostatniej przyczepki, jako funkcje czasu.

Zeby doprecyzowaé matematycznie nasze rozumowanie, wystarczy

zalozyé, ze wspéhrzedne (2, yi) Srodka k-tej przyczepki sa gladkimi

(tzn. rézniczkowalnymi dowolnie wiele razy) funkcjami czasu i érodek ten jest
w ruchu. Musimy to zalozy¢ dlatego, ze przy przechodzeniu do przyczepki
poprzedzajace] uzywaliémy kierunku predkosci, a wiee rézniczkowaliémy
wspélrzedne odpowiedniej przyczepki. Dodatkowo kierunek tej predkosci byt
jednoznacznie okreslony jedynie przy predkosci niezerowej.

Jako ostatnia uwage podajemy nastepujaca wlasno§é naszego ukladu, ktéra jest
zwiazana z poprzednio opisanymi whasnodciami.

Wspotrzedne srodka (z,(t),yn(t)) ostatniej przyczepki mogq kresli¢ dowolng
krzywq gtadkq na plaszezyinie. Dodatkowo, jesli okreslona przez nie predkosé nie
znika, to wspdtrzedne te, jako funkcje czasu, okreslajq jednoznacznie polozenie
calego pociggu jako funkcje czasu.

Wyjaénienie te] pozornie paradoksalnej wlasnosci lezy w tym, ze do wyznaczenia
potozenia érodka poprzedzajace] przyczepki uzywamy polozenia i predkosci
nastepnej, do polozenia jeszcze wezesniejszej uzywamy polozenia, predkosci

1 przyspieszenia, itd.

Redaguje Lukasz WIECHECKIT

M 850. Pionowy bok AB kwadratu ABC D zostal podzielony na n odcinkdéw

w ten sposdb, ze suma dlugoéci odcinkéw z parzystymi numerami jest réwna sumie
dlugosci odcinkéw z nieparzystymi numerami. Przez punkty podzialu poprowadzono
proste poziome, uzyskujac n prostokatéw, z ktérych kazdy jest rozcinany przez
przekatna BD na dwie czeéci: lewa i prawg (rys.). Wykazaé, ze suma pdl lewych
czesci prostokatéw o numerach nieparzystych jest réwna sumie pdl prawych czesci
prostokatéw o numerach parzystych.

Rozwiazanie na str. 5

M 851. Punkty M i N leza na bokach, odpowiednio, BC' i C'D kwadratu ABCD.
Oznaczmy przez P, Q, R przeciecia odcinkéw, odpowiednio, AM i BN, BN i M D,
MD i AN. Wykazad, ze

Sapqgr = SeMP + Smcng + SriD.
Rozwiazanie na str. 5

B c

M 852. Zadne dwa boki wypuklego n-kata T nie sa réwnoleglte. Wykazaé, ze dla
kazdego punktu O wewnatrz T istnieje co najwyzej n prostych przechodzacych
W zadaniach i ich rozwigzaniach przyjeto przez O, z ktérych kazda rozcina T na dwie czedci o réwnych polach.

oznaczenie Sa,...a, dla pola wielokata Rozwiazanie na str. 9
Ai... Ay

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 479. Proste urzadzenie do podlewania ogrodu sklada sie z rurki o diugosci
= 40 cm 1 érednicy d = 5 mm z zagietymi prostopadle koficami. Rurka moze
sie obracaé w plaszczyZnie poziomej wokdl swojej osi symetrii, przy czym
moment sil tarcia jest wprost proporcjonalny do predkosci katowe]j rurki, ze
/\ wspélczynnikiem proporcjonalnoéci o = 5 kg m®/s. Do rurki doprowadzamy wode
w ilodci w = 0,2 dm®/s. Z jaka predkoscia katowa bedzie obracaé sie urzadzenie?
Rozwiazanie na str. 5

F 480. Oszacowaé zasieg zraszania ogrodu przez urzadzenie opisane w poprzednim
zadaniu, jeéli znajduje si¢ ono na wyskosci h = 1 m nad powierzchnia ziemi.
Rozwiazanie na str. 5

13



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Ak Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
f— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadari z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnoédci danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek = dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/1998

Przypominamy tresé zadan:

zamy graf skierowany, w ktdrym kazde dwa zgodnym 2 ich orientacjg.

chotki a, b polaczone dokladnie jedna z dwdch

! . 358. Liczby rzeczywiste aq, ..., a, spelniaja dla kazdej liczby
towanych krawedszi: &= b lub b — a. Ponadto kazda.lkl‘awg:e_lz rzeczywistej © nieréwnoéd
jest pomalowana albo na zdélto albo na czerwono. Udowodnié, e jra . $7ea )
#e istnieje wierzcholek, z ktérego mozna do kazdego innego a3 8IN°Z + a3 SIn"2x + a3 SIn"3r + ... + @y sin“nr > 0.
wierzcholtka dotrzeé wazdluz krawedzi jednego koloru, w kierunku Czy stad wynika, ze ay +az4+as+ ... +a, >07

357. Gdy liczba wierzcholkéw grafu wynosi 1 lub 2, nie ma czego dowodzié. Ustalmy
liczbe naturalng n > 3; zalézmy, Ze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego grafu o liczbie
wierzcholkéw mniejszej od n i weimy pod uwage graf n-wierzcholkowy, o jakim mowa

w zadaniu. Zbiér jego wierzcholkéw oznaczmy przez X .

Wierzcholek, z ktérego do kazdego innego wierzcholka prowadzi droga jednokolorowa,
bedziemy nazywali wierzcholkiem Zrédlowym. Mamy dowiesé, ze taki wierzcholek istnieje.

Weimy dowolny wierzcholek a € X. Niech b bedzie dowolnym wierzcholkiem zrédlowym dla
zbioru X \ {a} (istnieje w my$l zalozenia indukcyjnego). Jezeli krawed# laczaca wierzcholki

a i b ma kierunek b — a, to b jest wierzcholkiem #rédlowym dla X i teza jest udowodniona.

Zalézmy wiec, ze a — b jest krawedzia grafu; mozemy przyjaé, ze ma ona kolor zdlty.

Oznaczmy przez Z zbiér wszystkich wierzcholkéw w zbiorze X \ {a}, do ktdrych mozna

z wierzchotka b dotrzeé droga zdlta. Niech ¢ bedzie dowolnym wierzcholkiem zrédlowym dla
zbioru (X \ Z\ {#}) U {a} (zalozenie indukcyjne). Jeéli ¢ = a, to jest to wierzcholek srédiowy
dla calego zbioru X . Przyjmijmy zatem, ze ¢ # a.

Z wierzcholka c prowadzi do a droga jednokolorowa. Jezeli jest ona #élta, to c jest
wierzcholkiem Zrédlowym dla X . Jezeli jest ona czerwona, to b jest wierzcholkiem zrédlowym
dla X. To koriczy dowdd indukcyjny.

358. Odpowied#: tak. Dowdd: aby uniknaé ,wielopigtrowych” wskaénikéw, bedziemy
pisaé a(m) zamiast amm. Przyjmijmy ponadto a(m) = 0 dla m > n oraz oznaczmy sume
a(l) + ...+ a(n) przez s. Udowodnimy, ze dla k = 0,1, 2, 3,... zachodzi nieréwnoséé

(1) E a(2%j) cos(2¥jz) < s dla z € R;
=1
Czoléwka ligi zadaniowe)j uzyty symbol oznacza — formalnie — sume szeregu nieskoriczonego (sumowanie po wszystkich
Klub 44 M dodatnich liczbach calkowitych j), ale faktycznie jest to suma skoriczona, bo prawie wszystkie
po uwzglednieniu ocen rozwiazar skladniki sa zerami.
zadan 349 (WT=1,38) i 350 (WT=2,33)
2z numeru 11/1997 Dowéd przez indukcje. Dla & = 0 mamy sume

Maciej Mostowski = Warszawa 42,81 Il fl 5 . it SR R

Piotr :(um:r - — Olsziyn 35,39 E :a(J}COS{Jx} - Z a‘{J}(l She 25'“‘2(-71"1{2}) =85=12 E a(3)31n2{3x,f'2),

Witold Bednarek - bLadg 32,66 JI 3 J

Bogumila Piotrowaka - Ziclona Géra 32,41 gy ‘ - p? x z

Zbigniew Skalik - Pyskowice 32,15 a wartos¢ otrzymanego wyrazenia nie przekracza s, zgodnie z warunkiem zadania. Ustalmy
liczbg calkowita k > 0 i przyjmijmy, ze warunek (1) jest dla niej spelniony. Zastepujac = przez
z + 2~ Fr dostajemy nieréwnosé
@) D a(2¥5) cos(2Hiz + jm) = D a(2¥))(~1) cos(2¥jz) < 5.

Czoléwka ligi zadaniowe] 1 J
Klub 44 F Dodajemy zwiazki (1) i (2) stronami i po podzieleniu przez 2 otrzymujemy:
po uwzglednieniu ocen rozwigzan i i g L 5
zadan 250 (WT'=2,70) i 251 (WT=3,00) E a(2%j) cos(2%jz) < 5, cayli E a(2"j) cos(2¥+1 jz) < s
z numeru 1/1998 j=2,468,.. 3=1,2,34,...

2:::: ‘I:i‘::‘“h - ,';’,:1:::"““ ?2‘;; - czyli tez¢ indukcyjna. To dowodzi prawdziwoéci zdania (1) dla wszystkich nieujemnych liczb

Marek Wéjcicki - Szczecin 13,88 calkowitych k. Bierzemy teraz liczbe k tak duza, by 25 > n. Suma po lewej stronie (1) ma

Aleksander Surma - Myszhkdw 11,08 wowcezas wartosé 0, co ozZnacza, Ze s 2 0.
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0,6

0,4

0,2

Rys. 2

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numerun 3/1998
Przypominamy tres¢ zadan:

254. Samochodzik-zabawka ma naped zardwno na przednia, jak i na tylna os, lecz wskutek bledu
konstrukcyjnego na kazdych 10 obrotéw przednie] osi preypada 11 obrotdw tylne) osi (promieni
kétek jest jednakowy). Jedli masa samochodzika wynosi 300 g, obie osie sg jednakowo obcigzone,

a wspolczynnik tarcia kélek o podloze jest réwny 0,6, to jaka jest minimalna moc silnika pozwalajaca

na jazde z predkoscia 15 cm/s po torze poziomym?

255. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 czestotliwosd zasilania wynosi f = 50 Hz, opornogd
opornika K = 100 §1, pojemnodé konder yka
wartoséci

ora C' = 20 uF, a zaréwki sa jednakowe. Charaktery

pradowo-napieciowa zardwek | wiona na rysunku 2. Okazalo sie, 2e przy p
skutecznej napigcia grodia U ywki palily sig jednakowo silnie, a przy wyas:
— niejednakowo. Obliczyé¢ wartodé U. Ktéra zardéwka palila si¢ jasnie) pray wy:

a

1 nizs:

/1N napieciu

zym, a ktora pray
niZszym napieciu?

254. Jesli élizgac sie beda tylne kélka, to przesunieciu samochodzika o 15 ¢cm

bedzie towarzyszylo przesunigcie obrzeza tylnych kélek wzgledem samochodzika

0 15-11/10 cm = 16,5 cm, czyli nastapi poslizg o 1,5 cm. Praca przeciw sile tarcia wynosi

w takim przypadku 150 g - 9,8 m/s? . 0,6 - 1,5 cm = 0,013 J. Jesli natomiast élizgaé si¢ beda
przednie kélka, to przesuniecie ich obrzeza wyniesie 15-10/11 em = 13,64 cm, nastapi poslizg
o 1,36 cm, a odpowiednia praca bedzie réwna 0,012 J. W zasadzie przy jednakowym obciazeniu
osi poélizg méglby nastapié na dowolnej osi (lub jednoczeénie na obu osiach, z podrednia
wartosdcig pracy), lecz poniewaz dowolnie mata dodatkowa sila oporu spowoduje poslizg tylnych
kélek, wige prawidlowa wartosé mocy wynosi raczej 0,013 W,

255. Gdy zaréwki pala sie jednakowo, ich opér (iloraz U/I) ma jednakowa wartoéé, ktéra
oznaczymy przez R'. Impedancja galezi z kondensatorem jest dana wzorem Z; = /R 4 Z2,,
gdzie Zo = 1/Cw, natomiast impedancja galezi z opornikiem jest réwna Z, = R' + R.
Przyréwnujac Z; do Z; wyznaczamy R':

» Z% - R?
~ TR

W punkcie przeciecia odpowiedniej prostej z wykresem charakterystyki pradowo-napieciowej
odczytujemy natezenie pradu I & 0,53 A, a dalej obliczamy U = I(R' + R) =~ 94 V. Przy
nizszym napieciu Zrédla opdr zaréwek jest mniejszy, a wtedy decydujaca role odgrywa fakt,
2e Zo > R — zatem Z7 > Z3 1 jasniej pali sie zaréwka w galezi z opornikiem. Przy wyzszym
napieciu Zrédla (i wiekszym oporze zaréwek) sytuacja jest przeciwna, gdyz wtedy Z2 > Z;.

R' = 76,7 Q.

Pozytek

z ciggu stalego

=

Okazuje sie, ze twierdzenie o tym, iz ciag staly jest zbiezny, ma zupelnie ciekawe
zastosowania. Oto dwa przyklady. Pierwszy pochodzi z czaséw wojen punickich,
a drugi z czaséw Wiosny Ludéw.

Dla obliczenia pola powierzchni kuli umieszczamy ja wewnatrz opisanego na niej
walca, a nastepnie obie powierzchnie tniemy na paski réwnolegle do podstawy walca.
Powierzchni¢ kazdego paska kuli przyblizamy powierzchnia boczna stozka scietego
stycznego do niej w polowie swojej wysokosci. Okazuje sie, ze pole paska walca
i pole powierzchni bocznej tego stozka jest w kazdej czeéei podziatu takie samo. Oto
rachunek: z oczywistego podobietistwa tréjkatéw OPS i QPR (rysunek przedstawia
osiowy przekréj rozpatrywanych bryl) mamy

%: %, czyih OP-PR=PS5.-QP, zatem r-%:f- %,
skad wynika, ze 2rrh = 27x7l. Dla calej powierzchni kuli otrzymujemy przyblizenie
réwne sumie paskéw powierzchni bocznej walca, czyli 4wr?. Przyblizajac powierzchnie
kuli coraz dokltadniej, czyli biorac coraz wezsze paski, za kazdym razem otrzymujemy
ten sam wynik — tyle tez w granicy jest réwne pole powierzchni kuli.

Oto sposéb na udowodnienie Podstawowego Twierdzenia Analizy, czyli ze jedli

f' — pochodna funkeji f — jest calkowalna w sensie Riemanna, to zachodzi
b

[ f' = £(b) — f(a). Zgodnie z twierdzeniem o wartoéci Sredniej mamy

a

() = f(a) = (£(0) — f(ex)) + (fex) = flex—1)) + ... + (f(c1) = f(a)) =
= f'(&x)(b — ck) + f'(€x—1)(ck — ck—1) + ... + f'(€0)(c1 — a)
(gdzie & zostaly wybrane z odpowiednich przedzialéw).
Prawa strona tych réwnoéci dla tzw. normalnego ciagu podzialéw (czyli ciagu
podzialéw, w ktérych dlugosé najdluiszego z przedzialéw dazy do zera) jest zbiezna
z definicji do rozwazanej catki, a ciag przyblizefi znéw jest ciagiem stalym.
MK. i M.
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Patrz w niebo

Pami¢tamy zapewne doniesienia z lata 1996 r.

o znalezieniu skamielin organizméw zywych

w meteorycie pochodzacym z Marsa. Jezeli pominaé
kwestie, czy byly to slady organizméw zywych (co
nadal jest nierozstrzygniete i w ogdle watpliwe), to

w kazdym razie byl to meteoryt z Marsa, o czym
swiadcza skrupulatne badania mineralogiczne

i chemiczne. Podobnie w kolekcjach meteorytéw
znajduja sie odtamki skal ksiezycowych. Mechanizm
dostawania sie takich brylek na Ziemie jest dosé
oczywisty. W dawnych czasach, gdy na ciala mlodego
Uktadu Stonecznego spadaly wielkie bryly, ktore nie
zdazyly jeszcze wejsé w sklad tych cial, rézne odtamki
bez trudu mogly rozlatywaé sie z predkosciami
przekraczajacymi predkosé ucieczki z kazdego z tych
cial i rozpraszac si¢ w Ukladzie Stonecznym. A potem
przypadkowo mogly spada¢ réwniez na Ziemie. Zawsze
bylo to zdarzenie malo prawdopodobne, dlatego
znalezienie takiego odtamka innego globu na Ziemi
jest sensacja naukowa.

Tymezasem sa powazne podejrzenia, ze takie
osadzanie sie na jednym globie materii pochodzacej

z innego globu jest widoczne ,w skali kosmicznej”.
Mianowicie juz od czaséw Williama Herschela
wiadomo bylo, ze Japetus — siedemnasty, liczac

od planety — satelita Saturna, jest doéé osobliwy:
gdy wida¢ go po zachodniej stronie Saturna, jest

o okolo 1,7 mag jasniejszy niz po stronie wschodniej.
Gdy duzo pézniej okazalo sig, ze jest satelita
synchronicznym (okres obrotu réwny okresowi obiegu

Lipiec

wokél planety), fakt ten mozna bylo zinterpretowadé
tylko w jeden sposdb: Japetus obiega Saturna ciemna
pStkula naprzdd.

Na podstawie drobiazgowego opracowania obserwacji
wykonanych przez Voyagery stwierdzono, ze tylna
pétkula Japetusa pod wieloma wzgledami podobna
Jest do powierzchni wielu planetoid i satelitéw innych
planet. Nietypowa jest wigc pétkula przednia i za
przyczyne takiej dziwacznej topografii uznano Phoebe,
osiemnastego satelite Saturna. Jest ona satelita

w innym sensie wyjatkowym, obiega mianowicie
planete ruchem wstecznym, w dodatku po orbicie
mocno nachylonej do plaszczyzny réwnikowej Saturna.
Silnie sugeruje to, ze Phoebe, juz jako uformowany
glob, musiala zostaé¢ pochwycona przez Saturna. To
zapewne jej materie, rozpraszana w wyniku zderzen

z innymi cialami, zgarnial przez miliardy lat Japetus
i dlatego jego przednia pétkula stala sie ciemna.
Obecnosci podobnych osadéw mozna dopatrzeé sie

na Hyperionie, szesnastym satelicie, ktéry nie jest
satelita synchronicznym i dlatego pokryty jest tymi
osadami w miare réwno. Trzeba jednak przyznaé,

ze misje Voyageréw nie znalazly na Phoebe §laddw
ani poteznych uderzen, ani wulkanéw (jak na lo), czy
gejzeréw (jak na Trytonie) zdolnych do rozproszenia
w okolicy Saturna wielkich ilo$ci materii satelity. To,
co sie stalo z Japetusem, musialo staé si¢ w odleglej
przeszloéci, a jezeli nawet odpowiada za to Phoebe,
to do dzié zdazyta to dobrze ukryé. Problem Japetusa
posunal sie ku rozwiazaniu — ale jeszcze nie do konca.

Tomasz KWAST

Czytelnicy zauwazyli moze, ze mingl rok moich opowieéci na temat, co w danym

miesigcu widaé na niebie. Oczywiscie uktad gwiazdozbioréw jest taki sam dzi§,
Jak przed rokiem (planet nie, bo one cyklu rocznego sie nie stuchaja), z czego
Jednak nie wynika, ze juz nie warto patrze¢ w niebo. Pojawiaja sie zapewne nowi
Czytelnicy Delty, a nawet dawni nie widzieli na niebie wszystkiego. Nieszczescie
w tym, ze aby zobaczy¢ rzeczy naprawde ciekawe, trzeba popatrzeé w niebo

nieba.

przynajmniej przez lornetke. Obecnie nie jest o nia trudno, ale na pewno nie
wszyscy ja maja. Nie zrazajac si¢ tym, rozpoczynamy drugi roczny przeglad

Na przyktad wigc péZnym wieczorem na potudniu widaé Wezownika,
gwiazdozbidr niezbyt wyrazisty, gdyz nie ma w nim bardzo jasnych gwiazd ani
charakterystycznego, latwego do zapamietania uktadu gwiazd. Mozna nawet
powiedzieé, ze jest tak malo wybitny, iz nie jest gwiazdozbiorem zodiakalnym,
mimo ze przechodzi przezen ekliptyka. Przez lornetke mozna by odszukaé¢ w nim

dwie gromady kuliste, M 10 i M 12, co jest o tyle ciekawe, ze Wezownik lezy
czgéciowo w Drodze Mlecznej, i w widzeniu na tak wielka odlegltoéé powinna
przeszkadzaé rozproszona w niej materia miedzygwiazdowa. W Wezowniku lezy
tez druga (po Tolimanie - alfie Centaura) co do odlegloéci (od nas) gwiazda,
tzw. Gwiazda Barnarda. Niestety, jest slaba, 9,5 mag. Zbliza si¢ teraz do Stonca
1 znajdzie si¢ najblizej okoto roku 10 000, ale i wtedy gotym okiem nie bedzie jej

widaé.

Wenus znajduje si¢ w Byku i wschodzi przed wschodem Storica, Mars jest

w Bliznigtach, wiec go teraz nie widaé, Jowisz jest w Rybach i Saturn

w Baranie, wiec planety te wida¢ w drugiej polowie nocy. Pelnia Ksiezyca
wypada 9 VII. Ksiezyc zblizy si¢ mocno do Jowisza 14 VII, Aldebarana 19 VII,

Regulusa 25 VII i nawet beda to zakrycia, ale z Polski niewidoczne.
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7/98 (7)
maﬁaé

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (6')
Wyjasnienie oszustwa (6):

Ciag (an) okredlony wzorem

(*) an=4+8 4+ 4. +a"-3-32_3__ 3"
MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (5) i ciag (an) okreslony wzorem
Wyjasnienie oszustwa (5): (+4) 5 (2n +14) ‘
-
Wyliczenie wspélczynnikéw asymptoty w —oo jest bledne. . o -
Blad jest dosyé subtelny: otz V/z? nie jest réwne z, to dwa réine ciagi, tylko zaczynaja sig tak samo:
ale |z|, co dla ¢ < 0 oznacza —z. Przeprowadzony rachunek n an wg (*) an Wg (**)
powinien wygladaé¢ nastepujaco: 1 1 1
2 8 8
12 1L
a= lim @: lim Y ”: 2% _ 3 45 45
R B 4 220 220
_ (__m_\”“rm _ 1) _ 5 1001 1001
S 2 6 4368 4368
_ 2+c+1 1\ _ 3 7 18565 18564
= L, 1 =2 97T 73 8 77540 77520
9 320001 319770
oraz 10 1309528 1307504
: : 11 5326685 5311735
— — = T} 2 1 =
b= lim (/) -a)= lim (V4o +1+2) 12 21572460 21474180
_ (m_!_ r) (m_ g;) 13 87087001 86493225
= ,113100 B s = 14 350739488 347373600
i - 15 1410132405 1391975640
—- m ———
o—m—co /22 fZz +1—1 16 5662052980 5567902560
ey : 17 22712782001 22239974430
- I_IET —-—-% =i 18 91044838248 88732378800
- 19 364760483725 353697121050
Zatem asymptota w —oo ma réwnanie y = —%x - % JWR

W naszkicowanin wykresu pomocna jest takze znajomoéé
ekstreméw funkcji. Obliczamy pochodna

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (7)

(=) 2z +1 1 ZADANIE: Obliczy¢ granice
)= —————— — —,
Vet +1 2 i 1E3+S+3+... 43"
n—0oo 3“ ;

Przyréwnujac pochodna do 0 otrzymujemy réwnanie
F(0) =0, czyli 22 +1 =+/z2 + = + 1, skad po
obustronnym podniesieniu do kwadratu otrzymujemy

4z 442 +1=2" 4241, coma rozwiazania z = 0
1z =—1.

3
Poniewaz f"(z) = ————— >0, wiec f ma dwa . L |
ome F(z) 4(~ /2?2 + z + 1)2 e f geometrycznego otrzymujemy S, = g T skad
ekstrema lokalne i s3 to minima. Przy tym f(0) =1 . 143432433 +... 43" Co3n_q
. _ 3 lim = lim =
1 f{—]) = :?"‘ n—oo 3n n—oo 2-37
1
Majac obydwie asymptoty i ekstrema funkcji wykres 2 lim 23“ — %
=+ 00

naszkicujemy bez trudu. Mamy nadzieje, ze zdolasz to
zrobi¢ sam drogi Czytelniku. Pamiegtaj, ze funkcja nie
ma maksiméw lokalnych, bo wszystkie jej ekstrema juz
znaleZliémy - sa to dwa minima i nic wiecej.

JWR

Rozwigzanie: W liczniku wystepuje suma postepu
geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = 1 i ilorazie
b3

na sume postepu

q = 3. Ze wzoru S, = a, T

Jak to pogodzié z obserwacja, ze

143432135 .43

= S ?

JWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW: e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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