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Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
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odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.
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WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn, "pod opaska",
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Wplaty przyjmuje "RUCH" S,A, Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S,A,
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5, Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za granice
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5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6, Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.
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Kot Hawkinga: zywy czy martwy?
Marek A. ABRAMOWICZ i Marcus J. PERCIVAL
Skrócona wersja tego artykulu ukazala sie w szwedzkim miesieczniku Forskning och Jramsteg
w numerze 12/1997.

W koncu dziewietnastego wieku fizycy sadzili,
ze wszystkie podstawowe prawa przyrody zostaly juz
odkryte, a przyszlym pokoleniom pozostaje jedynie
prawa te objasniac i nieco poprawiac. A jednak,
odkrycia dokonane w pierwszych kilku latach
dwudziestego wieku obalily ten poglad i calkowicie
zmienily sposób widzenia przyrody przez fizyków.
W roku 1900 Max Planck uznal za mozliwe, ze energia
swiatla moze byc wysylana i pochlaniana wylacznie
malymi porcjami, które dzis nazywamy kwantami.
Byl to wazny krok w kierunku zrozumienia, ze nic
w przyrodzie nie moze byc dzielone ad infinitum

na coraz to mniejsze czesci, materia zas i energia
sklada sie z niepodzielnych kwantów. Kwanty te sa
niewiarygodnie male, tak male, ze w codziennym zyciu
nie ma znaczenia, iz ich rozmiar jest wiekszy od zera.
A jednak dla przyrody to ma znaczenie.

W roku 1905 hipoteza kwantów swiatla zostala

uzyta przez Alberta Einsteina do olsniewajacego
wyjasnienia zjawiska fotoelektrycznego. Einstein
nazwal kwanty swiatla fotonami. W roku 1913
Niels Bohr skorzystal z pojecia fotonów, aby
wyjasnic uklad linii widmowych swiatla wysylanego
przez atom wodoru. W taki sposób narodzila sie
mechanika kwantowa. W roku 1905 Einstein dokonal

jeszcze jednego odkrycia, zbierajac swe poglady na
czas, przestrzen i ruch w monumentalnym dziele
- szczególnej teorii wzglednosci (STW). STW
i mechanika kwantowa zostaly mocno powiazane
w ramach relatywistycznej mechaniki kwantowej

w pracach Wolfganga Pauliego, Paula Diraca,
Wernera Heisenberga i innych. Zapoczatkowalo to
proces intelektualny, który zdominowal rozwój fizyki
w naszym stuleciu, a mianowicie wielka unifikacje
w pogladach fizyków na cala przyrode. Wielu fizyków
wierzy, ze obecnie, u konca tego wieku, unifikacja
ta jest prawie zupelna, a od ostatecznego sukcesu

dzieli nas tylko krok. Tylko grawitacja nie zostala
jeszcze polaczona z ideami kwantowymi, a przez to

z reszta fizyki. Klasyczne (tutaj znaczy to: jeszcze nie
kwantowe) zrozumienie grawitacji opiera sie na innym
epokowym osiagnieciu Alberta Einsteina - na ogólnej
teorii wzglednosci (OTW). Teorie kwantowej grawitacji
trzeba jeszcze odkryc.

Mechanika kwantowa

W przeszlosci uczeni czesto wyrazali odmienne
opinie co do natury swiatla. Jedni, idac za pogladem
dobitnie wyrazanym przez Izaaka Newtona, uznawali,
ze swiatlo sklada sie z czastek, inni zas akceptowali
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poglad Christiaana Huygensa, który opowiadal

sie za falami. Dzisiaj wiemy, ze w rzeczywistosci
jest tak, iz swiatlo moze byc zarówno fala, jak
i zbiorem czastek. Ta charakterystyczna dla swiatla

dualnosc jest uznawana przez mechanike kwantowa
za jedna z podstawowych wlasnosci przyrody. Przy
czym, dzieki Louisowi de Broglie wiadomo, ze ta
schizofreniczna wlasnosc dotyczy nie tylko swiatla,
lecz wszelkiej materii. A wiec elektrony i inne
czastki elementarne zachowuja sie w okreslonych
doswiadczeniach jak fale. Ale jesli elektron jest

fala, to nie moze zajmowac okreslonego miejsca
w danej chwili, lecz musi byc w pewnej mierze

wszedzie, jak to fale maja w zwyczaju. Gdzie wiec
tak naprawde jest elektron? Wedlug mechaniki
kwantowej nie mozemy jednoznacznie powiedziec,

gdzie jest elektron, lecz mozemy obliczyc, ile wynosi
prawdopodobienstwo, ze elektron w okreslonej
chwili znajdzie sie w okreslonym miejscu. Równanie
rzadzace tym rozkladem prawdopodobienstwa

zostalo wprowadzone przez Erwina Schrodingera.
Matematycznie rozwiazania tego równania opisuja
superpozycje fal zwanych stanami wlasnymi. Rózne
stany wlasne odpowiadaja róznym mozliwosciom

tego, co moze sie z elektronem wydarzyc. A wiec
istota rzeczy opisanej przez stany wlasne równania
Schrodingera jest w jakiejs mierze niepewna, poniewaz
znamy jedynie superpozycje mozliwosci, nie wiedzac
przy tym, która z nich istotnie zachodzi. Takze

doswiadczenia nie moga dac jednoznacznego wyniku.
Niepewnosci ich wyniku nie mozna uczynic mniejszej,
niz wynika to ze slynnej zasady nieoznaczonosci
Wernera Heisenberga.

Wiekszosc fizyków sadzi, ze stany wlasne równania
falowego Schrodingera moga opisac wszystkie istotne
aspekty fizycznej rzeczywistosci. O tej rzeczywistosci
uzyskujemy wiedze, wykonujac doswiadczenia. Zanim

nie dokonamy pomiaru, nie mozemy byc pewni tych
aspektów rzeczywistosci, które ma okreslic ten pomiar
- istnieje wiec wtedy jednoczesnie wiele mozliwosci

odpowiadajacych rozmaitym stanom wlasnym. Ale
gdy pomiar jest juz przeprowadzony, to jestesmy
pewni jego wyniku - czyli pomiar usuwa nasz brak

wiedzy ostanie rzeczy. Odpowiednio, fala Schrodingera
musi ulec redukcji - nie moze wszak juz odpowiadac
zbiorowisku wszelkich mozliwych stanów wlasnych,
lecz musi odpowiadac temu szczególnemu stanowi

wlasnemu, który opisuje wynik pomiaru. Rzeczy sa
takie, za jakie je mamy, ale dopiero po dokonaniu
obserwacji.



Doswiadczenie z kotem Schrodingera

Bohr, de Broglie, Dirac, Heisenberg i Pauli, gdy
dokonywali swych najwazniejszych dla fizyki
kwantowej odkryc, byli ludzmi zdecydowanie mlodymi,
powiedzmy sobie - chlopcami - w wieku dwudziestu
kilku lat. Mechanika kwantowa byla ich wspaniala

zabawa, a o chlopcach wiadomo, ze uwielbiaja
bawic sie i eksperymentowac z kotami. Schrodinger,
który jako jedyny przekroczyl wtedy trzydziesci
lat, wyobrazil sobie kota zamknietego w pudelku.
Pudelko to zawieralo smiercionosne urzadzenie

- kapsulke z trujacym gazem. Porcja gazu byla
wdmuchiwana do pudelka zawsze wtedy, gdy rozpadal
sie atom substancji radioaktywnej, która tez byla
umieszczona w pudelku. Porcja ta wystarczala
do natychmiastowego zabicia kota, po czym gaz
stawal sie nieszkodliwy. Tak wygladal pomysl tej
zabawy. Wedlug mechaniki kwantowej niemozliwe jest
dokladne okreslenie chwili, w której nastepuje rozpad
radioaktywny. Ale mozemy tak dobrac ilosc substancji,
ze w ciagu np. jednej godziny prawdopodobienstwo
tego, ze nastapil dokladnie jeden rozpad, wynosi 50 %.
Po uplywie jednej godziny od czasu zamkniecia kota
w pudelku stawiamy pytanie, czy kot jest zywy, czy
martwy. Zanim nie otworzymy pudelka, rozwiazanie
równania Schrodingera jest superpozycja dwóch
mozliwych stanów wlasnych:

I atom si~ nie .rozpadl,) + I atom. sie rozpadl, ) .kot Jest zywy kot Jest martwy

Nie ma sposobu odseparowania tych stanów, gdy
pudelko jest zamkniete. Wiec jesli sie zgodzimy,
ze równanie Schrodingera opisuje wszystkie istotne
elementy rzeczywistosci w zaistnialej sytuacji, to
musimy sie zgodzic równiez z tym, ze kot w pudelku
zyje, a jednoczesnie jest martwy!

Ktos moze teraz zaprotestowac: "Stop, czy nie jest
oczywiste, ze jesli zamkne kota w pudelku i potem
nie ogladam go przez chwile, to tak czy owak nie
bede umial powiedziec, czy kot jeszcze jest zywy,
czy juz martwy. Po co mieszac do tego mechanike
kwantowa, równanie Schrodingera i tajemnicze stany
wlasne?". Odpowiedz na te watpliwosc jest taka,
ze sprawa z kotem nie dotyczy prawdopodobienstw,
ale jego rzeczywistego stanu. Mechanika kwantowa nie
mówi, ze "istnieje 50 % szans, iz kot jest zywy i 50 %
szans, ze jest martwy" , ale ze w istocie dwa rózne
stany nakladaja sie. Czy to nie jest nonsens, który
swiadczy o tym, ze cala mechanika kwantowa wpadla
w pulapke; bo przeciez Einstein zwykl mawiac: Der
Herr Gott wiirfelt nicht - Pan Bóg nie gra w kosci.
Czy tez znaczy to, ze - jak zasugerowal Hugh Everett
III - kwantowe niepewnosci rozszczepiaja prawdziwa
istote bytów na wiele niezaleznie istniejacych bytów
odpowiadajacych rozmaitym stanom wlasnym;
wtedy w polowie z tych niezaleznie istniejacych wielu
swiatów kot bylby zywy, a w drugiej polowie bylby
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martwy. A moze jest tak, ze cale zlozone otoczenie
pudelka powoduje niespójnosc kwantowych stanów
wlasnych - poglad taki przedstawil Wojtek
Zurek. Nikt nie jest pewny, jak powinna wygladac
wlasciwa odpowiedz, a cala ta sprawa irytuje
wielkich fizyków o pogladach pragmatycznych;
np. Stephen Hawking mówi: "Gdy slysze o kocie
Schrodingera, odbezpieczam rewolwer". Wiekszosc
fizyków uwaza obecnie, ze poniewaz konwencjonalna
interpretacja mechaniki kwantowej zostala sprawdzona
w licznych doswiadczeniach z wysoka dokladnoscia,
to powinnismy traktowac powaznie jej wskazania.
Ale musimy przy tym pamietac, ze historia
dowodzi, iz wiekszosc sie czesto myli. Przyjmujac
konwencjonalna interpretacje doswiadczenia z kotem
Schrodingera, dochodzimy do wniosku, ze dwa stany

wlasne sa istotnie nalozone.

W powyzszej dyskusji nie bralismy pod uwage, ze kot moze
miec dziewiec (lub ogólniej N) zyc. Proponujemy wiec naszym
Czytelnikom niewielkie zadanie: przyjmujac, ze kot ma N zyc,

obliczyc jak dlugo nalezy trzymac kota w pudelku (urzadzenie
jest takie samo, jak opisane w tekscie), aby otrzymac mieszanine

stanów Ikot zywy} i Ikot martwy} dokladnie pól na pól. Dla autora
najlepszej odpowiedzi na to pytanie autorzy funduja mala nagrode
pod warunkiem, ze odpowiedz dotrze do redakcji przed 1 stycznia
1999 roku.

Oczywiscie, po otwarciu pudelka i 'sprawdzeniu stanu

kota fala Schrodingera ulegnie redukcji. Wtedy
dozwolony jest juz tylko jeden stan wlasny kota,
mieszanina dwóch stanów nie jest mozliwa; mamy wiec

rozlacznie: albo latom sie nie rozpadl, kot jest zywy),
albo tez (jesli kot byl z rodzaju nieszczesliwych)
latom sie rozpadl, kot jest martwy).

Czarne dziury: supermasywne, gwiazdowe, mini
i wirtualne

OTW byla godnym uwagi osiagnieciem geniuszu
Einsteina i zabrala mu dziesiec lat ciezkiej pracy. Jest
to teoria geometryczna, która wyjasnia grawitacje
jako przejaw krzywizny czasoprzestrzeni. Jednym
z jej zdumiewajacych wskazan jest istnienie czarnych
dziur. Dopiero od niedawna mozemy mówic z duza
wiarygodnoscia, ze czarne dziury rzeczywiscie istnieja.
To bowiem w ostatnich latach astronomowie znalezli

na niebie obiekty wysokoenergetyczne, które nie moga
byc niczym innym niz czarnymi dziurami. Wniosek

ten uzyskano stosunkowo niedawno, gdyz przedtem
nie dysponowano dostatecznie zaawansowanym
technologicznie sprzetem, który pozwolilby
na zebranie istotnych danych obserwacyjnych.
Obecnie sprzet taki istnieje: satelity zbierajace
dane o zródlach promieni X, teleskop kosmiczny
Hubble'a i kilka wielkich radioteleskopów na Ziemi.
Energia promieniowana przez obiekty astronomiczne
zawierajace czarne dziury z pewnoscia nie powstaje
w czarnych dziurach. Pochodzi ona z energii
grawitacyjnej uwalnianej w procesie spadania materii
na czarna dziure.



Astronomowie obserwuja kandydatki na czarne
dziury w dwóch przedzialach mas. Mówia w zwiazku
z tym albo o czarnych dziurach o masie gwiazdowej,
tj. takich, których masy w przyblizeniu sa dziesiec
razy wieksze od masy Slonca, lub o supermasywnych

czarnych dziurach, których masy sa miliony do
miliardów razy wieksze od masy Slonca. Jest
mozliwe, ze istnieja mini czarne dziury - o masach
mniejszych od masy Slonca, lecz odkrycie ich jest
raczej niemozliwe za pomoca obecnie istniejacej
technologii. Z tego powodu nie ma obserwacyjnych
argumentów ani za ich istnieniem, ani przeciw.

Czarne dziury o masach gwiazdowych znaleziono
w kilku ukladach podwójnych w naszej wlasnej
Galaktyce. Naleza one do najsilniejszych zródel
promieni X na niebie. Typowy rozmiar takiej czarnej
dziury wynosi okolo 30 km. Supermasywne czarne
dziury sa rozmieszczone w niektórych odleglych
galaktykach. Graja one role centralnych silników
kwazarów i innych aktywnych jader galaktyk,
bedacych najsilniejszymi zródlami energii we
Wszechswiecie. Ich typowe rozmiary wahaja sie od
106 km do 109 km. Dla porównania, odleglosc Ziemi
od Slonca wynosi 1,5.108 km.

Trzy szczególne wlasnosci czarnych dziur

beda istotne w naszej dyskusji:

(1) Zewnetrzny obserwator, obserwujacy obiekt
wpadajacy do czarnej dziury, nigdy nie doczeka
sie jego wpadniecia, musialby bowiem czekac na
to nieskonczony czas. Nikt nie ma az tyle czasu na
czekanie. Z drugiej strony obiektowi wpadajacemu

swobodnie (tzn. tylko pod wplywem grawitacji)
do czarnej dziury zajmie to wpadanie skonczony
czas - tak wskaza zegary umieszczone na tym
obiekcie. Przykladowo, w ukladzie planetarnym
takim jak nasz, ze Sloncem zastapionym Czarna
Dziura o jego masie, swobodne spadanie z Ziemi na
Czarna Dziure (start z zerowa predkoscia) zajeloby
- wedlug zegara podróznika - okolo roku. Wedlug
zas zegarów ziemskich trwaloby to wiecznosc. Dla
tych, którzy pozegnali podróznika i pozostali na
Ziemi, pozostawalby on w zasadzie zawsze widoczny
na zewnatrz Czarnej Dziury.

(2) Kazdy obiekt materialny (a zwlaszcza nasz
podróznik), który wpadl do czarnej dziury, po
skonczonym czasie wedlug wskazan wlasnych zegarów
bedzie zupelnie zniszczony. Nie chodzi tu o to,
ze bedzie uszkodzony, ale zupelnie zniszczony - jego
istnienie dobiegnie konca. Nie pomoze nawet dziewiec
zyc. I zajdzie to dosc szybko: obiekt zakonczy swe
istnienie po okolo 10-4 s po wpadnieciu do czarnej
dziury o masie gwiazdowej lub po czasie rzedu minut
lub dni w przypadku supermasywnej czarnej dziury.
Zaden obiekt, który wpadl do czarnej dziury, nie moze
sie z niej wydostac.
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(3) Wszystkie czarne dziury promieniuja. Tego
waznego odkrycia dokonal Stephen Hawking, który
na podstawie polaczonych pojec mechaniki kwantowej,
OTW i termodynamiki gleboko uzasadnil, ze efekty
kwantowe zmuszaja czarna dziure do promieniowania.

Wykazal on tez, ze im mniejsza (tj. mniej masywna)
jest czarna dziura, tym szybciej promieniuje.
Lecz to, ze szybciej, wcale nie oznacza, ze szybko;
promieniowanie Hawkinga jest niewiary godnie
powolnym procesem dla astronomicznych czarnych
dziur. Hipotetyczna mini czarna dziura o masie
porównywalnej z masa duzej ziemskiej góry
(w przyblizeniu miliard ton) potrzebuje calego czasu
istnienia swiata (od Wielkiego Wybuchu do chwili
obecnej), aby zupelnie wypromieniowac swa mase
i przez to calkowicie zniknac. Czas potrzebny na
wyparowanie czarnej dziury jest proporcjonalny do
trzeciej potegi jej masy. Poniewaz czarne dziury
o masach gwiazdowych sa 1019 razy bardziej masywne
od gór, wyparowywalyby one po czasie odpowiednio

dluzszym: dokladnie (1019)3 = 1057 razy dluzszym
niz obecny wiek Wszechswiata. Rzecz jasna, jest
to czas absurdalnie dlugi, a nauka plynaca z tych
rachunków jest nastepujaca: promieniowanie Hawkinga
jest calkiem nieistotne dla czarnych dziur o masach
gwiazdowych i supermasywnych. Astronomiczne
czarne dziury sa istotnie czarne, nie promieniuja one
w zaden zauwazalny sposób. Ale dla hipotetycznych
mini czarnych dziur o masie góry promieniowanie
Hawkinga jest istotne. Mogloby zatem byc tak,
ze w przyrodzie jest pelno skrajnie malych wirtualnych

czarnych dziur, dla których promieniowanie Hawkinga
jest procesem przewazajacym. Jesli by tak bylo,
to promieniowanie Hawkinga byloby jednym
z najbardziej podstawowych i powszechnych procesów
w przyrodzie.

Próznia wspólczesnej fizyki nie jest pusta

Zasada nieoznaczonosci Heisenberga dopuszcza
spontaniczne powstawanie w prózni czastek. Zgodnie
z ta zasada im bardziej energetyczne (bardziej
masywne) sa te czastki, tym krócej zyja. Wirtualne
czarne dziury moglyby takze spontanicznie powstawac,
a nastepnie ginac. Najbardziej typowa masa
takiej wirtualnej czarnej dziury jest masa Plancka
mpI = 2,2 . 10-8 kg. Odpowiednio, typowy ich rozmiar
okresla dlugosc Plancka lPI = 1,6 . 10-35 m, a czas
zycia jest rzedu czasu Plancka tpl = 5,4 . 10-44 s.
Mogloby byc tak, ze na najbardziej podstawowym
poziomie przyrody próznia jest pelna tych
wirtualnych czarnych dziur - nosi to nazwe piany
czasoprzestrzennej. Piana ta nie wplywalaby na

wlasnosci czasoprzestrzeni w skalach duzo wiekszych
od dlugosci i czasu Plancka, lecz mialaby istotne
znaczenie na poziomie sub-planckowskim. Hawking
zasugerowal w jednym ze swych ostatnich artykulów,
ze "duza" czarna dziura po wyparowaniu nie znika



calkowicie. Zamiast tego jej rozmiar kurczy sie
do dlugosci Plancka i w rezultacie staje sie ona
kropla w oceanie wirtualnych czarnych dziur.
Mozna porównac piane czasoprzestrzenna z morzem
pileczek pingpongowych. Gdy obserwuje sie je
z pewnej odleglosci, wydaje sie ono gladka, sfalowana

powierzchnia. Fale w tej analogii odpowiadaja
wielkoskalowej krzywiznie czasoprzestrzeni. Blizsze
zbadanie morza pokazuje jednak, ze jego powierzchnia
wcale nie jest gladka, ale wyraznie zakrzywiona w skali
odpowiadajacej promieniowi pileczki.

Doswiadczenie z kotem Hawkinga

Wyobrazmy sobie dr. Hawkinga (jest to osoba
fikcyjna, nie majaca nic wspólnego z kimkolwiek),
który patrzy, jak jego kot skacze do czarnej dziury.
Koty sa niezwykle dociekliwe i czesto robia rzeczy
tego typu. Z punktu widzenia dr. Hawkinga kot
jest stale widoczny na zewnatrz czarnej dziury. Ale
w koncowym efekcie wszystkie czarne dziury powinny
wyparowac na skutek promieniowania Hawkinga.
Nie jest tu istotne, ze wyparowywanie to moze trwac
absurdalnie dlugo, wazne jest, iz trwac to bedzie
skonczony czas - rozwazamy wszak problem z punktu
widzenia podstawowych zasad. Gdy ostatnia fala
promieniowania Hawkinga mija dr. Hawkinga, sytuacja
wydaje sie bardzo prosta. Dr Hawking wciaz widzi
kota, ale kot jest teraz w przestrzeni bez czarnej
dziury i jej pola grawitacyjnego. Zatem dr Hawking
moze poprosic (np. za pomoca telefonu komórkowego)
kota o powrót. Z punktu widzenia dr. Hawkinga nie

istnieje zaden zasadniczy powód, dla którego kot
mialby nie powrócic. Lecz kot opowiedzialby (jesli
martwy kot móglby mówic) te historie calkiem inaczej:
on wpadl do czarnej dziury i zostal unicestwiony
dokladnie minute pózniej. Zauwazyl to na swoim
zegarze.

Test dla naszych Czytelników: jaka byla masa tej czarnej dziury?

A wiec wedlug dr. Hawkinga kot zyje, wedlug zas
samego kota - nie. Wypada zatem spytac, jak jest
naprawde: kot zyje, czy tez nie?

Chociaz pytanie to wyglada na podobne do
pytania postawionego w przypadku doswiadczenia
z kotem Schrodingera, wystepuje tu istotna róznica:
u podstaw doswiadczenia z kotem Schrodingera
leza zjawiska kwantowe, a w przypadku kota
Hawkinga - klasyczne. W przypadku kota
Hawkinga nie ma superpozycji stanów wlasnych
rozwiazujacych równanie Schrodingera typu
lzywy kot Hawkinga) + Imartwy kot Hawkinga).
Rozwazania nasze dotycza natomiast skomplikowanej
sytuacji wywolanej promieniowaniem czarnych
dziur. Analize przeprowadzamy w dwóch róznych
ukladach odniesienia: za pierwszym razem w ukladzie
dr. Hawkinga, za drugim razem w ukladzie kota.
Analizowanie tej samej sytuacji z punktu widzenia
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kilku ukladów odniesienia jest typowe zarówno
w STW, jak i w OTW. Czasami prowadzi to do
paradoksów. Spowodowane sa one niepoprawnym
rozumowaniem opartym zazwyczaj na naszej
nierelatywistycznej intuicji. Dobrze znanym
przykladem jest tu paradoks blizniat. Z drugiej strony,
paradoksy prawdziwie kwantowe - jak ten z kotem
Schrodingera - odzwierciedlaja prawdziwie gleboka
i dziwna strukture przyrody.

W przypadku doswiadczenia z kotem Hawkinga
prawidlowa jest analiza kota, analiza dr. Hawkinga
taka nie jest. Kot dr. Hawkinga istotnie nie zyje.
Poprawna analiza sytuacji jest dosc zlozona
matematycznie i zalezy od tego, czy wyparowujaca
czarna dziura znika calkowicie, czy tez laczy sie
w skali Plancka z piana wirtualnych czarnych
dziur. W pierwszym przypadku (latwiejszym do
przeanalizowania) mozna zastosowac przemyslna
metode Rogera Penrose'a (zwana diagramem
Penrose'a), czyli narysowac rodzaj mapy calej
czasoprzestrzeni zawierajacej wyparowujaca czarna
dziure. Na mapie tej historie kota i jego wlasciciela,
a takze wszelkie promienie swietlne reprezentowane

bylyby przez linie. Rozmiar parujacej czarnej dziury
zmniejsza sie w pewnej chwili do punktu. Jest to
ostatnie zdarzenie w historii czarnej dziury. Diagram
Penrose'a pokazuje, ze sygnal swietlny wyslany
dokladnie z tego zdarzenia z pewnoscia dotrze do
dr. Hawkinga.

linia swiata

dr. Hawkinga



Oznacza to, ze dr Hawking widzi, iz kot wchodzi
do czarnej dziury dokladnie w ostatniej chwili jej
istnienia. Czyli jest tak, jak byc powinno: z punktu
widzenia dr. Hawkinga kot nigdy nie wpadl do czarnej

dziury, ale tez nie jest w stanie powrócic. Dr Hawking
zauwazy, ze kot znikl wraz z ostatnim rozblyskiem
promieniowania Hawkinga. Moze nawet podejrzewac,
ze to promieniowanie Hawkinga zabilo kota.

Rozmaite wersje tego doswiadczenia byly dyskutowane w kilku
uniwersytetach w póznych latach siedemdziesiatych, zwlaszcza
zas na Uniwersytecie Teksaskim w Austin przez Wojtka Zurka,
Johna Archibalda Wheelera i Marka Abramowicza, który pierwszy

odpowiedzial poprawnie na pytanie "czy kot zyje, czy tez nie" .

W roku 1992 wymyslil on fikcyjnego dr. Hawkinga i jego kota,
bedacego odpowiednikiem kota Schrodingera, w celu lepszego
wyjasnienia swej czternastoletniej córce Weronice róznicy miedzy
klasycznym a prawdziwie kwantowym paradoksem.

Czy nowa fizyka potrzebuje nowych kotów?

Na poczatku naszego wieku fizycy zmienili swój
sposób widzenia swiata: z deterministycznego na
kwantowy i z absolutnego na relatywistyczny. Ten
punkt widzenia stal sie obowiazujaca prawda

przez caly wiek dwudziesty. Niektórzy fizycy sa
obecnie przekonani, podobnie jak byli przekonani
ich poprzednicy u schylku dziewietnastego wieku

(pozostajac, rzecz jasna, w kregu innych idei),
ze wystarczy tylko ustalic, czym jest kwantowa

grawitacja - stosujac teorie strun lub inny
udany pomysl - i juz bedziemy miec TEORIE
WSZYSTKIEGO, a wiec nic fundamentalnie waznego
w fizyce nie pozostanie juz do odkrycia dla przyszlych
pokolen. Fizycy ci moga miec racje, lecz moze tez byc
tak, ze swiat w swojej istocie jest niewyobrazalnie

bogatszy niz swiat opisywany przez mechanike
kwantowa i teorie wzglednosci: Istniejq rzeczy na

niebie i na ziemi, o których nie snilo sie naszym

filozofom. Mozliwe, ze przyszlosc przyniesie nam

zadziwiajace niespodzianki - idee, o których nie
jestesmy w stanie obecnie pomyslec. Byc moze nowe

pokolenia wspanialych mlodych ludzi znów stworza
swa wlasna chlopiecq fizyke - inna niz nasza. Czy
znów naraza oni nowe pokolenia kotów na smiertelne
niebezpieczenstwo paradoksalnych doswiadczen?

Z angielskiego przetlumaczyl W.K

_ Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 847. Znalezc wszystkie funkcje ciagle f : R --+ R, spelniajace równanie
f(x + y) = f(x) + f(y) dla wszystkich x, y E R.
Rozwiazanie na str. 15

M 848. Znalezc wszystkie funkcje ciagle f: (1, +00) --+ R, spelniajace
równanie

f(xy) = xf(y) + yf(x)

dla wszystkich x, y E (1, +00 ).
Rozwiazanie na str. 11

M 849. Znalezc wszystkie funkcje ciagle f : (-1, +00) --+ (-1, +00), takie ze

(*) f(x + y + xy) = f(x) + f(y) + f(x)f(y)

dla wszystkich x,y E (-1,00).
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 477. W nowoczesnych aparatach fotograficznych uzywa sie blon
fotograficznych o rozmiarze jednej klatki 24 x 36 mm. Aparaty te sa
standardowo wyposazone w tzw. obiektywy normalne o ogniskowej 50 mm, co
daje kat widzenia 47° i obraz porównywalny z widzianym przez ludzkie oko.
Jaka byla ogniskowa obiektywów normalnych do starych aparatów na plyty
szklane o rozmiarach g x 12 cm?

Rozwiazanie na str. 12

F 478. Jasnosc obiektywu okresla sie przez stosunek srednicy otworu przeslony
do ogniskowej. W pewnych typach obiektywów o zmiennej ogniskowej najwiekszy
mozliwy otwór przeslony jest taki sam dla wszystkich ustawien ogniskowej. Jak
zmienia sie jasnosc w takiego typu obiektywie o ogniskowej 70-200 mm?
Rozwiazanie na str. 13
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Równanie Fokkera-Plancka, czyli pytanie o nature czasu
Karol PESZ

Czastka kwantowa o masie m opisana jest równaniem

Schrodingera

8w fi2 82 W

(l) ifi7it = - 2m 8x2 '

gdzie W (x, t) jest funkcja falowa, interpretowana
jako amplituda gestosci prawdopodobienstwa,

tzn. prawdopodobienstwo znalezienia czastki w chwili t
b

w przedziale (a, b) to calka J Iw (x, tW dx. Zatem na
a

samym poczatku rezygnujemy z mozliwosci wskazania
miejsca, w którym w danej chwili na pewno znajduje

sie czastka. Wprowadzona ad hoc amplituda gestosci
prawdopodobienstwa jest pojeciem watpliwym. Jednak
czastka punktowa jest równiez tworem idealnym,
o czym nazbyt czesto zapominamy, spotykajac skale
malosci, na których nasze doswiadczenie zyciowe
i indukowana nim wyobraznia zawodza. Czasami

fizycy unikaja tego problemu wprowadzajac pojecie
pola, ale to jest tylko przesuniecie trudnosci.

Czastka Browna porusza sie pod wplywem pola

silowego, ustawicznie zmieniajacego wielkosc
i kierunek. Przypadkowo uderzajace w brownowskiego
goscia czasteczki cieczy chaotycznie modyfikuja
jego polozenie i ped (spróbujcie dodac podobne
zalozenie swobodnej czastce kwantowej - kto Wam

w to uwierzy?). Dlatego nie mozemy deterministycznie
okreslic jej polozenia i pedu nawet w niezbyt odleglej
przyszlosci. Mozemy za to podac prawdopodobienstwo
znalezienia jej w pewnej chwili i w pewnym miejscu.

Tym razem jednak równanie, okreslajace takie
prawdopodobienstwo, mozemy wyprowadzic
w stosunkowo prosty sposób.

Rozpatrzmy czastke, która startuje z pewnego miejsca
na prostej i wykonuje co pewien odstep czasu !:!..t krok

dlugosci !:!..x w prawo z prawdopodobienstwem p,

a taki sam krok w lewo z prawdopodobienstwem

(l - p). (Podobne zdanie znajdzie Czytelnik
w wiekszosci podreczników termodynamiki

statystycznej.) Nie mozemy powiedziec, gdzie
znajdzie sie bladzaca czastka po N skokach, czyli po
czasie N !:!..t;nie wiemy nawet, czy bedzie na prawo,
czy tez na lewo od punktu startu. Mozemy jednak

napisac relacje, wiazaca prawdopodobienstwo p

z gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia czastki
w chwili (t + !:!..t) w punkcie x, jesli wiadomo,
ze w chwili t byla oddalona od tego punktu o !:!..x.

Oznaczajac gestosc prawdopodobienstwa przez J(x, t),

stwierdzamy, ze

Zadziwiajaco wiele jest podobienstw miedzy mechanika
kwantowa a termodynamika. Z jednej strony,
stwierdzenie to moze wydac sie malo odkrywcze,
wrecz puste. Przeciez w obu dziedzinach mamy do
rozgryzienia podobny problem: jak opisac zachowanie
ukladów o wielkiej - w granicy nieskonczonej, jak
mówimy - liczbie stopni swobody. Z drugiej strony,
przynajmniej na obecnym etapie rozwoju nauki,

pokrewienstwo mechaniki kwantowej i termodynamiki
istotnie jest zadziwiajace.

° analogiach w zachowaniu ukladów
termodynamicznych i kwantowych napisano cale
tomy. My wezmy pod uwage dwa modelowe obiekty:

pojedyncza swobodna czastke kwantowa oraz czastke
Browna w cieczy. Mamy tu do czynienia z róznica skal
wielkosci znacznie przekraczajaca przyslowiowa róznice
miedzy "mrówka a sloniem". A jednak dynamika
tych obiektów wykazuje podobienstwo, z którego
konsekwencji, byc moze, ciagle nie zdajemy sobie
w pelni sprawy.

Ktos zapyta: jakze to? Przeciez pojedyncza czastka
kwantowa to "fala materii" , to "duszek" ulotnie
wypelniajacy fragment przestrzeni, to obiekt bardziej
zadziwiajacy niz UFO, istniejacy jednoczesnie "tu"
i "tam" tak dlugo, dopóki go nie usilujemy "zobaczyc" .
Jesli sie juz uda w sprytnie pomyslanym eksperymencie
tego rozmytego duszka zlowic, to lapiemy go calego
"tu". "Tam" jakby go wcale nie bylo lub tez plotki
o skonczonej predkosci swiatla sa nieprawdziwe.

Natomiast pojedyncza czastka Browna powoli
wedrujaca przez niezmierzone (nawet w skali jednej
kropli) obszary cieczy to malenki, co prawda, acz
solidny obiekt. Mozna go sledzic, mozna z dowolna
dokladnoscia wyrysowac jego trajektorie. Zawsze
wreszcie mozna powiedziec, ze czastka jest w tym
i tylko w tym jednym miejscu, w którym ja widac. Taka
drobina nie cierpi na "roz-n-jenie jazni" (przy n = 2

- rozdwojenie).

Przy obecnym rozumieniu pojec: czastka, przestrzen,

czas, czastka kwantowa i czastka Browna sa wiec
zupelnie róznymi obiektami.

Ufajac (podobnie jak Newton) w to, ze równania

rózniczkowe rzeczywiscie opisuja.swiat, spójrzmy
na losy obu niespokojnych wedrowców poprzez
odpowiednie równania ruchu. Podobnie jak
w przytlaczajacej liczbie rozwazan o charakterze
podstawowym ograniczymy sie do jednego wymiaru.
Póki nie interesujemy sie efektami specjalnymi
powodowanymi przez wymiar przestrzeni (jak np. spin),
modele jednowymiarowe funkcjonuja zadziwiajaco
dobrze.
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(2)
J(x,t+!:!..t)=

= p' J(x - !:!..x, t) + (l - p) . J(x + !:!..x, t).



gdzie dla ustalonych tlx i tlt wielkosc D ma dobrze

okreslona wartosc

i wymiar wspólczynnika dyfuzji (~2).

Tak wiec, jesli zaniedbamy wszelkie sily zachowawcze,
które moglyby z premedytacja kierowac czastke
w jedna strone, to gestosc prawdopodobienstwa
spelnia równanie przewodnictwa cieplnego. Jest to
szczególny przypadek równania Fokkera-Plancka.
Pod ta nazwa mozna w literaturze spotkac
najprzerózniejsze równania. Jesli, zamiast rozpatrywac
przypadek swobodny, zalozylibysmy obecnosc
deterministycznej sily F, to otrzymalibysmy równanie

Dla wielu fizyków te dwa zjawiska sa dydaktycznymi
cwiczeniami, sa znane, opisane, sklasyfikowane.
Odnosze jednak wrazenie, ze w ciagu najblizszych
lat pojawi sie ktos, kto dostrzeze w nich cos, co

wzburzy nasz obraz swiata podobnie, jak poruszyly go
rozwazania Einsteina nad jednoczesnoscia. Byc moze
znowu chodzi o czas? Wszak ciagle nie wiemy, co to
jest czas.

tym, miedzy innymi, polega piekno fizyki: kilka
podstawowych równan opisuje, jesli nie dokladnie, to
przynajmniej z grubsza, niewyobrazalna ilosc efektów.
Znajac dokonania tego fizyka (lub chocby jego
Wyklady), mozemy sie domyslac, jak gleboko Feynman
zdawal sobie sprawe, ze formalne podobienstwo

rozwiazan jest - gdy zapomniec o zbednej masce
róznych parametrów, warunków granicznych i pozornie
odleglych sytuacji fizycznych - echem podstawowych
mechanizmów, którymi rzadzi sie przyroda.

Równanie Fokkera-Plancka pojawia sie wszedzie
tam, gdzie w czasowym przebiegu zjawisk nie mozna
ustrzec sie szumu. Spotykamy je w najrózniejszych
dziedzinach fizyki, chemii, techniki: szum w obwodach
elektrycznych; uklady chemiczne, w których reakcje

i dyfuzja wzajemnie na siebie wplywaja; okoloprogowa
akcja laserowa; przejscia fazowe - maja ze soba wiecej
wspólnego, niz mozna oczekiwac na pierwszy rzut oka.
We wszystkich wspomnianych ukladach jest obecny
ten sam fundamentalny mechanizm: fluktuacje, które
towarzysza przejsciu ukladu z jednego stanu w inny.
Maja one uniwersalny charakter, wiec i równanie,
które je elegancko uwzglednia, jest uniwersalne.

Wrócmy do relacji (6). Napisal ja Michail Zak
z Pasadeny w niezwykle interesujacym artykule
o pewnym ukladzie deterministycznych równan, które
zaburzone dowolnie malym szumem prowadza do
rozwiazan chaotycznych [2]. Tez go pewnie zadziwila
bliskosc dwu probabilistycznych obrazów, w których
zamiana czasu "rzeczywistego" na "urojony"
przeprowadza nas przez furtke w murze dzielacym
termodynamike od mechaniki kwantowej. Zak

podejrzewa, ze wyjasnienia nalezy szukac w szczególnej
teorii wzglednosci: czas traci w niej swoja odrebnosc,
a zamiast "trajektorii przestrzennej czastki" mozemy
rozpatrywac "ciag zdarzen". W tym samym numerze

czasopisma Chaos, Solitons B Fractals jego twórca
i redaktor, El Nashie z Cambridge, wielki zwolennik

zespolonego czasu, jeszcze raz przywoluje Hawkinga,
który pierwszy mial odwage zasugerowac, ze urojony
czas moze byc w istocie czasem" rzeczywistym".

D = ~ . (tlX)2
2 !5:t

al 02 I a
- = D· - + -(I .F),at ox2 ox

(3)

(4)

Znalezienie wzoru na I(x, t) na podstawie tego
równania nie wyglada na zadanie latwe. Przeto
wprowadzmy kolejne, czesto spotykane zalozenie.

Przypuscmy, ze skoki sa krótkie i odbywaja sie
szybko (innymi slowy, tlt i tlx sa male). Zalózmy,
ze funkcja I ma ciagle pochodne czastkowe i rozlózmy
ja w szereg Taylora. Zatrzymujac wyrazy naj nizszego
rzedu oraz przyjmujac p = 0,5 (co oznacza, ze czastka
nie ma tendencji, by skakac czesciej w jedna strone,
powiedzmy - wprawo), dostaniemy równanie postaci

al = D . 02 I
at ox2'

(5)

(6)

które powinno sie nazywac równaniem
Smoluchowskiego. Najbardziej klasyczne "równanie
Fokkera-Plancka" opisuje gestosc prawdopodobienstwa
znalezienia czastki o predkosci v, w miejscu x
i chwili t. Zwazywszy jednak, ze w bardzo
powaznych czasopismach naukowych nazwa równanie

Schrodingera okresla czesto bardzo rózne napisy - nie
bedziemy drobiazgowi.

Stwierdzenie, ze ... równanie Fokkera-Plancka jest dla

termodynamiki tym, czym dla mechaniki kwantowej
równanie Schrodingera, mozna czesto spotkac

w podrecznikach (zob. np. [1]). Luzna analogia to
jednak nie wszystko.

Od równania Fokkera-Plancka (3) do równania
Schrodingera (1) mozna przejsc formalnie, zamieniajac
czas "termodynamiczny" t na czas czysto urojony it,
i nastepnie korzystajac z zasady nieoznaczonosci:

D = lim (tlx)2 = limtlx . tlv ~ ~.
tlt 2m

Rozwiazania pierwszego równania staja sie po

podstawieniach t f---+ it rozwiazaniami drugiego
równania. Zmienia sie tylko interpretacja.

W swoich Wykladach [3] Feynman stwierdzil, ze "takie

same równania maja takie same rozwiazania". Na

Literatura
[1] H. Risken, The Fokker-Planck Equation (2nd Ed.), Springer

1989.

[2] M. Zak, Dynamical Simulations of Probabilities, Chaos, Solitons
Ef Fractals vol. 8, 1997.

[3] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmana wyklady
z jizyki, PWN, Warszawa 1970.
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mala delia

Wirtualny torus
Wielu ludzi uwaza, ze gry komputerowe - szczególnie te z zabijaniem nas i przez
nas - maja znikome walory edukacyjne. Tymczasem spójrzmy na rysunki.

Na kazdym z nich jest ten sam równoleglobok (umówmy sie, ze ma pole l)
i ma tak samo podzielone boki: jedna para boków równoleglych na 4 jednakowe

czesci, druga na 3. Punkty podzialów zostaly polaczone w analogiczny, choc nie
jednakowy sposób. Wewnatrz kazdego z równolegloboków powstalo po 6 malych
równolegloboków. Zbadajmy, jakie maja one pola.

Kazdy Czytelnik wychowany na grze "w pajaczki" lub podobnej wie, ze ekran
w takich grach jest torusem, czyli kursor, mijajac krawedz, pojawia sie na tej
samej wysokosci przy przeciwleglej krawedzi. Jesli spojrzec na kazdy z rysunków
jak na taki torus-ekran, mozna od razu zobaczyc, ze zostal on w przypadku

równolegloboków narysowanych na linii NW-SE (czyli na glównej przekatnej)
podzielony na calkowita liczbe malych równolegloboków, a mianowicie na 13,
podczas gdy w przypadku równolegloboków narysowanych na linii SW-NE na 11
malych. Co daje odpowiedz na pytanie o pola.

Ciekawe jest, ze ta róznica 2 zachowuje sie przy róznych liczbach czesci, na które
dzielimy równoleglobok: dla podzialu na m i n czesci dla jednego typu polaczen
liczba malych równolegloboków to mn + 1, a dla drugiego mn - 1.
A jak opisac róznice miedzy tymi typami laczenia punktów podzialu?

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
W artykule z 13 kwietnia br., opublikowanym w Physical
Review Letters [l], autorzy donosza o przeprowadzeniu
pierwszego pelnego rachunku za pomoca komputera
kwantowego, rachunku polegajacego na "wprowadzeniu
danych poczatkowych do komputera kwantowego,
wykonaniu obliczen wymagajacych mniej kroków niz
w przypadku zwyklego komputera oraz odczytaniu
wyników". Choc to osiagniecie bylo od pewnego czasu
oczekiwane, moze stanowic przelom tak w informatyce,
jak i w doswiadczalnym badaniu podstaw mechaniki
kwantowej.

Czym rózni sie komputer kwantowy od zwyklego? Zlosliwi
(pesymisci) powiedzieliby, ze tego pierwszego po prostu
nie ma (i nie bedzie). Optymisci twierdza, ze wczesniej
czy pózniej powstanie, bo jego teoretycznie udowodnione
mozliwosci przekraczaja zdolnosc obliczeniowa klasycznego
komputera wykorzystujacego caly krzem obserwowalnego
Wszechswiata. Ale o co chodzi z ta "kwantowoscia"?
Przeciez wspólczesne komputery wykorzystuja uklady
scalone zawierajace tranzystory, których dzialanie opiera
sie wlasnie na mechanice kwantowej. Tak, ale operacje
wykonywane przez mikroprocesor mozna równie dobrze
przeprowadzic za pomoca przekladania kamyczków,
tylko ze miliard (bilion?) razy wolniej. Dlatego bardziej
skomplikowanych problemów numerycznych nie da sie
rozwiazac w "rozsadnym czasie" przy wykorzystaniu
otoczaków. Istnieja jednak takie problemy, z którymi

nawet dowolnie szybkie "Quintylionium®" sobie
nie poradzi w rozsadnym czasie (np. krótszym od
wieku Wszechswiata). Klasycznym przykladem moze
byc rozklad duzych liczb na czynniki pierwsze. Za
efektywny uznaje sie algorytm, którego liczba kroków
rosnie co najwyzej wielomian owo z liczba informacji
wejsciowych. Dla rozkladu liczby na czynniki pierwsze
taki algorytm nie istnieje. Liczba kroków rosnie co
najmniej wykladniczo z dlugoscia rozkladanej liczby.
Zainteresowanie komputerami kwantowymi wyraznie
wzroslo wlasnie po tym, jak Peter Shor odkryl taki
algorytm dla komputera kwantowego [4].

Zwykly komputer wykonuje operacje na rejestrach
bitowych. Np. rejestr dwubitowy moze znajdowac sie
w jednym z czterech stanów: 00, Ol, 10 i 11. Za jego
pomoca mozna zaadresowac czteroelementowa baze
danych. Zalózmy, ze pod jednym z adresów kryje sie
logiczna jedynka, a pod pozostalymi logiczne zera. Aby
dowiedziec sie, gdzie ukrywa sie jedynka, nalezy wykonac
srednio (l + 2 + 3 + 3)/4 = 9/4 sprawdzen. Idea komputera
kwantowego polega na uzywaniu rejestrów opartych
na tzw. qubitach (ang. qubit = quantum bit). Róznica
polega na tym, ze qubit moze byc dowolna superpozycja
swoich stanów bazowych, zamiast przyjmowac tylko
dwie dyskretne wartosci. Rejestr N qubitów jest wiec
superpozycja 2N stanów opisywanych za pomoca
2N amplitud (liczb zespolonych). Operacja na takim
rejestrze jest wykonywana jednoczesnie na wszystkich
2N liczbach. W naszym przykladzie, jak wykazal Lov
Grover [4], do znalezienia poszukiwanej jedynki wystarczy
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tylko jedno sprawdzenie. Ogólnie, dla N elementowej bazy
danych liczba kroków algorytmu Grovera jest rzedu fi,
podczas gdy zwykly komputer potrzebuje ich rzedu N.
Dla duzych N róznica bylaby wiec ogromna. Sercem
algorytmu jest powtarzana elementarna operacja (opisana
na poziomie popularnym np. w [4,5]), w wyniku której
amplituda odpowiadajaca poszukiwanej pozycji bazy
danych wzrasta w kazdym kroku o okolo l/fi. Po okolofi krokach bedzie wiec bliska jednosci. Sprawdzenie
zawartosci rejestru w tym momencie pozwala na niemal
pewne uzyskanie poszukiwanej informacji. Algorytm ten
moze byc stosowany do bardzo szerokiej klasy problemów,
w których odpowiedz latwo jest sprawdzic, ale trudno
znalezc. Jeden z uznanych ekspertów w tej dziedzinie, John
Preskill, stwierdzil [6], ze "jezeli komputery kwantowe
beda za 100 lat w uzyciu, to przypuszczalnie dzialac beda
wedlug algorytmu Grovera lub czegos podobnego".

Skoro komputery kwantowe sa tak dobre, to dlaczego
ich nie ma? Okazuje sie, ze praktyczna implementacja
takich pomyslów natrafia na olbrzymie trudnosci
eksperymentalne. Pojedynczym qubitem moze byc dowolny
uklad kwantowy o dwóch stanach bazowych, np. spin
jadra atomowego. Problem polega na tym, ze w trakcie
wykonywania obliczen z rejestru skladajacego sie z qubitów
nie powinna wyplynac zadna informacja! Ostatnio okazalo
sie wprawdzie mozliwe poprawianie "kwantowych bledów"
(zob. np. przeglad [7]), ale i tak szczególna podatnosc
ukladów kwantowych na zaburzenia spedza sen z powiek
konstruktorom ukladów doswiadczalnych, majacych dzialac
jako komputery kwantowe.

J ak zaznaczylem na poczatku dzisiejszych aktualnosci,
udalo sie wlasnie zbudowac pierwszy "pelny" komputer
kwantowy [1]. Jako rejestru kwantowego uzyto roztworu
chloroformu CHCb. Pojemnosc rejestru wynosila 2 qubity
odpowiadajace spinom atomów wodoru i wegla 13C, przy
czym role rejestru spelniala nie pojedyncza czasteczka, ale
(niekoherentny ) zespól wszystkich par l H_13 C. Operacje
na rejestrze wykonywane byly przy uzyciu techniki
jadrowego rezonansu magnetycznego. Za pomoca takiego
komputera przeprowadzono doswiadczalny test algorytmu
Grovera. Warto dodac, ze cale urzadzenie miesci sie na
biurku. Po jego popularny opis odsylam do [2]. Technika
ta ma szanse rozszerzenia do rejestrów kilku-, a nawet
kilkunasto-qubitowych juz w najblizszej przyszlosci.
Jak dlugo jednak trzeba bedzie poczekac na kwantowy
komputer z prawdziwego zdarzenia, posiadajacy rejestr
o pojemnosci przynajmniej kiloqubitów? Mysle, ze nie tak
dlugo, zwlaszcza jezeli czytelnicy Delty nie poprzestana na
czekaniu ...

Piotr ZALEWSKI

[1] I. L. Chuang, N. Gershenfeld, M. Kubiniec Phys. Rev. Lett. 80
(1998) 3408.

[2] G. Taubes, Science 275 (1998) 307.
[3] P. W. Shor, in Proc. of the 34th Ann. IEEE Symp. on Found. of

Comp. Sci., 1994,116-123.
[4] L. K. Grover, Phys. Rev. Lett. 79 (1997) 325.
[5] G. P. Collins, Physics Today, October 1997, 19.
[6] J. Preskill, quant-ph/970532.
[7] J. Preskill, quant-ph/970531.



Klasyczna ruletka ma 37 pól: 18
czerwonych) 18 czarnych i jedno zielone.
Jesli postawimy na czarne, a wypadnie
czerwone lub zielone, to tracimy stawke;
jesli wypadnie czarne, to dostajemy
podwojona stawke.

Prosze porównac to równanie
z równaniem (2) w artykule Karola
Pesza (str. 6).

Gdy k = 100, to dla N = 500 jest

pk(N) = 4,03.10-10,

a dla N = 5000 mamy

Pk (N) = 2,4· 10-45.

Gdyby ruletka byla gra sprawiedliwa,
tzn. dla p = q = 1/2, mielibysmy
w pierwszym przypadku p.(N) = 1/5,
a w drugim Pk(N) = l/50.

Zadanie o ruinie gracza
N a stronie 6 tego numeru Delty mozna przeczytac o zwiazku równania
przewodnictwa cieplnego z losowym bladzeniem czastki Browna. Jest to temat
bardzo blisko zwiazany z klasycznym zadaniem o ruinie gracza, o którym, gwoli
przestrogi dla nieroztropnych, warto przy tej okazji pare slów powiedziec.

Problem sformulowany jest zazwyczaj nastepujaco: gracz ma poczatkowo kapital
k zl i zamierza grac w ruletke, stawiajac kolejno po l zl na czerwone lub czarne,
az do momentu, gdy jego kapital osiagnie N zl, albo do chwili, gdy bedzie
doszczetnie zrujnowany.

Jak widac, po kazdej grze kapital gracza zmienia sie losowo o jeden: wzrasta

z prawdopodobienstwem p = ~~,spada z prawdopodobienstwem q = l - p = ~~.
Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze gracz rozpoczynajacy
gre z kapitalem k zdola powiekszyc go do N, zanim zbankrutuje, oznaczymy
przez Pk(N).

Po pierwszej grze gracz nadal chce uciulac N zlotych, ale zmienia sie jego
kapital poczatkowy: w przypadku sukcesu, czyli z prawdopodobienstwem p,
wzrasta do k + l zlotych, a w przypadku porazki - z prawdopodobienstwem q

- maleje do k - l zlotych. Poslugujac sie wzorem na prawdopodobienstwo
calkowite, mozemy wiec napisac równanie

(1)

Zauwazmy tez, ze z oczywistych powodów PN(N) = l oraz po(N) = O.

Gdyby p = q = 1/2, to równanie (1) implikowaloby, ze ciag (Pk(N)) k=O l ...jest
arytmetyczny - kazdy wyraz bylby w nim srednia arytmetyczna dwóch 'wyrazów

sasiednich. Spróbujmy uogólnic to spostrzezenie: przepiszmy (1) w takiej postaci,
by wyrazic przyrost Pk+l(N) - Pk(N). Otrzymamy równosc

Pk+l(N) - Pk(N) = R(Pk(N) - Pk-l(N)).
P

Ciag przyrostów jest wiec geometryczny i ma iloraz równy q/p, a zatem

pk+l(N) - Pk(N) = (q/p)k(pl(N) - po(N)). Dalej juz jest latwo; zapisujemy
PN(N) (czyli jedynke) w postaci sumy kolejnych przyrostów i wykorzystujemy
wzór na sume N wyrazów ciagu geometrycznego:

N-l

l = PN(N) = Po(N) + L (pk+l(N) - Pk(N)) =
k=O

N-l (q)k (q/p)N -1L - (pl(N) - po(N)) = / 1 • Pl(N).k=O p q P

Stad Pl(N) = (~~~~~-_\; caly zabieg powtarzamy, by dostac koncowy wynik:

k-l k-l ()l (/)k lPk(N) = po(N) + L (pl +1 (N) - Pl(N)) = LPl(N). R = (q/ p .. -l=O l=O P q P

Zatem, dla q > p i duzych wartosci poczatkowego kapitalu k oraz zamierzonego
zysku N - k mamy w przyblizeniu Pk(N) c:::' (q/p)k-N. Prawdopodobienstwo
uciulania przez gracza N zl, maleje wiec wykladniczo do zera wraz ze wzrostem
róznicy N - k.

Rozumujac podobnie, mozna wykazac, ze 1- Pk(N) to prawdopodobienstwo
ruiny gracza. Inaczej mówiac: z prawdopodobienstwem l gracz po skonczenie
wielu grach wyjdzie z kasyna - w znakomitej wiekszosci przypadków
- doszczetnie zrujnowany. Dzieje sie tak za sprawa jednego, niepozornego,
zielonego pola. Miedzy innymi z tego powodu latwiej jest spotkac pograzonego
w dlugach nalogowego gracza niz zalamanego wlasciciela kasyna.

Pawel STRZELECKI
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Liczby naturalne sa niewatpliwie naturalne. Liczby calkowite niewatpliwie
zasluguja na nazwe "calkowite". Liczby wymierne nalezaloby moze nazywac
liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary
wykonujemy w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary:
wszelkie rachunki na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie
w obrebie liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzac szersze, lecz znacznie
trudniejsze pojecie liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja
w rachunkach? Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnosci,
wskutek tego w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie
formulowana.

Czy liczby rzeczywiste
Roman SIKORSKI

sa rzeczywiste?

Obok drukujemy pierwszy artykul, jaki
zostal zamówiony dla Delty, zarazem
pierwszy, który zostal dla Delty napisany
(21 sierpnia 1973 roku). Artykul ten
otwieral próbny i pierwszy numer naszego
miesiecznika. Wielu sadzi, ze jest to tez
najlepszy artykul w Delcie. Prezentujemy
go dla nowego pokolenia Czytelników.

Redakcja

L

Rozwiazanie zadania M 848.
Podzielmy obie strony rozpatrywanego
równania funkcyjnego przez xy

Kladac g(x) = l(x)/x, dostajemy
g(xy) = g(x) + g(y). Nastepnie,
funkcja h. (O, +00) -~ R okreslona
wzorem h( x) = g( eX) spelnia równanie
h(x + y) = h(x) + h(y) Jesli l jest
ciagla, to h tez. Mozemy wiec skorzystac
z wyników zadania 847 (inna w tym
przypadku dziedzina niczego nie zmienia):
h(x) = ax dla pewnego a E R. Wynika
stad, ze lex) = xg(x) = axlnx.

Pojecie liczby naturalnej jest latwe do przyswojenia. Tak latwe, tak swojskie,
ze wydaje sie, iz liczby naturalne sa wziete bezposrednio z otaczajacego
swiata materialnego. Zapominamy na ogól, ze latwo napisac, nawet na
malym kawalku papieru, nazwe liczby naturalnej n, która jest nierealizowalna
w swiecie materialnym, tzn. dla której trudno podac przyklad n-elementowego
zbioru przedmiotów realnych. Liczba n = 100010001000 jest przykladem takiej
nierealizowalnej liczby naturalnej. Poczatkowe liczby naturalne sa latwo
wyobrazalne, nie mozna tego powiedziec o liczbach bardzo duzych. Niemniej
zbiór N wszystkich liczb naturalnych mozna latwo zdefiniowac.

Musi zawierac liczbe 1. Jesli zawiera liczbe n, to musi zawierac takze liczbe
n + 1. I nic wiecej, tzn. jest naj mniejszym zbiorem o powyzszych dwu
wlasnosciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina dowcip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiscie mozna tam
wlozyc jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, ze jesli wlozylismy do walizki
n chusteczek, to (n + l )-sza tez da sie zaladowac. Zatem de;>walizki mozna
wlozyc tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskonczenie wiele!

Mozemy sobie wyobrazic, ze matematyk ma taka abstrakcyjna walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej, dodatkowej walizeczce nosi
ich "odbicia lustrzane w zerze", tzn. liczby calkowite ujemne. Musi sie jeszcze
zdecydowac, do której walizeczki wlozyc liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubia zaliczac zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie nie
warta przyslowiowego funta klaków. Klócic sie o zero? O matematyczne "nic"?
Nie warto!

Oprócz walizeczek z liczbami calkowitymi matematyk ma takze maszynke
do precyzyjnego siekania tych liczb. Mówiac powazniej, matematyk z liczb
calkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. "ulamki" mln, gdzie
m jest liczba calkowita, a n - liczba naturalna (nie zerem!). Pewne z tych
ulamków nalezy uznac za równe. Na ulamkach tych mozna w naturalny sposób
zdefiniowac podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz
wtórne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero!). Mozna
je tez uporzadkowac, tzn. wprowadzic relacje mniejszosci x < y. Intuicyjnie
latwo sobie "wyobrazic" liczbe wymierna. Latwo bowiem wyobrazic sobie n-ta
czesc czegos, to znaczy liczbe lin; latwo tez wyobrazic sobie m takich czesci,
tzn. liczbe mln, z ewentualna zmiana znaku, czyli z "odbiciem lustrzanym
w zerze".

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wszystkie transakcje
handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich
oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duzo, bo nieskonczenie
wiele. W praktyce do rachunków uzywa sie tylko skonczenie wielu liczb
wymiernych (trudno byloby oszacowac ile). Tak juz jednak jest z matematykami.
Jesli cos tworza, czynia to na ogól w pelnej ogólnosci, wskutek tego na wyrost,
na ogól wiecej, niz jest to potrzebne w praktyce.

Niestety, zbiór liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla
dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia polozona miedzy nimi. Jest
jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa równiez rozmieszczone w sposób
gesty, tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze
dziura. Te dziury biora sie nie ze starosci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru
w wyniku tak czestego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka

11



Rozwiazanie zadania F 477.
Kat widzenia 47° daje w ognisku
obiektywu dzisiejszych aparatów obraz
o rozmiarach 4,5 cm, co odpowiada
dlugosci przekatnej klatki 24 X 36 mm.
Przekatna szklanej plyty 9 X 12 cm jest

równa ~ = 15 (cm), co daje
nam ogniskowa pierwszych aparatów
równa 150 mm. Byly to wiec dosc
potezne maszyny. Dopiero wprowadzenie
drobnozIarnistych blon fotograficznych
pozwolilo na konstrukcje dzisiejszych
porecznych urzadzen.

Rozwiazanie zadania M 849.
Niech rp: (0,+00) --+ (-1,+00)
bedzie dana wzorem rp(x) = x-L

Jesli f spelnia (*), to g = rp-lO f o <I>

spelnia równanie g( xy) = g( x )g(y)

oraz g : (0,+00) --+ (0,+00). Niech
wreszcie h : (-00, +00) --+ (-00, +00)
bedzie zdefiniowana nastepujaco:
h(x) = In[g(eX)]. Wtedy funkcja h jest
ciagla (bo f jest ciagla) oraz spelnia
równanie h(x + y) = h(x) + h(y) dla
dowolnych rzec7.ywistych x, y. Na mocy
wyniku zadania 847 mamy h(x) = ax dla
pewnego a E !t, wiec g(y) = ea In y oraz
f(x) = (rp o g o rp-l)(X) = ea1n(x+l) - 1 =
= (x + 1)" - 1.

Uwaga dla koneser6w: Zbiór (-1, +00)
z dzialaniem x * y = xy + x + y

i elementem neutralnym Ojest grupa
izomorficzna z R + z mnozeniem (albo R
z dodawaniem). A wiec w istocie zadanie
polega na wyznaczeniu wszystkich
ciaglych endomorfizmów grupy (R +, ., 1)
i przetlumaczeniu ich na endomorfizmy
grupy «-1, +00), *, O).

jest matematyczna natura tego zbioru. Zbiór liczb wymiernych ma postac
bardzo gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyjasnic, co rozumiemy przez dziure w zbiorze liczb wymiernych
(zawodowi matematycy mówia "luka" zamiast "dziura"). Dziura nazywamy
taki podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory
W1 i W2, ze - po pierwsze - kazda liczba ze zbioru W1 jest mniejsza od kazdej
liczby zbioru W2, oraz - po drugie - w zbiorze W1 nie ma liczby najwiekszej,
a w zbiorze W2 nie ma liczby najmniejszej. Mówimy, ze taka dziura lezy miedzy
licz bami wymiernymi W1 i W2 (W1 < W2), jesli W1 nalezy do W1, a W2 nalezy
do W2. Na przyklad, zaliczmy do W1 wszystkie ujemne liczby wymierne i te
nieujemne, których kwadrat jest mniejszy od 2, a do W2 zaliczmy wszystkie
dodatnie liczby wymierne, których kwadrat jest wiekszy od 2. Podzial zbioru W
na zbiory W1, W2 jest dziura (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo
latwo sprawdzic, ze dziura ta lezy miedzy liczbami 1 i 2. Bez trudu mozna by
wyznaczyc bardziej dokladnie polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi,
ze lezy ona miedzy 1,41 a 1,42. Oczywiscie mozna wyznaczyc jej polozenie
jeszcze dokladniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest zródlem wielu klopotów.
Obrazowo mozna powiedziec, ze przez te dziury wycieka tresc matematyczna
wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze.
Zbiór liczb wymiernych jest swietny do rachunków na liczbach konkretnych,
ale zly dla wielu celów teoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dzialan
na liczbach niz dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jesli
chce sie wykonywac te dzialania w sposób dokladny, a nie przyblizony. Juz
pierwiastkowanie nie jest wykonalne w tym zbiorze. Spróbujcie okreslic taka
pozyteczna funkcje jak log x (x > O) tak, by zarówno x, jak i log x byly liczbami
wymiernymi - nic z tego nie wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje sie
po prostu brak liczb, zbiór liczb wymiernych jest za maly, by wykonywac w nim
logarytmowanie lub pierwiastkowanie (dokladne, a nie przyblizone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dzialania, wygladajace na naturalne
lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnosc
dzialan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotów, na których
dzialania maja byc wykonane, lub które maja byc wynikiem tych dzialan.
Mozna by przytoczyc wiele przykladów - nawet z najnowszej matematyki.
Przytoczymy tu tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru
liczb rzeczywistych.

Rozszerzenie to wykonuje sie w sposób nastepujacy. Przed kazda dziura
w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do jej zatkania
(liczbe wymierna wygodnie jest interpretowac jako punkt na osi liczbowej;
wówczas kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na
tej osi). Nastepnie jednym uderzeniem mlotka matematyk wbija wszystkie
kolki. Zwracam uwage na fakt, ze matematyk jednym aktem woli wbija
od razu wszystkie kolki we wszystkie dziury! Nie nalezy wyobrazac sobie
procesu wbijania w ten sposób, ze najpierw numeruje wszystkie dziury
liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno od n-tej dziury do n + 1-szej
i zabija je kolkami. Takie postepowanie byloby niemozliwe, mozna bowiem
udowodnic, ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest tak duzo, iz nie mozna ich
ponumerowac wszystkimi liczbami naturalnymi.

Wszystkie liczby wymierne mozna ponumerowac kolejnymi liczbami
naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze - nie! Dziwne, nieoczekiwane,
ale prawdziwe. Jakkolwiek ponumerowalibysmy te dziury wszystkimi
liczbami naturalnymi, zawsze znalazloby sie jeszcze nieskonczenie wiele
nieponumerowanych dziur! Zawodowi matematycy mówia, ze jakis zbiór jest
przeliczalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ponumerowac kolejnymi
róznymi liczbami naturalnymi, a jest nieprzeliczalny, jesli tego nie mozna zrobic.
Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie wieksze, znacznie bogatsze w elementy niz
zbiory przeliczalne. Zbiór liczb wymiernych jest przeliczalny, a zbiór wszystkich
dziur w tym zbiorze jest nieprzeliczalny. Widac stad, ze w zbiorze liczb
wymiernych jest wiecej dziur niz liczb! Czyz mozna miec zaufanie do takiego
zbioru? Nic dziwnego, ze wiele tresci matematycznej wycieka przezen.
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Rozwiazanie zadania F 478.
Jasnosc obiektywu o zmiennej ogniskowej
jest najwieksza dla ogniskowej 70 mm,
czyli przy najmniejszym powiekszeniu
obrazu. Zwiekszajac ogniskowa (a wiec
i wielkosc obrazu) oraz zachowujac
jednoczesnie staly otwór przeslony,
zmniejszamy tym samym jasnosc
obiektywu. Osiaga wiec ona najmniejsza
wartosc przy maksymalnym powiekszeniu
obrazu, czyli dla ogniskowej 200 mm,
i jest wtedy 200/70"," 3 razy mniejsza
od maksymalnej.

Konkurs Prac
Mlodych Naukowców
Unii Europejskiej
Znów sukces - na razie w finale

Ogólnopolskich Eliminacji - odniesli
laureaci naszego Konkursu Prac
Uczniowskich z Matematyki.
Grzegorz i Michal Kapustka
z praca O pewnych wlasnosciach
parzystokatów wpisanych i opisanych

na okregach (streszczenie w Delcie
4/1998) zajeli pierwsze miejsce ex
aequo z Maciejem Walczakiem,
który przedstawil prace Chemiczna

synteza aminoalkilo - fosforanów
nukleozydów. Nasi laureaci zostali
tez zakwalifikowani do Finalu

Europejskiego, który odbedzie sie
we wrzesniu w Porto (Portugalia).

Wiecej o organizowanym przez Unie
Europejska konkursie pisalismy
w Delcie 5/1995, 1/1997, 3/1997.
Byc moze, ze teraz tez napiszemy,
gdy naszym reprezentantom uda sie
przywiezc medal, czym juz dwa razy
moglismy sie chwalic.

Powrócmy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywistych. Wbite koleczki
nazwiemy liczbami niewymiernymi, a calosc, tzn. zarówno liczby wymierne,
jak i niewymierne, nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie
ustalona terminologia. Czytelnik latwo sie domysli, ze koleczek, który zatkal
dziure, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznaczac bedziemy
symbolem yI2.

J ak w kazdej innej konstrukcji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy
wyróznic dwie strony tego samego zadania: 1) intuicyjne wyjasnienie celu
i metody konstrukcji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem
najwyzszych kryteriów scislosci wspólczesnej matematyki. Opisane powyzej
wbijanie koleczków w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukcji, wyjasnienie jej
celu. Precyzyjny opis konstrukcji - to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie
- powiedzialbym - dosyc niewdzieczne. Znamy dwie metody "wbijania
koleczków" , mianowicie metode Dedekinda i metode Cantora. Obydwie sa
bardzo precyzyjne i obydwie maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej
istotnymi szczególami technicznymi podstawowa, jasna i prosta intencje
konstrukcji. Dlatego nie przytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko
o zasadniczej róznicy miedzy tymi metodami. Oczywiscie koleczki musza byc
z czegos zrobione, z jakiegos tworzywa, naturalnie z jakiegos abstrakcyjnego
tworzywa pojec matematycznych. Otóz metody Cantora i Dedekinda róznia
sie glównie materialem, z którego zrobione sa koleczki. W metodzie Dedekinda
koleczkiem zatykajacym dziure jest sama dziura! Dziure zatyka sie nia sama!
Mozna powiedziec, ze w metodzie tej koszty zuzycia materialów zostaly
doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukcja zostala wykonana, koleczki sa wbite. Pozostalo nam sprawdzic,
czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie
powstaly jakies nowe dziury. Na szczescie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbiór liczb rzeczywistych jest calkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury
mozna wprawdzie sformulowac w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogóle nie ma takich
dziur.

Okazuje sie, ze zbiór liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszcze lepsze niz zbiór
liczb wymiernych. Mozna ten zbiór uporzadkowac, mozna uogólnic podstawowe
dzialania arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)
na liczby rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywac bez
zadnych ograniczen wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak
pierwiastkowanie, potegowanie, logarytmowanie itp., których wykonalnosc
w dziedzinie liczb wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrecz
niemozliwa.

Okazalo sie ponadto, ze w oparciu o pojecie liczby rzeczywistej mozna zbudowac
cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspólczesnej matematyki.
U podstaw wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy "szczelnosc" zbioru
liczb rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika "zupelny"
zamiast szczelny). Twierdzenia analizy matematycznej przestaja byc prawdziwe,
jesli zbiór liczb rzeczywistych zastapic przez zbiór liczb wymiernych. To wlasnie
mielismy na mysli, mówiac zartobliwie o przeciekaniu wiedzy matematycznej
przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby rzeczywistej jest niezbedne
dla calej matematyki teoretycznej. Jest równiez niezbedne dla formowania
ogólnych metod matematyki stosowanej az do momentu, gdy w gre wchodza
przyblizone rachunki na konkretnych liczbach. Wtedy powracamy do bardziej
elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywistej. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora
lub Dedekinda, wydaje sie byc tworem dosc mistycznym, wydaje sie byc
znacznie mniej rzeczywista - w potocznym znaczeniu tego slowa - niz liczba
wymierna. Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym
narzedziem pracy, jest równie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywiste sa równie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie sa bowiem
poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mózgu matematyka. Jedne
i drugie maja ten sam typ realnosci.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VnI 1998

--
Klub 44

,• 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od °
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Zadania z matematyki nr 363, 364
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 347 (WT=I,38) i 348 (WT=2,33)

z numeru 10/1997
Maciej Mostowski - Warsza.wa. 40,10
Witold Bednarek - Lódz 31,89
Piotr Kumor - Olsztyn 31,20
Bogumila Piotrowska. - Zielona Góra 30,88

363. Punkty P i Q leza odpowiednio na plaszczyznach zawierajacych sciany BCD
i CDA czworoscianu foremnego ABCD. Dowiesc, ze z odcinków AP, PQ i.QB mozna
zbudowac trójkat.

364. Niech an = )2 + /2 + /2 + ... +..../2(w okresleniu liczby an symbol
pierwiastka kwadratowego wystepuje n-krotnie). Obliczyc lim 2n·..../2 - anon_=

Zadanie 364 zaproponowal pan Janusz Wojtal z Legionowa.

Rozwiazania zadarI z matematyki z numeru 2/1998
Przypominamy tresc zadan:

355. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb calkowitych (p, x, y l, w których p jest liczba
pierwsza, spelniajace równanie pI - Y p = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz trójkat ABC, którego katy sa znane (LA = a,
LB = (3, LC = ,). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym
IADI = nt, IABI, IAEI = nt, . lAGI Punkty Pl"'" Pn leza na boku BC, przy czym
IBP,I = IP,P21 = = IPn-,Pnl = IPnCI = nt, ·IBGI· Obliczyc sllme

ILDp,EI + ILDP2EI + ... + ILDPnEI.

355. Przypuscmy, ze liczby p, x, y spelniaja podane warunki
i ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Liczba pX = yP + 1 dzieli
sie wówczas przez y + 1; istnieje wiec liczba calkowita n:::: 1,
taka, ze y + 1 = pn. W takim razie

pX = yP + 1 = (pn _ l)P + 1 =
p-3

(~) pnp + L(~)pn(p-k)( _l)k - (p ~ J p2n + (p: 1) pnk=1
p-3

(gdy p = 3, "pusta" suma L: ma wartosc zero). Wspólczynniki
k=1

(~) sa podzielne przez p, gdy O < k < p; otrzymujemy równosc

p(p - 1)
pX = pnp + A . p3n+1 . p2n + p . pn

2

dla pewnej liczby calkowitej A. W kazdym z pierwszych trzech
skladników po prawej stronie liczba p wystepuje w potedze
wyzszej niz n+ 1. Wobec tego x = n + 1; otrzymana przed chwila
równosc przybiera (po podzieleniu przez pn+1 i odjeciu stronami
jedynki) postac

O - np-n-I + A 2n p-l n
- p 'p - -2-'P

- to zas jest mozliwe tylko wtedy, gdy wykladniki np-n-l

oraz n sa równe, czyli gdy n(p - 2) = 1, czyli dla p = 3, n = 1.
Wówczas x = 2, Y = 2.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy p = 2. Wtedy trójki
(p,x,y) = (3,2,2) oraz (2,1,1) spelniaja zadane równanie
i stanowia jego pelne rozwiazanie. 2X - 1 = y2 == 1 (mod 4),
skadx=l,y=1.
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356. Przyjmijmy Po = B. Kazdy z czworokatów Pi-IDEPi

jest równoleglobokiem; zatem ILDPiEI = ILPi-IDPd, a wiec
rozwazana suma jest równa

ILPoDPl1 + /LPIDP21 + ... + ILPn-IDPnl = ILPoDPnl =
= ILBACI = a.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1998

Zadania z fizyki nr 260, 261
Redaguje Jerzy B. BROJAN

260. Filtr polaryzacyjny przepuszcza 85% swiatla spolaryzowanego wzdluz jednej
osi, a drugiej skladowej nie przepuszcza w ogóle. Jezeli na zestaw takich filtrów pada
swiatlo spolaryzowane liniowo, to ile ich trzeba wziac i jak je ustawic, aby wiazka
przechodzaca miala plaszczyzne polaryzacji obrócona o 90° i maksymalne natezenie?

261. W dlugiej rurze o stalym przekroju znajduje sie gaz pod cisnieniem 105 Pa,
którego temperatura zmienia sie liniowo od O°C na jednym koncu rury do 200°C na
drugim koncu. Ile bedzie wynosilo cisnienie w rurze, jezeli zamkniemy ja szczelnie
i doprowadzimy gaz do jednakowej temperatury 100°C?

,,,
I

l',,

c ~-I --.......,'"I '
,I '
\ \

I '
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Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1998
Przypominamy tresc zadan:

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi na poziomej
powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gladkie kule A i B o masach mA i ma oraz promieniach
a i b, przy czym a < b, c < a + b.

a) Obliczyc minimalna mase walca, przy której sie on nie przewróci.
b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe polozenia tej
kuli (zob. rysunek; dla uproszczenia mozna zalozyc, ze A i C sie nie zetkna), obliczyc minimalna
mase walca m, przy której sie on nie przewróci.

253. Przyjmijmy, ze gaz jest doskonaly (scisle spelnia równanie pV = nRT), a jego cieplo molowe
w stalej objetosci Cv jest równe (3/2)R ponizej pewnej nieznanej temperatury T' i (5/2)R
powyzej tej temperatury. Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetosci Vo i cisnienia Po

ogrzano ten gaz izochorycznie zwiekszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do
poczatkowej wartosci cisnienia, objetosc okazala sie równa 2Vo; powracajac do punktu poczatkowego
na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyc sprawnosc tego cyklu (podac wartosc
liczbowa)

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 248 (WT=I,75) i 249 (WT=2,88)

z numeru 12/1997
Przemyslaw Gadzinski - Sroda Sl. 42,92
Andrzej Idzik Boleslawiec 32,09
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 18,68
Tomasz Wietecha - Ta.rnów 15,39
Ma.rek Wójcicki - Szczecin 11,72
Aleksa.nder Surma - Myszków 11,08

Rozwiazanie zadania M 847.
Podstawiajac w rozpatrywanym równaniu
x = y = O otrzymujemy f(O) = O.

Nastepnie, kladac y = -x, dostajemy
fe-x) = -f(x). Niech f(l) = a. Przez
latwa indukcje dowodzimy, ze wzór
f(nx) = nf(x) jest sluszny dla wszystkich
x E R i wszystkich calkowitych n. Zatem
fen) = na dla n E Z.

Wreszcie, dla p, q E Z \ {O} mamy
lep/q) = (l/q)(qf(p/q)) = (l/q)f(p) =
= (p/q)a. Udowodnilismy wiec wzór
l(x) = xa dla wszystkich x E Q.
Poniewaz kazda liczbe rzeczywista mozna
przyblizac liczbami wymiernymi, a f jest
funkcja ciagla, wiec wzór ten zachodzi dla
dowolnego x E R. Ostatecznie, jedynymi
funkcjami ciaglymi spelniajacymi
rozpatrywane równanie funkcyjne sa
funkcje liniowe postaci lex) = ax.

252. a) Odcinek laczacy srodki kul A i B jest nachylony do poziomu pod katem 0', który
mozna obliczyc z warunku 2c = a + b + (a + b) cos 0'. Sile oddzialywania kul na siebie F AB
wyznaczymy z warunku równowagi kuli B - otrzymujemy FAB = mBg/ sina. Pozioma
skladowa tej sily wynosi F AB cos O'= mBg ctg O' i jest równa sile oddzialywania kazdej
z kul na scianke walca. Mnozac te wielkosc przez ramie (a + b) sin O'znajdujemy moment
pary sil M = mBg(a + b) cosO' = mBg(2c - a - b). Aby walec sie nie przewrócil, ciezar
walca i reakcja podloza musza utworzyc pare o przeciwnym momencie - stad wyznaczamy
mmin = mB(2c - a - b)/d.

b) Gdy kula C oprze sie o scianke po tej samej stronie cO A, odcinek laczacy srodki
C i B bedzie nachylony do poziomu pod tym samym katem 0', co poprzednio, a sila
oddzialywania kuli C na scianke wyniesie Fe = mAg ctg 0'. Dalsze obliczenia wykazuja, ze sila
oddzialywania A na scianke wzrosnie w porównaniu z poprzednim przypadkiem o te sama
wielkosc Fe, a sila oddzialywania B na scianke - o 2Fe. Zatem moment M i wartosc mmin
pozostana nie zmienione.

Gdy kula C oprze sie o scianke po stronie przeciwnej do A, odcinek laczacy srodki C i B

bedzie nachylony do poziomu pod katem f), którego cosinus jest równy cosf) = (b - a)(b + a).

Obliczamy sily nacisku na scianki: Fe = mAgctgf), FA = (mA + mB)gctgO',

FB = FA - Fe. Moment tych sil wynosi M = Fe(a + b) sin f) + FA(a + b) sina, zatem
mmin = mA(b - a)/d + (mA + mB)(2c- a - b)/d.

253. Przemiane adiabatyczna gazu doskonalego opisuje równanie Poissona, które w zmiennych
p i T ma postac TU /p = const, gdzie parametr a = Cp/ R = 1 + Cv / R ma wartosc al = 5/2,
gdy Cv = (3/2)R, a a2 = 7/2, gdy Cv = (5/2)R. Nietrudno sprawdzic, ze nachylenie adiabaty
przedstawionej w zadaniu odpowiada parametrowi a o wartosci posredniej miedzy al a a2,
co oznacza, ze musi sie ona skladac z dwóch segmentów, na których obowiazuja równania
TUI /p = const i TU, /p = const. Zatem

(3To)7/2 _ (TI)7/2 (T)5/2 _ (2To)5/2
3po - p' p' - Po

gdzie To jest temperatura poczatkowa, a parametry pl i T' odnosza sie do punktu zszycia
segmentów. Znajdujemy T' = To(3/2)5/2, ~ dalej

_ 3 I 5 ( ') _ ( 5/2)Qizochor - 2R(T - To) + 2R 3To - T - RTo 6 - (3/2)
5 5

Qizobar = -R(2To - To) = -RTo ,2 2

'fi = 1 - Qizobar = 0,229.
Qizochor
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Obserwacje predkosci nadswietlnych nikogo specjalnie juz nie dziwia. Jest to
oczywiscie efekt pozorny. Pisalismy o tym ostatnio w Delcie 4/1992, mozliwe
jednak, ze nie wszyscy mlodzi Czytelnicy moga siegnac pamiecia tak daleko,
przypomnimy wiec krótko, o co tu chodzi. Niech z kwazara (rysunek) wyleci
z duza predkoscia v swiecacy oblok pod katem f) do promienia widzenia.
Towarzyszacy temu impuls swiatla porusza sie ku Ziemi tak, ze x' = ct, gdzie
t jest czasem liczonym od blysku. W tym czasie oblok zblizy sie do Ziemi
o x = vt cos f), a od promienia widzenia oddali sie poprzecznie o y = vt sin f).

Gdy swiatlo dotrze do Ziemi, obserwator odniesie wrazenie, ze oblok oddalil
sie od kwazara o y w czasie D..t = (x' - x) / c, zatem pozorna predkosc obloku
wymesIe

y sin f)

_ vpoz = D..t = vI _ ]L cos f) .
x' ku Ziemi c

Na przyklad dla v = 0,9 c i f) = 10° dostajemy vpoz ~ 2c.

W roku 1994 odkryto nastepne dwa przypadki predkosci nadswietlnych
w rentgenowskich zródlach o katalogowych symbolach GRS 1915+105
i GRO J1655-40 i nie byloby w tym sensacji, gdyby nie fakt, ze pierwsze zródlo
lezy w Orle, a drugie w Skorpionie, czyli w Drodze Mlecznej. Wykluczone
jest, by dalo sie zobaczyc kwazara przez warstwe materii miedzygwiazdowej
zalegajacej w plaszczyznie naszej Galaktyki, zródla te musza wiec lezec
stosunkowo blisko, a w kazdym razie w Galaktyce! I rzeczywiscie, okazalo
sie, ze zródla te to gwiazdowe uklady podwójne, w których jeden skladnik
promieniuje w zakresie gamma i rentgenowskim (w kazdym razie od czasu
do czasu, dlatego zródla takie nazywaja sie przejsciowe lub chwilowe, po
angielsku transient). Ich odleglosci oceniono odpowiednio na 12 kpc i 4 kpc.
Pozornie nadswietlny ruch obloków stwierdzono za pomo,ca - jak zwykle
- interferometrycznych obserwacji radiowych z uzyciem wielkich baz. Obloki
wystrzeliwane ze zródla GRO J1655-40 w Skorpionie poruszaja sie katowo
szybciej niz jakikolwiek obiekt lezacy poza Ukladem Slonecznym, mianowicie
62 milisekundy luku na dobe.

J ak latwo zgadnac, tak burzliwe procesy napedzane sa zazwyczaj przez
czarna dziure. W przypadku tych dwóch zródel rentgenowskich, które zreszta
zaczeto nazywac minikwazarami, równiez podejrzewa sie obecnosci czarnych
dziur, co sugeruja tez oszacowania masy obiektu centralnego. Szczególnie
korzystna sytuacja zachodzi dla zródla w Skorpionie. Obserwuje sie w nim
po prostu wzajemne zacmienia skladników ukladu podwójnego. Oznacza to,
ze Ziemia znajduje sie praktycznie w plaszczyznie orbit obu skladników, a stad
oszacowanie mas jest dosc wiarygodne. W tym przypadku centralny obiekt
minikwazara ma mase oceniona na 4-5 mas Slonca, co jest wiecej niz najwieksza
masa gwiazdy neutronowej, zapewne wiec musi byc czarna dziura.

Patrz w niebo

kwazar

JJb

Tomasz KWAST

Czerwiec

T.K.

Czerwiec to najkrótsze noce i robi sie ciemno, gdy
wlasciwie nalezaloby isc spac. Kto jednak poczeka, az
ukaza sie gwiazdy, moze zwrócic uwage na Wolarza. Jego
najjasniejsza gwiazde, Arktura, odnajduje sie bez trudu.
J ak pisalismy miesiac temu, Arktur lezy na lukowatym
przedluzeniu ogona Wielkiej Niedzwiedzicy, a w ogóle jest
jedna z najjasniejszych gwiazd na pólnocnej pólkuli nieba.
Jest pomaranczowym olbrzymem, okolo 25 razy wiekszym
od Slonca i znajduje sie w odleglosci 11 pc. Dosc wyrazna
pomaranczowa barwa Arktura jest, oczywiscie, wynikiem
jego stosunkowo niskiej temperatury powierzchniowej
wynoszacej 4000 K.

Ale naj piekniej widac barwy gwiazd, gdy znajdzie sie
dwie bardzo blisko siebie lezace i o bardzo róznych
temperaturach. Taka wlasnie gwiazda podwójna znajduje
sie o 10° na pólnocny wschód od Arktura. Ma nawet

wlasna nazwe, Pulcherrima, co oznacza "przepiekna".
Jej skladniki dzieli katowa odleglosc 3','6, a ich jasnosci
sa 2,7 oraz 5,12 mag. Skladnik jasniejszy jest gwiazda
chlodna jak Arktur, a slabszy goraca i przez to niebieska.
Juz w lepszej lornetce widok Pulcherrimy rzeczywiscie
odpowiada jej nazwie.

21 czerwca zaczyna sie lato i dni juz beda sie skracac, choc
wakacje dopiero sie zaczynaja. Wenus i Saturn znajduja
sie w Baranie, a wiec ich nie widac, Mars jest w Byku i tez
zachodzi, kiedy jest jeszcze widno. Widac jedynie Jowisza
w Rybach, a i to dopiero nad ranem. Pelnia Ksiezyca
wypada 10 VI, Ksiezyc zblizy sie mocno do Regulusa 1 VI,
do Jowisza 17 VI, do Aldebarana 22 VI i ponownie do
Regulusa 28 VI. Aldebarana nawet zakryje, ale poniewaz
jest to gwiazda z Byka, to nad horyzontem przebywa
obecnie w dzien, a wiec zjawiska nie bedzie widac.
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6/98 (6)

r~ati ••~
lf,-OO

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (4')
Wyjasnienie oszustwa (4):

Zatem y = ~ + l jest asymptota ukosna zarówno w +00,
jak i w -00.

JWR

Objetosc kuli wpisanej w czworoscian jest równa

l7r103> 4000, czyli jest wieksza od objetosci czworoscianu!

Dane w zadaniu sa zle dobrane. Wieloscian opisany na

sferze o promieniu 10 musi miec pole powierzchni wieksze

od pola powierzchni tejze sfery, czyli 4007r > 1200.

Czesc wykresu naszkicowalismy ponizej. Mamy nadzieje,
ze bez trudu dorysujesz reszte, drogi Czytelniku. Pamietaj,

ze wykres musi zblizac sie do asymptoty w miare

posuwania sie do -00.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (5)
ZADANIE: Naszkicowac wykres funkcji

J(x)=Vx2+x+1-lx.

JWR

JWR

86-8

skad widac, ze liczba a19 jest parzysta, gdyz dzieli sie

przez 2 w potedze 39 - 16 - 22 = 1.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (6)

Rozpatrzmy ciag 1, 8, 45, 220, 1001, ... Latwo sprawdzic,
ze. n-ty wyraz tego ciagu mozna zdefiniowac wzorem

(*) an = 4 + 42 + 43 + ... + 4n - 3 - 32 - 33 - ... - 3n.

Ciag ten mozna równiez odnalezc w trójkacie Pascala jako

jedna z jego kolumn i wtedy

(2n + 4)
(**) an = .n-l

Ze wzoru (*) widzimy, ze a19 jest liczba nieparzysta·

T ( ) (42) 42!ymczasem ze wzoru ** mamy a19 = 18 = 18!24!'

Czynnik 2 wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby

42! z wykladnikiem [~] + [~] + [~] + [*] + [~] = 39,

18! z wykladnikiem [~] + [Jf] + [lf] + [t%] = 16,

24! z wykladnikiem [~] + [~] + [284] + m·] = 22,

Aha, i nie bazgraj niczego pod osia OX, bo J jest funkcja
dodatnia·

1 1
2 - 2

1 1
2 - 2

VX2 + x + 1- lx
x

J(x) = lim
-x x--+-oo

_ lim I x2 + x + 1$_+00 V x2

a = lim
x--+-oo

Podobnie w -00

oraz

oraz

Asymptota ukosna w +00 ma równanie y = ax + b, gdzie

. J(x) . vx2+x+1-lxa = lim -- = hm ------~~
$_+00 x x-+oo x

b= lim (J(x)-ax)= lim (vx2+X+1-X)x-+oo x--++oo

. (vx2+x+1-x) (vx2+x+1+x)= hm --'-------;===='=--=--'-=----------
"'-+00 VX2 + x + 1 + x

. x+1 . 1+~ 1= hm -.=-.=-=====-=--= hm -- ---- = -

"'_+00 vx2 + x + 1 + x "'_+00 j ",2+"'+1 + 1 2",2

b = "'~~oo (J(x) - ax) = "'~~oo ( VX2 + x + 1- x)

. (vx2+x+1-x)(vx2+x+1+x)= hm ~----;=====-=---=---=--------
"'_-00 vx2 + x + 1 + x

. x+1 . 1+~ 1= hm --=====-- = hm ---~-- = -

x_-oo VX2 + x + 1 + x "'--00 j ",2~~+1 + 1 2

Rozwiazanie: Wazna rzecza jest znalezienie asymptot

ukosnych, gdyz ich naszkicowanie ulatwi poprowadzenie

wykresu funkcji.

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Zadania I stopnia
Olimpiad 1998/99
beda opublikowane

we wkladce
do Delty 9/1998

Dodatek Olimpijski
Zadania II stopnia oraz finalu

Olimpiady Astronomicznej, Fizycznej i Matematycznej

XLIX OLIMPIADA MATEMATYCZNA 97/98
ZAWODY II STOPNIA (27-28 lutego 1998)

1. Niech An = {1,2, ... ,n}. Rozstrzygnac, czy
dla kazdej liczby naturalnej n:::: 2 istnieja funkcje
f: An -+ An, g: An -+ An, spelniajace warunki:

J(J(k)) = g(g(k)) = k dla k = l, ,n;

g(J(k))=k+l dla k=l, ,n-l.

2. W trójkacie ABC kat BCA jest rozwarty oraz
LBAC = 2 . LABC . Prosta przechodzaca przez
punkt B i prostopadla do boku BC przecina
prosta AC w punkcie D. Punkt M jest srodkiem
boku AB. Dowiesc, ze LAMC = LBM D.

3. (a) Liczby nieujemne a, b, c, d, e, f, których suma
jest równa l, spelniaja zaleznosc l

ace + bdf:::: 108 .
Udowodnic, ze

l
abc + bcd + cde + def + efa + fab :':: 36 .

(b) Rozstrzygnac, czy istnieje szesc róznych liczb
dodatnich a, b, c, d, e, f o sumie równej l, dla
których obie napisane wyzej nierównosci staja sie
równosciami.

4. Znalezc wszystkie pary liczb calkowitych x, y

spelniajace równanie x2 + 3y2 = 1998 x.

5. Liczby nieujemne al, a2, ... , a7, h, b2, ... , b7

spelniaja warunek

ai+bi:'::2 dla i=1,2, ... ,7.

Wykazac, ze dla pewnych dwóch róznych
licz b k, m E {l, 2, ... , 7} zachodzi nierównosc
lak - aml + Ibk - bml :':: 1.

6. Dany jest czworoscian ABCD. Dowiesc,
ze krawedzie AB i C D sa prostopadle wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki
równoleglobok CDPQ, ze P A = P B = P D oraz
QA= QB = QC.



ZAWODY III STOPNIA (24-25 kwietnia 1998)

3. Pieciokat wypukly ABGDE jest podstawa
ostroslupa ABGDES. Plaszczyzna przecina krawedzie
SA, SB, SG, SD, SE odpowiednio w punktach A',

B', G', D', E' (róznych od wierzcholków ostroslupa).
Udowodnic, ze punkty przeciecia przekatnych
czworokatów ABB'A', BGG'B', GDD'G', DEE'D',
EAA' E' leza na jednej plaszczyznie.

6. Rozwazamy na plaszczyznie kwadraty jednostkowe,
których wierzcholki maja obie wspólrzedne calkowite.
Niech S bedzie szachownica, której polami sa
wszystkie kwadraty jednostkowe zawarte w kole
okreslonym nierównoscia x2 + y2 :::; 19982. Na
wszystkich polach szachownicy piszemy liczbe +1.
Wykonujemy ciag operacji. Kazda z nich polega na
wybraniu dowolnego rzedu poziomego, pionowego
lub ukosnego i zmianie znaków wszystkich liczb
napisanych na polach wybranego rzedu. (Rzad ukosny
tworza wszystkie pola szachownicy S, których srodki
leza na pewnej prostej przecinajacej osie ukladu
wspólrzednych pod katem 45°.)
Rozstrzygnac, czy w ten sposób mozna doprowadzic
do sytuacji, w której na jednym polu bedzie napisana
liczba -1, a na wszystkich pozostalych +1.

4. Dowiesc, ze w ciagu (an) okreslonym wzorami

al = 1, an = an-l + a[n/2] dla n = 2,3,4 ...
wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych
przez 7.
Uwaga. [n/2] jest najwieksza liczba calkowita nie
przekraczajaca n/2.

5. Punkty D i E leza na boku AB trójkata ABG
i spelniaja warunek

AD AE _ (AG)2DB' EB - GB

Udowodnic, ze L.AGD = L.BGE.

(n = 0,1,2,3, ... )
gdy Xn -j 1,

gdy Xn = 1

1. Znalezc wszystkie uklady liczb calkowitych
(a, b, c, x, y, z) spelniajace uklad równan

{a + b + c = xyzx + y + z = abc

oraz warunki a:::: b :::: c ::::1, x:::: y :::: z :::: 1.

2. Ciag Fibonacciego (Fn) jest dany wzorami

Fa = Fl = l, Fn+2 = Fn + Fn+l dla n = 0,1,2, ...

Wyznaczyc wszystkie pary (k, m) liczb calkowitych
m> k :::: O, dla których w ciagu (xn) okreslonym
wzoramI

Fk

xa = Fm '

{ 2xn - 1
Xn+l = 1- Xn '

1,
wystepuje liczba 1.

Koncowa klasyfikacja
Laureaci:
1.-2. Michal Kapustka (Kraków), Piotr Przytycki
(Warszawa);

3.-7. Tomasz Czajka (Stalowa Wola), Lukasz
Kaminski (Pokrzydowo), Szymon Plis (Kraków),
Tomasz Sobieszek (Lódz), Marcin Stefaniak (Gdansk);

8. Eryk Kopczynski (Warszawa);

9.-12. Jakub Bialogrodzki (Gdansk), Tomasz EIsner
(Wroclaw), Arkady Husak (Gorzów Wlkp.), Grzegorz
Kapustka (Kraków);

13.-16. Michal Matuszewski (Katowice), Michal
Pleban (Zyrardów), Mikolaj Zalewski (Kraków),
Maciej Zenczykowski (Kraków).

Wyróznieni:
Piotr Buciak (Szczecin), Tomasz Dorau (Torun),
Katarzyna Drza.zga (Wroclaw), Jakub Gismatullin
(Wroclaw), Pawel Golonka (Kraków), Rafal Mamak
(Nowy Targ), Wojciech Martys (Stalowa Wola), Jakub
Wojtaszczyk (Warszawa), Pawel Wolff (Zielona Góra),
Pawel Zdziarski (Bydgoszcz).

Nagrody pierwszego stopnia przyznano zawodnikom
z miejsc 1-2, nagrody drugiego stopnia - zawodnikom
z miejsc 3-7, trzeciego stopnia - zawodnikom
z miejsc 8-16.

Na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej
Polske reprezentowac beda: Tomasz Czajka, Michal
Kapustka, Szymon Plis, Piotr Przytycki, Tomasz
Sobieszek, Marcin Stefaniak, oraz Lukasz Kaminski i Eryk
Kopczyilski jako rezerwowi.

Na Austriacko-Polskich Zawodach Matemat.ycznych
wystapi druzyna w skladzie: Jakub Bialogrodzki, Tomasz
EIsner, Arkady Husak, Lukasz Kaminski, Grzegorz
Kapustka, Eryk Kopczynski oraz Michal Matuszewski
i Mikolaj Zalewski jako rezerwowi.

Na Zawodach Matematycznych Panst.w Baltyckich
Polske reprezentowac beda: Jakub Gismat.ullin, Michal
Matuszewski, Jakub Wojtaszczyk, Mikolaj Zalewski,
Pawel Zdziarski oraz Tomasz Dorau i Pawel Golonka jako
rezerwowI.

Na obóz przygotowujacy do Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej pojedzie tez naj mlodszy uczestnik finalu,
czternastoletni Jakub Byszewski.
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XLI OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 97/98
Podajemy druga serie zadan I stopnia, zadania II stopnia (12 I 98; Chorzów,
Wloclawek) i zadania III stopnia (5-7 III 98; Chorzów).

ZAWODY I STOPNIA (druga seria)

1.5. W jakiej minimalnej odleglosci katowej
powinny znajdowac sie skladniki gwiazdy podwójnej
o zblizonych jasnosciach, aby fakt, ze jest ona gwiazda
podwójna, mozna bylo jeszcze stwierdzic, obserwujac
jej zakrycie przez Ksiezyc? Przyjmij, ze obserwator
jest w stanie dostrzec zmiany jasnosci zachodzace
w czasie nie krótszym niz 0,1 s.

1.6. Odleglosci miedzy poszczególnymi elementami
swiatloczulymi (pikselami) w detektorze kamery CCD
wynosza 9 J-lm. W którym z ponizej wymienionych
obiektywów zastosowanie kamery CCD pozwoli
osiagnac teoretycznie zdolnosc rozdzielcza ponizej
l sekundy luku?
Zdolnosc rozdzielcza którego z obiektywów kamera

wykorzysta w pelni?
Astrograf Sonnenfelda D = 20 cm, f = 100 cm,
Astrograf Cooke'a D = 33 cm, f = 200 cm,
Obiektyw Zeissa D = 30 cm, f = 450 cm,
Obiektyw Zeissa D = 8 cm, f = 120 cm.

D oznacza srednice obiektywu, zas f jego ogniskowa.

1.7. Sonda Cassini dotrze do Saturna po
skomplikowanym torze, zblizajac sie wczesniej do

Wenus (dwukrotnie) i do Jowisza. Jakiej energii
nalezaloby uzyc, aby sonda kosmiczna, znajdujaca sie
na orbicie wokólslonecznej o promieniu równym lj.a.,
dotarla do orbity Saturna bezposrednio?

1.8. Omów dotychczasowe rezultaty wyprawy sondy
Mars Pathfinder.

ZAWODY II STOPNIA

2.1. Krzywa jasnosci gwiazdy zmiennej zacmieniowej
ma w minimum glównym tzw. plaskie dno. Skladnik
o wiekszym promieniu ma nizsza temperature
efektywna. Oblicz jasnosci skladników gwiazdy,
wiedzac, ze w minimum glównym ma ona
jasnosc mmin = 6,5 mag, a w maksimum jasnosc
r/lmax = 6,0 mag.

2.2. Ostatnio opublikowano tabele wlasnosci
galileuszowycll ksiezyców Jowisza. Z danych zawartych
w tabeli mozna wyciagnac szereg wniosków dotyczacych
budowy wewnetrznej i jej zmian, ewolucji orbit tych
ksiezyców, a takze w lasnosci "mlodego" Jowisza.

loEuropaGanimedesKallisto

Odleglosc od Jowisza,

5,99,415,026,4
w promieniach planety

Promien, w km

1821156526352405

Gestosc, w kg/m3

3530302019401850

Okres obiegu, w dobach

1,773,557,1616,69

I/MR2

0,3780,3470,3110,406

gdzie: I - to moment bezwladnosci ksiezyca (dla kuli
h = 0,4 MR2).
Spróbuj sformulowac mozliwie duzo takich wniosków.

III

2.3. Oblicz czas trwania

calkowitego centralnego
zacmienia Slonca, obserwowanego
z powierzchni Ksiezyca. Dla
uproszczenia przyjmij, ze orbity
Ziemi i Ksiezyca sa kolowe
i wspólplaszczyznowe.

2.4. Na ilustracji przedstawiono
Urana wraz z pierscieniami
i kilkoma ksiezycami. Wiedzac,
ze promien Urana wynosi
Ru = 25400 km, a jego masa
Mu = 8,68 . 1025 kg oraz
zakladajac, ze pierscienie
i orbity ksiezyców sa kolowe
i wspólplaszczyznowe, oblicz,
w jakim odstepie czasu zostaly
wykonane przez lIST te dwa
zdjecia.



ZAWODY III STOPNIA

3.1. O warunkach klimatycznych na planecie
decyduje nie tylko ilosc energii uzyskiwanej od
gwiazdy, ale równiez atmosfera planety. Uzasadnij
to twierdzenie, analizujac model atmosfery
calkowicie "przezroczystej" dla promieniowania
elektromagnetycznego o dlugosciach fal mniejszych
od pewnego AD i calkowicie "nieprzezroczystej" dla
dluzszych fal. W szczególnosci oszacuj wartosc AD

dla tak skonstruowanej atmosfery, przy której na
Marsie srednia temperatura wynosilaby 300 K. Zalóz,
ze planeta i Slonce sa cialami doskonale czarnymi.
Uwagi i wskazówki.
Poniewaz temperatura SlOllca jest duzo wyzsza od
zakladanej w zadaniu, przyjmij, ze calosc energii
slonecznej, dochodzacej do Marsa, dociera do jego
powierzchni.
Dla uproszczenia rachunków mozna przyjac przyblizenie
liniowe polegajace na zastapieniu funkcji, opisujacej prawo
Plancka, linia lamana. W szczególnosci dla zgrubnego
oszacowania rozkladu Plancka w zakresie do okolic
maksimum mozna zastosowac prosta

E:::::: Emax v,
Vmax

gdzie wartosci oznaczone indeksem "max" odnosza sie
do maksimum rozkladu Plancka, tzn. czestotliwosci
wynikajacej z prawa Wiena i odpowiadajacej jej wartosci
rozkladu Plancka. Prawa dotyczace promieniowania ciala
doskonale czarnego maja postac:

27rv2 hv
prawo Plancka E = -?- h '

c- exp(k~)~l

prawo Wiena .Amax = ~,
prawo Stefana~Boltzmanna Ec = oT4,

gdzie: h = 27r .10-34 J·s, (J" = 5,67.10-8 m~<4'

C = 3· 108 ~, k = 1,38· 10-23 ~, b = 3.10-3 m·K.

3.2. Przelot sondy Galileo w poblizu ksiezyców
Jowisza umozliwil dokladne pomiary ich pola

grawitacyjnego, a w konsekwencji wyznaczenie ich
momentów bezwladnosci. W szczególnosci wyznaczono
moment bezwladnosci dla Europy, który wynosi

1= 0,347 M1'2, gdzie M - masa, 1" - promien Europy.
Przyjmujac bardzo uproszczony model Europy
zbudowanej jedynie z jednorodnego jadra pokrytego
woda, okresl gestosc tego jadra. Moment bezwladnosci
jednorodnej kuli jest opisany wzorem I = 0,4 M 1'2.

3.3. Zaprojektuj siec telekomunikacyjna wokól
Ksiezyca, zlozona z mozliwie najmniejszej liczby
satelitów umieszczonych na orbitach kolowych
o równych i mozliwie najmniejszych promieniach.
Siec nie musi zapewniac ciaglej lacznosci,
a jedynie istnienie jednoczesnej lacznosci globalnej
w ograniczonych przedzialach czasowych, w których
konfiguracja satelitów powinna zapewniac widocznosc
co najmniej jednego z nich z kazdego punktu
powierzchni Ksiezyca.
Okresl liczbe satelitów sieci, oblicz ich graniczny
okres obiegu oraz podaj (wraz z uzasadnieniem)
maksymalna liczbe przedzialów lacznosci w czasie
jednego okresu obiegu.
Jako dane liczbowe przyjmij: promien Ksiezyca
l' = 1,738.106 m oraz druga predkosc kosmiczna przy
powierzchni Ksiezyca VII = 2,38 . 103 m/s.
W rozwiazaniu pomin ruch obrotowy Ksiezyca
i wplyw oddzialywan perturbacyjnych oraz przyjmij,
ze Ksiezyc jest kula.

IV



3.4. W jakiej minimalnej odleglosci katowej
powinny znajdowac sie skladniki gwiazdy podwójnej
o zblizonych jasnosciach, aby fakt, ze jest ona gwiazda
podwójna, mozna bylo jeszcze stwierdzic, obserwujac
jej zakrycie przez Ksiezyc?
Przyjmij, ze obserwator jest w stanie dostrzec zmiany
jasnosci zachodzace w czasie nie krótszym niz 0,1 s.
Zakladajac, ze lokalny profil tarczy Ksiezyca mozna
przyblizyc odcinkiem, przeanalizuj sytuacje, gdy
kierunek ruchu skladników:

a) jest prostopadly do tego odcinka,
b) nie jest do niego prostopadly.

3.5. N a zalaczonej mapce zaznaczono pasy przebiegów
calkowitych zacmien Slonca z lat 1991-1999.
Aparatura planetarium odtworzy przebieg jednego
z nich, obserwowany z pewnego miejsca na Ziemi.
Korzystajac z mapki (na sasiedniej stronie) oraz
z sytuacji odtworzonej przez aparature, wyznacz date
i mozliwie dokladnie okresl miejsce obserwacji. Podaj
pelne uzasadnienie odpowiedzi.

3.6. Fotografie 1~7 przedstawiaja zdjecia ukladu
galileuszowych ksiezyców Jowisza. Na kazdym zdjeciu
podany jest odstep czasu, jaki uplynal od momentu
wykonania pierwszego zdjecia. Dokonaj identyfikacji
ksiezyców oraz zinterpretuj fotografie 5, na której
jeden z ksiezyców nie jest widoczny. Przedstaw na
rysunku wzajemne usytuowanie ksiezyców

w plaszczyznie ich orbit odpowiadajace fotografii 5.
Rysunek wykonaj w skali: promien Jowisza
= 0,5 cm, przyjmujac, ze wszystkie orbity sa kolowe
i wspólplaszczyznowe.

Skorzystaj z danych zawartych w Tablicy V ~ Ksiezyce
planet, Astronomia Ogólna, Eugeniusz Rybka.

Koncowa klasyfikacja

I miejsce i tytul laureata otrzymal Patryk MACH,
uczen klasy II, V Liceum Ogólnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

II miejsce z tytulem finalisty otrzymali ex aequo:
Bartlomiej KOZAKOWSKI, kl. V, Zespól Szkól
Elektryczno-Mechanicznych w Legnicy, Pawel
MICHALEK, kl. III, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Hugona Kollataja w Walbrzychu, Radoslaw
SMOLEC, kl. III, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Króla Jana III Sobieskiego w Grudziadzu
oraz Przemyslaw ZOLADEK, kl. V, Zespól Szkól
Zawodowych Nr 1 w Nowym Dworze Mazowieckim.

Ponadto w finale uczestniczyli:
Krzysztof BOLEJKO, kI. III, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Cypriana Kamila Norwida w Jeleniej Górze;
Tomasz BOSKO, kI. III, Liceum Ogólnoksztalcace
w Radzyniu Podlaskim;
Piotr FITA, kI. IV, Liceum Ogólnoksztalcace im. Tadeusza

v

Kosciuszki w Wieluniu;

Milosz JERKIEWICZ, ki. II, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Górze;

Rafal KOSTUREK, kI. IV, IV Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie;

Katarzyna KOZIRÓG, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi;
Wojciech KRZYSZTOFIK, kI. III, Liceum

Ogólnoksztalcace im. Stefana Zeromskiego w Opocznie;
Przemyslaw KULIG, kI. IV, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Chrzanowie;
Tomasz SKIBA, kI. II, IV Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie;

Pawel STASIAK, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. ks. J. Kompally i W. Lipskiego w Ostrowie
Wielkopolskim;

Jacek SZKLARSKI, kI. IV, XIV Liceum Ogólnoksztalcace
w Szczecinie;

Artur WIROWSKI, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi.
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Poniewaz przelaczanie styku i wynikajace stad zmiany
natezenia pradu plynacego przez mikroamperomierz
nastepuja bardzo szybko, wiec wskazówka
mikroamperomierza nie drga w takt tych zmian,
lecz pokazuje srednia wartosc natezenia pradu.
(Opornik w obwodzie pelni role zabezpieczenia
kontaktronu i mikroamperomierza przed uszkodzeniem

w razie przypadkowego zwarcia.) Doswiadczenie
przeprowadzono w ten sposób, ze przy ustalonym
napieciu zasilania U = 80 V zmieniano czestotliwosc f
przelaczania styków i odczytywano wskazanie
mikroamperomierza. Wyniki przedstawia tabelka:

Rys. 3

+
z

kontaktron) o dwóch stykach nieruchomych i jednym
ruchomym, polaczonym z okladka badanego
kondensatora. Ruchomy styk kont ak tronu dolacza
sie na przemian do kazdego ze styków nieruchomych,
w nastepstwie czego kondensator laduje sie
i rozladowuje.

Rys. 1

1. Do cienkiej, jednorodnej obreczy o masie m
i promieniu r przymocowano bardzo malych
rozmiarów ciezarek o masie takze równej m, rys. 1.
Obrecz moze poruszac sie w plaszczyznie pionowej po
poziomym stole w polu grawitacyjnym o natezeniu g .

.J aki warunek musi spelniac wspólczynnik tarcia f
miedzy stolem a obrecza, aby poczatkowo nieruchoma
obrecz z ciezarkiem, znajdujacym sie w pozycji
odpowiadajacej a = 1f/3 (rys. 1), rozpoczynala ruch
bez poslizgu? Zakladajac spelnienie tego warunku,
oblicz przyspieszenie katowe obreczy w chwili
poczatkowej.

3. Do pomiaru bardzo malych pojemnosci
kondensatorów mozna stosowac obwód elektryczny
(rys. 3) zawierajacy oprócz badanego kondensatora
zródlo stalego napiecia Z, mikroamperomierz, opornik

oraz szybko dzialajacy przelacznik I( (tzw.

400

5,5
f (Hz)
I (j.LA)

a) Objasnij przyczyne liniowej zaleznosci I od f (dla
czesci pomiarów) i przyczyne odchylenia od liniowosci.
b) Oblicz pojemnosc kondensatora.

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji
cienki drut miedziany, dwa statywy umozliwiajace
zamocowanie drutu, spinacz biurowy, linijke
z podstawka umozliwiajaca jej zamocowanie,
woltomierz, amperomierz, zasilacz wytwarzajacy
napiecie regulowane w zakresie O -7- 12 V, przewody
z koncówkami do polaczen elektrycznych. Zakladajac,
ze zaleznosc dlugosci drutu od temperatury T dana
jest wzorem:

I(T) = /0[1 + a(T - To)],

gdzie l(T), l(To) oznaczaja dlugosci drutu odpowiednio
w temperaturze T i To, wyznacz temperaturowy
wspólczynnik rozszerzalnosci liniowej drutu a.
Zalóz, ze zaleznosc oporu drutu miedzianego od
temperatury T mozna opisac wzorem:

R(T) = Ro[l + aR(T - To)],

gdzie Ro oznacza opór drutu w temperaturze To,

natomiast temperaturowy wspólczynnik oporu
aR = 3,9 . 10-3 1(-1.

plytka

s

.
ekran ~

~
: Rk+1
k V-
: Rk,
,

OS20n~

h

D

Rys. 2

2. N a wysokosci h = 30 cm nad cienka, szklana plytka
plaskorównolegla znajduje sie punktowe zródlo swiatla
monochromatycznego o dlugosci fali A = 6,6 . 10-5 cm.
Nad zródlem, w odleglosci D = 270 cm od powierzchni
plytki umieszczono równolegle do niej ekran, na
którym widac pierscienie interferencyjne. Jaka jest
grubosc plytki, jezeli kolejne trzy jasne pierscienie
maja promienie Rk = 187,2 cm, Rk+1 = 172,5 cm,
Rk+2 = 157,7 cm (rys. 2)?

VI



ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

1. Cienka, jednorodna obrecz o promieniu R
i masie M moze obracac sie swobodnie w plaszczyznie
pionowej wokól ustalonej osi O, rys. 1. Wewnatrz
tej obreczy, w tej samej plaszczyznie znajduje sie
mniejsza, tez cienka i jednorodna obrecz o promieniu l'

(1' < R) i masie m. Mniejsza obrecz podczas ruchu
toczy sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie duzej
obreczy. W chwili poczatkowej obie obrecze sa
nieruchome, a mala obrecz jest wychylona z polozenia

równowagi (rys. 1). Przyspieszenie ziemskie ma
wartosc g.

Rys. 1

Oblicz czestosc malych drgan ukladu w dwóch
granicznych przypadkach:

1) masa m jest znacznie mniejsza od M (m «: M);
2) masa m jest znacznie wieksza od M (m ~ M).

2. Kabel koncentryczny sklada sie z przewodzacej
zewnetrznej powloki w ksztalcie walca oraz
z przewodzacego drutu lezacego wzdluz osi symetrii
walcowej, rys. 2. Przestrzen miedzy drutem i powloka
jest wypelniona jednorodnym materialem o stalej
dielektrycznej r., = 2,5. Material ten nie jest
doskonalym izolatorem i ma pewna, skonczona
opornosc wlasciwa p = 9,5 . 1011 D·m. Odcinek

kabla o dlugosci lo = 1 m ma pojemnosc elektryczna
C = 60 pF. Oblicz natezenie pradu, jakie wskazuje
amperomierz, jezeli miedzy drutem a powloka
kabla o dlugosci l = 100 m jest przylozone napiecie
Uo = 1000 V, rys. 2. Przyjmij, ze opór amperomierza
jest równy zero.

Przenikalnosc elektryczna prózni
co = 8,86 . 10-12 C2N-1m-2.

cr~=~"~",,,,,~JiiRiF.eA

Uo

Rys. 2

VII

Wskazówka: Skorzystaj z prawa Gaussa, wiedzac, ze:
a) przy ustalonym napieciu linie sil pola elektrycznego
E miedzy przewodami sa takie same w obecnosci jak
i pod nieobecnosc dielektryka,
b) przy ustalonym napieciu linie pola E w przypadku
jednorodnego dielektryka pokrywaja sie z liniami
gestosci pradu l = p-l E,
c) natezenie pradu przeplywajacego przez element
powierzchni f":... S, prostopadlej do wektora gestosci
pradu l, jest równe f":...I = jf":...S.

Uwaga. Zaniedbaj efekty brzegowe wystepujace na
koncach kabla.

3. W odleglosci l' = 1,5.1011 m od Slonca krazy
planeta. Poczatkowo planeta byla cialem doskonale

czarnym. W wyniku ewolucji przy powierzchni planety
powstala atmosfera odbijajaca 30% promieniowania

slonecznego z zakresu falo dlugosciach A E (AO, =),
gdzie AO = 5 . 10-6 m. Promieniowanie o dlugosciach
fal krótszych od AO planeta pochlania w calosci

tak jak przed powstaniem atmosfery. Przyjmujac
promien Slonca Rs = 6,96 . 108 rp, temperature
powierzchni Slonca Ts = 5,8 . 103 K, okresl mozliwie

dokladnie zmiane (róznice) temperatury planety
spowodowana utworzeniem sie atmosfery. Stala Wiena
b = 2,9 . 10-3 m·K.

Przyjmij, ze Slonce jest cialem doskonale czarnym.
Mozesz podac rozwiazanie graficzne otrzymanego
równania.

Uwaga. Widmowa zdolnosc emisyjna promieniowania

ciala o temperaturze T okresla funkcja cT(A), gdzie
cT(A)f":...A jest moca promieniowania 1 m2 powierzchni

ciala w zakresie falo dlugosci z przedzialu (A, A + f":...A);

Prawo Ki1'chhoffa: Zdolnosc emisyjna ciala jest

proporcjonalna do zdolnosci emisyjnej RT(A) ciala
doskonale czarnego: cT(A) = a(A)RT(A), gdzie a(A)

jest wspólczynnikiem pochlaniania, zwanym tez
zdolnoscia absorpcyjna ciala (w ogólnosci a( A)

zalezy od temperatury T; zdolnosc absorpcyjna ciala
doskonale czarnego jest równa 1).

Prawo Stefana-Boltzmanna: Calkowita moc

promieniowania 1 m2 ciala doskonale czarnegoco

jest równa J RT(A)dA = erT4 , gdzie er jest stala
o

Stefana-Boltzmanna.

Prawo Wiena: A = Amax = b/T odpowiada maksimum
funkcji RT.

Dalej podajemy tabele wartosci I(t). I(t) oznacza te
czesc calkowitej mocy, która wypromieniowuje 1 m2

ciala doskonale czarnego w zakresie fal o dlugosciach
tb/T

od zera do A = t . Amax; I(t) = (1/erT4) J RT(A)clA,
o

1(=)=1.



t I(t) tI(t) tI(t)

0,40

0,001560,540,017234,500,95712

0,41

0,001970,550,019395,000,96768

0,42

0,002460,560,021725,500,97516

0,43

0,003030,570,024226,000,98061

0,44

0,003700,580,026896,500,98467
0,45

0,004470,590,029727,000,98775

0,16

0,005360,600,032727,500,99013

0,47

0,006361,000,251148,000,99200

0,48

0,007481,500,541878,500,99349

0,49

0,008742,000,721459,000,99468

0,50

0,010142,500,823289,500,99565

0,5]

0,011683,000,8825710,000,99645

0,52

0,013383,500,9187210,500,99712

0,53

0,015224,000,9417911,000,99767

Zadanie doswiadczalne. Jedna z wielkosci

charakteryzujacych magnetyczne wlasnosci materii
jest rózniczkowa przenikalnosc magnetyczna fl
zdefiniowana wzorem:

dB

fl(Bo) = dBa'

gdzie B oznacza indukcje magnetyczna w cewce
wypelnionej rdzeniem z danego materialu, a B
oznacza indukcje magnetyczna, która wystapilaby
w tej samej cewce bez rdzenia, przy tym samym
natezeniu pradu (Bo jest proporcjonalna do pradu).

Wyznacz wartosc fl ferrytu dla Bo bliskiego zera.

Masz do dyspozycji:
• cewke o znanej liczbie zwojów,
• walcowy pret ferrytowy,
• drut miedziany w emalii z odizolowanymi

koncówkami,
• linijke,
• generator napiecia sinusoidalnego o czestotliwosci

f = la kHz i regulowanej amplitudzie,
• opornik o znanym oporze,
• woltomierz napiecia zmiennego,
• przewody elektryczne z koncówkami

umozliwiajacymi wykonanie polaczen
elektrycznych w ukladzie doswiadczalnym.

Uwagi: a) Zalóz, ze ferryt charakteryzuje sie bardzo
waska petla histerezy i pole B jest jednoznacznie
okreslone przez Bo.

b) Dla zmiennych pól magnetyczn'ych w ferrycie
zachodzi zwiazek:

dB = (B )dBo.di fl o cli

Koncowa klasyfikacja

VVfinale uczestniczylo 54 uczniów.

Laureaci (w kolejnosci zajetych miejsc)
Piotr FlTA, kl. IV, Liceum Ogólnoksztalcace im. Tadeusza

Kosciuszki w Wieluniu, (nauczyciel - Z. Stojecka);
Jaroslaw LABAZlEWICZ, kI. III, I Liceum

Ogólnoksztalcace im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Górze,

(B. Lubiszewski);
Wojciech DYBALSKI, ki. IV, l Liceum Ogólnoksztalcace
im. Karola Marciukowskiego w Poznaniu, (E. Schwermer);
Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSIG, ki. IV, XI Liceum

Ogólnoksztalcace im. Mikolaja Reja w Warszawie,

(M. Rozko);
Lukasz MATYLLA, kI. III, VIII Liceum Ogólnoksztalcace

im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, (B. Moldenhawer);
Piotr LEGUTKO, ki. IV, V Liceum Ogólnoksztalcace

im. Augusta, Witkowskiego w Krakowie, (J. Stanek);
Michal MATUSZEWSKI, kI. III, VIII Liceum

Ogólnoksztalcace im. Marii Sklodowskiej-Curie
w Katowicach, (J. Greupner);
Piotr MILOS, ki. III, II Liceum Ogólnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Mielcu, (J. Kopecki);
Mich al Jan PL El3AN, kI. IV, Liceum Ogólnoksztalcace

im. SteLlIla Zeromskiego w Zyrardowie, (D. Czyzewska);
Rafal lVIAMAK, ki. IV, I Licenm Ogólnoksztalcace
im. Seweryna GoszczYIlskiego w Nowym Targu, (K. Plewa);

Wojciech WASILEWSKI, ki. II, XII Liceum

Ogólnoksztalcace im. Stanislawa WyspiaIlskiego w Lodzi,
(A. Joachimiak)

VIII

Hnbert NIEWIADOMSKI, kI. IV, I Liceum

Ogólnoksztalcace im. Boleslawa Prusa w Siedlcach,

(K. Urban);
Tomasz RADZISZEWSKI, kI. III, Spoleczne Liceum

Ogólnoksztalcace w Zarach, (T. Nowak);
Pawel BAJURKO, kI. III, XLVIII Liceum

Ogólnoksztalcace im. Edwarda Dembowskiego
w Warszawie, (W. Kopacz);
Pawel WIERZBICKI, kI. IV, II Liceum Ogólnoksztalcace

im. Marii Konopnickiej w Zamosciu, (K. Mnsial);
Kamil SZOT, ki. IV, XXXI Liceum Ogólnoksztalcace

im. Ludwika Zamenhofa w Lodzi, (A. Pieszynski);
Artur WIROWSKI, kI. III, I Liceum Ogólnoksztalcace

im. Mikolaja Kopernika w Lodzi, (H. Szyburska);
Michal KIJAK, kI. III, II Liceum Ogólnoksztalcace

im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu, (L Ratuszny);
Lukasz KLOSOWSKI, kI. IV, Zespól Szkól

Ogólnoksztalcacych Nr 1 im. Stefana Zeromskiego
w Leborku, (W. Czarnobaj);

Grzegorz KLIMA, kI. IV, I Liceum Ogólnoksztalcace
w Legnicy, (L. Stefanek).

Wyróznienia:
za rozwiazanie zadania nr 1 w zawodach III stopnia Piotr
LEGUTKO (laureat), Krzysztof Lukasz MAZUR, kI. III,
II Liceum Ogólnoksztalcace im. prof. Kazimierza Morawskiego
w Przemyslu, (M. Uberman;
za rozwiazanie zadania nr 1 w zawodach II stopnia Rafal
DEMKOWICZ-DOBRZANSKI (laureat).


