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Kot Hawkinga: zywy czy martwy?
Marek A. ABRAMOWICZ © Marcus J. PERCIVAL

Skrécona wersja tego artykulu ukazala si¢ w szwedzkim miesigezniku Forskning och framsteg

w numerze 12/1997,

W koricu dziewietnastego wieku fizycy sadzili,

ze wszystkie podstawowe prawa przyrody zostaly juz
odkryte, a przysztym pokoleniom pozostaje jedynie
prawa te objasniaé i nieco poprawiaé. A jednak,
odkrycia dokonane w pierwszych kilku latach
dwudziestego wieku obalily ten poglad i catkowicie
zmienily sposdb widzenia przyrody przez fizykow.

W roku 1900 Max Planck uznal za mozliwe, ze energia
swiatta moze by¢ wysylana i pochtaniana wytacznie
malymi porcjami, ktére dzi$ nazywamy kwantami.

Byt to wazny krok w kierunku zrozumienia, ze nic

w przyrodzie nie moze byé dzielone ad infinitum

na coraz to mniejsze czedci, materia za$ i energia
sktada sie z niepodzielnych kwantéw. Kwanty te sa
niewiarygodnie matle, tak mate, ze w codziennym zyciu
nie ma znaczenia, iz ich rozmiar jest wigkszy od zera.
A jednak dla przyrody to ma znaczenie.

W roku 1905 hipoteza kwantdéw $wiatla zostala

uzyta przez Alberta Einsteina do oléniewajacego
wyjasnienia zjawiska fotoelektrycznego. Einstein
nazwal kwanty Swiatlta fotonami. W roku 1913

Niels Bohr skorzystal z pojecia fotonéw, aby

wyjasni¢ uktad linii widmowych swiatta wysylanego
przez atom wodoru. W taki sposéb narodzila sie
mechanika kwantowa. W roku 1905 Einstein dokonat
jeszceze jednego odkrycia, zbierajac swe poglady na
czas, przestrzen 1 ruch w monumentalnym dziele

— szczegdlnej teorii wzglednodei (STW). STW

i mechanika kwantowa zostaly mocno powiazane

w ramach relatywistycznej mechaniki kwantowej

w pracach Wolfganga Pauliego, Paula Diraca,
Wernera Heisenberga 1 innych. Zapoczatkowalo to
proces intelektualny, ktéry zdominowal rozwdoj fizyki
w naszym stuleciu, a mianowicie wielka unifikacje

w pogladach lizykdw na cala przyrode. Wielu fizykow
wierzy, ze obecnie, u konca tego wieku, unifikacja

ta jest prawie zupelna, a od ostatecznego sukcesu
dzieli nas tylko krok. Tylko grawitacja nie zostata
jeszcze potaczona z ideami kwantowymi, a przez to

z reszta fizyki. Klasyczne (tutaj znaczy to: jeszcze nie
kwantowe) zrozumienie grawitacji opiera sie na innym
epokowym osiagnieciu Alberta Einsteina — na ogdlnej
teoril wzglednosci (OTW). Teorie kwantowe] grawitacji
trzeba jeszcze odkryc.

Mechanika kwantowa

W przeszlodcei uczeni czesto wyrazali odmienne
opinie co do natury $wiatta. Jedni, idac za pogladem
dobitnie wyrazanym przez Izaaka Newtona, uznawali,
ze Swiatlo sklada si¢ z czastek, inni zas akceptowali

1

poglad Christiaana Huygensa, ktéry opowiadal

sie za falami. Dzisia] wiemy, ze w rzeczywistodci
Jjest tak, iz $wiatlo moze byé zaréwno fala, jak

1 zbiorem czastek. Ta charakterystyczna dla éwiatla
dualnosé jest uznawana przez mechanike kwantowa
za jedna z podstawowych wlasnoéci przyrody. Przy
czym, dzieki Louisowi de Broglie wiadomo, ze ta
schizofreniczna wilasnoéé dotyczy nie tylko éwiatla,
lecz wszelkiej materii. A wiec elektrony i inne
czqstki elementarne zachowuja sie w okre$lonych
doswiadczeniach jak fale. Ale jesli elektron jest

fala, to nie moze zajmowaé okreslonego miejsca

w danej chwili, lecz musi byé w pewnej mierze
wszedzie, jak to fale maja w zwyczaju. Gdzie wiec
tak naprawde jest elektron? Wedlug mechaniki
kwantowe] nie mozemy jednoznacznie powiedzieé,
gdzie jest elektron, lecz mozemy obliczyé, ile wynosi
prawdopodobieistwo, ze elektron w okre§lonej

chwili znajdzie sie w okre§lonym miejscu. Réwnanie
rzadzace tym rozktadem prawdopodobienstwa
zostalo wprowadzone przez Erwina Schrodingera.
Matematycznie rozwiazania tego réwnania opisuja
superpozycje fal zwanych stanami wlasnymi. Rézne
stany wlasne odpowiadaja réznym mozliwoéciom
tego, co moze si¢ z elektronem wydarzyé. A wiec
istota rzeczy opisanej przez stany wlasne réwnania
Schrodingera jest w jakiej$ mierze niepewna, poniewaz
znamy jedynie superpozycje mozliwosci, nie wiedzac
przy tym, ktéra z nich istotnie zachodzi. Takze
do$wiadczenia nie moga daé jednoznacznego wyniku.
Niepewnosci ich wyniku nie mozna uczynié mniejszej,
niz wynika to ze stynnej zasady nieoznaczonoéci
Wernera Heisenberga.

Wiekszosdé fizykéw sadzi, ze stany wlasne réwnania
falowego Schrodingera moga opisaé wszystkie istotne
aspekty fizyczne] rzeczywistosci. O tej rzeczywistosei
uzyskujemy wiedze, wykonujac dodwiadcezenia. Zanim
nie dokonamy pomiaru, nie mozemy byé pewni tych
aspektéw rzeczywistosci, ktére ma okreélié¢ ten pomiar
— istnieje wiec wtedy jednoczednie wiele mozliwodci
odpowiadajacych rozmaitym stanom wlasnym. Ale
gdy pomiar jest juz przeprowadzony, to jeste$my
pewnt jego wyniku — czyli pomiar usuwa nasz brak
wiedzy o stanie rzeczy. Odpowiednio, fala Schrodingera
musi ulec redukeji — nie moze wszak juz odpowiadaé
zbiorowisku wszelkich mozliwych stanéw wtasnych,
lecz musi odpowiadaé temu szczegélnemu stanowi
wlasnemu, ktéry opisuje wynik pomiaru. Rzeczy sa
takie, za jakie je mamy, ale dopiero po dokonaniu
obserwacji.



Doéwiadczenie z kotem Schrédingera

Bohr, de Broglie, Dirac, Heisenberg 1 Pauli, gdy
dokonywali swych najwazniejszych dla fizyki
kwantowej odkryé, byli ludzmi zdecydowanie mtodymi,
powiedzmy sobie — chlopcami — w wieku dwudziestu
kilku lat. Mechanika kwantowa byta ich wspaniala
zabawa, a o chlopcach wiadomo, ze uwielbiaja

bawié sie i eksperymentowaé z kotami. Schrodinger,
ktéry jako jedyny przekroczyl wtedy trzydziesci

lat, wyobrazil sobie kota zamknietego w pudetku.
Pudelko to zawierato émiercionosne urzadzenie

— kapsutke z trujacym gazem. Porcja gazu byla
wdmuchiwana do pudeltka zawsze wtedy, gdy rozpadal
siec atom substancji radioaktywnej, ktéra tez byta
umieszezona w pudetku. Porcja ta wystarczala

do natychmiastowego zabicia kota, po czym gaz
stawal sie nieszkodliwy. Tak wygladal pomyst tej
zabawy. Wedlug mechaniki kwantowe]j niemozliwe jest
doktadne okreélenie chwili, w ktérej nastepuje rozpad
radioaktywny. Ale mozemy tak dobra¢ ilos¢ substancji,
ze w ciggu np. jednej godziny prawdopodobienstwo
tego, ze nastapit doktadnie jeden rozpad, wynosi 50 %.
Po uplywie jednej godziny od czasu zamkniecia kota
w pudelku stawiamy pytanie, czy kot jest zywy, czy
martwy. Zanim nie otworzymy pudelka, rozwiazanie
réwnania Schrodingera jest superpozycja dwéch
mozliwych stanow wtasnych:

atom sie nie rozpadl,>

atom sie rozpa.d%‘>
kot jest zywy '

kot jest martwy

Nie ma sposobu odseparowania tych stanéw, gdy
pudetko jest zamkniete. Wiee jesli sie zgodzimy,

ze réwnanie Schrodingera opisuje wszystkie istotne
elementy rzeczywistosci w zaistnialej sytuacji, to
musimy sie zgodzié réwniez z tym, ze kot w pudetku
zyje, a jednoczesnie jest martwy!

Ktoé moze teraz zaprotestowaé: ,Stop, czy nie jest
oczywiste, ze jedli zamkne kota w pudetku 1 potem
nie ogladam go przez chwile, to tak czy owak nie
bede umial powiedzieé, czy kot jeszcze jest zywy,

czy juz martwy. Po co mieszaé do tego mechanike
kwantowa, réwnanie Schrodingera i tajemnicze stany
whasne?”. OdpowiedZ na te watpliwosé jest taka,

ze sprawa z kotem nie dotyczy prawdopodobienstw,
ale jego rzeczywistego stanu. Mechanika kwantowa nie
méwi, ze ,istnieje 50 % szans, iz kot jest zywy i 50 %
szans, ze jest martwy”, ale ze w istocte dwa rézne
stany nakladaja sie. Czy to nie jest nonsens, ktéry
éwiadcezy o tym, ze cala mechanika kwantowa wpadla
w pulapke; bo przeciez Einstein zwykl mawiaé: Der
Herr Gott wnirfelt nicht — Pan Bég nie gra w kosci.
Czy tez znaczy to, ze — jak zasugerowal Hugh Everett
III - kwantowe niepewnosei rozszczepiaja prawdziwa
istote bytéw na wiele niezaleznie istniejacych bytéw
odpowiadajacych rozmaitym stanom wlasnym;

wtedy w polowie z tych niezaleznie istniejacych wielu
$wiatéw kot bylby zywy, a w drugiej polowie byltby

martwy. A moze jest tak, ze cale zlozone otoczenie
pudetka powoduje niespdjnosé kwantowych standw
wlasnych — poglad taki przedstawil Wojtek

Zurek. Nikt nie jest pewny, jak powinna wygladaé
wladciwa odpowied?, a cala ta sprawa irytuje
wielkich fizykdw o pogladach pragmatycznych;

np. Stephen Hawking méwi: ,,Gdy stysze o kocie
Schrodingera, odbezpieczam rewolwer”. Wiekszosé
fizykéw uwaza obecnie, ze poniewaz konwencjonalna
interpretacja mechaniki kwantowej zostala sprawdzona
w licznych doswiadczeniach z wysoka doktadnosdcia,
to powinnismy traktowad powaznie jej wskazania.
Ale musimy przy tym pamictac, ze historia

dowodzi, 1z wiekszos¢ si¢ czesto myli. Prayjmujac
konwencjonalng interpretacje do$wiadczenia z kotem
Schrodingera, dochodzimy do wniosku, ze dwa stany
wlasne sa istoinie nalozone.

W powyzszej dyskusji nie bralismy pod uwage, ze kot moze

mied dziewieé (lub ogdlniej N) zyé. Proponujemy wigc naszym
Cazytelnikom niewielkie zadanie: przyjmujac, Ze kot ma N 2yé,
obliczyé jak dlugo nalezy trzymadé kota w pudelku (urzadzenie

jest takie samo, jak opisane w tekécie), aby otrzymaé mieszaning
stanéw |kot Zywy) i |kot martwy) dokladnie pél na pél. Dla autora
najlepszej odpowiedzi na to pytanie autorzy fundujs malg nagrode

pod warunkiem, ze odpowieds dotrze do redakeji przed 1 stycznia
1999 roku.

Oczywiscie, po otwarciu pudelka i sprawdzeniu stanu
kota fala Schrodingera ulegnie redukcji. Wtedy
dozwolony jest juz tylko jeden stan wlasny kota,
mieszanina dwéch stanéw nie jest mozliwa; mamy wiec
roztgcznie: albo |atom sie nie rozpadl, kot jest zywy),
albo tez (jesli kot byl z rodzaju nieszezesliwych)

|atom sie rozpadl, kot jest martwy).

Czarne dziury: supermasywne, gwiazdowe, mini
1 wirtualne

OTW byla godnym uwagi osiagnieciem geniuszu
Einsteina i zabrata mu dziesie¢ lat ciezkiej pracy. Jest
to teoria geometryczna, ktéra wyjasnia grawitacje
jako przejaw krzywizny czasoprzestrzeni. Jednym

z jej zdumiewajacych wskazan jest istnienie czarnych
dziur. Dopiero od niedawna mozemy mowié z duza
wiarygodnoscia, ze czarne dziury rzeczywiécie istnieja.
To bowiem w ostatnich latach astronomowie znalezli
na niebie obiekty wysokoenergetyczne, ktére nie moga
by¢ niczym innym niz czarnymi dziurami. Wniosek
ten uzyskano stosunkowo niedawno, gdyz przedtem
nie dysponowano dostatecznie zaawansowanym
technologicznie sprzetem, ktory pozwolitby

na zebranie istotnych danych obserwacyjnych.
Obecnie sprzet taki istnieje: satelity zbierajace

dane o zrédtach promieni X, teleskop kosmiczny
Hubble’a 1 kilka wielkich radioteleskopéw na Ziemi.
Energia promieniowana przez obiekty astronomiczne
zawlerajace czarne dziury z pewnoscia nie powstaje
w czarnych dziurach. Pochodzi ona z energii
grawitacyjnej uwalnianej w procesie spadania materii
na czgarng dziure,



Astronomowie obserwuja kandydatki na czarne
dziury w dwéch przedzialach mas. Méwia w zwiazku
z tym albo o czarnych dziurach o masie gwiazdowej,
tj. takich, ktérych masy w przyblizeniu sg dziesigé
razy wieksze od masy Sloiica, lub o supermasywnych
czarnych dziurach, ktérych masy sa miliony do
miliardéw razy wieksze od masy Slornica. Jest
mozliwe, ze istnieja mini czarne dziury — o masach
mniejszych od masy Stonca, lecz odkrycie ich jest
raczej niemozliwe za pomoca obecnie istniejace]
technologii. Z tego powodu nie ma obserwacyjnych
argumentéw ani za ich istnieniem, ani przeciw.

Czarne dziury o masach gwiazdowych znaleziono

w kilku uktadach podwéjnych w naszej wlasnej
Galaktyce. Naleza one do najsilniejszych zrédet
promieni X na niebie. Typowy rozmiar takiej czarnej
dziury wynosi okoto 30 km. Supermasywne czarne
dziury sg rozmieszczone w niektérych odlegltych
galaktykach. Graja one role centralnych silnikéw
kwazaréw i innych aktywnych jader galaktyk,
bedacych najsilniejszymi zrédtami energii we
Waszechéwiecie. Ich typowe rozmiary wahaja sie od
10% km do 10° km. Dla poréwnania, odlegloéé Ziemi
od Stofica wynosi 1,5 - 10% km.

Trzy szczegdlne wlasnos$ci czarnych dziur

beda istotne w naszej dyskusji:

(1) Zewnetrzny obserwator, obserwujacy obiekt
wpadajacy do czarnej dziury, nigdy nie doczeka

sie jego wpadniecia, musialby bowiem czekaé na

to nieskoriczony czas. Nikt nie ma az tyle czasu na
czekanie. Z drugiej strony obiektowi wpadajacemu
swobodnie (tzn. tylko pod wplywem grawitacji)

do czarnej dziury zajmie to wpadanie skonczony
czas — tak wskaza zegary umieszczone na tym
obiekcie. Przyktadowo, w ukladzie planetarnym
takim jak nasz, ze Storicem zastapionym Czarna
Dziura o jego masie, swobodne spadanie z Ziemi na
Czarna Dziure (start z zerowa predkoscia) zajeloby
— wedlug zegara podréznika — okoto roku. Wedtug
za$ zegarow ziemskich trwaloby to wiecznoéé. Dla
tych, ktérzy pozegnali podréznika i pozostali na
Ziemi, pozostawalby on w zasadzie zawsze widoczny
na zewnglrz Czarnej Dziury.

(2) Kazdy obiekt materialny (a zwlaszcza nasz
podréznik), ktéry wpadl do czarnej dziury, po
skonczonym czasie wedlug wskazan wtasnych zegaréw
bedzie zupelnie zniszezony. Nie chodzi tu o to,

ze bedzie uszkodzony, ale zupetnie zniszczony — jego
istnienie dobiegnie konca. Nie pomoze nawet dziewied
zy¢. I zajdzie to doéé szybko: obieckt zakonczy swe
istnienie po okolo 10~* s po wpadnigciu do czarnej
dziury o masie gwiazdowej lub po czasie rzedu minut
lub dni w przypadku supermasywnej czarnej dziury.
Zaden obiekt, ktéry wpadl do czarnej dziury, nie moze
sie z niej wydostac.

(3) Wszystkie czarne dziury promieniuja. Tego
waznego odkrycia dokonal Stephen Hawking, ktory

na podstawie polaczonych pojeé¢ mechaniki kwantowej,
OTW 1 termodynamiki gleboko uzasadnit, ze efekty
kwantowe zmuszaja czarna dziure do promieniowania.
Wykazal on tez, ze im mniejsza (tj. mniej masywna)
jest czarna dziura, tym szybciej promieniuje.

Lecz to, ze szybciej, wcale nie oznacza, ze szybko;
promieniowanie Hawkinga jest niewiarygodnie
powolnym procesem dla astronomicznych czarnych
dziur. Hipotetyczna mini czarna dziura o masie
poréwnywalnej z masa duzej ziemskiej gory

(w przyblizeniu miliard ton) potrzebuje calego czasu
istnienia $wiata (od Wielkiego Wybuchu do chwili
obecnej), aby zupelnie wypromieniowaé swa mase

1 przez to catkowicie zniknaé. Czas potrzebny na
wyparowanie czarnej dziury jest proporcjonalny do
trzeciej potegi jej masy. Poniewaz czarne dziury

o masach gwiazdowych sa 10'° razy bardziej masywne
od gor, wyparowywalyby one po czasie odpowiednio
dtuzszym: doktadnie (10'°)3 = 10°7 razy dhuzszym

niz obecny wiek Wszechdwiata. Rzecz jasna, jest

to czas absurdalnie dlugi, a nauka plynaca z tych
rachunkdéw jest nastepujaca: promieniowanie Hawkinga
jest catkiem nieistotne dla czarnych dziur o masach
gwiazdowych 1 supermasywnych. Astronomiczne
czarne dziury sa istotnie czarne, nie promieniuja one
w zaden zauwazalny sposéb. Ale dla hipotetycznych
mini czarnych dziur o masie géry promieniowanie
Hawkinga jest istotne. Mogloby zatem by¢ tak,

ze w przyrodzie jest pelno skrajnie matych wirtualnych
czarnych dziur, dla ktérych promieniowanie Hawkinga
jest procesem przewazajacym. Jesli by tak bylo,

to promieniowanie Hawkinga byloby jednym

z najbardziej podstawowych 1 powszechnych proceséw
w przyrodzie.

Préznia wspdlezesnej fizyki nie jest pusta

Zasada nieoznaczonosci Heisenberga dopuszcza
spontaniczne powstawanie w prézni czastek. Zgodnie
z ta zasada im bardziej energetyczne (bardziej
masywne) sa te czastki, tym krécej zyja. Wirtualne
czarne dziury moglyby takze spontanicznie powstawad,
a nastepnie gina¢. Najbardziej typowa masa

takiej wirtualnej czarnej dziury jest masa Plancka
mp; = 2,2 - 1078 kg. Odpowiednio, typowy ich rozmiar
okredla dtugoéé Plancka Ipy = 1,6 - 10735 m, a czas
zycia jest rzedu czasu Plancka tp) = 5,4 - 10~ s,
Mogloby by¢ tak, ze na najbardziej podstawowym
poziomie przyrody préznia jest pelna tych
wirtualnych czarnyech dziur — nosi to nazwe piany
czasoprzestrzennej. Piana ta nie wplywalaby na
wlasnosci czasoprzestrzeni w skalach duzo wiekszych
od dlugodci i czasu Plancka, lecz mialaby istotne
znaczenie na poziomie sub-planckowskim. Hawking
zasugerowal w jednym ze swych ostatnich artykuléw,
ze ,duza” czarna dziura po wyparowaniu nie znika



calkowicie. Zamiast tego jej rozmiar kurczy sie

do dtugosci Plancka i w rezultacie staje si¢ ona
kropla w oceanie wirtualnych czarnych dziur.

Mozna poréwnaé piane czasoprzestrzenng z morzem
piteczek pingpongowych. Gdy obserwuje si¢ je

z pewnej odleglosdci, wydaje sie ono gladka, sfalowana
powierzchnig. Fale w tej analogii odpowiadaja
wielkoskalowej krzywiznie czasoprzestrzeni. Blizsze
zbadanie morza pokazuje jednak, ze jego powierzchnia
weale nie jest gladka, ale wyraznie zakrzywiona w skali
odpowiadajacej promieniowi pileczki.

Doéwiadeczenie z kotem Hawkinga

Wyobrazmy sobie dr. Hawkinga (jest to osoba
fikcyjna, nie majaca nic wspélnego z kimkolwiek),
ktéry patrzy, jak jego kot skacze do czarnej dziury.
Koty sa niezwykle dociekliwe i czesto robig rzeczy
tego typu. Z punktu widzenia dr. Hawkinga kot

jest stale widoczny na zewnatrz czarnej dziury. Ale

w koncowym efekcie wszystkie czarne dziury powinny
wyparowaé na skutek promieniowania Hawkinga.

Nie jest tu istotne, ze wyparowywanie to moze trwaé
absurdalnie dlugo, wazne jest, iz trwaé to bedzie
skoriczony czas — rozwazamy wszak problem z punktu
widzenia podstawowych zasad. Gdy ostatnia fala
promieniowania Hawkinga mija dr. Hawkinga, sytuacja
wydaje sie bardzo prosta. Dr Hawking weiaz widzi
kota, ale kot jest teraz w przestrzeni bez czarnej
dziury i jej pola grawitacyjnego. Zatem dr Hawking
moze poprosié (np. za pomoca telefonu komdrkowego)
kota o powrdt. Z punktu widzenia dr. Hawkinga nie
istnieje zaden zasadniczy powdd, dla ktorego kot
mialby nie powrécié. Lecz kot opowiedzialtby (jesli
martwy kot mégtby méwié) te historie caltkiem inaczej:
on wpadl do czarnej dziury i zostal unicestwiony
dokladnie minute pdzniej. Zauwazyl to na swoim
zegarze.

Test dla naszych Czytelnikéw: jaka byla masa tej czarne) dziury?

A wiec wedhug dr. Hawkinga kot zyje, wedlug zad
samego kota — nie. Wypada zatem spytac, jak jest
naprawde: kot zyje, czy tez nie?

Chociaz pytanie to wyglada na podobne do

pytania postawionego w przypadku doswiadczenia

z kotem Schrodingera, wystepuje tu istotna réznica:
u podstaw doéwiadczenia z kotem Schrodingera

leza zjawiska kwantowe, a w przypadku kota
Hawkinga — klasyczne. W przypadku kota

Hawkinga nie ma superpozycji stanéw wlasnych
rozwiazujacych réwnanie Schrodingera typu

|zywy kot Hawkinga) + |martwy kot Hawkinga).
Rozwazania nasze dotycza natomiast skomplikowanej
sytuacji wywolanej promieniowaniem czarnych

dziur. Analize przeprowadzamy w dwéch réznych
ukladach odniesienia: za pierwszym razem w ukladzie
dr. Hawkinga, za drugim razem w uktadzie kota.
Analizowanie tej samej sytuacji z punktu widzenia

kilku uktadéw odniesienia jest typowe zaréwno

w STW, jak i w OTW. Czasami prowadzi to do
paradoksow. Spowodowane s3 one niepoprawnym
rozumowaniem opartym zazwyczaj na naszej
nierelatywistyczne]j intuicji. Dobrze znanym
przykladem jest tu paradoks blizniat. Z drugiej strony,
paradoksy prawdziwie kwantowe — jak ten z kotem
Schrodingera — odzwierciedlaja prawdziwie glteboka

i dziwna strukture przyrody.

W przypadku doswiadczenia z kotem Hawkinga
prawidlowa jest analiza kota, analiza dr. Hawkinga
taka nie jest. Kot dr. Hawkinga istotnie nie zyje.
Poprawna analiza sytuacji jest doé¢ zlozona
matematycznie 1 zalezy od tego, czy wyparowujaca
czarna dziura znika catkowicie, czy tez laczy sie

w skali Plancka z piana wirtualnych czarnych

dziur. W pierwszym przypadku (latwiejszym do
przeanalizowania) mozna zastosowaé przemyslna
metode Rogera Penrose’a (zwana diagramem
Penrose’a), czyli narysowaé rodzaj mapy calej
czasoprzestrzeni zawierajacej wyparowujaca czarna
dziure. Na mapie tej historie kota i jego wlasciciela,
a takze wszelkie promienie dwietlne reprezentowane
bylyby przez linie. Rozmiar parujacej czarnej dziury
zmniejsza sie w pewnej chwili do punktu. Jest to
ostatnie zdarzenie w historii czarnej dziury. Diagram
Penrose’a pokazuje, ze sygnal swietlny wystany
dokladnie z tego zdarzenia z pewno$cia dotrze do
dr. Hawkinga.

linia §wiata
dr. Hawkinga
/ oty
£ graniczny ¥
—T1 | sygnal kota

e sygnaly kota

x\\&

1 linia $wiata
kota

czarna dziura



Oznacza to, ze dr Hawking widzi, iz kot wchodzi

do czarnej dziury dokladnie w ostatniej chwili jej
istnienia. Czyli jest tak, jak by¢ powinno: z punktu
widzenia dr. Hawkinga kot nigdy nie wpad}l do czarnej
dziury, ale tez nie jest w stanie powrdci¢. Dr Hawking
zauwazy, ze kot znikl wraz z ostatnim rozblyskiem
promieniowania Hawkinga. Moze nawet podejrzewac,
ze to promientowanie Hawkinga zabilo kota.

Rozmaite wersje tego dodwiadczenia byly dyskutowane w kilku
uniwersytetach w péznych latach siedemdziesiatych, zwla_.szcza

zaé na Uniwersytecie Teksaskim w Austin przez Wojtka Zurka,
Johna Archibalda Wheelera i Marka Abramowicza, ktéry pierwszy
odpowiedzial poprawnie na pytanie ,czy kot zyje, czy tez nie”.

W roku 1992 wymyslit on fikcyjnego dr. Hawkinga i jego kota,
bedacego odpowiednikiem kota Schrédingera, w celu lepszego
wyjasnienia swej czternastoletniej cérce Weronice réznicy migdzy
klasycznym a prawdziwie kwantowym paradoksem.

Czy nowa fizyka potrzebuje nowych kotéw?

Na poczatku naszego wieku fizycy zmienili swéj
sposob widzenia $wiata: z deterministycznego na
kwantowy i z absolutnego na relatywistyczny. Ten
punkt widzenia stal si¢ obowiazujaca prawda

i Zadania

przez caly wiek dwudziesty. Niektorzy fizycy sa
obecnie przekonani, podobnie jak byli przekonani

ich poprzednicy u schytku dziewigetnastego wieku
(pozostajac, rzecz jasna, w kregu innych idei),

ze wystarczy tylko ustali¢, czym jest kwantowa
grawitacja — stosujac teorie strun lub inny

udany pomyst — i juz bedziemy mie¢ TEORIE
WSZYSTKIEGO, a wigc nic fundamentalnie waznego
w fizyce nie pozostanie juz do odkrycia dla przysztych
pokolen. Fizycy ci moga mieé racje, lecz moze tez byc
tak, ze Swiat w swojej istocie jest niewyobrazalnie
bogatszy niz §wiat opisywany przez mechanike
kwantowa 1 teorie wzglednosci: Isiniejg rzeczy na
niebie © na ziemi, o ktorych nie snilo sie naszym
filozofom. Mozliwe, ze przysztosé przyniesie nam
zadziwiajace niespodzianki — idee, o ktérych nie
jesteSmy w stanie obecnie pomysleé. By¢ moze nowe
pokolenia wspaniatych mlodych ludzi znéw stworza
swa wlasna chlopiceq fizyke — inna niz nasza. Czy
znéw naraza oni nowe pokolenia kotéw na Smiertelne
niebezpieczenstwo paradoksalnych doswiadczen?

Z angielskiego przettumaczyt W.K.

Redaguje fukasz WIECHECKI
M 847. Znalezé wszystkie funkcje ciagle f : R — R, spelniajace réwnanie

flz +y) = f(z) + f(y) dla wszystkich 2,y € R.

Rozwigzanie na str. 15

M 848. Znalez¢ wszystkie funkeje ciagle f: (1,400) — R, spelniajace

rownanie

f(zy) = = f(y) + yf(z)

dla wszystkich x,y € (1, +00).

Rozwiazanie na str. 11
M 849. Znalez¢ wszystkie funkcje ciagte f: (=1, 400) — (=1, +00), takie ze

(%) fle+y+zy) = f(z) + f(y) + f(2)f(y)
dla wszystkich ¢,y € (=1, c0).
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 477. W nowoczesnych aparatach fotograficznych uzywa si¢ blon
fotograficznych o rozmiarze jednej klatki 24 x 36 mm. Aparaty te sa
standardowo wyposazone w tzw. obiektywy normalne o ogniskowej 50 mm, co
daje kat widzenia 47° i obraz poréwnywalny z widzianym przez ludzkie oko.
Jaka byla ogniskowa obiektywéw normalnych do starych aparatéw na plyty
szklane o rozmiarach 9 x 12 ecm?

Rozwiazanie na str. 12

F 478. Jasnos¢ obiektywu okresla sie przez stosunek érednicy otworu przestony
do ogniskowej. W pewnych typach obiektywéw o zmiennej ogniskowej najwickszy
mozliwy otwdr przestony jest taki sam dla wszystkich ustawiefi ogniskowej. Jak
zmienia sie jasnos¢ w takiego typu obiektywie o ogniskowej 70-200 mm?
Rozwigzanie na str. 13

0



Réwnanie Fokkera—Plancka,

Karol PESZ

Zadziwiajaco wiele jest podobienistw miedzy mechanika
kwantowa a termodynamika. 7 jednej strony,
stwierdzenie to moze wydac sie mato odkryweze,

wreez puste. Przeciez w obu dziedzinach mamy do
rozgryzienia podobny problem: jak opisa¢ zachowanie
uktadéw o wielkiej — w granicy nieskonczonej, jak
moéwimy — liczbie stopni swobody. Z drugiej strony,
przynajmniej na obecnym etapie rozwoju nauki,
pokrewiefistwo mechaniki kwantowej i termodynamiki
istotnie jest zadziwiajace.

O analogiach w zachowaniu ukladéw
termodynamicznych i kwantowych napisano cale

tomy. My wezmy pod uwage dwa modelowe obiekty:
pojedyncza swobodna czastke kwantowa oraz czastke
Browna w cieczy. Mamy tu do czynienia z réznica skal
wielkoéci znacznie przekraczajaca przystowiowa réznice
miedzy ,,mréowka a stoniem”. A jednak dynamika

tych obiektéw wykazuje podobienstwo, z ktérego
konsekwencji, by¢ moze, ciagle nie zdajemy sobie

w pelni sprawy.

Ktos zapyta: jakze to? Przeciez pojedyncza czastka
kwantowa to ,fala materii”, to ,duszek” ulotnie
wypelniajacy fragment przestrzeni, to obiekt bardziej
zadziwiajacy niz UFQ, istniejacy jednoczesnie ,tu”

i ,tam” tak dlugo, dopdki go nie usitujemy ,zobaczyé”.
Jedli sie juz uda w sprytnie pomyslanym eksperymencie
tego rozmytego duszka zlowié, to lapiemy go calego
Hu”. [ Tam” jakby go wcale nie byto lub tez plotki

o skonezonej predkosei swiatla sa nieprawdziwe.

Natomiast pojedyncza czastka Browna powoli
wedrujaca przez niezmierzone (nawet w skali jednej
kropli) obszary cieczy to malenki, co prawda, acz
solidny obiekt. Mozna go $ledzi¢, mozna z dowolng
dokladnoscia wyrysowac jego trajektorie. Zawsze
wreszcie mozna powiedzieé, ze czastka jest w tym

i tylko w tym jednym miejscu, w ktorym ja widaé. Taka
drobina nie cierpi na ,roz-n-jenie jazni” (przy n = 2

- rozdwojenie).

Przy obecnym rozumieniu pojeé: czgstka, przestrzen,
czas, czastka kwantowa 1 czastka Browna sa wiec
zupelnie réznymi obiektami.

Ufajac (podobnie jak Newton) w to, ze réwnania
rézniczkowe rzeczywiscie opisuja $wiat, spéjrzmy

na losy obu niespokojnych wedrowcéw poprzez
odpowiednie réwnania ruchu. Podobnie jak

w przytlaczajacej liczbie rozwazan o charakterze
podstawowym ograniczymy sie do jednego wymiaru.
Poki nie interesujemy sie efektami specjalnymi
powodowanymi przez wymiar przestrzeni (jak np. spin),
modele jednowymiarowe funkejonuja zadziwiajaco
dobrze.

czyli pytanie o nature czasu

Czastka kwantowa o masie m opisana jest réwnaniem
Schrodingera

i R ¥

ot~ 2m dx?’

gdzie ¥ (x,t) jest funkeja falowq, interpretowang

jako amplituda gestosci prawdopodobienstwa,

tzn. prawdopodobienstwo znalezienia czastki w chwili ¢

(1) ik

)
w przedziale (a,b) to catka [ |¥(z,t)|?dz. Zatem na

samym poczatku rezygm}jer?ly z mozliwodci wskazania
miejsca, w ktorym w danej chwili na pewno znajduje
sie czastka. Wprowadzona ad hoc amplituda gestosci
prawdopodobienstwa jest pojeciem watpliwym. Jednak
czagstka punktowa jest réwniez tworem idealnym,

o czym nazbyt czesto zapominamy, spotykajac skale
malosci, na ktérych nasze dodwiadcezenie zyciowe

i indukowana nim wyobraznia zawodza. Czasami
fizycy unikaja tego problemu wprowadzajac pojecie
pola, ale to jest tylko przesuniecie trudnosci.

Czastka Browna porusza sie pod wpltywem pola
sitowego, ustawicznie zmieniajacego wielkoéé

1 kierunek. Przypadkowo uderzajace w brownowskiego
goscia czasteczki cieczy chaotycznie modyfikuja

jego polozenie i ped (sprébujcie dodaé¢ podobne
zalozenie swobodne) czastce kwantowej — kto Wam

w to uwierzy?). Dlatego nie mozemy deterministycznie
okresli¢ jej polozenia 1 pedu nawet w niezbyt odleglej
przyszlosci. Mozemy za to podaé prawdopodobienstwo
znalezienia je] w pewnej chwili i w pewnym miejscu.
Tym razem jednak réwnanie, okredlajace takie
prawdopodobienistwo, mozemy wyprowadzié

w stosunkowo prosty sposdb.

Rozpatrzmy czastke, ktéra startuje z pewnego miejsca
na proste] 1 wykonuje co pewien odstep czasu At krok
dlugosci Az w prawo z prawdopodobienstwem p,

a taki sam krok w lewo z prawdopodobienstwem

(1 = p). (Podobne zdanie znajdzie Czytelnik

w wiekszosci podrecznikéw termodynamiki
statystycznej.) Nie mozemy powiedzieé, gdzie

znajdzie sie btadzaca czastka po N skokach, czyli po
czasie NAt; nie wiemy nawet, czy bedzie na prawo,
czy tez na lewo od punktu startu. Mozemy jednak
napisaé relacje, wiazaca prawdopodobienistwo p

z gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia czastki

w chwili (¢t + At) w punkcie z, jesli wiadomo,

ze w chwili ¢ byla oddalona od tego punktu o Az,
Oznaczajac gestoé¢ prawdopodobienstwa przez f(a,1),
stwierdzamy, ze

Fla,t+ At) =

(2) =
=p-flz— Az, t)+ (1 —p)- fle+ Az, t).



Znalezienie wzoru na f(z,t) na podstawie tego
rownania nie wyglada na zadanie latwe. Przeto
wprowadzmy kolejne, czesto spotykane zalozenie.
Przypusémy, ze skoki sa krotkie 1 odbywaja sie
szybko (innymi stowy, At 1 Az sa male). Zalézmy,
ze funkeja f ma ciagle pochodne czastkowe i rozlézmy
ja w szereg Taylora. Zatrzymujac wyrazy najnizszego
rzedu oraz przyjmujac p = 0,5 (co oznacza, ze czastka
nie ma tendencji, by skakac czesciej w jedna strone,
powiedzmy — w prawo), dostaniemy réwnanie postaci
2

3) D

ot dx?
gdzie dla ustalonych Az 1 At wielko$é¢ D ma dobrze
okreslona wartosé

(4) e v

i wymiar wspdtezynnika dyfuzji (msi)

Tak wiec, jesli zaniedbamy wszelkie sity zachowawcze,
ktore mogltyby z premedytacja kierowaé czastke
w jedna strong, to gestoé¢ prawdopodobienstwa
spelnia réwnanie przewodnictwa cieplnego. Jest to
szezegdlny przypadek réwnania Fokkera—Plancka.
Pod ta nazwa mozna w literaturze spotkaé
najprzerdzniejsze rownania. Jesli, zamiast rozpatrywaé
przypadek swobodny, zalozylibyémy obecnoéé
deterministycznej sity F', to otrzymalibyémy réwnanie
2
@ Yeptiliym,
T x
ktore powinno si¢ nazywaé réwnaniem
Smoluchowskiego. Najbardziej klasyczne  réwnanie
Fokkera—Plancka” opisuje gesto$é prawdopodobienistwa
znalezienia czastki o predkosci v, w miejscu z
1 chwili {. Zwazywszy jednak, ze w bardzo
powaznych czasopismach naukowych nazwa réwnanie
Schrodingera okresla czesto bardzo rézne napisy — nie
bedziemy drobiazgowi.

Stwierdzenie, ze ...rédwnanie Fokkera—Plancka jest dla
termodynamak:s tym, czym dla mechaniki kwantowej
rewnanie Schrodingera, mozna czesto spotkaé

w podreeznikach (zob. np. [1]). Luzna analogia to
jednak nie wszystko.

Od réwnania Fokkera—Plancka (3) do réwnania
Schrodingera (1) mozna przej$é formalnie, zamieniajac
czas ,termodynamiczny” ¢ na czas czysto urojony it,

1 nastepnie korzystajac z zasady nieoznaczonodci:

(Az)
At
Rozwiazania pierwszego rownania staja sie po
podstawieniach ¢ — ¢t rozwiazaniami drugiego

réwnania. Zmienia si¢ tylko interpretacja.

(6) D =1lim

=limAz - Av = i :
2m

W swoich Wyktadach [3] Feynman stwierdzil, ze ,takie
same rownanta majq lakie same rozwigzania”. Na

tym, miedzy innymi, polega pieckno fizyki: kilka
podstawowych réwnai opisuje, jeéli nie doktadnie, to
przynajmniej z grubsza, niewyobrazalna iloéé efektéw.
Zmajac dokonania tego fizyka (lub choéby jego
Wyktady), mozemy sie domysélaé, jak gteboko Feynman
zdawal sobie sprawe, ze formalne podobienstwo
rozwiazan jest — gdy zapomniec o zbednej masce
réznych parametréw, warunkéw granicznych i pozornie
odlegltych sytuacji fizycznych — echem podstawowych
mechanizmdw, ktorymi rzadzi sie przyroda.

Réwnanie Fokkera—Plancka pojawia sie wszedzie

tam, gdzie w czasowym przebiegu zjawisk nie mozna
ustrzec si¢ szumu. Spotykamy je w najrézniejszych
dziedzinach fizyki, chemii, techniki: szum w obwodach
elektrycznych; uklady chemiczne, w ktérych reakeje

i dyfuzja wzajemnie na siebie wplywaja; okoloprogowa
akcja laserowa; przejécia fazowe — maja ze soba wiecej
wspdlnego, niz mozna oczekiwaé na pierwszy rzut oka.
We wszystkich wspomnianych uktadach jest obecny
ten sam fundamentalny mechanizm: fluktuacje, ktére
towarzysza przejsciu uktadu z jednego stanu w inny.
Maja one uniwersalny charakter, wiec i réwnanie,
ktére je elegancko uwzglednia, jest uniwersalne.

Wréémy do relacji (6). Napisal ja Michail Zak

z Pasadeny w niezwykle interesujacym artykule

o pewnym ukladzie deterministycznych réwnan, ktére
zaburzone dowolnie malym szumem prowadza do
rozwigzan chaotycznych [2]. Tez go pewnie zadziwila
bliskos¢ dwu probabilistycznych obrazéw, w ktérych
zamiana czasu ,rzeczywistego” na ,urojony”
przeprowadza nas przez furtke w murze dzielacym
termodynamike od mechaniki kwantowej. Zak
podejrzewa, ze wyjasnienia nalezy szukaé w szczegdlnej
teorii wzglednosci: czas traci w niej swoja odrebnodé,
a zamiast ,trajektorii przestrzennej czastki” mozemy
rozpatrywaé ,ciag zdarzen”. W tym samym numerze
czasopisma Chaos, Solitons & Fractals jego twérca

i redaktor, El Nashie z Cambridge, wielki zwolennik
zespolonego czasu, jeszcze raz przywotuje Hawkinga,
ktory pierwszy miat odwage zasugerowaé, ie urojony
czas moze byé w istocie czasem ,rzeczywistym”.

Dla wielu fizykéw te dwa zjawiska sa dydaktycznymi
éwiczeniami, sa znane, opisane, sklasyfikowane.
Odnosz¢ jednak wrazenie, ze w ciagu najblizszych

lat pojawi si¢ kto, kto dostrzeze w nich co$, co
wzburzy nasz obraz §wiata podobnie, jak poruszyly go
rozwazania Einsteina nad jednoczesnoécia. Byé moze
znowu chodzi o czas? Wszak ciagle nie wiemy, co to
jest czas.

Literatura
[1] H. Risken, The Fokker—Planck Equation (2nd Ed.), Springer
198
[2] M. Zak, Dynamical Simulations of Probabilities, Chaos, Selitons
& Fractals vol. 8, 1997,
[3] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmana wyklady
z fizyki, PWN, Warszawa 1970.



Maoia de

Wirtualny torus

Wielu ludzi uwaza, ze gry komputerowe — szczegdlnie te z zabijaniem nas i przez
nas — maja znikome walory edukacyjne. Tymezasem spdjrzmy na rysunki.

AT ALY
A 2

Na kazdym z nich jest ten sam réwnoleglobok (uméwmy su;, ze ma pole 1)

1 ma tak samo podzielone boki: jedna para bokéw réwnoleglych na 4 _]ednakowe
czesel, druga na 3. Punkty podzialéw zostaly polaczone w analogiczny, choé nie
jednakowy sposéb. Wewnatrz kazdego z réwnoleglobokéw powstato po 6 matych
réwnolegtobokéw. Zbadajmy, jakie maja one pola.

Kazdy Czytelnik wychowany na grze ,w pajaczki” lub podobnej wie, ze ekran

w takich grach jest torusem, czyli kursor, mijajac krawedz, pojawia si¢ na tej
samej wysokosci przy przeciwleglej krawedzi. Jesli spojrzeé¢ na kazdy z rysunkéw
jak na taki torus-ekran, mozna od razu zobaczyé, ze zostal on w przypadku
réwnolegtobokéw narysowanych na linii NW-SE (czyli na gtéwne]j przekatnej)
podzielony na catkowita liczbe malych réwnoleglobokéw, a mianowicie na 13,
podczas gdy w przypadku réwnoleglobokéw narysowanych na linii SW-NE na 11
malych. Co daje odpowiedZ na pytanie o pola.

|y -WW

A //

Ciekawe jest, ze ta rdznica 2 zachowuje sie przy réznych liczbach czedcl, na ktére
dzielimy réwnoleglobok: dla podziatu na m i n czesci dla jednego typu potaczen
liczba malych réwnolegltobokéw to mn + 1, a dla drugiego mn — 1.

A jak opisaé réznice miedzy tymi typami laczenia punktéw podziatu?

Malg Delte przygotowat Marek KORDOS



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

W artykule z 13 kwietnia br., opublikowanym w Physical
Review Letters [1], autorzy donosza o przeprowadzeniu
pierwszego pelnego rachunku za pomoca komputera
kwantowego, rachunku polegajacego na ,wprowadzeniu
danych poczatkowych do komputera kwantowego,
wykonaniu obliczen wymagajacych mniej krokéw niz
w przypadku zwyklego komputera oraz odczytaniu
wynikéw”. Choé to osiagniecie bylo od pewnego czasu
oczekiwane, moze stanowié¢ przetom tak w informatyce,
jak i w dodwiadczalnym badaniu podstaw mechaniki
kwantowej.

Czym rézni sie komputer kwantowy od zwyklego? Ziosliwi
(pesymisci) powiedzieliby, ze tego pierwszego po prostu
nie ma (i nie bedzie). Optymisci twierdza, ze wczeéniej
czy péiniej powstanie, bo jego teoretycznie udowodnione
mozliwodci przekraczaja zdolnosé obliczeniowa klasycznego
komputera wykorzystujacego caly krzem obserwowalnego
Wszechédwiata. Ale o co chodzi z ta kwantowoscia”?
Przeciez wspdlczesne komputery wykorzystuja uktady
scalone zawierajace tranzystory, ktérych dzialanie opiera
si¢ wlasnie na mechanice kwantowej. Tak, ale operacje
wykonywane przez mikroprocesor mozna réwnie dobrze
przeprowadzié za pomoca przekladania kamyczkow,
tylko ze miliard (bilion?) razy wolniej. Dlatego bardziej
skomplikowanych probleméw numerycznych nie da sie
rozwiaza¢ w ,rozsadnym czasie” przy wykorzystaniu
otoczakéw. Istnieja jednak takie problemy, z ktérymi
nawet dowolnie szybkie ,,Quintylionium~>" sobie

nie poradzi w rozsadnym czasie (np. krétszym od

wieku Wszechéwiata). Klasycznym przykladem moze
by¢ rozklad duzych liczb na czynniki pierwsze. Za
efektywny uznaje sig algorytm, ktérego liczba krokdéw
roénie co najwyzej wielomianowo z liczba informacji
wejéciowych. Dla rozktadu liczby na czynniki pierwsze
taki algorytm nie istnieje. Liczba krokdéw rosnie co
najmniej wykladniczo z dlugoscia rozkladanej liczby.
Zainteresowanie komputerami kwantowymi wyraznie
wzrosto wladnie po tym, jak Peter Shor odkryt taki
algorytm dla komputera kwantowego [4].

Zwykly komputer wykonuje operacje na rejestrach
bitowych. Np. rejestr dwubitowy moze znajdowacé sig

w jednym z czterech stanéw: 00, 01, 101 11. Za jego
pomoca mozna zaadresowaé czteroelementowa baze
danych. Zalézmy, ze pod jednym z adreséw kryje sie
logiczna jedynka, a pod pozostalymi logiczne zera. Aby
dowiedzie¢ sig, gdzie ukrywa sig¢ jedynka, nalezy wykonaé
grednio (1 +2 + 3+ 3)/4 = 9/4 sprawdzeii. ldea komputera
kwantowego polega na uzywaniu rejestrow opartych

na tzw. qubitach (ang. qubit = quantum bit). Réznica
polega na tym, ze qubit moze byé dowolna superpozycja
swoich standéw bazowych, zamiast przyjmowaé tylko

dwie dyskretne wartosci. Rejestr N qubitéw jest wiec
SUperpozycja 2V stanéw opisywanych za pomoca

2N amplitud (liczb zespolonych). Operacja na takim
rejestrze jest wykonywana jednoczednie na wszystkich

2V liczbach. W naszym przykladzie, jak wykazal Lov
Grover [4], do znalezienia poszukiwanej jedynki wystarczy
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tylko jedno sprawdzenie. Ogdlnie, dla N elementowe] bazy
danych liczba krokéw algorytmu Grovera jest rzedu /N,
podczas gdy zwykly komputer potrzebuje ich rzedu M.
Dla duzych N réznica bylaby wiec ogromna. Sercem
algorytmu jest powtarzana elementarna operacja (opisana
na poziomie popularnym np. w [4,5]), w wyniku ktérej
amplituda odpowiadajaca poszukiwanej pozycji bazy
danych wzrasta w kazdym kroku o okolo 1/\/37 Po okolo
v'N krokach bedzie wiec bliska jednoéci. Sprawdzenie
zawartosci rejestru w tym momencie pozwala na niemal
pewne uzyskanie poszukiwanej informacji. Algorytm ten
moze byé stosowany do bardzo szerokiej klasy problemdw,
w ktérych odpowiedZ tatwo jest sprawdzié, ale trudno
znalezé. Jeden z uznanych ekspertéw w tej dziedzinie, John
Preskill, stwierdzil [6], ze ,jezeli komputery kwantowe
beda za 100 lat w uzyciu, to przypuszczalnie dzialaé beda
wedlug algorytmu Grovera lub czego$ podobnego”.

Skoro komputery kwantowe sa tak dobre, to dlaczego

ich nie ma? Okazuje sie, ze praktyczna implementacja
takich pomysléw natrafia na olbrzymie trudnosci
eksperymentalne. Pojedynczym qubitem moze byé dowolny
uktad kwantowy o dwéch stanach bazowych, np. spin
jadra atomowego. Problem polega na tym, ze w trakcie
wykonywania obliczen z rejestru skladajacego si¢ z qubitéw
nie powinna wyplynaé zadna informacja! Ostatnio okazalo
si¢ wprawdzie mozliwe poprawianie ,kwantowych bledéw”
(zob. np. przeglad [7]), ale i tak szczegdlna podatnosé
ukladéw kwantowych na zaburzenia spedza sen z powiek
konstruktorom ukltadéw doswiadczalnych, majacych dzialaé
jako komputery kwantowe.

Jak zaznaczylem na poczatku dzisiejszych aktualnodci,
udalo sie wladnie zbudowaé pierwszy ,pelny” komputer
kwantowy [1]. Jako rejestru kwantowego uzyto roztworu
chloroformu CHCls. Pojemnoéé rejestru wynosita 2 qubity
odpowiadajace spinom atoméw wodoru i wegla '*C, przy
czym role rejestru spelniala nie pojedyncza czasteczka, ale
(niekoherentny) zespél wszystkich par *H-'*C. Operacje
na rejestrze wykonywane byly przy uzyciu techniki
jadrowego rezonansu magnetycznego. Za pomoca takiego
komputera przeprowadzono doswiadczalny test algorytmu
Grovera. Warto dodaé, ze cale urzadzenie miesci sie na
biurku. Po jego popularny opis odsytlam do [2]. Technika
ta ma szanse rozszerzenia do rejestréw kilku-, a nawet
kilkunasto-qubitowych juz w najblizszej przyszlosci.
Jak dlugo jednak trzeba bedzie poczekaé na kwantowy
komputer z prawdziwego zdarzenia, posiadajacy rejestr
o pojemnoéci przynajmniej kiloqubitéw? Myéle, ze nie tak
dlugo, zwlaszcza jezeli czytelnicy Delty nie poprzestana na
czekaniu. . .

Piotr ZALEWSKIT
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Klasyczna ruletka ma 37 pdl: 18
czerwonych, 18 czarnych i jedno zielone.
Jedli postawimy na czarne, a wypadnie
czerwone lub zielone, to tracimy stawke;
jesli wypadnie czarne, to dostajemy
podwojong stawke.

Prosze poréwnaé to réwnanie
z réownaniem (2) w artykule Karola
Pesza (str. 6).

Gdy k = 100, to dla N = 500 jest
pr(N) = 4,03- 1071

adla N = 5000 mamy
pr(N)=24-10"*

Gdyby ruletka byta gra sprawiedliwa,
tzn. dla p = ¢ = 1/2, mieliby$my

w pierwszym przypadku px(N) = 1/5,
aw drugim py(N) = 1/50.

Zadanie o ruinie gracza

Na stronie 6 tego numeru Delly mozna przeczytaé¢ o zwiazku rownania
przewodnictwa cieplnego z losowym bladzeniem czastki Browna. Jest to temat
bardzo blisko zwiazany z klasycznym zadaniem o ruinie gracza, o ktérym, gwoli
przestrogi dla nieroztropnych, warto przy tej okazji pare stéw powiedzied.

Problem sformutowany jest zazwyczaj nastepujaco: gracz ma poczatkowo kapital
k zt 1 zamierza gra¢ w ruletke, stawiajac kolejno po 1 zl na czerwone lub czarne,
az do momentu, gdy jego kapital osiagnie N zl, albo do chwili, gdy bedzie
doszczetnie zrujnowany.

Jak widaé, po kazde] grze kapital gracza zmienia si¢ losowo o jeden: wzrasta

z prawdopodobienstwem p = é?, spada z prawdopodobienstwem ¢ =1 — p = %.
Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze gracz rozpoczynajacy
gre z kapitatem k zdola powiekszyé go do N, zanim zbankrutuje, oznaczymy

przez pp(IN).

Po pierwszej grze gracz nadal chee uciutaé¢ N zlotych, ale zmienia sie jego
kapital poczatkowy: w przypadku sukcesu, czyli z prawdopodobiefistwem p,
wzrasta do k + 1 zlotych, a w przypadku porazki - z prawdopodobieristwem ¢
— maleje do k — 1 zlotych. Postugujac si¢ wzorem na prawdopodobiefistwo
calkowite, mozemy wiec napisaé réwnanie

(1) pr(N) =p-prs1(N) + q - pe—1(N).

Zauwazmy tez, ze z oczywistych powoddéw py(N) = 1 oraz po(N) = 0.

Gdyby p = ¢ = 1/2, to réwnanie (1) implikowaloby, ze ciag (pi( N))k N jest
arytmetyczny — kazdy wyraz bytby w nim érednia arytmetyczna dwéch wyrazéw

sasiednich. Sprébujmy uogdlnié to spostrzezenie: przepiszmy (1) w takiej postaci,
by wyrazié przyrost pgy1(N) — pp(N). Otrzymamy réwnoéé

Prsr(N) = pe(N) = %(m(N) — pr-1(NV)).

Ciag przyrostéw jest wiee geometryczny i ma iloraz réwny g¢/p, a zatem
Pr+1(N) — pe(N) = (¢/p)* (p1(N) — po(N)). Dalej juz jest tatwo; zapisujemy
pn(N) (czyli jedynke) w postaci sumy kolejnych przyrostéw i wykorzystujemy
wzor na sume N wyrazéw ciagu geometrycznego:

1 = pn(N) = po(N) + i(le(N) —pe(N)) =
N-1 k I g
= ; (%) (p1(N) = po(NV)) = % “p1(N).

-1
Stad p1(N) = (?//;)}+~1; caly zabieg powtarzamy, by dostaé koricowy wynik:
k-1 £ (q/p)k =
pe(N) = po(N) + Pes1(N) = pe(N)) = ) pi(N) - ( ) B
; Z p (¢/p)V =1
Zatem, dla ¢ > p 1 duzych wartosci poczgtkowego ka}\arlta.}u k oraz zamierzonego
zysku N — k mamy w przyblizeniu py(N) =~ (q/p) Prawdopodobielistwo

uciutania przez gracza N zi, maleje wiec wyktadniczo do zera wraz ze wzrostem
réznicy N — k.

Rozumujac podobnie, mozna wykazaé, ze 1 — px(N) to prawdopodobieristwo
ruiny gracza. Inaczej méwiac: z prawdopodobienistwem 1 gracz po skoficzenie
wielu grach wyjdzie z kasyna — w znakomitej wiekszosci przypadkéw

— doszczetnie zrujnowany. Dzieje si¢ tak za sprawa jednego, niepozornego,
zielonego pola. Miedzy innymi z tego powodu tatwiej jest spotkaé pograzonego
w dlugach nalogowego gracza niz zalamanego wlasciciela kasyna.

Pawet STRZELECKI
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Czy liczby rzeczywiste sa rzeczywiste?

Liczby naturalne sa niewatpliwie naturalne. Liczby calkowite niewatpliwie
Roman SIKORSKI zastuguja na nazwe ,catkowite”. Liczby wymierne nalezaloby moze nazywaé

liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary
wykonujemy w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary:
wszelkie rachunki na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie
w obrebie liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzaé szersze, lecz znacznie
trudniejsze pojecie liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja

w rachunkach? Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnoéci,
wskutek tego w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie
formutowana.

Pojecie liczby naturalnej jest tatwe do przyswojenia. Tak tatwe, tak swojskie,

; : i 7€ je sie, iz li aturalne sa wziete bezposrednio z otaczajace
Obok drukujemy pierwszy artykul, jaki 25 wydaJe Sig, 12 llCZby . sg wzlet p ednio z JAcego

sostal zamidwiony dis Delty: zhragem $wiata materialnego. Zapominamy na ogét, ze tatwo napisaé, nawet na
pierwszy, ktéry zostal dla Delty napisany malym kawaltku papieru, nazwe liczby naturalnej n, ktéra jest nierealizowalna
(21 sierpnia 1973 roku). Artykul ten w $wiecie materialnym, tzn. dla ktérej trudno podaé przykltad n-elementowego

otwieral prébny 1 pierwszy numer naszego . N % 10001090 . A
miesiecznika. Wielu sadzi, 2e jest to tez zbioru przedmlotow realnych. Liczba n = 1000 JeSt' przykl’adem taklej

najlepszy artykut w Deleie. Prezentujemy nierealizowalnej liczby naturalnej. Poczatkowe liczby naturalne sa tatwo
go dla nowego pokolenia Czytelnikéw. wyobrazalne, nie mozna tego powiedzie¢ o liczbach bardzo duzych. Niemniej
Redakeja  ghior N wszystkich liczb naturalnych mozna tatwo zdefiniowaé.

Musi zawieraé liczbe 1. Jeéli zawiera liczbe n, to musi zawieraé takze liczbe

n + 1. I nic wiecej, tzn. jest najmniejszym zbiorem o powyzszych dwu
wlasnodciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina doweip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiécie mozna tam
wlozy¢ jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, ze jeéli whozylismy do walizki

n chusteczek, to (n + 1)-sza tez da si¢ zatadowaé. Zatem do walizki mozna
wlozy¢ tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskoficzenie wiele!

Mozemy sobie wyobrazié, ze matematyk ma taka abstrakcyjna walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej, dodatkowej walizeczce nosi
ich ,odbicia lustrzane w zerze”, tzn. liczby catkowite ujemne. Musi sie jeszcze
zdecydowaé, do ktdrej walizeczki wlozyé liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubig zaliczaé zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie nie
warta przystowiowego funta ktakéw. K16cié sie o zero? O matematyczne ,nic”?
Nie warto!

Oprécz walizeczek z liczbami catkowitymi matematyk ma takze maszynke

do precyzyjnego siekania tych liczb. Méwiac powazniej, matematyk z liczb
catkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. ,utamki” m/n, gdzie

m jest liczba catkowita, a n — liczba naturalna (nie zerem!). Pewne z tych
ulamkéw nalezy uznaé za réwne. Na utamkach tych mozna w naturalny sposéb
zdefiniowaé podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz
wtérne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero!). Mozna
Je tez uporzadkowaé, tzn. wprowadzié relacje mniejszosci & < y. Intuicyjnie
tatwo sobie ,wyobrazi¢” liczbe wymierna. Latwo bowiem wyobrazié sobie n-ta
czest czegos, to znaczy liczbe 1/n; tatwo tez wyobrazié sobie m takich czedci,
tzn. liczbe m/n, z ewentualng zmiang znaku, czyli z ,,odbiciem lustrzanym

w zerze”.

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wsaystkie transakeje

Eﬁ handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich
oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duzo, bo nieskoficzenie
Rozwigzanie zadania M 848. wiele. W praktyce do rachunkéw uzywa sie tylko skoficzenie wielu liczb

Podzielmy obie stron)

5 wymiernych (trudno byloby oszacowaé ile). Tak juz jednak jest z matematykami.
rownania funkeyjneg P . . . PR
l:_:mm._ o : ' Jesli cos tworza, czynia to na ogdl w pelnej ogdlnosci, wskutek tego na wyrost,
a(zy) = glz) + g(y). Nastepnie na ogo6t wiecej, niz jest to potrzebne w praktyce.
funkeja A = (0, +e0) —
wzorem h(z) = g(e®) spelnia
e+ y)=hiz)4 hly). Je

Niestety, zbidr liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla
dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia polozona miedzy nimi. Jest
Jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa réwniez rozmieszczone w sposéb

e dziedzing niczeso nie zmienia) $€StY; tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze
. w dla pewnego o € R Wynika  dziura. Te dziury biora si¢ nie ze staroéci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru
stad, ze f(z) = zg(z) = azlnx. w wyniku tak czgstego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka

z wynikéw zadania 847 (inna w tyn
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Rozwinzanie zadania F 477,

dpowiada

-} klatki 24 x 36 mm.

wa pierwszych aparatow

- l_’" = 15 (cm), co daje

| plyty 9 % 12 cm jest

150 mm. Byly to wiec dosé
1e maszyny. Doplero wprowadzenie
drobnoziarnistych blon fotograficznych

pozwolilo na konstrukeje dzi

siejszych

porecznych urzadzen.

Rozwiazanie zadania M 849.
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jest matematyczna natura tego zbioru. Zbidr liczb wymiernych ma postaé
bardzo gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyjasni¢, co rozumiemy przez dziure w zbiorze liczb wymiernych
(zawodowi matematycy méwia ,luka” zamiast ,dziura”). Dziura nazywamy
taki podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory
Wi 1 Wy, ze — po pierwsze — kazda liczba ze zbioru W) jest mniejsza od kazdej
liczby zbioru Wy, oraz — po drugie — w zbiorze W, nie ma liczby najwiekszej,

a w zbiorze Wy nie ma liczby najmniejszej. Mowimy, ze taka dziura lezy miedzy
liczbami wymiernymi wy 1 we (w1 < wa), jesli wy nalezy do Wy, a ws nalezy

do Ws. Na przyklad, zaliczmy do W, wszystkie ujemne liczby wymierne i te
nieujemne, ktorych kwadrat jest mniejszy od 2, a do Wy zaliczmy wszystkie
dodatnie liczby wymierne, ktérych kwadrat jest wiekszy od 2. Podzial zbioru W
na zhiory Wy, Wy jest dziura (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo

tatwo sprawdzié, ze dziura ta lezy miedzy liczbami 11 2. Bez trudu mozna by
wyznaczy¢ bardzie] doktadnie polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi,

ze lezy ona miedzy 1,41 a 1,42. Oczywiscie mozna wyznaczy¢ jej polozenie
jeszcze doktadniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest Zrodtem wielu klopotdw.
Obrazowo mozna powiedzieé, ze przez te dziury wycieka tres¢ matematyczna
wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze.

Zbidr liczb wymiernych jest §wietny do rachunkow na liczbach konkretnych,

ale zty dla wielu celéw teoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dziatan

na liczbach niz dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jedli
chce sie wykonywaé te dzialania w sposéb doktadny, a nie przyblizony. Juz
pierwiastkowanie nie jest wykonalne w tym zbiorze. Sprébujcie okreélié¢ taka
pozyteczna funkeje jak logz (x > 0) tak, by zaréwno =z, jak i logz byly liczbami
wymiernymi — nic z tego nie wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje si¢
po prostu brak liczb, zbiér liczb wymiernych jest za maly, by wykonywaé w nim
logarytmowanie lub pierwiastkowanie (doktadne, a nie przyblizone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dziatania, wygladajace na naturalne
lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnogé
dziatan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotéw, na ktérych
dzialania maja byé wykonane, lub ktére maja byé wynikiem tych dzialan.
Mozna by przytoczyé wiele praykladéw — nawet z najnowszej matematyki.
Przytoczymy tu tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru
liczb rzeczywistych.,

Rozszerzenie to wykonuje sie w sposdb nastepujacy. Przed kazda dziura

w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do jej zatkania
(lieczbe wymierna wygodnie jest interpretowaé jako punkt na osi liczbowe;j;
wowczas kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na
tej osi). Nastepnie jednym uderzeniem mlotka matematyk whija wszystkie
kotki. Zwracam uwage na fakt, ze matematyk jednym aktem woli wbija

od razu wszystkie kolki we wszystkie dziury! Nie nalezy wyobrazaé sobie
procesu whijania w ten sposéb, ze najpierw numeruje wszystkie dziury
liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno od n-tej dziury do n + 1-szej
i zabija je kotkami. Takie postepowanie byloby niemozliwe, mozna bowiem
udowodnié, ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest tak duzo, iz nie mozna ich
ponumerowaé wszystkimi liczbami naturalnymi.

Whszystkie liczby wymierne mozna ponumerowaé kolejnymi liczbami
naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze — nie! Dziwne, nieoczekiwane,

ale prawdziwe. Jakkolwiek ponumerowaliby$my te dziury wszystkimi

liczbami naturalnymi, zawsze znalazloby si¢ jeszcze nieskoriczenie wiele
nieponumerowanych dziur! Zawodowi matematycy méwia, ze jaki§ zbidr jest
przeliczalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ponumerowaé kolejnymi
roznymi liczhami naturalnymi, a jest nieprzeliczalny, jesli tego nie mozna zrobié.
Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie wieksze, znacznie bogatsze w elementy niz
zbiory przeliczalne. Zbidr liczb wymiernych jest przeliczalny, a zbiér wszystkich
dziur w tym zbiorze jest nieprzeliczalny. Widac¢ stad, ze w zbiorze liczb
wymiernych jest wiecej dziur niz liezb! Czyz mozna mieé zaufanie do takiego
zbioru? Nic dziwnego, ze wiele treSci matematycznej wycieka przezen.
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Rozwigzanie zadania F 478,
a zmienne] ogniskowe]

w ogniskowe) 70 mm,

i przy najmniejszym powigkszeniu

u. Zw

jednoczeénie staly otwor przeslony,

zamy tym samym jasnosé
ni. Osiaga wiec ona najmnie)sza
przy maksymalnym powieg

u, czyli dla ogniskowe] 2(

jest wtedy 200/70 = 3 razy mniejsza

od maksymalne]

Konkurs Prac
Mlodych Naukowcow
Unii Europejskiej

Znéw sukces — na razie w finale
Ogélnopolskich Eliminacji — odniesli
laureaci naszego Konkursu Prac
Uczniowskich z Matematyki.
Grzegorz i Michal Kapustka

7 praca O pewnych wlasnosciach
parzystokgtow wpisanych i opisanych
na okregach (streszczenie w Delcie
4/1998) zajeli pierwsze miejsce ex
aequo z Maciejem Walczakiem,
ktéry przedstawil prace Chemiczna
synteza aminoalkilo - fosforandw
nukleozyddw. Nasi laureaci zostali
tez zakwalifikowani do Finatu
Europejskiego, ktéry odbedzie sie
we wrzesniu w Porto (Portugalia).

Wiecej o organizowanym przez Unie
Europejska konkursie pisalismy

w Delcie 5/1995, 1/1997, 3/1997.
Byé moze, ze teraz tez napiszemy,
gdy naszym reprezentantom uda sie
przywiezé medal, czym juz dwa razy
moglisémy sie chwalié.

Powréémy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywistych. White koleczki
nazwiemy liczbami niewymiernymi, a calo$¢, tzn. zaréwno liczby wymierne,
jak i niewymierne, nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie
ustalona terminologia. Czytelnik tatwo sie domysli, ze koteczek, ktory zatkat
dziure, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznaczac¢ bedziemy
symbolem /2.

Jak w kazdej innej konstrukeji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy
wyréznié dwie strony tego samego zadania: 1) intuicyjne wyjasnienie celu

i metody konstrukeji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem
najwyzszych kryteriow scistodei wspolezesnej matematyki. Opisane powyzej
whijanie koleczkéw w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukeji, wyjasnienie jej
celu. Precyzyjny opis konstrukeji — to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie
— powiedziatbym — dosy¢ niewdzieczne. Znamy dwie metody ,wbijania
koteczkéw” , mianowicie metode Dedekinda 1 metode Cantora. Obydwie sa
bardzo precyzyjne i obydwie maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej
istotnymi szczegétami technicznymi podstawowa, jasng i prosta intencje
konstrukcji. Dlatego nie praytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko

o zasadniczej réznicy miedzy tymi metodami. Oczywiscie koteczki musza byé

z czegoé zrobione, z jakiego$ tworzywa, naturalnie z jakiego$ abstrakcyjnego
tworzywa pojeé matematycznych. Otéz metody Cantora i Dedekinda réznia
sie gléwnie materiatem, z ktérego zrobione sg koleczki. W metodzie Dedekinda
koteczkiem zatykajacym dziure jest sama dziura! Dziure zatyka sie nig sama!
Mozna powiedzieé, ze w metodzie tej koszty zuzycia materiatéw zostaly
doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukeja zostala wykonana, koteczki sa wbite. Pozostato nam sprawdzié,

czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie
powstaly jakies nowe dziury. Na szezeScie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbiér liczb rzeczywistych jest catkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury
mozna wprawdzie sformutowac¢ w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogdle nie ma takich
dziur.

Okazuje sie, ze zbidr liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszeze lepsze niz zbidr
liczb wymiernych. Mozna ten zbidr uporzadkowaé, mozna nogélni¢ podstawowe
dziatania arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)

na liczby rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywaé bez
zadnych ograniczen wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak
pierwiastkowanie, potegowanie, logarytmowanie itp., ktérych wykonalnosé

w dziedzinie liczb wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrecz
niemozliwa.

Okazalo sie ponadto, ze w oparciu o pojecie liczby rzeczywiste] mozna zbudowaé
cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspétezesnej matematyki.

U podstaw wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy ,szczelnosé” zbioru
liczb rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika ,zupelny”
zamiast szezelny). Twierdzenia analizy matematycznej przestajg by¢ prawdziwe,
jesli zbidr liczb rzeczywistych zastapié¢ przez zbidr liczb wymiernych. To wihasnie
mielidmy na mysli, méwiac zartobliwie o przeciekaniu wiedzy matematycznej
przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby rzeczywiste] jest niezbedne
dla calej matematyki teoretycznej. Jest réwniez niezbedne dla formowania
ogdlnych metod matematyki stosowanej az do momentu, gdy w gre wchodza
przyblizone rachunki na konkretnych liczbach. Wtedy powracamy do bardziej
elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywiste]. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora

lub Dedekinda, wydaje si¢ by¢ tworem doéé mistycznym, wydaje sie by¢é
znacznie mniej rzeczywista — w potocznym znaczeniu tego slowa — niz liczba
wymierna. Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym
narzedziem pracy, jest réwnie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywiste sa réwnie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie sa bowiem
poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mézgu matematyka. Jedne

i drugie maja ten sam typ realnosci.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzar zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
= lub jednego zadania (kazde na oddzielne] kartee), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
—

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,

. umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnosdcia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdélezynnik trudnogei danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie 5 oznacza sumeg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

Termin nadsylania rozwigzan:

i w ktdrejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

31 VIIT 1998 punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu, Trzykrotne ezlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Zadania z matematyki nr 363, 364
Redaguje Marcin E. KUCZMA

363. Punkty P i @ leza odpowiednio na plaszczyznach zawierajacych éciany BCD

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zbudowaé tréjkat.

i CDA czworoécianu foremnego ABCD. Dowie$é, ze z odcinkéw AP, PQ i-QB mozna

zadan 347 (WT=1,38) i 348 (WT=2,33)
2z numeru 10/1997

Maciej Mostowski - Warszawa 40,10
Witold Bednarek - Ldadé 31,89
Piotr Kumor = Olaztyn 31,20

Bogumila Piotrowska - Zielona Géra 30,88

pierwiastka kwadratowego wystepuje n-krotnie). Obliczy¢

364. Niech a, = \/2 + \/2 +V24...4 2 (w okreéleniu liczby an symbol

Im 2%-4/2 — a,.

n—od

Zadanie 364 zaproponowal pan Janusz Wojtal z Legionowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/1998

Przypominamy treéé zadan:

a naturalna n oraz tré

Punkty D i E lezg od] 1o
.-.-'..| - |AC|. Punkty Py,
1Pn| = |PaC| = =35 - |BC|

AD| = I C|AB|, |AE]
|BP | =|PiP:a| =... |

355. Przypuséémy, ze liczby p, z, y spelniaja podane warunki
ize p jest liczba pierwsza nieparzysta. Liczba p® = yP + 1 dzieli
si¢ wéwczas przez y + 1; istnieje wiec liczba calkowita n > 1,
taka, ze y + 1 = p™. W takim razie

=y +1=(p" -1 +1=

= (e D) o= (2 )i (7 )

p—3
(gdy p = 3, ,pusta” suma 2 ma wartosé zero). Wspdlczynniki
k=1
(f:) sa podzielne przez p, gdy 0 < k < p; otrzymujemy réwnoéé
p—1
px =pﬂp+A_p3n+1 o % _p2n+p_pn

dla pewnej liczby calkowitej A. W kazdym z pierwszych trzech
skladnikéw po prawej stronie liczba p wystepuje w potedze
wyzszej niz n+1. Wobec tego # = n + 1; otrzymana przed chwila
réwnosé przybiera (po podzieleniu przez p™t! i odjeciu stronami
jedynki) postaé

G=pnp—n—1 +A_p2n_ p—1 _pﬁ

2

— to zas jest mozliwe tylko wtedy, gdy wykladniki np—n—1
oraz n sa rowne, czyli gdy n(p —2) = 1, czylidlap =3, n = 1.
Wéwczas ¢ = 2, y = 2.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy p = 2. Wtedy tréjki
(r,=z,y) = (3,2,2) oraz (2,1,1) spelniaja zadane réwnanie
i stanowia jego pelne rozwigzanie. 2 — 1 = y? = 1 (mod 4),

skade =1,y =1.
14

nt1
|£DPE| + |£DPE| + .

+ | £LDP, E|

356. Przyjmijmy Py = B. Kazdy z czworokatéw Pj_; DEP;
jest réwnoleglobokiem; zatem |£DPE| = |£P;_1 DP;|, a wiec
rozwazana suma jest réwna
|£PsDPy|+ |£PiDPy| + ...+ |£Py—1DPy| = | £PoDPy| =
= |£BAC| = a.

A

B=Py P P Sk Pn [



Termin nadsylania rozwiazati:
31 VIII 1998

R N NN
NN NN NN

T ST R

Czoldwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 248 (WT'=1,75) i 240 (WT=2,88)
z numeru 121997

Przemyslaw Gadzifiski - Sroda S1. 42,92
Andrzej Idzik — Boleslawiec 32,09
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 18,68
Tomasz Wietecha — Tarndw 15,39
Marek Wajcicki - Szczecin 11,72
Aleksander Surma — Myszkdw 11,08

..}

Rozwigzanie zadania M 847,
Podstawiajgc w rozpatrywanym réwnaniu
r =y = 0 otreymujemy f(0) = 0.
Nastepnie, kladac y =
f(=z)= —f(x). Ni

tatwa indukeje dowodzimy, 2e wzdr

—x, dostajemy

h f(1) = a. Przez

dla wszystki

finz) = nf(zr) jest stuszn L
Zatem

r € R i wszystkich catkowitych n.

fin)=nadlangZ.

Wreszcie, dla p,g € Z\ {0} mamy

flelq) = (1/q)af(p/a)) = (1/q9)f(p) =
= (p/q)a. Udowodnilismy wiec wzdr

f(x) = za dla wszystkich = € Q.
Poniewaz kazda liczbe rzeczywista mozna

rad liczbami wymiernymi, a f jest

ciagly, wiec wzdr ten zachodzi dla

dowolnego ¢ € R. Ostatecznie, jedynymi
funkcjami ciaglymi spelniajacymi
rozpatrywane réwnanile funkcyjne sg

funkej niowe postaci f(z) = azx.

Zadania z fizyki nr 260, 261
Redaguje Jerzy B. BROJAN

260. Filtr polaryzacyjny przepuszcza 85% $wiatla spolaryzowanego wzdluz jednej
osi, a drugiej skladowe]j nie przepuszcza w ogéle. Jezeli na zestaw takich filtréw pada
$wiatlo spolaryzowane liniowo, to ile ich trzeba wziaé i jak je ustawié, aby wiazka
przechodzaca miala plaszczyzne polaryzacji obrécona o 90° i maksymalne natezenie?

261. W dlugiej rurze o stalym przekroju znajduje sie¢ gaz pod ciénieniem 10° Pa,
ktérego temperatura zmienia sig liniowo od 0°C na jednym koricu rury do 200°C na
drugim koticu. Ile bedzie wynosito cinienie w rurze, jezeli zamkniemy ja szczelnie

i doprowadzimy gaz do jednakowej temperatury 100°C?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1998

Przypominamy treéé zadan:

252, Jednorodny w ny walec o wewnetrznym promieniu ¢ i zewnetrznym d stoi na poziomej
] € J k = J |

1k

powierzchni, a do jego lozono dwie gladkie kule A i B o masach ma | mpg oraz promieniach

aib prazyczyma<b c<a
a) Oblic

b) Do walca wlozono tr

rdel.

* minimalng mase walca, przy ktérej

sig on nie prze

ecig kulg C, identyczng z A. Biorac uwage oba mozliwe polozenia tej

kuli (zob. rysunek; dla uproszczenia mozna zalozyé, ze A i C sie nie zetkna), obliczyé minimalna
) I = 1 y 1

masg walca m, przy ktdrej sig on nie przewrdci.

253. Przyjmijmy, ze gaz jest doskonaty (4ciéle spetnia réwnanie pV = nRT), a jego cieplo malowe

Z0

w stalej objgtosci Cyv jest réwne (3/2)R ponizej pewnej nieznanej temperatury T i (5/2)R

e] temperatury. Stwierdzono, ze

ynajac od pewnej ol

bscl Vi 1 cidnienia pg

en gaz izochorycznie zwieks > 3po, po czym rozprezono adiabatyczni

2Vo; 1

na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyé sprawnoéé tego «

poczatkowe] wartoéci cidnienia, obj okazala sig row

WTraca, unktu po
yklu (podaé wartoéé

liczbowa)

252. a) Odcinek laczacy érodki kul A i B jest nachylony do poziomu pod katem o, ktéry
mozna obliczyé z warunku 2¢ = a + b+ (a + b) cos . Sile oddzialywania kul na siebie Fap
wyznaczymy z warunku réwnowagi kuli B — otrzymujemy Fap = mpg/ sina. Pozioma
skladowa tej sily wynosi Fqp cosa = mpgctga i jest réwna sile oddzialywania kazdej

z kul na $cianke walca. Mnozac te wielkoéé przez ramie (a + b) sin o znajdujemy morment
pary sit M = mpg(a 4 b) cosa = mpg(2c — a — b). Aby walec sig nie przewrdcil, ciezar
walca i reakcja podloza musza utworzyé pare o przeciwnym momencie — stad WYZNaczamy
Mmin = mp(2c—a —b)/d.

b) Gdy kula C oprze sie o $cianke po tej samej stronie co A, odcinek laczacy érodki

C i B bedzie nachylony do poziomu pod tym samym katem «, co poprzednio, a sila
oddzialywania kuli C' na cianke wyniesie Fo = m 4gctg o Dalsze obliczenia wykazuja, ze sila
oddzialywania A na écianke wzroénie w poréwnaniu z poprzednim przypadkiem o te sama
wielkoéé F, a sila oddzialywania B na scianke — o 2F. Zatem moment M i wartos¢ mupmin
pozostana nie zmienione,

Gdy kula C oprze si¢ o éciankg po stronie przeciwnej do A, odcinek laczacy érodki C i B
bedzie nachylony do poziomu pod katem g3, ktérego cosinus jest réwny cos g = (b—a)(b+ a).
Obliczamy sily nacisku na écianki: Fe = magctg8, Fa = (ma + mp)gctga,

Fpg = Fa — Fc. Moment tych sit wynosi M = F(a+ b)sin8 + Fa(a 4 b) sina, zatem

Mmin = ma(b—a)/d+ (ma+mp)(2c—a—b)/d.

253. Przemiang adiabatyczna gazu doskonalego opisuje réwnanie Poissona, ktére w zmiennych
p i T ma posta¢ T /p = const , gdzie parametr o = Cp/R = 1 + Cy /R ma wartodé o1 = 5/2,
gdy Cv = (3/2)R, a 02 = 7/2, gdy Cv = (5/2)R. Nietrudno sprawdzié, 7ze nachylenie adiabaty
przedstawionej w zadaniu odpowiada parametrowi ¢ o wartoéci posredniej migdzy oy a o3,
co oznacza, ze musi si¢ ona skladaé z dwéch segmentéw, na ktérych obowiazuja réwnania
T /p = const i T?2 [p = const. Zatem

(3To)”2 27 (T.'}Y)‘Q (T:}sﬂ; < {ZTU ]5;’2

3po Bl ' py: o

gdzie Ty jest temperatura poczatkowa, a parametry p’ i T' odnosza si¢ do punktu zszycia
segmentéw. Znajdujemy T’ = T0(3f2)5"r2 , a dalej

3
= -R(T'
2

5
Qizochor - T[)} + ER(?)TO — T’] = RTp (6 — (3{{2}5/2) .

5 5
Qizobar = ER@TQ -To) = ERTU ;

" Qizobar

n=1
Qizochor

= 0,229.
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Obserwacje predkosci nadéwietlnych nikogo specjalnie juz nie dziwia. Jest to
oczywiscie efekt pozorny. Pisaliémy o tym ostatnio w Delcie 4/1992, mozliwe
Jjednak, ze nie wszyscy mtodzi Czytelnicy moga siegnac pamiecia tak daleko,
przypomnimy wiec krétko, o co tu chodzi. Niech z kwazara (rysunek) wyleci
z duza predkoscia v $wiecacy oblok pod katem ¥ do promienia widzenia.
Towarzyszacy temu impuls §wiatta porusza si¢ ku Ziemi tak, ze 2’ = ct, gdzie
t jest czasem liczonym od blysku. W tym czasie oblok zblizy sie do Ziemi

o x = vt cos ¥, a od promienia widzenia oddali si¢ poprzecznie o y = vt sin .
Gdy swiatlo dotrze do Ziemi, obserwator odniesie wrazenie, ze oblok oddalil
sie od kwazara o y w czasie At = (2’ — z)/c, zatem pozorna predkoéé obtoku
wyniesie

Patrz w niebo

oblok

_ - sin ¥
L Al Ul %cosﬂ'

Na przyktad dla v =0,9¢ i 9 = 10° dostajemy vpos = 2c.

=71

% ku Ziemi
kwazar

W roku 1994 odkryto nastepne dwa przypadki predkosci nadéwietlnych

w rentgenowskich Zrodlach o katalogowych symbolach GRS 1915+105

i GRO J1655-40 i nie bytoby w tym sensacji, gdyby nie fakt, ze pierwsze 7rédto
lezy w Orle, a drugie w Skorpionie, czyli w Drodze Mlecznej. Wykluczone

jest, by dalo sie zobaczy¢ kwazara przez warstwe materii miedzygwiazdowej
zalegajace] w plaszezyinie nasze) Galaktyki, zrodla te musza wiec lezeé
stosunkowo blisko, a w kazdym razie w Galaktyce! I rzeczywiscie, okazalo

sie, ze zrodla te to gwiazdowe uktady podwdjne, w kidrych jeden sktadnik
promieniuje w zakresie gamma i rentgenowskim (w kazdym razie od czasu

do czasu, dlatego Zrédla takie nazywaja sie przejsciowe lub chwilowe, po
angielsku transient). Ich odleglosci oceniono odpowiednio na 12 kpe i 4 kpe.
Pozornie nadéwietlny ruch oblokéw stwierdzono za pomoca — jak zwykle

— interferometrycznych obserwacji radiowych z uzyciem wielkich baz. Obloki
wystrzeliwane ze zrédla GRO J1655-40 w Skorpionie poruszaja sie katowo
szybciej niz jakikolwiek obiekt lezacy poza Ukladem Stonecznym, mianowicie
62 milisekundy tuku na dobe.

Jak tatwo zgadnaé, tak burzliwe procesy napedzane sa zazwyczaj przez

czarng dziurg. W przypadku tych dwdch zrédet rentgenowskich, ktére zreszta
zaczeto nazywaé minikwazarami, réwniez podejrzewa sie obecnoéei czarnych
dziur, co sugeruja tez oszacowania masy obiektu centralnego. Szczegdlnie
korzystna sytuacja zachodzi dla 7rédta w Skorpionie. Obserwuje sie¢ w nim

po prostu wzajemne za¢mienia sktadnikéw ukltadu podwéjnego. Oznacza to,

ze Ziemia znajduje si¢ praktycznie w plaszczyznie orbit obu sktadnikéw, a stad
oszacowanie mas jest do§¢ wiarygodne. W tym przypadku centralny obiekt
minikwazara ma mase oceniong na 4-5 mas Slofica, co jest wiecej niz najwieksza
masa gwiazdy neutronowej, zapewne wiec musi byé czarna dziura.

Tomasz KWAST

v
g

o
——iA

Czerwiec

Czerwiec to najkrétsze noce i robi sie ciemno, gdy
wlasciwie nalezaloby iéé¢ spaé. Kto jednak poczeka, az
ukaza si¢ gwiazdy, moze zwrécié uwage na Wolarza. Jego
najjaéniejsza gwiazde, Arktura, odnajduje sie bez trudu.
Jak pisaliémy miesiac temu, Arktur lezy na lukowatym
przediuzeniu ogona Wielkiej NiedZwiedzicy, a w ogdle jest

jedna z najjasniejszych gwiazd na pélnocnej pétkuli nieba.

Jest pomaraiiczowym olbrzymem, okolo 25 razy wickszym
od Storica i znajduje si¢ w odleglosci 11 pc. Doéé wyraZna
pomaraficzowa barwa Arktura jest, oczywiscie, wynikiem
jego stosunkowo niskiej temperatury powierzchniowej
wynoszacej 4000 K.

Ale najpickniej widaé¢ barwy gwiazd, gdy znajdzie sig
dwie bardzo blisko siebie lezace i o bardzo réznych
temperaturach. Taka wlasnie gwiazda podwdéjna znajduje
sig 0 10° na pélnocny wschéd od Arktura. Ma nawet
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wlasna nazwe, Pulcherrima, co oznacza ,przepickna”.

Jej skladniki dzieli katowa odlegtodé 376, a ich jasnoéci
sa 2,7 oraz 5,12 mag. Skladnik jasniejszy jest gwiazda
chlodng jak Arktur, a stabszy goraca i przez to niebieska.
Juz w lepszej lornetce widok Pulcherrimy rzeczywiscie
odpowiada jej nazwie.

21 czerwca zaczyna si¢ lato i dni juz beda sie skracaé, choé
wakacje dopiero sie zaczynaja. Wenus i Saturn znajduja
si¢ w Baranie, a wigc ich nie wida¢, Mars jest w Byku i tez
zachodzi, kiedy jest jeszcze widno. Widaé jedynie Jowisza
w Rybach, a i to dopiero nad ranem. Pelnia Ksigzyca
wypada 10 VI, Ksigzyc zblizy sie mocno do Regulusa 1 VI,
do Jowisza 17 VI, do Aldebarana 22 VI i ponownie do
Regulusa 28 VI. Aldebarana nawet zakryje, ale poniewaz
jest to gwiazda z Byka, to nad horyzontem przebywa
obecnie w dzieri, a wigc zjawiska nie bedzie widaé.

T.K.
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MIEDZY NAMI OSZ USTAMI (4’)
Wyjasnienie oszustwa (4):

Objetoéé kuli wpisanej w czworoscian jest réwna
£710% > 4000, czyli jest wicksza od objgtosci czworoscianu!

Dane w zadaniu sa 7le dobrane. WieloScian opisany na
sferze o promieniu 10 musi mie¢ pole powierzchni wigksze
od pola powierzchni tejze sfery, czyli 400 > 1200.

JWR

MIEDZY NAMI OSZU STAMI (5)
ZADANIE: Naszkicowaé wykres funkcji

f(z) =V +z+1- 3z,

Rozwigzanie: Wazna rzecza jest znalezienie asymptot
ukosnych, gdyz ich naszkicowanie utatwi poprowadzenie
wykresu funkcji.

Asymptota ukoéna w +oco ma réwnanie y = az + b, gdzie

o f(@) _ g VBt tl-je
¢= lim —== lim =
z=—+o0 T r—++00 T
o fEEEEl 11
_.r-—lvr-:—loo x2 2_

oraz

b= lim (f(z)—az)=_lim (\/s-:?+2:+1—:r:)=
L (FEEEI-s) (PRI 4)
= lIim =

w00 Va2 +z+1+sz
z+1 ; 1+1

= lim — = lim
z—too /2 4tz +1+x zT—too  Ja2iaqn +1
2

[N

Podobnie w —oo

oraz

b:IEr_noo(f(x]—az) :xﬁglw (\/3:2 +z+1 —x) =
(T s) (T T I+4)

T——00 veit+rz+1+zx
. z+1 : 1+ 1
= lim ———= lim —~%— =

z—=—co /2 4z + 142 T——o00 ,‘_z.z];.1+1 5‘

- T

E

Zatem y = 3 + % jest asymptota ukodna zaréwno w oo,
jak i w —oo.

Czesdé wykresu naszkicowaliSmy ponizej. Mamy nadzieje,
7e bez trudu dorysujesz reszte, drogi Czytelniku. Pamigtaj,
7e wykres musi zblizaé sie do asymptoty w miarg
posuwania si¢ do —oo.

-8 -6 -4 - 0 2 4 6 8

-2

-3

Aha, i nie bazgraj niczego pod osia OX, bo f jest funkcja

dodatnia.
JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (6)
Rozpatrzmy ciag 1, 8, 45, 220, 1001,... Latwo sprawdzi¢,
ze n-ty wyraz tego ciaggu mozna zdefiniowaé wzorem

(#) an=4+2 4424, . +4"-3-3-3"—.. —3"

Ciag ten mozna réwniez odnalezé w tréjkacie Pascala jako
jedna z jego kolumn i wtedy

2 4
(%) n = ( Tk )
n—1
Ze wzoru (%) widzimy, Ze aio jest liczba nieparzysta.

— (42} _ _a2!
Tymczasem ze wzoru (%) mamy ais = (13) = Taiaar-

Czynnik 2 wehodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby
421 5 wyktaduikiem [$2] + 2] + [2] + [82] + [8] =39,
180 2 wykdaduikiem [] + 1] + %] + 18] = 16,

24! 7 wykladnikiem [22] + 2] + [%] + [%] = 22,

skad widaé, ze liczba aro jest parzysta, gdys dzieli sic

przez 2 w potedze 39 — 16 — 22 = 1.
JWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wrocltawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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Zadania I stopnia
Olimpiad 1998/99
beda opublikowane
we wkladce
do Delty 9/1998

s Dodatek Olimpijski

Zadania II stopnia oraz finalu
Olimpiady Astronomicznej, Fizycznej i Matematycznej

XLIX OLIMPIADA MATEMATYCZNA 97/98

ZAWODY II STOPNIA (27-28 lutego 1998)

I Nyechiod v = Hlior e il Rozsitzyeias; coy
dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieja funkcje
f: A, — A,, g: A, — A, spelniajace warunki:

FCfer=rolathlli =k dla k=il 0 nt
gl =% Ll ‘dla k=1 n-—1_

2. W trojkacie ABC kat BC A jest rozwarty oraz
£LBAC =2 - ZABC . Prosta przechodzaca przez
punkt B i prostopadta do boku BC' przecina
prosta AC' w punkcie D. Punkt M jest srodkiem
boku AB. Dowiesé, ze LAMC = £ZBMD .

3. (a) Liczby nieujemne a, b, ¢, d, e, f, ktorych suma
jest rowna 1, spelniaja zaleznosc

1
ace + bdf > 108"

Udowodmie, ze

1
abe + bed + ede + def + efa + fab < 3%

(b) Rozstrzygnaé, czy istnieje szesé réznych liczb
dodatnich a, b, ¢, d, e, f o sumie réwnej 1, dla
ktérych obie napisane wyzej nieréwnosci staja sie
réwnosciami.

4. Znalez¢ wszystkie pary liczb calkowitych z, y
speliajace réwnanie 2?2 + 3y? = 1998 2 .

5. Liczby nieujemne ay, as, ..., a7, by, bs, ..., br

spelniaja warunek

(O ol e s b s i S
Wykazaé, ze dla pewnych dwdch réznych
liczb k&, m € {1,2,...,7} zachodzi nieréwnoséé
lag — am| + by — bm| < 1.

6. Dany jest czworoscian ABC'D. Dowiesé,

ze krawedzie AB 1 C'D sa prostopadle wtedy

1 tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki
rownoleglobok CDPQ, 7¢e PA= PB = PD oraz
QA =GB =(C)E"



1. Znalezé wszystkie uktady liczb catkowitych

(a, b, ¢, z, y, z) spelniajace uktad réwnan
at+b+ec=zxyz
r+y+z=abe

opaz warunlki a=thz ozl e >y =2 > 1.

2. Ciag Fibonacciego (F},) jest dany wzorami

B R e T A =0, 1,9

Wyznaczyé wszystkie pary (k, m) liczb catkowitych
m >k >0, dla ktérych w ciagu (z,,) okreslonym
Wwzorami

Iy
iy = :
i P‘I?I :
2z, — 1
Tnpl = { T—ay S = AP )
i pyein, .

wystepuje liczba 1.

3. Pieciokat wypukly ABCDE jest podstawa
ostrostupa ABCDES. Plaszczyzna przecina krawedzie
SA, SB, SC, 8D, SE odpowiednio w punktach A’
B, C', D', E' (réznych od wierzchotkdw ostrostupa).
Udowodnié, ze punkty przeciecia przekatnych
czworckatéw ABB'A', BCC'B', CDD'C', DEE'D,
EAA'E’ leza na jednej plaszezyinie.

ZAWODY III STOPNIA (24-25 kwietnia 1998)

4. Dowies¢, ze w ciagu (a, ) okreslonym wzorami
aj =1, anp=an_1+apm dan=234...

wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych

pIZEvs (i

Uwaga. [n/2] jest najwieksza liczba catkowita nie

przekraczajaca n/2.

5. Punkty D i F leza na boku AB tréjkata ABC
i spetniaja warunek
AR AR S AT
DB‘EB‘(CB)
Udowodnié, ze £ZACD = £ZBCE .
6. Rozwazamy na plaszezyznie kwadraty jednostkowe
ktorych wierzchotki maja obie wspéirzedne catkowite.
Niech S bedzie szachownica, ktdrej polami sa
wszystkie kwadraty jednostkowe zawarte w kole
okreélonym nieréwnoécia 22 + y? < 19982, Na
wszystkich polach szachownicy piszemy liczbe +1.
Wykonujemy ciag operacji. Kazda z nich polega na
wybraniu dowolnego rzedu poziomego, pionowego
lub ukosnego 1 zmianie znakéw wszystkich liczb
napisanych na polach wybranego rzedu. (Rzad ukosny
tworza wszystkie pola szachownicy S, ktdrych érodki
leza na pewnej proste] przecinajacej osie ukladu
wspolrzednych pod katem 45°.)
Rozstrzygnaé, czy w ten sposéb mozna doprowadzié
do sytuacji, w ktérej na jednym polu bedzie napisana
liczba —1, a na wszystkich pozostalych +1.

]

Koncowa klasyfikacja

Laureaci:
1.-2. Michal Kapustka (Krakow), Piotr Przytycki
(Warszawa);

3.-7. Tomasz Czajka (Stalowa Wola), Lukasz
Kaminski (Pokrzydowo), Szymon Plis (Krakéw),
Tomasz Sobieszek (L6dz), Marcin Stefaniak (Gdansk);

8. Iryk Kopezynski (Warszawa);

9.-12. Jakub Bialogrodzki (Gdansk), Tomasz Elsner
(Wroctaw), Arkady Husak (Gorzéw Wlkp.), Grzegorz
Kapustka (Krakéw);

13.-16. Michal Matuszewski (Katowice), Michat
Pleban (Zyrardéw), Mikotaj Zalewski (Krakéw),
Maciej Zenczykowski (Krakdw).

Wyrdznieni:

Piotr Buciak (Szczecin), Tomasz Dorau (Toruri},
Katarzyna Drzazga (Wroctaw), Jakub Gismatullin
(Wroctaw), Pawel Golonka (Krakéw), Rafal Mamak
(Nowy Targ), Wojciech Martys (Stalowa Wola), Jakub
Wojtaszczyk (Warszawa), Pawel Wolff (Zielona Géra),
Pawel Zdziarski (Bydgoszez).

Nagrody pierwszego stopnia przyznano zawodnikom
z miejsc 1-2, nagrody drugiego stopnia — zawodnikom
z miejsc 3-7, trzeciego stopnia - zawodnikom

z miejsc 8—16.

Na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej
Polske reprezentowaé beda: Tomasz Czajka, Michal
Kapustka, Szymon Pli§, Piotr Przytycki, Tomasz
Sobieszek, Marcin Stefaniak, oraz Lukasz Kamiiski i Eryk
Kopczynski jako rezerwowi.

Na Austriacko—Polskich Zawodach Matematycznych
wystapi druzyna w skladzie: Jakub Bialogrodzki, Tomasz
Elsner, Arkady Husak, bukasz Kaminski, Grzegorz
Kapustka, Eryk Kopczyniski oraz Michal Matuszewski

1 Mikotaj Zalewski jako rezerwowi.

Na Zawodach Matematycznych Parstw Baltyckich
Polske reprezentowaé beda: Jakub Gismatullin, Michal
Matuszewski, Jakub Wojtaszczyk, Mikolaj Zalewski,
Pawel Zdziarski oraz Tomasz Dorau i Pawel Golonka jako
rezZerwowl.

Na obdz przygotownjacy do Miedzynarodowej Olimpiady
Matematyczne] pojedzie tez najmlodszy uczestnik finatu,
czternastoletni Jakub Byszewski.



1.5. W jakiej minimalnej odleglosei katowej

powinny znajdowaé sie sktadniki gwiazdy podwdjnej

o zblizonych jasnoéciach, aby fakt, ze jest ona gwiazda
podwdjna, mozna bylo jeszcze stwierdzié, obserwujac
jej zakrycie przez Ksiezyc? Przyjmij, ze obserwator
jest w stanie dostrzec zmiany jasnosci zachodzace

w czasie nie krétszym niz 0,1 s.

1.6. Odleglosci miedzy poszczegdlnymi elementami
swiattoczutymi (pikselami) w detektorze kamery CCD
wynosza 9 pm. W ktérym z ponizej wymienionych
obiektywow zastosowanie kamery CCD pozwoli
osiagnaé teoretycznie zdolnosé rozdzieleza ponizej

1 sekundy tuku?

Zdolno$é rozdzielcza ktdrego z obiektywéw kamera

ZAWODY I1

2.1. Krzywa jasnoéci gwiazdy zmiennej za¢mieniowej
ma w minimum gléwnym tzw. ptaskie dno. Sktadnik
o wigkszym promieniu ma nizsza temperature
efektywna. Oblicz jasnosei sktadnikéw gwiazdy,
wiedzac, ze w minimum gtéwnym ma ona

jasno$é my,ip = 6,5 mag, a w maksimum jasnos¢

Y iaw: = D UINAD

2.2. Ostatnio opublikowano tabele wtasnosei
galileuszowych ksiezycéw Jowisza. Z danych zawartych

w tabeli mozna wyciagnaé szereg wnioskéw dotyczacych

budowy wewnetrznej 1 jej zmian, ewolucji orbit tych

ksiezycow, a takze wlasnosci ,mlodego” Jowisza.

XLI OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 97/98

Podajemy druga seri¢ zadan I stopnia, zadania II stopnia (12 I 98; Chorzdw,
Wtoctawek) i zadania III stopnia (5-7 II1 98; Chorzow).

ZAWODY I STOPNIA (druga seria)

wykorzysta w petni?
Astrograf Sonnenfelda D = 20 cm, f = 100 cm,
Astrograf Cooke’a =213 em, = 200 e
Obiektyw Zeissa =30 e S h () e
Obiektyw Zeissa Ih—Blem = ] e
D oznacza $rednice obiektywn, zas f jego ogniskowa.

1.7. Sonda Cassint dotrze do Saturna po
skomplikowanym torze, zblizajac sie wezesniej do
Wenus (dwukrotnie) i do Jowisza. Jakiej energii
nalezaloby uzy¢, aby sonda kosmiczna, znajduja

1 sie
na orbicie wokélstonecznej o promieniu réwnym 1 j.a.,
dotarta do orbity Saturna bezposrednio?

1.8. Oméw dotychczasowe rezultaty wyprawy sondy
Mars Pathfinder.

STOPNIA
/ ln' Europa |Ganimedes |Kallisto
Odleglosé od Jowisza, 5,9 9,4 15,0 26,4
w promieniach planety
Promieri, w km 1821 1565 2635 2405
Gestosé, w kg/m? 3530 | 3020 1940 1850
Okres obiegu, w dobach | 1,77 3,55 7,16 IG,(;_;J‘_‘
I/MR? 0,378 | 0,347 0,311 0,406

gdzie: I — to moment bezwladnosei ksiezyca (dla kuli
9
L= 0 MR}

Sprobuj sformulowaé mozliwie duzo takich wnioskéw.

2.3. Oblicz czas trwania
catkowitego centralnego
zac¢mienia Slonca, obserwowanego
z powierzchni Ksiezyca. Dla
uproszczenia przyjmij, ze orbity
Ziemi i Ksiezyca sa kolowe

i wspélplaszezyznowe.

2.4. Na ilustracji przedstawiono
Urana wraz z plerScieniami

1 kilkoma ksigzycami. Wiedzac,
ze promien Urana wynosi

Ru = 25400 km, a jego masa
My = 8,68 - 10%° kg oraz
zaktadajac, ze pierscienie

1 orbity ksiezycow sa kolowe

1 wspolplaszezyznowe, oblicz,
w jakim odstepie czasu zostaly
wykonane przez HST te dwa
zdjecia.



3.1. O warunkach klimatycznych na planecie
decyduje nie tylko iloéé energii uzyskiwanej od
gwiazdy, ale réwniez atmosfera planety. Uzasadnij
to twierdzenie, analizujac model atmosfery
catkowicie ,przezroczystej” dla promieniowania
elektromagnetycznego o dtugosciach fal mniejszych
od pewnego )g i catkowicie ,nieprzezroczystej” dla
diuzszych fal. W szczegdlnosci oszacuj wartos¢ Ag
dla tak skonstruowanej atmosfery, przy ktérej na
Marsie érednia temperatura wynositaby 300 K. Zaléz,
7e planeta i Storice sa cialami doskonale czarnymi.
Uwagi i wskazdéwki.
Poniewaz temperatura Sloiica jest duzo wyzsza od
zaktadanej w zadaniu, przyjmij, ze calo$é energii
stonecznej, dochodzacej do Marsa, dociera do jego
powilerzchni.
Dla uproszezenia rachunkéw mozna przyjac przyblizenie
liniowe polegajace na zastapienin funkcji, opisujacej prawo
Plancka, linia tamana. W szczegdlnosci dla zgrubnego
oszacowania rozkladu Plancka w zakresie do okolic
maksimum mozna zastosowad prosta

b= &ﬂv,

Vrmax

gdzie wartosci oznaczone indeksem ,max” odnosza sig
do maksimum rozkladu Plancka, tzn. czestotliwosci
wynikajacej z prawa Wiena i odpowiadajacej jej wartosci
rozkladu Plancka. Prawa dotyczace promieniowania ciata
doskonale czarnego maja postac:

271? h
prawo Plancka £ = —— _.:
@ exp(lp) — 1
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b
T!
prawo Stefana—Boltzmanna F. = ol

prawo Wiena Amax =

gdzie: h =27 -107** Is, 0 = 5,67 - 10EE =

m2KT’
€=3-10° 2 k=1,38-10"% &,5=3.10"° mK.
3.2. Przelot sondy Galileo w poblizu ksiezycow
Jowisza umozliwil dokltadne pomiary ich pola
grawitacyjnego, a w konsekwencji wyznaczenie ich
momentéw bezwladnosci. W szczegdlnosei wyznaczono
moment bezwladnoéci dla Europy, ktéry wynosi
I = 0,347 M2, gdzie M — masa, r — promieni Europy.
Przyjmujac bardzo uproszczony model Europy
zbudowanej jedynie z jednorodnego jadra pokrytego
woda, okresl gestosé tego jadra. Moment bezwtladnosci
jednorodnej kuli jest opisany wzorem [ = 0,4 Mr?.

3.3. Zaprojektuj sieé¢ telekomunikacyjna wokot
Ksiezyca, zlozona z mozliwie najmniejsze] liczby
satelitéw umieszezonych na orbitach kotowych

o réwnych i mozliwie najmniejszych promieniach.
Sie¢ nie musi zapewniaé ciaglej tacznosci,

a jedynie istnienie jednoczesnej tacznosci globalnej

w ograniczonych przedziatach czasowych, w ktérych
konfiguracja satelitéw powinna zapewniaé¢ widoczno$é
co najmniej jednego z nich z kazdego punktu
powierzchni Ksiezyca.

Okresl liczbe satelitéw sieci, oblicz ich graniczny
okres obiegu oraz podaj (wraz z uzasadnieniem)
maksymalna liczbe przedziatow tacznosei w czasie
jednego okresu obiegu.

Jako dane liczbowe przyjmij: promien Ksiezyca

r = 1,738 - 10 m oraz druga predko$é kosmiczna przy
powierzchni Ksiezyca vy = 2,38 - 103 m/s.

W rozwiazaniu pomin ruch obrotowy Ksiezyca

i wplyw oddzialywan perturbacyjnych oraz przyjmij,
ze Ksiezyc jest kula.




3.4. W jakiej minimalnej odleglosci katowe]

powinny znajdowac sie sktadniki gwiazdy podwdjne]
o zblizonych jasnosciach, aby fakt, ze jest ona gwiazda
podwdjna, mozna bylo jeszeze stwierdzi¢, obserwujac
jej zakrycie przez Ksiezyc?

Przyjmij, ze obserwator jest w stanie dostrzec zmiany
Jjasnosci zachodzace w czasie nie krétszym niz 0,1 s.
Zaktadajac, ze lokalny profil tarczy Ksiezyca mozna
przyblizy¢ odcinkiem, przeanalizuj sytuacje, gdy
kierunek ruchu sktadnikéw:

a) jest prostopadly do tego odcinka,

b) nie jest do niego prostopadly.

3.5. Na zalaczone] mapce zaznaczono pasy przebiegow
catkowitych zaé¢mien Stonca z lat 1991-1999.
Aparatura planetarium odtworzy przebieg jednego

z nich, obserwowany z pewnego miejsca na Ziemi.
Korzystajac z mapki (na sasiednie] stronie) oraz

z sytuacji odtworzonej przez aparature, wyznacz date
1 mozliwie doktadnie okresl miejsce obserwacji. Podaj
pelne uzasadnienie odpowiedzi.

3.6. Fotografie 1-7 przedstawiaja zdjecia uktadu
galileuszowych ksiezycow Jowisza. Na kazdym zdjeciu
podany jest odstep czasu, jaki uptynal od momentu
wykonania pierwszego zdjecia. Dokonaj identyfikacji
ksiezycow oraz zinterpretuj fotografie 5, na ktérej
jeden z ksiezycow nie jest widoczny. Przedstaw na
rysunku wzajemne usytuowanie ksiezycow

w plaszezyznie ich orbit odpowiadajace fotografii 5.
Rysunek wykonaj w skali: promien Jowisza

= 0,5 em, przyjmujac, ze wszystkie orbity sa kolowe

1 wspolplaszezyznowe.

Skorzystaj z danych zawartych w Tablicy V — Ksiezyce
planet, Astronomia Ogdlna, Eugeniusz Rybka.

Koncowa klasyfikacja

I miejsce 1 tytul laureata otrzymal Patryk MACH,
uczen klasy II, V Licenm Ogdlnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

IT miejsce z tytutem finalisty otrzymali ex aequo:
Barttomie) KOZAKOWSKI, kl. V, Zespdl Szkét
Elektryezno-Mechanicznych w Legnicy, Pawel
MICHALEK, kl. I1I, II Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Hugona Koltataja w Watbrzychu, Radostaw
SMOLEC, kl. I1I, IT Liceum Ogdlnoksztatcace

im. Kréla Jana 1T Sobieskiego w Grudziadzu

oraz Przemystaw ZOEADEK, kl. V, Zesp6t Szkdt
Zawodowych Nr 1 w Nowym Dworze Mazowieckim.

Ponadto w finale uczestniczyli:

Krzysztof BOLEJKO, kl. III, IT Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Cypriana Kamila Norwida w Jeleniej Gorze;

Tomasz BOSKO, kl. III, Liceum Ogdélnoksztalcace

w Radzyniu Podlaskim;

Piotr FITA, kl. 1V, Licenm Ogdlnoksztalcace im. Tadeusza

v

Koécinszki w Wieluniu;

Mitosz JERKIEWICZ, ki. IT, I Licenm Ogdlnoksztalcace
im. Stefana Zf}r()mskiego w Jeleniej Gérze;

Rafal KOSTUREK, kl. IV, IV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie:

Katarzyna KOZIROG, kl. 111, I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Mikotaja Kopernika w Fodzi:

Wojciech KRZYSZTOFIK, kl. III, Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Stefana Zermnskicgf} w Opocznie;
Przemystaw KULIG, kl. IV, I Licenm Ogélnoksztatcace
im. Stanistawa Staszica w Chrzanowie;

Tomasz SKIBA, kl. II, IV Liceum Ogélnoksztalcace

im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie;

Pawet STASIAK, kl. III, T Liceurn Ogélnoksztalcace

im. ks. J. Kompally i W. Lipskiego w Ostrowie
Wielkopolskim;

Jacek SZKLARSKI, kl. IV, XIV Liceum Ogélnoksztalcace
w Szczecinie;

Artur WIROWSKI, kl. 111, I Liceum Ogélnoksztalcace
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi.
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1. Do cienkiej, jednorodnej obreczy o masie m

i promieniu r przymocowano bardzo malych
rozmiaréw ciezarek o masie takze rownej m, rys. 1.
Obrecz moze poruszaé si¢ w plaszczyZnie pionowej po
poziomym stole w polu grawitacyjnym o natezeniu g.
Jaki warunek musi spetnia¢ wspétezynnik tarcia f
miedzy stolem a obrecza, aby poczatkowo nieruchoma
obrecz z ciezarkiem, znajdujacym sie w pozycji
odpowiadajace] o = 7 /3 (rys. 1), rozpoczynala ruch
bez podlizgu? Zakladajac spelnienie tego warunku,
oblicz przyspieszenie katowe obreczy w chwili
poczatkowej.

Rys. 1

2. Na wysokosci h = 30 em nad cienka, szklana plytka
plaskoréwnolegta znajduje sie punktowe zrédlo swiatla
monochromatycznego o dtugoéei fali A = 6,6 - 107° cm.
Nad zrédlem, w odlegltosci D = 270 cm od powierzchni
plytki umieszczono réwnolegle do niej ekran, na
ktorym widacé pierscienie interferencyjne. Jaka jest
gruboéé plytki, jezeli kolejne trzy jasne pierscienie
maja promienie R = 187,2 cm, Rzyq = 172,5 cm,
Ipao— 15% ( cmi(tys. 2)

ekran

( ﬁ—’l
L }?k+2 )
: R

D : Ry
oslona
o)
h ! >
2 ‘
plvtka

Rys. 2

3. Do pomiaru bardzo malych pojemnosei
kondensatoréw mozna stosowaé obwdéd elektryczny
(rys. 3) zawierajacy oprocz badanego kondensatora
zrodlo stalego napiecia 7, mikroamperomierz, opornik
oraz szybko dziatajacy przelacznik K (tzw.

Vi
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kontaktron) o dwdch stykach nieruchomych i1 jednym
ruchomym, polaczonym z oktadka badanego
kondensatora. Ruchomy styk kontaktronu dotacza
sie na przemian do kazdego ze stykow nieruchomych,
w nastepstwie czego kondensator taduje sie

1 roztadowuje.

L
Ke

Z () 1L @

Rys. 3

Poniewaz przetaczanie styku i wynikajace stad zmiany
natezenia pradu plynacego przez mikroamperomierz
nastepuja bardzo szybko, wiec wskazowka
mikroamperomierza nie drga w takt tych zmian,

lecz pokazuje srednia wartos¢ natezenia pradu.
(Opornik w obwodzie pelni role zabezpieczenia
kontaktronu 1 mikroamperomierza przed uszkodzeniem
w razie przypadkowego zwarcia.) Doswiadczenie
przeprowadzono w ten sposob, ze przy ustalonym
napieciu zasilania /' = 80 V zmieniano czestotliwosé f
przetaczania stykdw i odezytywano wskazanie
mikroamperomierza. Wyniki przedstawia tabelka:

f(Hz) | 100 | 150 | 200 | 300 | 400
7T W I Y O T T O A

a) Objasnij przyczyne liniowej zaleznosci I od f (dla
cze$ci pomiarow) 1 przyczyne odchylenia od liniowoéci.
b) Oblicz pojemnosé¢ kondensatora.

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji

cienki drut miedziany, dwa statywy umozliwiajace
zamocowanie drutu, spinacz biurowy, linijke

z podstawka umozliwiajaca jej zamocowanie,
woltomierz, amperomierz, zasilacz wytwarzajacy
napiecie regulowane w zakresie 0 = 12 V, przewody

z koncowkami do potaczen elektrycznych. Zakladajac,
ze zaleznos¢ dlugoscel drutu od temperatury 7' dana
jest wzorem:

(T) = lo[1 + (T — Ty)],
gdzie I(T), I(Ty) oznaczaja dlugosci drutu odpowiednio
w temperaturze 7' 1 Ty, wyznacz temperaturowy
wspotezynnik rozszerzalnoéei liniowej drutu e,
Zaloz, ze zaleznosé oporu drutu miedzianego od
temperatury 7' mozna opisaé¢ wzorem:

R(T) = Ro[l 4+ ar(T — Tp)],
gdzie Ry oznacza opér drutu w temperaturze Ty,

natomiast temperaturowy wspoétezynnik oporu
=500 K-



1. Cienka, jednorodna obrecz o promieniu R

i masie M moze obracaé sie swobodnie w plaszczyZnie
pionowe] wokét ustalonej osi O, rys. 1. Wewnatrz

tej obreczy, w tej samej plaszezyznie znajduje si¢
mniejsza, tez cienka 1 jednorodna obrecz o promieniu r
(r < R) i masie m. Mniejsza obrecz podczas ruchu
toczy sie bez poslizgu po wewnetrzne] stronie duzej
obreezy. W chwili poczatkowe]j obie obrecze sa
nieruchome, a mala obrecz jest wychylona z polozenia
rownowagi (rys. 1). Przyspieszenie ziemskie ma
wartosé g.

Rys. 1

Oblicz czestosé malych drgan uktadu w dwéch
granicznych przypadkach:

1) masa m jest znacznie mniejsza od M (m < M);
2) masa m jest znacznie wieksza od M (m > M).

2. Kabel koncentryczny sktada sie z przewodzacej
rewnetrzne) powloki w ksztalcie walca oraz

z przewodzacego drutu lezacego wzdtuz osi symetrii
walcowej, rys. 2. Przestrzern miedzy drutem i powloka
jest wypelniona jednorodnym materiatem o stalej
dielektrycznej k = 2,5. Material ten nie jest
doskonalym izolatorem i ma pewna, skonczona
opornosé¢ whagciwa p = 9,5 - 10! Q-m. Odcinek

kabla o dtugosdei lp = 1 m ma pojemnosé elektryczna
C' = 60 pF. Oblicz natezenie pradu, jakie wskazuje
amperomierz, jezeli miedzy drutem a powloka

kabla o dtugoéci [ = 100 m jest przylozone napiecie
Up = 1000 V, rys. 2. Przyjmij, Ze opér amperomierza
jest réwny zero.

Przenikalnosé elektryczna prdzni
B b s AN

T e it
e e e e T

vii

T e e

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

Wskazowka: Skorzystaj z prawa Gaussa, wiedzac, ze:
a_) przy ustalonym napieciu linie sit pola elektrycznego
E miedzy przewodami sa takie same w obecnosci jak

i pod nieobecnosé dielektryka,

b) przy ustalonym napieciu linie pola £ w przypadku
Jednorodnego dielektryka pokrywaja sie z liniami
gestosci pradu j = p_lf_:i

¢) natezenie pradu przeplywajacego przez element
powierzchni AS, prostopadlej do wektora gestodci
pradu }, Jjest rowne AT = jAS.

Uwaga. Zaniedbaj efekty brzegowe wystepujace na
koncach kabla.

3. W odlegtosci » = 1,5 - 10 m od Storica krazy
planeta. Poczatkowo planeta byta ciatem doskonale
czarnym. W wyniku ewolucji przy powierzchni planety
powstata atmosfera odbijajaca 30% promieniowania
stonecznego z zakresu fal o dlugodciach A € (Ag, o0),
gdzie Ao = 5 - 10~% m. Promieniowanie o dtugodciach
fal krétszych od Ag planeta pochtania w calodei

tak jak przed powstaniem atmosfery. Przyjmujac
promieni Storica Rg = 6,96 - 108 m, temperature
powierzchni Storica T5 = 5,8 - 103 K, okredl mozliwie
doktadnie zmiane (réznice) temperatury planety
spowodowang utworzeniem sie atmosfery. Stata Wiena
b =290 Tn .k

Przyjmij, ze Stonice jest cialem doskonale czarnym.
Mozesz podaé rozwigzanie graficzne otrzymanego
réownania.

Uwaga. Widmowa zdolnos$é emisyjna promieniowania
ciala o temperaturze 7" okredla funkcja er()), gdzie
er(A)AX jest moca promieniowania 1 m? powierzchni
ciata w zakresie fal o dlugosci z przedziatu (A, A + A));

Prawo Kirchhoffa: Zdolnosé emisyjna ciala jest
proporcjonalna do zdolno$ei emisyjnej Rp(A) ciata
doskonale czarnego: er(X) = a(A)Ry(A), gdzie a())
Jjest wspélezynnikiem pochlaniania, zwanym tez
zdolnoscia absorpcyjng ciata (w ogélnosci a(A)
zalezy od temperatury 7'; zdolno$é absorpceyjna ciata
doskonale czarnego jest réwna 1).

Prawo Slefana—Boltzmanna: Calkowita moc

promieniowania 1 m? ciata doskonale czarnego

jest réwna [ Rp(A)dA = oT* | gdzie o jest stala
0

Stefana—Boltzmanna.

Prawo Wiena: A = Ayax = b/T odpowiada maksimum
funkeji Ry.

Dalej podajemy tabele wartosei I(t). I() oznacza te

czesé catkowitej mocy, ktéra wypromieniowuje 1 m?

ciala doskonale czarnego w zakresie fal o dlugoéciach
th)T

od zera do A =t - Amax; I(t) = (1/0T) [ Rp(A)dA,

F(eco)i=i :



t I(t) t I1(t) t I(t)
0,40 | 0,00156 || 0,54 |0,01723 4,50 |0,95712
0,41 | 0,00197 || 0,55 | 0,01939 5,00 | 0,96768
0,42 | 0,00246 || 0,56 |0,02172 5,50 | 0,97516
0,43 | 0,00303 || 0,57 | 0,02422 6,00 | 0,98061
0,44 | 0,00370 || 0,58 | 0,02689 6,50 | 0,98467
0,45 | 0,00447 || 0,59 [ 0,02972 7,00 | 0,98775
0,46 | 0,00536 || 0,60 |0,03272 7,50 | 0,99013
0,47 | 0,00636 1,00 | 0,25114 8,00 | 0,99200
0,48 | 0,00748 || 1,50 | 0,54187 8,50 | 0,99349
0,49 | 0,00874 || 2,00 |0,72145 9,00 | 0,99468
0,50 | 0,01014 || 2,50 | 0,82328 9,50 | 0,99565
0,51 | 0,01168 || 3,00 |0,88257 || 10,00 | 0,99645
0,52 | 0,01338 || 3,50 |0,91872 || 10,50 | 0,99712
0,53 | 0,01522 || 4,00 |0,94179 || 11,00 | 0,99767

Zadanie dos§wiadeczalne. Jedna z wielkosci
charakteryzujacych magnetyczne whasnosci materil
jest rézniczkowa przenikalnodé magnetyczna p
zdefiniowana wzorem:

dB
w(Bo) = a5,

gdzie B oznacza indukcj¢ magnetyczna w cewce
wypelnionej rdzeniem z danego materiatu, a B
oznacza indukeje magnetyezna, ktéra wystapitaby
w tej samej cewce bez rdzenia, przy tym samym
natezeniu pradu (Bp jest proporcjonalna do pradu).

Wyznacz wartoéé p ferrytu dla By bliskiego zera.

Masz do dyspozycji:

e cewke o znanej liezbie zwojéw,

o walcowy pret ferrytowy,

o drut miedziany w emalii z odizolowanymi
koncowkami,

o linijke,

e generator napiecia sinusoidalnego o czestotliwosci
f = 10 kHz i regulowanej amplitudzie,

e opornik o znanym oporze,

e woltomierz napiecia zmiennego,

e przewody elektryczne z koncéwkami
umozliwiajacymi wykonanie polaczen
elektrycznych w uktadzie dos§wiadezalnym.

Uwagi: a) Zaléz, ze ferryt charakteryzuje sig¢ bardzo
waska petla histerezy i pole B jest jednoznacznie
okreslone przez By.
b) Dla zmiennych pél magnetycznych w ferrycie
zachodzi zwiazek:

dB dBg

Koncowa klasyfikacja

W finale uczestniczylo 54 ncznidw.

Laureaci (w kolejnoéci zajetych miejsc)

Piotr FITA, kl. IV, Liceum Ogdélnoksztalcace im. Tadeusza
Koéciuszki w Wieluniu, (naunczyciel — Z. Stojecka);
Jarostaw LABAZIEWICY, kl. 11, I Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Gérze,
(B. Lubiszewski);

Wojciech DYBALSKI, kl. IV, I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Karola Marcinkowskiego w Poznaniu, (E. Schwermer);
Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI, kl. IV, XI Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Mikotaja Reja w Warszawie,

(M. Rozko);

Fukasz MATYLLA, kl. 111, VIII Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Adama Mickiewicza w Poznanin, (B. Moldenhawer);
Piotr LEGUTKO, kl. TV, V Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, (J. Stanek);
Michat MATUSZEWSKI, kl. III, VIII Liceum
Ogélnoksztalcace im. Marii Sklodowskiej-Curie

w Katowicach, (J. Grenpner);

Piotr MILOS, kl. 11, IT Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Mikotaja Kopernika w Mielcu, (J. Kopecki);

Michal Jan PLEBAN, kl. IV, Liceum Ogdlnoksztatcace

im. Stefana Zeromskiego w Zyrardowie, (D. Czyzewska);
Rafat MAMAK, kl. IV, I Liceum Ogdlnoksztatcace

im. Seweryna Goszczyfiskiego w Nowym Targu, (K. Plewa);
Wojciech WASILEWSKI, kL. II, XII Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Stanistawa Wyspianskiego w Lodzi,
(A. Joachimiak)

viii

Hubert NIEWIADOMSKI, kl. IV, I Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Bolestawa Prusa w Siedlcach,
(K. Urban);

Tomasz RADZISZEWSKI, kl. I1I, Spoleczne Liceum
Ogélnoksztalcace w Zarach, (T. Nowak);

Pawel BAJURKO, kl. TII, XLVIII Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Edwarda Dembowskiego

w Warszawie, (W. Kopacz);

Pawel WIERZBICKI, kl. IV, IT Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Marii Konopnickiej w Zamosciu, (K. Musial);
Kamil SZOT, kL. IV, XXXI Liceum Ogdélnoksztalcace
im. Ludwika Zamenhofa w Eodzi, (A. Pieszyiski);
Artur WIROWSKI, kl. I1I, T Liceum Ogdlnoksztatcace
1im. Mikolaja Kopernika w Lodzi, (H. Szyburska);
Michal KIJAK, kl. I1I, IT Licenm Ogdlnoksztalcace
im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu, (I. Ratuszny);
Fukasz KEOSOWSKI, kl. TV, Zespél Szkdt
Ogélnoksztalcacych Nr 1 im. Stefana Zeromskiego

w Leborku, (W. Czarnobaj);

Grzegorz KLIMA, kl. IV, I Liceum Ogdlnoksztalcace
w Legnicy, (L. Stefanek).

Wyrdznienia:

za rozwiazanie zadania nr 1 w zawodach I1I stopnia Piotr
LEGUTKO (laureat), Krzysztof Lukasz MAZUR, kl. III,

1T Liceum Ogdlnoksztalcace im. prof. Kazimierza Morawskiego
w Przemyélu, (M. Uberman;

za rozwiazanie zadania nr 1 w zawodach II stopnia Rafal
DEMKOWICZ-DOBRZANSKI (laureat).



