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Rendez-vous fizyki z zasadami wariacyjnymi

Wojciech
KOPCZYNSKI

Pierwszy impuls do tego spotkania dal Heron z Aleksandrii (I wiek n.e.), ktdry
stwierdzil, ze réwnodé katéw odbicia 1 padania jest konsekwencja postulatn, iz czas
przelotu rzeczywistego promienia wietlnego miedzy dwoma ustalonymi punktami
jest (w poréwnaniu z jakimikolwiek pomyslanymi promieniami) lokalnie najmniejszy.
Spostrzezenie to zostalo uogdlnione przez Piotra de Fermata (1601-1665) na

wszelkie (niekoniecznie odbijajace si¢) promienie Swietlne i uzyskalo range zasady,
opatrzonej péiniej nazwiskiem jej antora. Fermat mégl na jej podstawie nzasadnié
prawo zalamania $wiatla, a jego wytlumaczenie tego prawa przyszlo w sukurs nieco
wezesniejszemu wytlumaczenin podanemu przez Krystiana Huygensa. To byl pierwszy
uicisk tytutowego spotkania.

Do nastgpnego uscisku przyczynit si¢ Jan Bernoulli (1667-1748), a o jego
brachistochronie i rachunku wariacyjnym w ogéle (laciiskie vario o zmienia) piszemy
w tym numerze Delty.

Potem to juz byl pocalunek raczej niz uscisk. Zaczelo sie od niesmialej préby, podjetej
przez Godfryda Wilhelma Leibniza (1646-1716), wprowadzenia pojecia dzialania

— wielkodei, ktéra w mechanice gralaby te sama role co czas w zasadzie Fermata,

a wigc w obrebie optyki. Ostateczne sformutowanie zasady najmniejszego dziatania
(najwazniejszej z zasad wariacyjnych) pochodzi od Jézefa Ludwika Lagrange’a
(1736-1813). Krzysztof Meissner pisze obszerniej o tej zasadzie na innych stronach
Delty, omawiajac zwlaszcza, jak z jej punktu widzenia wyglada relacja miedzy
mechanika kwantowa a klasyczna. W tych odleglych czasach mechaniki kwantowej nie
znano, wyrazano natomiast przypuszczenie, ze przyroda dazy do osiagniecia zalozonego
celu, a celem tym mialo by¢ osiaganie najmniejszej wartosci przez dzialanie, bedace
catka z funkcji zwanej obecnie lagranzjanem. To, ze filozofia, ktéra historycznie legla
u podstaw zasady najmniejszego dzialania, jest raczej niepoprawna, wymaga szerszego
uzasadnienia - beda Panstwo mieli okazje przeczytaé o tym w jednym z kolejnych
zeszytow Delty w artykule Stanistawa Bazariskiego.

Warto nadmieni¢, ze zasada najmniejszego dzialania pracuje (zostawmy

na boku filozofi¢!) nie tylko w mechanice, ale takze w teorii pola (a wigc

np. w elektrodynamice). Z faktu tego nie zdawal sobie sprawy Albert Einstein, kiedy
z mozolem, przez prawie dziesig¢ lat, wyprowadzal relatywistyczne réwnania pola
grawitacyjnego. W 1915 roku prawie réwnoczeénie z Einsteinem, opierajac sie na
zasadzie najmnicjszego dziatania i poswiccajac zagadnieniu czas zaniedbywalnie maly
w poréwnaniu z Einsteinowskim, réwnania te otrzymal Dawid Hilbert. To byl jeden
z najnamigtniejszych pocalunkéw, jakie fizyka otrzymala od zasad wariacyjnych.

Ale 3 lata péiniej wydarzyla si¢ rzecz o jeszcze wickszym znaczenin: Emma

Noether sformulowala twierdzenie o zwiazku symetrii lagranzjanu z prawami
zachowania. U Noether chodzi o przeksztalcenia, ktérym podlegaja zmienne niezalezne
(tj. argumenty) = i zmienne zalezne (tj. funkcje tych argumentéw) y, ktére wraz

z pochodnymi zmiennych zaleznych wzgledem niezaleznych dy/dz stanowia pelny
zestaw argnmentow lagranzjanu. Istotne sa przy tym tylko te przeksztalcenia,

ktére dadza sie wzajemnie w gladki sposéb polaczyé. Jesli mamy do czynienia

z n-parametrowa grupq Liego przeksztalceii, ktére nie zmieniaja lagranzjanu (tzn. sa
jego symetriami), to w teorii opisanej tym lagranzjanem wystepuje n-parametrowy
zespol praw zachowania. Na przyklad, gdy przesuniecia w czasie sa symetriami
lagranzjanu, to wtedy w teorii obowiazuje prawo zachowania energii. Moze tez

sig¢ zdarzy¢, ze symetrie lagranzjanu zamiast od dowolnych parametréw zaleza od
dowolnych funkecyj — wtedy zamiast praw zachowania pojawiaja sie w teorii tozsamodci
rézniczkowe, zwane tozsamosciami Bianchiego. Taki przypadek zachodzi w teorii
Einsteina, w kidrej tozsamosci te istotnie pochodza od tego wloskiego geometry. Nie
powinno wige dziwi¢, ze Einstein poérednio uznal wyzszoéé metod wariacyjnych nad
swymi wlasnymi, ,chalupniczymi”, piszac do New York Timesa w roku 1935 po émierci
autorki twierdzenia: Zdaniem najbardziej kompetentnych z iyjacych matematykéw
Fréulein Noether jest najznamienitszym umyslem matematycznym, jaki pojawil sie,
odkaqd kobiety uzyskaly dostep do wyzszego wyksztalcenia.

Obecnie stworzyé teorig fizyczna to przede wszystkim rozwazyé jej symetrie (a mogze
supersymetrie?) i poda¢ lagranzjan niezmienniczy wzgledem tych symetrii. Oczywiscie,
dla twdércy nie jest to koniec pracy nad teoria, ale i tak bardzo duzo. Zaiste,
rendez-vous trwa, i staje sie coraz bardziej interesujace.
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Zasada najmniejszego dzialania w fizyce

g Gdy gramy w koszykowke, zdarza sie (niestety czesciej niz rzadziej), ze rzucajac
K1 ZySZtOf MEISSNER pitke nie trafimy do kosza — dla nikogo nie ulega wtedy watpliwosel, ze zle
rzuciliémy (pod ztym katem albo z za mala predkoscia) i nie mozemy sie
tlumaczyé, ze mimo dobrego rzutu trajektoria ,ztosliwie” odchylita sie od
prawidlowej. Wynika to z powszechnego przekonania, ze ruch pilki jest
jednoznacznie okreslony (pomijajac opdér powietrza i tym podobne male
poprawki) przez miejsce rzutu i nadana jej predkoéé poczatkowa. Przyjecie
jako ogdlnie prawdziwego takiego niezmiennego postulatu, okreslajacego
jednoznacznie ruch, niesie ze soba niezwykle glebokie konsekwencje zaréwno
praktyczne, jak 1 filozoficzne. Szezegolnie w wieku XIX wyciagano z istnienia
takiego postulatu daleko idace wnioski co do determinizmu w swiecie,
jednak mechanika kwantowa dowodzi, ze w Swietle zasady Heisenberga ruchu
jednoznacznie przewidzieé sie nie da 1 wnioski te opieraly sie na blednych
zatozeniach. Jednak na szczescie w zyciu codziennym taki postulat jest
wystarczajaco dobrym przyblizeniem. Kazdy moze sobie wyobrazié¢ przyktady, co
by sie dzialo, gdyby ten postulat nie obowiazywal i np. goraca woda z czajnika
w spos6b przypadkowy lala sie albo w kierunku szklanki, albo w naszym
i w zaden sposéb nie moglibyémy tego przewidzieé; jedno jest pewne: zylibydmy
krocej.

Problem ,Dlaczego ruch przebiega wlasnie tak, a nie inaczej?” byl stawiany

od tysiacleci, ale w genialny sposéb zostal rozwiazany dopiero przez Newtona.
Jak wiemy ze szkoly, w opisie tym stosujemy pojecie sil i podstawowe réwnanie
mowi, ze przyspieszenie jest proporcjonalne do wypadkowej sity. Jezeli znamy
polozenie poczatkowe, poczatkowa predkosé i sity dzialajace w uktadzie, to

w klasycznym opisie Newtona caly pdiniejszy ruch jest juz konsekwencja tego
rownania. Ze wzgledu na wage problemu po Newtonie usitowano opisaé ruch cial
wychodzac réwniez z innych zalozen. Sformutowano w tym celu kilka tzw. zasad
minimalnych (np. zasade Maupertuisa czy zasadg Jacobiego).

W tym artykule chce oméwié najwazniejsza z nich, tzw. zasade najmniejszego
dzialania, zwana réwniez zasada Hamiltona lub Hamiltona-Jacobiego (zasada
ta nosi te nazwe z powoddw historycznych, gdyz w rzeczywistodcl jest zasada
stacjonarnego dziatania, a nieckoniecznie minimalnego). Zasada ta méwi,

ze dla rzeczywistych trajektorii pewna wielkosé zwana dziataniem (ktérej

sens postaram sie wyjasni¢ ponizej) osiaga warto$é stacjonarna, tzn. male,
liniowe odchylenie sie od tej trajektorii powodowaloby kwadratowa (lub jeszeze
szybciej zbiezna do zera) zmiane dziatania. Takie odchylenia sa zwykle nazywane
wariacjami i dlatego méwimy, ze na trajektorii klasycznej znika wariacja
dzialania. Istotne jest, ze w sformulowaniu tym nie méwi si¢ nic o sitach

1 przyspieszeniach, ale mozna pokazac, ze w mechanice klasycznej jest ono
(prawie) réwnowazne opisowl ruchu za pomoca réwnan Newtona. Niecatkowita
rownowazno$é wynika z tego, ze inaczej okreslamy ruch w obydwu przypadkach:
w réwnaniach Newtona okredlamy punkt poczatkowy 1 predkodé poczatkowa

(co daje jednoznaczne rozwiazanie), a w zasadzie najmniejszego dziatania
punkt poczatkowy i konicowy (co moze dawaé wiele mozliwych trajektorii).

Tk tr Poza mechanika klasyczna okazuje sie, ze opis dynamiki za pomocy dziatania
e . jest daleko ogdlniejszy niz za pomoca réwnan Newtona i widaé to szezegdlnie
\ T tn \ teoriach fundamentalnych — teorii grawitacji, mechanice kwantowej, kwantowej
: : teorii pola czy najnowszych teoriach, takich jak teoria strun.
j _ Pojecie dziatania w mechanice klasycznej mozna wprowadzié tylko w niektérych
x;,/" z2/ & sytuacjach, mianow_icie wtedy3 kiedy w uktadzie dziataja tylko tzw. sily
\ zachowawcze, np. nie ma tarcia (typowym przykladem jest ruch planet wokdt
! 2! t; Slonca). Dzialanie (oznaczane zwykle przez S) wprowadzamy w nastepujacy

.
xPM sposob: Jezeli ruch zaczyna si¢ w czasie t, w punkcie zp, a koticzy w czasie

tr punkcie xp, to rozpatrujemy oddzielnie wszystkie mozliwe trajektorie

: T } e : R
Padiinl cosmiins b pprsiasswday WL przedziatach czasu (,,zd_]QCIaf:h trajektorii . patrz rysunek). Dla l(a_x:dc]
dwéch dowolnie wybranych trajektorii. trajektorii i kazdej chwili ¢, oraz ¢;, i = 1,...,n, obliczamy w danym punkcie z;
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Tarcie jest tylko pojgciem
makroskopowym, uzytecznym wtedy,
gdy nie chcemy wnikaé, co sig dzigje

na poziomie atomowym. W teoriach
fundamentalnych (mikroskopowych)
pojecie tarcia jest bezugzyteczne

i wszystkie uktady sa zachowawcze. Na
przyklad: hamowanie kulki poruszajacej
sie po stole | rozpraszanie” jej

energii kinetycznej na (niewidoczne
mechanicznie) ruchy cieplne
makroskopowo opisujemy jako tarcie,
ale mikroskopowo powiemy, ze energia
kinetyczna kulki zamienia si¢ w trakcie
toczenia na energi¢ kinetyczng ruchéw
cieplnych stolu i kulki. Podobng analize
mozna przeprowadzié dla wielu innych
ukladdéw, ktére wydaja sie ,rozpraszac”
energig i na wystarczajaco glebokim
poziomie opisu nastgpuje jedynie
przeplyw energii miedzy skladnikami,
ale uklad jest zachowawczy i pojecie
dzialania moze byé¢ wprowadzone.

@

Rozwigzanie zadania F 476.

i sa odpowiednio raze
1 padania 1 zalamania. P
wadzimy rownolegla do 28, Z'Z 1 §'S

sg prostopadle do Z5, a RR' do SE.
Wiedy ZS8'SR=a i ZSRR' = 8.
Stad i1 z prawa Snelliusa mamy, ze
S'R/SR' = vy fva. Gdyby wigc droga

rzeczywista swiatla byl odcinek Z'R, to

w lku 1 przebyloby ono droge S'R
w takim samym czasie, jak droge SR’

w osrodku 2, cayli t{S5'R) = t(SR') lub
H(Z'R)=1(ZSR)Y=ZS)+ t(SR")
Poniewaz przeciwprostokatna ZR > Z'R

wiec t{ZSR') < t(ZR). Podobnie
RE > R'E i t(R'E) < t(RE).

Dodajac te nierdwnosci stronami,
stwierdzamy, 12 czas przejscia drog
ZSR'E, véwny 1(ZS)+ t(SR"Y+ {(R'E),
Jest zawsze mniejszy od czasu

t(ZR)+ t{ RE) przejscia drogi ZRE.

aktualng energie kinetyczna T' = mv? /2 i energie potencjalna U(x;). Nastepnie
dodajemy wklady od wszystkich punktéw (¢;, ;) do funkeji L =T — U

(tzw. lagranzjanu), mnozac kazdy wktad przez dlugos¢ odpowiedniego przedziatu
czasu:

(1) 5. = L(fp, Jtp)('ﬂl — ip) + L[h, 3}1)@2 - fl) + ...+ L(iﬂ,i’ﬂ)(i‘:,{; - f,,;),

Dzialanie S dla tej trajektorii jest zdefiniowane jako granica S,, dla n — oo,
czyli S, dla bardzo drobnych przedzialéw (niektérzy Czytelnicy rozpoznaja

w takim okresleniu definicje catki wzgledem czasu z funkeji L). Faktyczna
trajektorie chcemy znalezé z zasady najmniejszego dziatania: dla niej S prawie
sie nie zmienia, jezeli troche ja zmienimy (Sciglej, zmiany S sa kwadratowe
przy liniowym odchyleniu sie od trajektorii rzeczywistej). Dla przykladu
obliczmy dziatanie dla czastki swobodnej (U = 0, czyli dla sily réwnej zeru)

z trajektoriami podzielonymi dla uproszczenia tylko na dwa przedzialy o réwnej
dlugosci (t1 — tp =ty — {1 = At). Przekonamy sie, ze z zasady najmniejszego
dzialania mozna odtworzy¢ znany fakt, iz w tej sytuacji ruch jest prostoliniowy
i jednostajny. Dzialanie jest dane wzorem

S1= L{tpszp)(tl e ip) + Lty 2) (e — 1) =
(2) i m(xy ——qu)zAi + m(zp _2$1)2Ai.
2At° 2A1
Rézne z; odpowiadaja réznym trajektoriom i daja inna wartosé¢ dziatania.
Pytanie brzmi: dla jakiego 1 = &in dzialanie S; ma minimum? Zeby
odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy w tym przypadku zauwazy¢, ze S, mozna
przeksztalci¢ do postaci

m(z1 — (zp + 2)/2)?  m(zp —2p)? |
At 4At ’
Z postaci tej wida¢, ze minimum dziatania otrzymujemy dla z; = (z, + x4)/2,
co znaczy, ze ruch jest prostoliniowy. Réwniez mozna obliczyé, ze predkoé
w pierwszym 1 drugim przedziale jest taka sama i rowna predkosei éredniej:

(3) 51 =

At At 2At
Mozna wykazaé, ze dla tego ruchu wnioski te sa identyczne dla poprawnie
obliczonego dzialania (czyli granicy S, przy n — oo). Dodajmy, ze istnieje
znacznie bardziej efektywna metoda obliczania dzialania poprzez rozwiazywanie
rownania Hamiltona—Jacobiego i jest ona zreszta najogdlniejszym sposobem
rozwiazywania probleméw w mechanice klasycznej, ale nie bedziemy jej tutaj
omawiac.

(4) Lmin —Zp Tk —Tmin _ Tk — Lp

Zasada najmniejszego dzialania, ktéra przedstawiliSmy powyzej, obowiazuje

w tej formie jedynie w mechanice klasycznej. W mechanice kwantowej zmienia
sie ona w sposob dosé¢ zasadniczy: kazda trajektoria jest dozwolona, tylko

im dalej jest od trajektorii klasycznej (czyli im wieksze jest dzialanie),

tym mniejsze jest prawdopodobienstwo jej wystapienia (czyli trajektoria
klasyczna jest najbardziej prawdopodobna, ale juz nie jedyna). W mechanice
kwantowej dla danych 1, z,, #; 1 x; znajdujemy tzw. amplitude, czyli pewna
liczbe, ktéra mozemy obliczy¢ znajac dzialanie wzdluz wszystkich trajektorii
taczacych x, z x; (a nie tylko wzdluz trajektorii klasycznej). Trajektoria
klasyczna daje zwykle najwiekszy wktad do amplitudy (co jest zwiazane

z minimum dzialania wzdtuz tej trajektorii) 1 to thumaczy w pewien sposéb
zasade najmniejszego dzialania w mechanice klasycznej: czastka ,sprawdza”
wszystkie trajektorie, ale ta, ktéra minimalizuje dzialanie, daje najwickszy
wktad do amplitudy, wiec gdy mozna czastce przypisaé okreslong trajektorie
(tak jak dla obiektéw makroskopowych w mechanice klasycznej), to ona jest
wybierana. Sumowanie wktadéw do amplitudy od wszystkich trajektorii nosi
nazwe caltki po trajektoriach i jest do&¢ trudna procedura — istnieje jednak
prostszy sposob, przez rozwiazywanie pewnego réwnania rézniczkowego zwanego
rownaniem Schrodingera. Réwnanie to jest bardzo podobne do réwnania
Hamiltona-Jacobiego z mechaniki klasycznej (co jeszeze raz podkresla waznosé
dzialania), ale zupelnie inna jest jego interpretacja.
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Rozwiazanie zadania F 475,

Bierzemy pod uwage hipotetyczny

[mekoniecznie rzeczywisty ) mien

wystany z Z pod dowolnym katem o,

< om/2, ktory jest rdwny katowi

pa v w punke (rysunek ).

Nastepnie w punk tym tak dobleramy

zalamania 3, zeby punktem

COWYITL Promlenia #zalamanego |‘_\'|

ustalony w zadaniu punkt f£.

3
y4Z=(0,u]
1
i
Nl
0 z
o R | e
1 B=(d,~b)
Poniewaz £25 = af cosa 1 SE = b/ cos @
wiee calkowity czas, w ktdrym swiatlo
przejdzie droge ZS5E, jest rowny
a b
| ] = ———ro —
U] COS e vp cos 3

Latwo mozemy sprawdzié¢, ze kat 3 |

{2} atgo + btgfd = d.

W rezultacie czas t dany wzorem (1) jest

Obliczajac

1 jedne) zmlenne) o,

t' funcji t wegledem o

| korzy (i koniecznegs

istnienia ekstremum, ¢' = 0, dosta}

) asino bsingd

(3) 1

vy cos7 o

Uz COS

3" jest pochodng funkeji 2
i

gdzie

wzgledem o, Aby wyznaczydé
ohli

stron réwnania (2) 1 stwierdzamy, ze

zamy pochodna wezgledem o obu

. . acos® 3
{4} f amiems————y
b cos® o

ol

Eliminujae 8' z (3) i (1), otraymujemy

o Snelliusa

sin ox v

s 2 Va2

Dla klasycznej teorii pola, takiej jak klasyczna elektrodynamika czy teoria
grawitacji Einsteina, mamy pewne pola zaleine zaréwno od czasu, jak i od
punktu w przestrzeni (takim polem mogtby tez by¢ np. rozktad temperatury
nad Europa). W tym przypadku ,trajektoria” to dowolnie wybrany rozktad
pola w czasie i przestrzeni, a dziatanie dla tego rozktadu jest zdefiniowane jako
suma wkladéw od wszystkich punktéw czasu i przestrzeni dla tej wybranej
konfiguracji. W przypadku teorii pola zasada stacjonarnego dzialania méwi,

ze rzeczywisty rozklad to taki, dla ktérego dzialanie dla ,troche” zmienionego
rozkladu pozostaje ,prawie” niezmienione (Sciélej: liniowe odchylenia od
trajektorii powoduja jedynie kwadratowe odchylenia dziatania). Ze wzgledu

na to, ze nawet dla jednej ,trajektorii”, ezyli rozktadu pola, bez znajomosci
pojecia calki wielokrotnej trudno jest obliczy¢ odpowiadajace jej dzialanie,
trudniej réwniez niz poprzednio podaé przyktad ilustrujacy zasade stacjonarnego
dzialania. Z zasady tej wynikaja pewne réwnania rézniczkowe (réwnania

pola, analogiczne do réwnan Newtona w mechanice), ktére czesto tatwiej

jest rozwiazaé niz obliczaé dziatanie i znajdowac ekstremum. Réwnania

te sa jednak réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi i ,tatwiej” bardzo

rzadko oznacza  latwo”. Do takich réwnan pola naleza réwnania Maxwella

w elektrodynamice (gdzie dzialanie to catka z réznicy kwadratéw wartoéei pola
elektrycznego i magnetycznego) i réwnania Einsteina w teorii grawitacji (gdzie
dziatanie to calka ze skalara krzywizny czasoprzestrzeni). Jak wiadomo, znamy
rozwiazania tych ostatnich réwnan jedynie w szczegdlnych (ale bardzo waznych)
przypadkach.

W kwantowej teorii pola podobnie jak poprzednio musimy sumowaé po
wezystkich trajektoriach”, czyli rozkladach pola i o ile poprzednio znalezienie
amplitudy bylo bardzo trudne, ale jeszcze jako$ mozliwe, to tu sprawa wydaje
sie beznadziejna. Wrazenie to jest w pewnej mierze stuszne — sprawa nie jest
moze az tak beznadziejna, ale amplitudy przejécia od jednej konfiguracji

pola do drugiej znamy jedynie w najprostszych przypadkach, jakiekolwiek
bardziej skomplikowane umiemy rozwiagzywac jedynie w sposéb przyblizony,

a sa wazne przypadki (np. budowa protonu), o ktérych mimo dziesigcioleci
intensywnej pracy niewiele mozemy powiedzie¢. Wydaje sie, Ze istotny postep
w tej dziedzinie wymaga wypracowania nowych metod réwniez od strony
matematyki i jest tu jeszcze bardzo wiele do zrobienia.

Podsumowujac: choé pojecie dziatania powstalo jako jeden z wielu
réwnowaznych opiséw ruchu, okazalo si¢ pézniej by¢ fundamentalnym sposobem
opisu réwniez w najnowszych teoriach (jak teoria strun), gdzie w ogdle
definiujemy cala teorie przez podanie dzialania. Zasada najmniejszego dziatania
jest podstawowa zasada w fizyce klasyczne) 1 pozwala znalezé dynamike

uktadu bez odwolywania si¢ do pojecia sity. W fizyce kwantowej przestaje

ona obowiazywaé, ale réwniez tutaj dzialanie jest podstawowym obiektem
definiujacym teorie i pozwalajacym oblicza¢ amplitudy prawdopodobienstwa dla
trajektorii.

Wielu uczniéw i studentéw czesto réwniez kieruje sie ,zasada najmniejszego
dziatania”: ,Nie réb tego, czego od ciebie nie wymagaja”, ale w szkole czy na
studiach daje ona zdecydowanie gorsze rezultaty niz w mechanice.

=

Rozwigzanie zadania M 846.

Niech §', L', D' beds spodkami wysokodci, opuszczonych z wierzcholkéw S5, L, D odpowiednio.
Twierdzimy, 2e trd] S'L'D’ jest szukanym RO P-em. Niech A ROP bedzie dowolnym
tréjkatem, wpisanym (jak w tresci zadania) w ASLD. Ponadto, niech R, R" beda obrazami
punktu R przy symetriach osiowych wzgledem prostych LD 1 SD odpowiednio. Wiedy

|[RP| + |PO| + |OR| = |R"P| 4+ |PO| + |OR'| > |R'R"|, przy czym réwnos
wtedy, gdy P,O € R'R".

Mamy ponadto ZR'DR'" = 2/8DL, |DR'| = |PR"| = |DR| > |DD’|, wigc obliczajac podstawe
trojkata R'DR" dostajemy |R'R"| > 2|DD'| sin{zﬁ.‘_‘v'f) L) (na rysunku o« = ZSDL, v = DR'sina).
Ostatecznie wiec |[RP| + |PO| 4+ |OR| < ‘.’|DD’|5]H(£.E\' DL, przy ceym réwnost zachodazl wiedy

ly, gdy R=D'i P,O € R'R".

Dowiedlismy wiee, ze dla dokladnie jednego tréjkata minimum jest osiaggane. Gdyby teraz nasz

zachodzi wtedy 1 tylke

i tylko wted

zamiast 1
pozostale wierzcholki: O lub P) znalezlibysmy tréjkat wpisany w ASLD o mniejszym obwodzie.

trajkat nie byl tréjkatem S'L'D’, to powtarzajae rozumowanie powyzsze (bior:
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Hipopotam a metoda wariacyjna

Przypominamy, fe. ..

Przestrzen metryczna to dowolny
zbiér X zaopatrzony w metryke (lub
inaczej odlegloéé), to znaczy funkejg
p: X x X — Ry, ktéra spelnia
nastepujace warunki:
(1) p(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy = =y,
(i) plz,y) = ply, r) dla wszystkich
z,y € X;
(iil) p(z,y) < ple,2) + p(z,¥) dla
wszystkich =, ¥,z € X.

Trzeci warunek nazywamy nierdwnosdcig
trajhata.

Ciag (yn) punktéw przestrzeni
metrycene] X jest zbieiny do y wtedy

i tylko wtedy, gdy lim p(ya.,y) = 0.
Powiemy, ze podzb‘i‘érc?( przestrzeni
metrycznej X jest zwarty, jesli dowolny
cigg (¢, ) punktéw zbioru K zawiera

podciag (¢, ) zbiezny do pewnego z € K.

7 kazdego pokrycia podzbioru zwartego
zbiorami otwartymi mozna wybrad
pokrycie skoliczone.

@

Rozwigzanie zadania M 844,

Dowodzimy przez indukcje. Dla n = 3
mamy planety A;, Az, As. Jesli np.
|[A1A3] < |A2A3] < |A3A1], to Az jest
niecbserwowana. Zaldzmy, ze n > 3.
Niech A,—1, A, beda takimi planetami,
2e |Ap_1 Ay = min|A;4;]. Jedli

i3
astronom znajdujacy sie na jednej
z planet Ay,..., A,—2 obserwuje
planete A, lub A,, to na planety
Ay, ..., Au—2 nie starcza astronoméw (bo
Ap_1 1 A, obserwuja siebie nawzajem).
Jesli natomiast zaden 2 astronomow
2 Ay,..., Ag~2 nie obserwuje ani
planety A, _, ani A,, to stosujemy
zalozenie indukeyjne do Ay, ..., An—a.

Michat WOJCIECHOWSKI

Kazdy wie, ze hipopotam potrafi poteznie rozdziawié paszeze. Odleglosei
niektérych par punktow hipopotama wtedy wzrastaja; odlegtodcei innych

- maleja. Rozdziawi¢ paszezy tak, by odleglosé zadnej pary jego punktéw nie
zmalala, hipopotam nie moze. Intuicyjnie jest to w miare jasne — my jednak, by
nabraé stuprocentowej pewnosci, ze istotnie tak jest, rozwiazemy ponizsze

Zadanie o hipopotamie. Niech K bedzie zbiorem zwartym metrycznym

2 metryka p(-, ). Wykazaé, ze dowolne przeksztateenie f: K — K, spelniajgce
dla wszystkich x,y € K warunek p(f(z), f(y)) > p(x,y), jest izometrig.

Jako pierwsi zadanie to rozwiazali zapewne Ehrenpreis i Hurewicz. Rozwiazanie
przytoczone nizej dobrze ilustruje sile i elegancje metod wariacyjnych.
Zacznijmy od przypomnienia waznej wlasnosci zbiordw zwartych metrycznych.
Powiemy, ze podzbidér £ przestrzeni metrycznej X (czyli zbioru z metryka p(-,-))
jest e-sieciq, jezeli dla dowolnego x € X istnieje taki y € &, ze p(a,y) < e.
Okazuje sie, ze jezeli X jest zbiorem zwartym, to dla kazdego € > 0 istnieje
skonczona e-sie¢ zawarta w X.

Zalézmy na poczatek, ze f jest ,na”. Z tresci zadania wynika, oczywiscie,
réznowartodciowosé f, wiece istnieje wtedy przeksztalcenie g : K — K odwrotne
do f, ktdre jest rowniez ,na”, o tej whasnogcei, ze dla dowolnych z,y € X
zachodzi nieréwnosé p(g(z), g(y)) < p(x,y). Wykazemy, ze g jest izometria.

Wybierzmy dwa ustalone punkty p;, p2 € K oraz liczbe € > 0. Sposrdd
wszystkich e-sieci w K wybierzmy taka sie¢ &, ktéra spelnia warunek
(*) nie istnieje s-sieé &', taka, ze Z ple,y) < Z plz,y) —e.
z,ye&! x,yeE
Oczywiscie, jest to mozliwe (Czytelnik zechee sobie przypomnieé definicje kresu

dolnego).

Zauwazmy teraz, ze ¢(&) jest réwniez e-siecia. Istotnie, jezeli y € K, to
istnieje takie @ € &, ze p(x, f(y)) < €. Stad p(g(z),y) = p(g(2), 9(f(y))) <
< p(z, f(y)) < e. Poniewaz g(z) € g(£), wiec g(£) jest e-siecia.

x!yec
dowolnych punktéw a,b € £ dostajemy

plo(a),9(0) > plab)+ 3 (p(z, 1) = plo(@), o)) — € >
(x )% a)

> pla,b) —.
Poniewaz £ jest e-siecia, istnieja takie a,b € &, ze p(p1,a) < e oraz p(ps2,b) < e.
Mamy wiec, korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci trdjkata,
p(9(p1), 9(p2)) > p(g(a), g(b)) = p(9(p1), 9(a)) — p(g(p2), 9(b)) >
2 pla,b) = = p(p1, @) — p(p2, b) 2
> p(p1,p2) — p(p1, @) — p(p2,b) — € — p(p1, @) — p(p2,b) >
> p(p1, p2) — Be.

Poniewaz ¢ bylo wybrane dowolnie, wiec p(g(p1), 9(p2)) > p(p1,p2). Razem
z zalozeniem zadania daje to ostatecznie réwnosé p(g(p1), g(p2)) = p(p1, p2)-

Na mocy warunku (x) jest wiec > p(g(z),9(y)) > 3. p(z,y) —e. Stad, dla
rye&

Jak teraz pozby¢ sie dodatkowego zalozenia, ze f jest ,na”? Dopomoze nam

w tym pojecie pokrewne do e-sieci. Nazwiemy podzbidor A przestrzeni metrycznej
e-rozdzielonym, jezeli kazde dwa jego rézne punkty sa odlegle o co najmniej .
W dowolnej przestrzeni metrycznej zwartej istnieje dla dowolnego ¢ > 0
najwiekszy (tzn. taki, ze nie istnieje podzbidr e-rozdzielony o wiekszej liczbie
elementow) podzbidr e-rozdzielony (dlaczego?).
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Wykazemy, ze f(K) jest gestym podzbiorem K. W przeciwnym razie dla
pewnego £ > 0 kula o $srodku w pewnym punkcie a € K i promieniu € bylaby
roztaczna z f(K). Innymi stowy: p(a, z) > ¢ dla kazdego = € f(K). Niech teraz
A bedzie maksymalnym zbiorem e-rozdzielonym zawartym w K. Poniewaz [ nie
zmniejsza odleglodel, f(A) jest réwniez zbiorem e-rozdzielonym. Lecz wéwezas
takze f(A)U {a} jest e-rozdzielony i ma wiecej elementéw niz A. Sprzecznoéé.

Zauwazmy teraz, ze na zbiorze f(K) mozna okresli¢ funkcje go : f(K) — K
odwrotna do f. Funkeja gg jest jednostajnie ciagla, co wiecej,
p(g0(2),90(y)) < p(2,y), dla 2,y € f(K). Ma ona zatem rozszerzenie ciagle
g : N — K, takie, ze p(g(:c),g(y]) < p(z,y), dla z,y € K (dlaczego?).
Oczywidcie g(K) = K (a nawet go(f(K)) = K). Zatem, postepujac tak, jak
w pierwszej czesci dowodu dostaniemy, ze p(g(z), g(y)) = p(2,y). Co za tym
idzie, f jest izometria.

Jeszeze dwie uwagi. Po pierwsze, dowéd byltby nieco prostszy, gdyby$my

wiedzieli, ze istnieje e-sie¢ £, dla ktérej wielkosé >~ p(z,y) jest najmniejsza.
xyEeE

Rzeczywidcie jest to prawda, ale po dotaczeniu (nietrudnego) dowodu tego faktu

caly tekst niepotrzebnie by sie wydluzyl.

Po drugie, mozemy pokusié si¢ o dowdd faktu nieco ogdlniejszego. Zatézmy,

ze K, zamiast samemu by¢ zbiorem zwartym, jest jedynie gestym podzbiorem
zbioru zwartego metrycznego (bardziej fachowo méwimy wiedy, ze K ma
zwarte uzupelnienie lub jest catkowicie ograniczony — w przypadku podzbiordw
przestrzeni euklidesowej oznacza to tyle, ze K jest ograniczony). Juz to
skromniejsze zatozenie implikuje teze naszego zadania. Istotnie, niech L bedzie
takim zwartym nadzbiorem K, ze K jest jego gestym podzbiorem. Wéwezas na
zbiorze f(K) mozna okresli¢ funkcje go : f(K) — K odwrotna do f, jednostajnie
ciagla — spelniajaca warunek p(go(z), go(v)) < p(z,y), dla 2,y € J(K). Mozna
wige rozszerzy¢ go do funkeji ciaglej g przeksstatcajacej domkniecie f(K)
zbioru f(K) w zbiér L, dla ktérej p(g(:r:),g(y)) < plz,y), dlax,y e f(K).

Ale m = L, tzn. f(K) jest gestym podzbiorem L. Dowdd tego faktu jest
analogiczny jak w przypadku K zwartego. Z naszego zadania wynika wiec, e g
Jjest izometria zbioru L, a co za tym idzie, f = 9;}(1 jest izometrig zbioru K.

Jest jednak spora réznica miedzy przypadkiem, gdy zbidr K jest zwarty,

a przypadkiem, gdy K jest jedynie gesty w pewnym zbiorze zwartym. W tym
drugim przypadku f, mimo ze jest izometria, nie musi by¢ ,na”. Mozna sig

o tym przekonaé biorac np. liczbe o niewspéhmierna z 7w oraz podzbiér K
okregu z? 4+ y? = 1 zlozony z punktéw postaci (cos na,sinne), dlan=0,1,2,...
Woéwezas obrét o kat « jest izometrig zbioru K, ale nie jest ,na” — punkt (1,0)
nie jest obrazem zadnego innego punktu. Obrét f o kat ma jest izometrig /X

o tej wlasnosei, ze K \ f(/') ma m elementéw. W przestrzeni o wiekszej

liczbie wymiaréw mozna zbudowaé znacznie ciekawsze przyklady. Istnieje

np. taki podzbiér gesty A dwuwymiarowej sfery S? oraz izometrie f,g: A — A
ze zbiory f(A) i g(A) sa roztaczne oraz f(A) Ug(A4) = A. Na tym opiera sie
tzw. paradoksalny rozktad kuli Banacha—Tarskiego. No, ale to juz zupelnie inna
historia.

¥

&2

Rozwigzanie zadania M 845,

Niech k bedzie danym kolem, na ktérym opisany jest n-kat M, F' jest n-katem foremnym
opisanym na k, a K kolem opisanym na F. Niech 5;,52,...,5, beds adcinkami kolowymi w KX
wyznaczonymi przez proste zawierajgce kolejne boki n-kata M. Wszystkie one majg réwne pola
Niech ponadto 5, ; = §; N 5;. Oznaczmy przez |A| pole figury A. Mamy

IMn K| =|&E| - (S + 152l + -+ 1Sal) + (1S1.2] + [Sa,al + -+ |Snc1,nl + |Sanl) 2

z | K| = nl5:] = [F],

przy czym réwnosé zachodszi wtedy i tylko wtedy, gdy |S1,2| = ... = |5.,1] = 0, cayli gdy M jest
foremny.
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Brachistochrona

Trzysta dwa lata temu, w czasopismie Acla
Eruditorum, Jan Bernoulli zapytal, jaki ksztalt ma
krzywa (od greckich brachist — najkrétszy i chronos

— czas nazywana brachistochrona), po ktérej ruch

z punktu A do punktu B pod wplywem sity grawitacji
trwa najkrécej.

Aby, podobnie jak sam Bernoulli, Newton, czy Leibniz,
odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie, wprowadzmy uktad
wspolrzednych tak, jak to pokazuje rysunek.

A=(0,0) _
I T

h=y(z)

i dz

d
dl o
y(z)
vy B=(a,b)

Czas, w jakim zsuwajacy sie punkt pokonuje fragment
krzywej o dlugosci di, jest rowny %. Mamy tez

dl = (1 + ¢/(x)?)"/%dz, a z zasady zachowania energii
wynika, ze mgh = %mvE, czyli, przy oznaczeniach

z rysunku, predkos¢ v spelnia w kazdej chwili réwnanie
v? = 2gy(x). Calkowity czas ruchu wzdtuz kraywej
y(x) to caltka ‘1—;, a zatem ostatecznie

(1) T(y) = [ f(u(2), ¥ (=) dz,

o 1 (1+y2\Y? o
gdzie f(y,y') = AT ( 7 ) . Zagadnienie
brachistochrony polega wiee na znalezieniu takiej
funkeji rézniczkowalnej y : [0, a] — I, spelniajacej
warunki y(0) = 0, y(a) = b, dla ktérej catka T[y] ma
najmniejsza wartos¢. Oto szkic rozwiazania.

Krok 1: rewnanie Eulera—Lagrange’a. Warunek
konieczny na to, by funkcja y byta minimum
funkcjonatu 7', ma postaé

) af d ar f
2) @‘a(a‘a)-o

Dowéd tego faktu mozna znalezé w dowolnym
podreczniku rachunku wariacyjnego.

Réwnanie (2) jest réwnaniem rézniczkowym
zwyczajnym drugiego rzedu. Jego postaé
zalezy od funkeji f; w naszej sytuacji, dla

f(y,y') = const - V(1 +y?)/y, jest to doé¢ paskudne

réwnanie nieliniowe. Zeby niepotrzebnie nie straszyé

7

Czytelnikéw, nie bedziemy go w ogole wypisywaé.

Krok 2: pierwsze catkowanie. Gdy funkcja [ nie
zalezy w jawny sposob od z, to wéwczas réwnanie
Eulera-Lagrange’a mozna natychmiast jeden raz
scatkowaé 1 zamiast (2) napisaé

(3) = y’g—i = const .

(Roézniczkujac lewa strone powyzszego réwnania
wizgledem z, dostajemy lewa strone réwnania (2)
pomnozona przez ¥'.) Po mechanicznym obliczenin
pochodnej f wzgledem zmiennej 3’ 1 doprowadzeniu
réwnania do najprostszej postaci otrzymamy

(4) y(l+y?) =c.

Krok 3: drugie caltkowanie. Rownanie (4) mozna juz
brutalnie scatkowaé. Zeby si¢ nadmiernie nie meczyc,
dokonamy podstawienia y’ = tg# (Czytelnik zechce
sie zastanowié, jaki jest jego sens geometryczny).
Wéwezas 1 +¢'% = 1+ tg2 g.=1/ cos® @, a zatem
mamy y = ¢ cos? . Obie strony tej réwnoéci
zrézniczkujemy teraz wzgledem zmiennej x — po to,
by réwniez x wyrazié jako funkcje 6. Dostaniemy

tgf =y = —2c0 cosfsind .
Poniewaz 2 cos? @ = 1 + cos 20, wiec
1= —2¢f’ cos? 0 = —¢(1 + cos 26)0' .

Zatem, x + ¢; = —c(0 + 1 sin 26). Otrzymane réwnania,
po podstawieniu o = m — 26, maja postaé

2y = ¢(1 — cos o),
2(x + ¢2) = e[ —sin &)

1 sa parametrycznymi réownaniami cykloidy, krzywej,
ktéra zakresla punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po prostej.

Na razie wykonalismy taka mniej wiecej prace
umystowa, jak uezen, ktérego zapytano o minima
lokalne funkeji g(z) = 23, a on z radoécia odpowiada:
pochodna tej funkeyi, ¢'(z) = 322, znika dla z = 0,
wiec tam wlasnie jest minimum. Sprawdzenie,

ze funkcjonal T' w ogdle przyjmuje najmniejsza
wartos¢, wymaga jednak wiedzy z zakresu analizy
funkejonalnej; nie bedziemy go wiee tu Czytelnikom
prezentowaé.

Na zakonczenie warto powiedzieé, ze zadanie Jana
Bernoulliego o brachistochronie to poczatek rachunku
warlacyjnego, bogate] galezi matematyki, ktéra

w dwudziestym wieku przezywa burzliwg druga
mlodos¢, po czesei ze wzgledu na zastosowania

w fizyce (np. czastek elementarnych), a po czeéei

z powodéw czysto matematycznych. Glebsze wnikanie
w te historie moze byé racze] motywem dhugich
intymnych kontaktéw z nauka niz tematem krétkiego

tykut Delcte.
artykulu w Delcie PS



Maia de

Mieszkanie dla Alicji

Alicja chce zamieszkaé przy tej samej ulicy, przy ktérej w réznych domach
(potozonych tak, jak pokazuje to rys. 1) mieszka juz o$mioro jej prayjaciét:
Basia, Cesia, Dorota, Edek, Felek, Grzes, Hania i Irka. Gdzie powinna
zamieszkac, zeby suma odlegtosci od jej mieszkania do mieszkaii oémiorga
przyjaciot byta najmniejsza z mozliwych?

B c D E F G HI

Rys. 1

Suma odlegloici z domu Alicji do doméw Basi i Irki zawsze jest przynajmniej
taka, jak dtugosé odcinka BI. Jesli punkt A, w ktérym mieszka Alicja,

lezy na odcinku B, to wéwezas mamy AB + Al = BI. Podobnie, suma
odlegltosci AC' + AH jest — dla dowolnego punktu A — przynajmniej taka, jak
odlegtosé C'H . Przy tym, AC' + AH = C H dla kazdego punktu A lezacego
na odcinku C'H . Zatem, suma czterech odlegtosci AB + AC' + AH + AT jest

minimalna, jesli punkt A wybierzemy (w dowolny sposéb!) na odcinku C'H .
L
i; : g; . Suma kolejnych dwéch sktadnikéw, AD 4+ AG, jest najmniejsza i réwna DG,
gdy punkt A lezy miedzy D i (. Wreszcie, suma odlegtosci z domu Alicji
zi 4 i do doméw Edka i Felka jest najmniejsza (i réwna E F'), gdy Alicja mieszka
5 w jakimkolwiek punkcie odcinka I F' laczacego domy Edka i Felka.
: : Z, ¢ Zatem, suma odleglosci z domu Alicji do doméw o$miorga przyjaciol jest
. Zz ¢ najmniejsza (i réwna Bl + CH + DG + EF), gdy Alicja mieszka w domu
Zn 1 : stojacym gdziekolwiek na odcinku EF.
“ Z.n j Jesli Alicja ma nie o$mioro, ale 2n znajomych Z;, Zs,..., Zs, mieszkajacych
Pooh Pt o W réznych miejscach (patrz rys. 2), to — jesli chee, by suma odlegtoéci z jej domu
i 4 2 do doméw wszystkich znaJomy‘ch byta najmniejsza z mozh\‘vych — powinna
zamieszka¢ w dowolnym punkcie odcinka Z, Z,, 4. Dowéd jest taki sam, jak
" wyizej, dla n = 4.
. : Jesli natomiast liczba znajomych Alicji jest réwna 2n + 1 (rys. 3), to érodkowy
. Zon sktadnik rozpatrywanej sumy 2n + 1 liczb, AZ, 41, zostaje bez pary. Jest
' on zawsze nieujemny, a znika wtedy i tylko wtedy, gdy A = Z,, ;1. Alicja
o powinna wéwezas zamieszkad w punkeie Z,,4q. Warto zauwazy¢, ze nie sa
Zns2 ¥ wazine odlegtosci punktu 7,41 od pozostatych punktéw Z;. Punkty Z,,...,Z,
VAT N . mozna dowolnie don zblizy¢, a punkty Z,42,...,Z2,41 dowolnie oden oddali¢;
Zon-1 § s jesli tylko zachowamy przy tym kolejno$é punktéw Z; na prostej, to suma
. AZy + -+ -+ AZs, 41 nadal bedzie najmniejsza wlasnie dla A = 7, (rys. 4).
Zamn ¢ Zan ¢ Whbrew pozorom, nie jest to weale fakt szczegélnie zaskakujacy. Gdy bowiem
Zan+1 mieszkamy juz wygodnie w samym §rédmieseiu, to znajomi, ktérzy z dalekich
przedmieéé wyprowadza sie na jeszeze dalsze, nie naméwia nas przeciez latwo do
Rys. 2 Rys. 3 Rys.- 4 zmiany miejsca zamieszkania.
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Rys. 4

Rys. 5

Na rysunkach 6 i 7 stosujemy
nastepujacy sposéb oznaczania scian
szescianu:

F oznacza front, T — tyl,

P - prawa, L — lewa,

G — gora, D - dél.

Nieskracalna droga

Mucha, wedrujac po jednostkowym szescianie od pewnego jego wierzchotka do
wierzcholka przeciwleglego (rys. 1), musi przejéé¢ po jego powierzchni droge

o dlugosci co najmniej V5. Przekonuje nas o tym eksperyment myslowy
polegajacy na otworzeniu szescianu (rys. 2). Gdyby istniata krétsza droga, to
istniataby na plaszezyZnie droga laczaca A i B, krétsza od odeinka AB, co jest
niemozliwe.

< ¥ o \

P

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Takie rozumowanie trzeba uzupelni¢. Naprawde bowiem stwierdzilismy jedynie,
ze nie ma krétsze] drogi prowadzacej przez przednia i prawa $ciang. A mozna
przeciez i8¢ inaczej. Bez trudu stwierdzamy, ze idac $ciana gorna i tylna

(rys. 3) tez mozemy dotrze¢ do przeciwleglego wierzchotka szescianu po drodze
dhugosei V5. Chwila namystu i juz wiemy, ze drég tej dlugosei jest 6 — przez
srodki kazdej z krawedzi laczacych dwie Sciany zawierajace start 1 mete (rys. 4).
Jest ich faktycznie 6, bo 1 ze startu, i z mety wychodza po 3 krawedzie (i te
musimy odrzucic), a wszystkich krawedzi w szescianie jest 12.

I teraz jest juz bardzo blisko do koinca uzasadnienia, ze znaleziona droga jest
najkrotsza: zeby dojs¢ od startu do mety, trzeba przejs¢ po jakiej$ Scianie
zawierajace] start i jakiej$ zawierajace] mete, czyli po co najmniej dwéch
§cianach, a te przypadki juz rozpatrzylidmy.

Zeby pokazaé, jak bardzo druga czes¢ dowodu byta potrzebna, rozwazmy
droge, ktéra kolejne pionowe krawedzie przecina w odleglosei réwnej kolejno:
%, %, % %, % od gérnego denka (rys. 5). Jak widaé z rysunku 6, i ta droga
Jjest nieskracalna. Wyobrazmy sobie trase laczaca start z meta jako bardzo
sprezysta gumke — jej (choéby najwieksza) sprezystosé nie przeprowadzi gumki
w polozenie z rysunku 2: do tego celu trzeba by najpierw gumke dodatkowo

rozciagnac.
F P T L
Rys. 6

W tym miejscu widac juz, ze linii nieskracalnych taczacych przeciwlegle
wierzcholki szeScianu jest nieskonczenie wiele. Co wiecej, moga one mieé
dowolnie wielka dlugosc. Wzor

VA4(2n +1)2 4+ 1

opisuje dhugosé linii nieskracalnej] owijajace) szeScian n razy w podobny sposéb,
jak na rysunku 5 linia owija go raz.
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A czy sa linie nieskracalne taczace przeciwlegte
wierzchotki szedcianu 1 majace inna dtugosc 7
e D Rysunek 7 pokazuje przyktad takiej linii na
szeScianie 1 na jego rozwinieciu. Z tego ostatniego
mogzna bez trudu obliczyé, ze ma ona diugosé /41,

P a wiec inna od okreslonych podanym poprzednio
/ WZOTem.

W Powstaje wiec pytanie, ile jest linii nieskracalnych,

V przy czym chodzi o jakas bardziej precyzyjna

odpowiedz niz ,nieskoriczenie wiele” (bo to juz
wiemy).

Dobrze jest w tym miejscu zaczaé stosowaé takie
nazwy, jakie sie¢ powszechnie w matematyce
stosuje. Otéz linie nieskracalne nazywa sie
lintami geodezyjnymi. Nazwa ta bierze sie stad,
ze nawet najprostsze z linii wyznaczanych na

F
Rys. 7
h\\_“""--.,
Rys. 8
Rys. 9
\
Rys. 10

powierzchni Ziemi przez geodetdéw (np. linia
kolejowa Malkinia — Bialystok) nie sa liniami
prostymi (ze wzgledu na pofaldowanie terenu),
a wlasnie nieskracalnymi.

Bernhard Riemann zaproponowal pélttora wieku temu uprawianie geometrii

w ten sposéb, by geodezyjne traktowaé jako proste, a odlegtosé punktéw mierzyé
dlugodcia najkrétszej z geodezyjnych taczacych dwa punkty (lub kresem dolnym
dtugosci takich geodezyjnych, gdy najkrétsza nie istnieje).

Wazna wlasnoscig powierzchni regularnych (mniejsza o to, co to znaczy

— praktycznie kazda powierzchnia, z ktora mamy do czynienia, jest regularna,
w tym szescian) jest twierdzenie:

przez kazdy punkt powierzchni w kazdym stycznym kierunku przechodzi
geodezyjna.

Nie oznacza to jednak, ze kazda geodezyjna laczy wybrane dwa punkty.
Odpowiedz na postawione wyzej pytanie jest nastepujaca: W kazdym, dowolnie
matym (ale nie zerowym) kacie narysowanym na powierzchni szedcianu

i majacym wierzcholek w wierzchotku szescianu miesei si¢ kawalek geodezyjnej
wychodzace] z tego 1 trafiajacej w przeciwlegly wierzcholek szedcianu. Taka
wlasnos$¢ nazywa si¢ gestoscia.

Nie zawsze jest tatwo zgadnaé, ktdra geodezyjna jest najkrétsza. W przypadku,
gdy chodzi o odleglos¢ (riemannowska) wierzchotka szescianu od srodka ktérejs
krawedzi wychodzacej z wierzcholka przeciwleglego, wielu wskazuje na dlugosé
linii z rysunku 8 (czyli %\/1_?—], podczas gdy whasciwe rozwiazanie (réwne %m)
Jjest na rysunku 9 — mysle, ze kazdy latwo sprawdzi te wyniki.

Na zakonczenie dwa zadania do samodzielnego rozwiazania.

1. Wskazaé na powierzchni szescianu dwa punkty A i B, dla ktérych istnieje
tylko jedna taczaca je linia realizujaca ich riemannowska odlegtodé (to dla
rozgrzewki). Dla dowolnego punktu A wskazaé wszystkie punkty B o powyzsze]
wlasnoéci.

2. Na rysunku 10 pokazane sa dwa riemannowskie okregi o tym samym
promieniu 7; sprawdzié, ze dhugosé jednego z nich jest réwna przyzwoicie 27T,
drugiego natomiast 377. Czy w riemannowskiej geometrii powierzchni szeécianu
sa okregi o tym samym promieniu, a jeszcze innej dlugodei 7

Matq Delte przygotowali: Pawel STRZELECKI 1 Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wyznaczanie odleglosci stanowi jedno

z najwazniejszych i najtrudniejszych wyzwan
astronomii obserwacyjnej. Bez tego nie sposéb
odréznié bliskiego stabego zrédla od dalekiego,

ale za to silnego. Bezposredni pomiar odleglosci
poprzez pomiar paralaksy jest mozliwy tylko dla
najblizszych gwiazd. Aby rozciagnac skale znanych
odleglodei poza nasza Galaktyke, astronomowie
uciekaja sie do uzywania tzw. swiec standardowych,
tzn. obiektéw, ktorych absolutna jasnosé jest znana.
Najpopularniejszymi takimi §wiecami sa cefeidy,
gwiazdy zmienne charakteryzujace sie dobrze
okreslona zaleznoscia miedzy absolutna jasnoscia

a okresem zmiennosci. Whasnie dzigki cefeidom Edwin
Hubble wykazat, ze galaktyki oddalaja si¢ od siebie

z predkoscia proporcjonalna do odleglo$ei miedzy
nimi.

W ciagu ostatnich 70 lat jego obserwacja zostala
wielokrotnie potwierdzona, prowadzac do coraz
lepszego wyznaczenia statej Hubble’a wiazacej
przesuniecie ku czerwieni linii widmowych

z odlegloscia. Choé przyzwyczailiémy sie do
rozszerzajacego sie Wszechswiata, to nadal nie
wiemy, czy grawitacja zdota kiedys zatrzymac jego
ekspansje. Zalezy to od sredniej gestosci materii.
Jezeli stosunek tej gestosci do gestosci krytycznej
Jest wiekszy od jednosei, Qpr > 1, to przestrzen ma
dodatnig krzywizne (jak sfera) i czeka nas Wielki
Kolaps. W przypadku ujemnej krzywizny (ksztatt
siodla), odpowiadajacej Qpr < 1, ekspansja nigdy

si¢ nie skornczy. Wspoélezesne modele kosmologiczne
sugeruja posrednie rozwiazanie, w ktérym caltkowita
gestosc energli odpowiadalaby dokladnie wartoéei
krytyczne) 2¢ = 1. Wedtug tych modeli ptaski

i jednorodny Wszechéwiat powstal w wyniku

inflacji, czyli gwaltownego rozszerzania sie jednego
przechlodzonego babelka podczas przemiany fazowej
w pierwszych utamkach sekundy po Wielkim
Wybuchu. Q¢ = 1 nie musi oznaczaé Qy = 1, gdyz
ptaskosé Wszechdwiata mozna uzyskaé, dodajac
sktadnik Q4 odpowiadajacy stale] kosmologiczne]
wprowadzonej przez Alberta Einsteina w celu
otrzymania stacjonarnego rozwiazania rownan Ogdlnej
Teorii Wzglednosci. Dzi$ wiemy, ze czlon taki nie jest
konieczny, ale tez nie jest a priori wykluczony. Modele
inflacyjne przewiduja Q¢ = Qp + Q4 = 1, przy czym
25 > 0 odpowiadaloby tajemniczej energii pustej
przestrzeni powodujacej dlugozasiegowe odpychanie.

W 1995 roku A. Goobar i S. Perlmutter zaproponowali
nowy sposéb jednoczesnego wyznaczenia Qa7 i Q5 [1].
Pomyst polegal na wykorzystaniu supernowych

typu la jako standardowych §wiec. Przypuszcza sie,

ze supernowe te powstaja w uktadach podwdéjnych
biatego karla i czerwonego olbrzyma. Bialy karzet
wysysa materie ze swojego partnera do momentu
przekroczenia granicy Chandrasekhara, kiedy to
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rozpoczyna sie gwaltowne jadrowe spalanie wegla

1 gwiazda wybucha. Zaobserwowano, ze eksplozje

te przebiegaja prawie identycznie, co thumaczy

sie duzym podobienistwem rozpadajacych sie
obiektéw. Uzycie ich jako standardowych dwiec
pozwala na ocene kosmologicznych odlegloécei rzedu
miliardéw lat §wietlnych z doktadnoscia dochodzaca
do 10%. Panowie Goobar i Perlmutter stwierdzili,

ze wykreslajac diagram Hubble’a, czyli zaleznoéé
obserwowane]j jasnosci od przesuniecia ku czerwieni,
dla kilkudziesieciu odleglych supernowych Ia mozna
Jednoczednie wyznaczyé Qpr 1 Q4. Diagram Hubble’a
obrazuje zmiennosé state]” Hubble’a w czasie,
ktéra w nietrywialny sposéb zalezy od obecnych
wartodci Qar 1 Q4. Najprodciej méwiac, duze Qpy
powodowaltoby grawitacyjne spowalnianie tempa
ekspansji Wszechswiata, natomiast duze 24 odwrotnie
— przyspieszanie tempa ekspansji [1].

Ostatnie miesigce przyniosly zaskakujace wyniki
dwdch grup polujacych na odlegte supernowe Ia [2,3].
Wyglada na to, ze Wszechswiat rozszerza sie coraz
szybciej, co wskazywaloby na wieksza od zera wartoéé
stale] kosmologiczne], zwlaszeza jezeli nie cheielibysmy
rezygnowaé z modeli inflacyjnych. Q4 = 0 byloby
prawie wykluczone i ewentualnie odpowiadatoby
bardzo malej gestodci materii. Doniesienie o nowych
wynikach ukazato si¢ w renomowanym magazynie
naukowym Seience pod sensacyjnym tytutem:
»Astronomowie widza kosmiczna antygrawitacje przy
pracy” [4] i zostalo powtérzone m.in. przez Gazele
Wyborczq [5]. Wezesniejszy komentarz w Nature

byl troche bardziej wywazony [6]. Podobne wnioski
opatrzono nastgpujacym zastrzezeniem: wyniki oparte
sa na malej obserwowanej jasnosci najodleglejszych
supernowych Ia, interpretowanej jako przejaw ich
wiekszych odlegtosei. Wéréd innych hipotetycznych
mozliwoséci wyjasnienia tego faktu wymieniono:
mniejszg absolutna jasno$é supernowych w mlodym
Wszech$wiecie (przeczy temu zgodnosé charakterystyk
spektralnych i krzywych jasnoécei z otrzymanymi dla
blizszych supernowych); niezalezne od dlugosci fali
miedzygalaktyczne ostabienie $wiatla; systematyczne
obciazenie prébki bliskich supernowych poprzez
wicksze prawdopodobieristwo wybierania jagniejszych
z nich.

Jezeli jednak wyniki i ich interpretacja sa
prawdziwe, to zyjemy w wiecznie rozszerzajacym
sic Wszechdwiecie, w ktérym pusta przestrzen ma
niezerowa gestosé energii.
Piotr ZALEWSKI
[1] A. Goobar, S. Perlmutter, Astrophys. J. 450 (1995) 14,
[2] S. Perlmutter i inni, Nature 391 (1998) 51,
[3] P. Garnavich i inni, Astrophys. J. w druku.
[4] J. Glanz, Science 279 (1998) 1298,

[5] P. Cieslinski, Gazeta Wyborcza 27/02/1998 str. 14.
[6] D. Branch, Nature 391 (1998) 23,



Jak zeglowaé, czyli o Matematycznej Teorii Sterowania

(v(@),w (@)

!pcpt

wiatr

+
!popt

-

Rys. 1. a), b) zagléwka, c) bojer.

Rys. 2

wiatr

Bronistaw JAKUBCZYK

Matematyczna teoria sterowania zajmuje sie badaniem wlasnosci uktadow
sterowania oraz rozwiazywaniem problemoéw sterowania dla réznych klas takich
uktaddw.

Skoficzenie wymiarowy uklad sterowania jest opisywany przez przestrzen stanu
tego uktadu oraz przez zbior dopuszezalnych predkosei ukladu. Zmieniajacy
sic w czasie stan ukladu, z, interpretowany jako uogdlnienie , polozenia
uktadu”, to element przestrzeni stanu Z (przestrzeni potozen uktadu). Zalezy
on od (zmiennej w czasie) predkodel, ktéra z kolei zalezy od drugiej, réwniez
zmiennej w czasie wielkodcl zwanej sterowantem. Przestrzen stanu musi by¢ tak
dobrana, by stanowila pelna pamieé¢ uktadu. Znaczy to, ze przy danym stanie
poczatkowym z(ty) oraz danym sterowaniu jako funkeji czasu t € [to,t1] stan
uktadu z(t) jest wyznaczony jednoznacznie na calym odcinku [to,t:].

Rozwazmy prosty przyklad. Zalézmy, ze obserwujemy z duzej wysokosci

(np. z samolotu) jezioro, po ktorym plywa zagléwka. Jesli wiatr ma staty
kierunek i sile, a doswiadczony zeglarz dobiera polozenie zagli i steru
optymalnie do kierunku plyniecia i kierunku wiatru, to zachowanie zaglowki
charakteryzuje wykres jej predkosci w zaleznoscei od jej kierunku do

wiatru. Przykladowy wykres jest pokazany na rysunku 1. Stanem naszego
ukltadu jest punkt na powierzchni jeziora, opisany dwiema wspotrzednymi
kartezjanskimi, a przestrzenia stanu powierzchnia jeziora. Sterowaniem jest
kat miedzy osia fodzi 1 kierunkiem wiatru. Wreszcie, sam uklad sterowania jest
charakteryzowany przez zbiér predkoéci, doktadniej, przez zaleznosé predkosci od
sterowania, tj. od kata do wiatru.

Oznaczmy przez z i y wspolrzedne kartezjanskie tédki, a przez v(®) oraz w(®P)
~ wspolrzedne jej predkosci przy kacie do wiatru @. Ruch tédki mozemy zapisaé
(jako uklad sterowania) w postaci réwnan

de _ dy :
o) W i
dz

gdzie 57 i %3;’7 oznaczaja predkosei zmian odpowiednio z 1 y (matematycznie
sa to pochodne funkeji 2(t) oraz y(t), jednak dla analizy uktadu nie bedzie to
istotne), a funkeje v(P) oraz w(P) sa dane za pomoea wykresu (rys. 1).

Najprostszym problemem sterowania jest problem sterowalnosci: pytamy, czy
uklad mozna przeprowadzi¢ z punktu zy do punktu z; za pomoca pewnego
sterowania. Jesli odpowied? jest twierdzaca dla dowolnych punktéw zy 1 2
przestrzeni stanu Z, to mdéwimy, ze uklad jest sterowalny.

Czy uktad opisujacy zaglowke jest sterowalny? Czytelnik odpowie zapewne: tak.
Oczywiscie, kiedy kierunek od punktu zp do punktu zy nie lezy w martwym
kacie, mozna wybraé jako sterowanie staly kat, odpowiadajacy kierunkowi od

zp do z1. Gdy kierunek od punktu zg do punktu z; lezy w martwym kacie,
nalezy zmieniaé kierunek tédki tak, by na przemian mieé¢ wiatr z prawej lub

z lewej (rys. 1b). W jezyku zeglarskim nazywamy to halsowaniem. W ten sposéb
mozemy dotrzeé¢ z punktu zg do punktu z; lezacego w stosunku do zy dokladnie
»pod wiatr”, a takze omijac przeszkody.

Drugim czesto stawianym problemem jest problem oplymalnego sterowania.
Polega on np. na znalezieniu sterowania, ktére przeprowadzi nasz uktad

z punktu zp do punktu z;, minimalizujac przy tym jakas wazna dla nas wielkosé,
np. energie, koszt lub czas.

W regatach zeglarskich wielkoscia minimalizowana jest czas dotarcia do mety.
Mozemy wiee sformutowaé problem optymalno-czasowy dla naszej zagléwki tak.
Zaktadamy, ze dany jest akwen, czyli przestrzen stanu 7, sita i kierunek wiatru
oraz zagléwka (ktérg opisuje zaleznosé predkosei od kata do wiatru).
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Artykutu o samochodzie z przyczepkami
szukajcie w Delcie 7/1998.

i Zadania

Dla danych punktéw zg i z; w Z szukamy optymalnego sterowania (tzn. kata
zagléwki w stosunku do wiatru jako funkeji czasu), ktére przeprowadzi todke
7z polozenia zp do z.

Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie dwu elementarnych zadan dla
uczestnikéw regat zeglarskich.

Zadanie 1. Oznaczmy przez qs:;pt oraz $5,, katy, przy ktérych rzut predkosci
16dki na kierunek ,prosto pod wiatr” jest maksymalny (rys. 1b). Pokaz, ze jedli
meta (punkt z1) lezy w martwym kacie, gdy patrzymy z punktu startu zo,

to dowolne sterowanie, ktére stosuje naprzemiennie katy @jpt oraz P

i przeprowadza 1édke z polozenia zp w 21, przeprowadza ja w minimalnym
czasie, niezaleznym od wybranej drogi.

Zadanie 2. Znajds sterowanie minimalno-czasowe przeprowadzajace fodke
z punktu startu S do mety M na akwenie przedstawionym na rysunku 2.

Czytelnik, ktéry kiedykolwiek obserwowal regaty bojerowe, zauwazyl zapewne
ze zdziwieniem, ze bojery halsuja réwniez wtedy, gdy poruszaja sie z wiatrem.
Wynika to z tego, ze charakterystyka predkosci bojera w zaleznosci od kata
do wiatru ma zakleéniecie do wewnatrz réwniez w kierunku ,z wiatrem”, jak
na rysunku lc. Sternik bojera maksymalizuje wiee rzut predkosei na kierunek
,doktadnie z wiatrem”, wybierajac jeden z kierunkéw HT/:;,,: oraz Wg.

7 analizy tych przykladéw mozemy wysnué ogdlny wniosek. Zjawisko
halsowania, tzn. kolejnej zmiany kierunkéw predkoéei miedzy skonczona ich
liczba (réwna 2 w przestrzeni o wymiarze 2) wystepuje wtedy, gdy zbiér
predkosei nie jest wypukly.

W nastepnym artykule opiszemy model matematyczny i niektére problemy
sterowania dla samochodu z przyczepkami.

Redaguje Eukasz WIECHECKT

M 844. Na kazdej z n > 2 planet jest astronom, ktéry obserwuje najblizsza planete.
Zakladajac, Ze n jest liczba nieparzysta, a odlegloéci migedzy planetami sa parami
rézne, dowiesé, ze istnieje planeta nicobserwowana.

Rozwiazanie na str. 5

M 845. Dowiesdé, ze spoéréd n-katédw opisanych na danym kole, n-kat foremny ma
najmniejsze pole.
Rozwiazanie na str. 6

M 846 (Problem Fagnano). Dany jest tréjkat ostrokatny SLD. Wérdd takich
tréjkatéw ROP, ze R € SL, O € LD, P € DS znale¢ tréjkat o minimalnym obwodzie.
Rozwiazanie na str. 4

Przygotowal Stanistaw BAZANSKI

F 475. Zrédlo éwiatla znajduje sie w punkcie Z o wspélrzednych (0,a), przy czym
wymiar przestrzeni w kierunku prostopadlym do plaszczyzny wyznaczonej przez
promiefi padajacy i zalamany zostal zaniedbany. Postugujac si¢ warunkiem koniecznym
wynikajacym z zasady Fermata, ze w przyblizeniu optyki geometrycznej promien
dwiatla rozchodzi sie po drodze o najkrétszym czasie przebiegu, okresli¢, w jakim
kierunku nalezy wyslaé éwiatlo, zeby dotarto do punktu £ ekranu o wspéhrzednych

(d, —b), zakladajac, iz w odrodku w pélplaszczyinie y > 0 dwiatlo rozchodzi sig

z predkoécia v, a dla y < 0 predkoéé ta jest réwna vz, Wyprowadzié stad prawo
Snellinsa.

Rozwiazanie na str. 4

F 476. W sytunacji opisanej w zadanin F 475 wykazaé, stosujac rozumowanie
geometryczne, ze czas przebiegu dwiatla od Z do E wzdluz drogi rzeczywiste],
spelniajacej prawo Snelliusa, jest mniejszy niz wzdluz dowolnej innej hipotetycznej
drogi laczacej te punkty, skladajacej si¢ z dwéch odcinkéw ze wspélnym punktem na
granicy ofrodkéw.

Rozwiazanie na str. 3
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Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 1988

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzarn
zadan 345 (WT=1,46) i 346 (WT'=3,07)
z numeru 9/1997

Tomasz Rawlik — Braunschweig 47,24

Maciej Mostowski — Warszawa 38,72
Witold Bednarek -~ Ladg 31,89
Bogumila Piotrowska — Zielona Géra 30,88

Pan Rawlik (z Gliwic) juz jedenadcie lat
temu zostal Weteranem Klubu 44 M;
rok pégniej rozstal sie z nami, ale nie na
zawsze — pare miesiecy temu odezwal
sig z odleglego o tysige kilometréw
Brunszwiku i wlaczyl ponownie do Ligi,
aby oto po raz cewarty zgromadzié
magiczne 44 punkty.

353. Stosujemy indukcje. Liczba 1 ma omawiana wlasnosé.

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwigzania zadar z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszezamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania caterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbg oséb,
ktdre nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dewolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2,/1998.

Zadania z matematyki nr 361, 362
Redaguje Marcin E. KUCZMA
361. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite dodatnie k, dla ktérych istnieje

wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych spetniajacy warunki: P(0) # P(1),
0<P()<kdlaj=01,....k+1.

362. Cztery régne okregi wi, wa, wa, ws o jednakowym promieniu r przechodza przez
wspdlny punkt S i przecinaja sie kolejno parami:
wi Nwip = {5, P} dla 1 =1,2,3,4 (ws =w);

przy tym punkty Pi, Pz, Ps, Py leza na okregu © o promienin R, a érodek okregu
lezy w odleglosci d od punktu S. Znalezé zwiazek (réwnanie algebraiczne) miedzy
liczbami r, R, d. Czy kazda tréjka liczb dodatnich spelniajaca éw zwiazek jest
wyznaczona przez pewna czwoérke okregdw wy, wa, wa, wy 7

Zadanie 362 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/1998
Przypominamy tres$é¢ zadan:

353. D« kazda liczbe calkowity dodatnig da si

sktadni calk adatnich nie majacych dzielnil
zaden 2 tych skladnikéw nie dzieli sie przez zaden inny skladnik
354. Udowodnié¢ nierdownoéd
: oy 2 sin # " B
tg{sme) < ——— dla # € (D, m)
14 cos=d

354. Oznaczajac sint przez r mamy udowodnié nieréwnodd

Ustalmy n > 2 i zalézmy, ze kazda dodatnia liczba calkowita

mniejsza od n ma przedstawienie, o jakim mowa. Nalezy 3 _ g2
dowiesé, ze réwniez liczba n ma takie przedstawienie.

Jeieli n jest liczba parzysta, to wystarczy pomnozy¢ przez 2

tgx < dla z € (0,1);

Jjest ona réwnowazna nieréwnoéci f(z) < 1, gdzie

fz) =22

tgx.

kazdy skladnik przedstawienia liczby n/2. Jezeli n jest calkowita
potega trojki, to nie ma czego dowodzié. Przyjmijmy wiec, ze n
jest liczba nieparzysta, spelniajaca dla pewnej liczby calkowitej
j > 1 nieréwnosé¢ 37 < n < 39+1,

Liczba k = (n — 37)/2 jest mniejsza od n, wige w mysl
przeslanki indukcyjnej & = E 2%: 38 (dla pewnego ukladu
wyldadnikéw oy, ..., 00m, B1,...,8m > 0), pray czym zaden
skladnik tej sumy nie dzieli sie przez zaden inny skladnik.
Zauwazmy, ze 3; < j dlai = 1,...,m; gdyby bowiem dla
pewnego i zachodzila nieréwnosé 8; > j, znaczyloby to,

ze k > 37, a wigc n =37 + 2k > 39!, whrew okresleniu
wykladnika j. Zatem wzdr

n=23" 4 Z paitlaf;

daje zadane przedstawienie liczby n; teza zadania wynika na
podstawie zasady indukcji.

14

Poniewaz lim f(x) =1, wystaczy dowiesé, ze f/(z) < 0 dla
=04
z € (0,1); to zas sprowadza si¢ do wykazania, ze
(2 + #?)sinz cosz > 20 — o°
(pomijamy szczegély obliczenia pochodnej). Przyjmijmy y = 2x;
ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna nastepujace;:
(8 4+ %) siny > By — 4°.
Wobec znanego oszacowania siny > y — y® /6 (dla y > 0)
pozostaje sprawdzié, ze
3
Y
- = .
Ve 8+ 42
Ta prosta nieréwnoéé wielomianowa przybiera po
przeksztalceniu postaé¢ y*(4 — 42) > 0 i jest spelniona
(w szczegdlnodci) dla y € (0,2). Zatem f'(z) < 0 dla 2 € (0,1),
i dowdd jest zakonczony.

8y — y°



Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1998

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadafi 246 (WT=1,25) i 247 (WT=2,85)
z numeru 11/1997

Przemystaw Gadziiski- Sroda 51, 42,92
Andrzej Idzik -~ Bolestawiec 27,46
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 18,68
Tomasz Wietecha - Tarndéw 10,76
Aleksander Surma - Myszkiw 10,55
250. Diugopis pozostawia slad n 1oz
T yd prostopadle] do po a ni
kowy kierunek dlugopisu jest zmienna |

VI<=V2 |

L

0 by tatam

Rys. 1. Wykres funkeji x,(1) oznaczono
kolorem, a funkeji x,(t) — czernig.

Rys. 2

Zadania z fizyki nr 258, 259
Redaguje Jerzy B. BROJAN

258. Jednym ze ,$lepych zaulkéw” w rozwoju motoryzacji byly projekty samochodn
tréjkotowego. Obliczyé maksymalna predkosé v', z jaka taki samochéd méglby na
poziome] jezdni wykonaé zakret bez przewrdcenia sig, jesli maksymalna predkosc
samochodu czterokolowego na tym zakrecie wynosi v = 60 km/h. Tréjkotowiec ma dwa
kola w przedniej osi odlegle od siebie o d i jedno koto tylne odlegle od srodka przedniej
osi o [, przy czym te sama wartosé¢ d ma odlegloéé miedzy kotami w osi samochodu
czterokolowego. Srodek masy obu samochodéw lezy na tej samej wysokosci h nad
jezdnia, a nacisk na kazde z kél jest jednakowy (w samochodzie stojacym). Pominaé
efekty zwiazane z przyspieszaniem lub hamowaniem, a takze ze zmiana promienia
skretu (rozpatrujemy ruch jednostajny po okregu); ponadto przyjaé, ze promien skretu
jest znacznie wigkszy od rozmiaréw samochodu.

259. Czy mozna z trzech jednakowych soczewek skupiajacych skonstrnowaé lunete
powiekszajaca trzykrotnie i dajaca obraz: a) prosty, b) odwrécony? Jedli tak, to jakie
powinny byé odlegloéci miedzy kolejnymi soczewkami?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/1998

Przypominamy tresé zadan:

czyzna tego ruchu
enstwa podad dla
; 860%™, 85~

| zadmienis

1 migazy

250. Zaleznoéé pionowej wspdlrzednej polozenia jednego z konicéw dlugopisu (np. piszacego)
od czasu wyraza sie wzorem zp(t) = v1t + (v2 /w)sin(wt), gdzie osi z nadano zwrot w ddél,

a w jest predoscia katowa, ktdra dalej przyjmiemy réwna jednosci (odpowiada to nieistotnej
zmianie skali czasu i polozenia). Dla drugiego (niepiszacego) konica plus we wzorze nalezy
zastapi¢ minusem, tzn. ro(t) = vt — ve sint. Na rysunku 1 wykresy obu funkcji przedstawiono
w dwéch wariantach: v; > vz 1 vy < vp, przy czym t = 0 odpowiada chwili, w ktdrej

dhugopis jest réwnolegly do stolu, a t; = (7/2) — e i ty = (7/2) + o ograniczaja zakres
polozeri, w ktérych uderzenie pozostawi slad. Moment uderzenia o stél wyznaczamy jako
chwile, w ktdérej ktérakolwiek z funkcji zp i o5 przekroczy pewna wartos¢ X, a poniewaz
przypadkowy kat poczatkowy jest réwnowazny przypadkowemu wyborowi X, wiec szukane
prawdopodobienstwo p jest réwne stosunkowi dhugoéci odcinka na osi pionowej, wewnatrz
ktérego uderzenie nastepuje pod wlasciwym katem, do odcinka 27v; odpowiadajacego jednemu
obrotowi dlugopisu. Stad w przypadku vy > vo rozwiazaniem jest

(%) p = (zp(t2) — zp(t1))/ 2701 = a/7.
W przypadku v; < v, musimy rozpatrzy¢ takze lokalne maksima w chwilach 3 i t4. Obliczamy

costy = vy fv2, i3 = — arccos(vy/v2),

wn(ts) = —vy arccos(vy fug) 4 \/v2 — v?,

ty = 7™+ t3 = (7/2) + arcsin(vy fvs),

wp(ts) = wn(ts) + mv1 = vy arcsin(vy fvg) + /02 — v¥ 4 70y /2.

Rozwiazanie opisane wzorem (=) pozostanie stuszne pod warunkiem, ze zp(t1) > zn(ts)

oraz ty > tp, co oznacza, ze dlugopis uderzy w stél pod zbyt duzym katem i nie zostawi

éladu zaréwno wtedy, gdy uderzy bardzo mocno (wezesniej niepiszacy koniec prawie dotknie
stolu), jak i wtedy gdy uderzy bardzo stabo. Tak jest w przypadku o = 40°, zatem wtedy

p = 40/180 = 0,222. Gdy o = 60°, spelniony jest pierwszy z podanych warunkdw, ale nie drugi
— wtedy prawdopodobienistwo dane jest wzorem

p = (zp(ts) — zp(t1})/2muy,
a wartoscia liczbowa jest p = 0,341. Dla kata oo = 85° zaden z warunkdw nie jest spelniony,
czyli p = 0,5 (kazde uderzenie piszacym korncem pozostawia slad).

251. Przyjmijmy nastepujace uproszczenia (z ktérych zadne nie wprowadza do wyniku
bleddéw przekraczajacych kilku procent): érednica tarczy Slonca jest réwna érednicy tarczy
Ksiezyca, tzn. calkowite zaémienie wystepuje tylko w jednym punkcie; pomijamy zakrzywienie
powierzchni Ziemi na drodze AC B; jasnoé¢ powierzchniowa tarczy slonecznej uwazamy za
stala. Przy tych zalozeniach obserwator w C stwierdzi, ze zastaniajaca Slonce tarcza Ksiezyca
jest przesunigta wzgledem tarczy Slonca o promien obu okregéw, a pole czedci niezaslonietej

(rys. 2) wynosi 72 (% + _\,ZQ) .Stad Io/Ip = % + 32/?3-' ~ 0,61.

15



Gwiazdy koficza swoje zycie w sposéb mniej lub bardziej gwaltowny. Jezeli masa
gwiazdy jest zblizona lub niewiele wieksza od stonecznej, to pod koniec stadium
czerwonego olbrzyma gwiazda doéé tagodnie odrzuca warstwy zewnetrzne, kitore
przez pewien czas tworza wokol niej tzw. mglawice planetarna. Taka mloda
mglawica jest najczeéciej symetryezna, a w jej srodku znajduje sie mala, goraca
gwiazda, czyli dawny czerwony olbrzym.

Patrz w niebo

Jednak w trakcie rozprezania sie mglawica planetarna napotyka opér materii
miedzygwiazdowej, ulega wiec znieksztalceniu przy spotkaniach z oblokami
materii, a ponadto jej $rednia predko$é musi zréwnac si¢ z predkoscia
otaczajacego ja ofrodka miedzygwiazdowego — jezeli jej macierzysta gwiazda
poruszala si¢ inaczej. Sama gwiazda, jako obiekt zwarty, nie doznaje praktycznie
zadnego oporu i ciagle porusza sie z dawna predkoscia. Dlatego w starych
mglawicach planetarnych gwiazdy centralnej czesto juz nie ma.

To samo dotyczy mgtawic powstatych w wyniku eksplozji gwiazd
masywniejszych, czyli w wyniku wybuchu supernowych. Obecnie juz wiadomo,
7e wybuch supernowej to nie jest po prostu gwaltowne odrzucenie otoczki.
Przede wszystkim wybuch ten moze nastapi¢ bardzo niesymetrycznie, co
nietrudno sobie wyobrazié pamietajac, ze przed wybuchem gwiazda ma jaka$
predkoéé obrotowa, pole magnetyczne, moze tez byé sktadnikiem uktadu
podwéjnego itd. W tej sytuacji dziwne by nawet bylo, gdyby zapadata sig,

a nastepnie eksplodowala catkiem symetrycznie. Jednak w trakcie wybuchu
zachodza z pewnoécia jeszcze inne, nie poznane dotychczas procesy, a dowodem
tego jest bardzo skomplikowany obraz rentgenowski mgtawicy otaczajacej
pulsara w Zaglach (Vela pulsar). Pulsar ten jest odlegly o okolo 500 pe i powstal
w wyniku eksplozji supernowej okoto 15 000 lat temu. Sama mglawica jest
akurat do$¢ symetryczna, ale pulsar lezy wyraznie nie w jej srodku. Wokét
mglawicy obserwatorzy dopatrzyli sie kilku tzw. pociskéw, stozkowatego
ksztattu zgeszezen gazu, ktére wylecialy z wnetrza mglawicy przebijajac jej
powierzchnie. Ich ksztalt dowodzi naddzwiekowej predkosci (w tamtym osrodku)
i umozliwia nawet oszacowanie tej predkosci, a osie symetrii stozkdw dosé
zgodnie celuja prawie w pulsara. Wyglada to, jakby pociski wylecialy z pulsara
juz po powstaniu samej mglawicy, a wiec ze aktywnodé gwiazdy nie koriczy sig
wraz z wybuchem. Sprawe komplikuje dzet wybiegajacy z pulsara. Odkrywcy
dzetu twierdza, Ze energia potrzebna do jego utrzymania jest w przyblizeniu
réwna energii traconej przy zmniejszaniu si¢ tempa rotacji pulsara. Mégtby wiec
tam dzialaé jaki$ niezwykly mechanizm zamieniajacy energie obrotowa gwiazdy
w energie dzetu, co czyniloby z tego pulsara kosmiczny silnik odrzutowy, i to

— jak pél zartem pot serio twierdza obserwatorzy — silnik konkretnie turbinowy,
w nim bowiem ruch obrotowy turbiny daje ukierunkowany ciag.

Tomasz KWAST
Maj

Po zmroku wysoko na niebie zobaczymy Wielka
Niedzwiedzice, a przedtuzajac tuk utworzony przez
cztery gwiazdy jej ogona trafiamy najpierw na
Arktura (o Wolarza) i dalej na Spike (@ Panny),
lezaca ponadto bardzo blisko ekliptyki. Gwiazdozbidr
Panny jest ciekawy z kilku wzgledéw. Przede
wszystkim znajduje sie tam bogata (kilka tysiecy
cztonkéw) i rozlegta (30 Mpc) gromada galaktyk.

Co wiccej, jej odleglosé, a doktadniej — odleglosdé

jej centralnej czedci, jest mniejsza niz jej rozmiary,

— jej jasnosé wynosi 9,2 mag. W Pannie lezy tez (kolo
v Panny) najblizszy kwazar 3C273 odkryty w 1963 r.
Jego jasnosé wynosi okoto 13 mag, a wiec w zasadzie
mozna go prébowaé odszukaé za pomoca wiekszego
amatorskiego teleskopu.

Pehnia Ksiezyca w maju wypada 11. Ksiezyc zblizy
sie mocno do Jowisza 20 V (zakryje go nawet, ale
zakrycia z Polski nie bedzie widaé). Jowisz w maju
znajduje sie na granicy Wodnika 1 Ryb, Saturn

a wiee nasza Galaktyka nalezy do gromady w Pannie.

Najwicksza i najmasywniejsza jest galaktyka M 87,
olbrzymia galaktyka eliptyczna, ponadto aktywna.
Mozna ja prébowaé dostrzec przez niewielki teleskop
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na granicy Ryb 1 Barana, Wenus w Rybach — te
trzy planety widaé¢ wiec w drugiej potowie nocy,

‘praktycznie nad ranem. Mars jest w Byku, a wiec zbyt

blisko Stofica i nie widaé go.
LK
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CYFROMANIA (5)

Wykorzystujac zdobyte do$wiadczenie sprébujmy
odpowiedzieé¢ na pytanie: Jakie koiicéwki moga mieé¢ potegi
niektérych liczb wigkszych od 37 Czego ciekawego mozna
sobie od nich zazyczyc?

Potegi czworki.

Potegi czwdérki sa to potegi dwéjki, ktore. .. chwila
zastanowienia. .. daja reszte z dzielenia przez 5 réwna 1
lub 4. Stad od razu dostajemy charakteryzacje:

WNIOSEK: Liczba 1 < r < 10* moze byé¢ k-cyfrowa
koficéwka potegi czwdrki (o wyktadniku nie mniejszym
niz g) wtedy i tylko wtedy, gdy r dzieli si¢ przez 2% oraz
daje reszte 1 lub 4 przy dzieleniu przez 5.

Poteqi piatki.

Reszta z dzielenia 5™ przez 5% jest réwna zeru, jesli tylko

n > k. Ciekawa rzecza jest wigc zbadanie przy ustalonym k
ciagu reszt z dzielenia 5™ przez 2¥. Okresy Ok takich
clagéw reszt wynosza: 01 = Oz = 1 oraz Oy, = 282

dla k > 3. Zatem potegi piatki o duzym wykltadniku
dopuszczaja:

1 koncéwke 1-cyfrowa (jest to 5);

1 konicéwke 2-cyfrowa (jest to 25);

2 konicéwki 3-cyfrowe (sa to 125 i 625);

4 konicéwki 4-cyfrowe (sa to 3125, 8125, 0625 1 5625).

W kazdym nastepnym przypadku mamy 2 razy wiecej
mozliwych koncéwek. Koiicéwka k-cyfrowa (k > 2)
ypamieta” reszte z dzielenia (k + 1)-szej cyfry przez 5
od konica — mozna ja wiec uzupelni¢ do koncéwki

(k 4+ 1)-cyfrowej na 2 sposoby.

Koiicéwka k-cyfrowa musi dawaé przy dzieleniu przez 2F
jedna z 2572 dopuszczalnych reszt. Mozliwych reszt
nieparzystych jest 257!, a zatem dobra jest ($rednio) co
druga. Chwila zastanowienia pozwala scharakteryzowaé te,
ktére sa dopuszczalne, dajac:

WNIOSEK: Liczba 1 < r < 10* moze byé k-cyfrowa
koncéwka potegi piatki o duzym wykladniku wtedy i tylko
wtedy, gdy r dzieli sie przez 5% oraz daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 4.

Potegi szdstki.

Duze potegi széstki dziela sig¢ przez 2*. Przy dzielenin
przez 5' daja reszte 1. Zatem okres Ok ciagu reszt
z dzielenia 6™ przez 5° wynosi 5571,

WNIOSEK: Liczba 1 < r < 10* moze byé k-cyfrowa
koncowka potegi szdstki o duzym wykladniku wtedy i tylko
wtedy, gdy r dzieli sie przez 2% oraz ma ostatnia cyfre 6.

Tak wiec idac od kofica mamy w potedze szdstki:

cyfre 6, cyfre nieparzysta i dalej na k-tym miejscu

cyfre, ktérej parzystosé jest wyznaczona przez koncéwke
(k — 1)-cyfrowa.

Potegi siddemki.

Dzielenie 7" przez 2% daje reszty tworzace ciag okresowy
o okresie O danym wzorami:

a1=1,

O =03 =04 =2,

Or =22 dlak>s.
Okres Py ciagu reszt z dzielenia 7" przez 5* wynosi

Pr=P =4,
Po=4.5"2 dlak >13.

Diugoéé okresu ciagu reszt z dzielenia 7" przez 10%, a tym
samym ilo§¢ dopuszczalnych kofcéwek k-cyfrowych, wynosi
Ry = NWW (O, Px) i jest dana wzorami:
R = Ry =4,
R:=4.5=20,
Ry =4.5% =100,
Rs =4 -5 = 500 (sa to koficéwki podzielne przez 800
z reszta 1, 7, 49 lub 343),
Rg =8 -5 = 5000
i ogélnie Ry = 25~% .52 =5.10%2 dla k > 6.
Widzimy, ze Ry = 10 - Rx—; dla k& > 6. Oznacza to,
ze jezeli 75 jest dopuszczalna kofcéwka 5-cyfrowa, to
16 = 10%¢ + Rs jest dopuszczalna koficéwka 6-cyfrowa
dla e=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9, czyli szdsta cyfre od korica

mozemy wybieraé¢ dowolnie. To samo dotyczy k-tej (k > 6)
cyfry od korica. IWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (27)
Wyjasnienie oszustwa (2') ~ tym razem poprawne:

u3—\/§=\/§—1,ski}dw:\#‘3—~-\/_—\/§=—1,awigc

w jest liczba wymierna!

Oszustwo polegalo na dzieleniu przez w4+ 1 = 0.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (4)

ZADANIE: Na sferze o promieniu 10 opisano czworoscian
o polu powierzchni 1200. Obliczyé objetosé tego
czworoscianu.

Rozwigzanie: Wieloscian o polu powierzchni P opisany na

sferze o promieniu R ma objetodé¢ V' = PL;’—R, CO W naszym

adku jest ré 4000.
przypadku jest réowne IWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowad pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW,; e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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