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Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech n1.iesiecy)
cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111
WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenluneratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje" RUCH" S.A. Oddzial Kmjowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 _ 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za granice

5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjlnowane od osób zamieszkatych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzyrnania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terrninem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela llRUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507,2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.-----------------------
Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.
Niestety, nie dysponujemy juz numerami z lat 1974-1984.
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Automaty komórkowe Anna LUDWICKA
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Automaty komórkowe (nie mylic z telefonami komórkowymi) sa matematycznym
sposobem opisu zjawisk fizycznych, biologicznych, czy spolecznych,
w których czas i przestrzen traktowane sa w sposób dyskretny, a elementy
przestrzeni wykazuja lokalne zaleznosci. Pojecie to zostalo wprowadzone
przez von Neumanna i Ulama w 1963 r. Automat komórkowy (a.k.) sklada
sie z komórek, które moga byc przedstawiane jako wezly regularnej siatki,
skonczonej lub nie. Komórki (wezly siatki) przyjmuja wartosci ze skOllczonego
zbioru. W sklad automatu wchodzi takze tzw. regula ewolucji zadana lokalnie,
która okresla stan danej komórki w zaleznosci od jej stanu, jak i stanów komórek
sasiednich, w poprzednim kroku ewolucji. Przy okreslaniu ewolucji moga byc
uwzgledniane takze dalej polozone komórki, nie tylko te, które bezposrednio
przylegaja do danej.

Najprostsze automaty komórkowe sa jednowymiarowe z dwiema mozliwymi
wartosciami: O albo 1, a sasiedztwa sa trójelementowe: dana komórka i dwie
sasiednie, po prawej i lewej stronie. Konfiguracja poczatkowa jest w tym
przypadku rozklad wartosci w komórkach polozonych wzdluz prostej. Reguly
ewolucji komórek definiuja zmiane wartosci komórki i w kroku czasowym t
(oznaczmy ja przez w(i, t)) w zaleznosci od wartosci komórek i, i-l oraz i + 1
w kroku poprzednim (t - 1):

w(i - 1, t-l), w(i, t-l), w(i + 1, t-l)
!

w(i, t)

Przykladowa regula jednowymiarowego automatu komórkowego jest:
111 110 101 100 011 010 001 000
! ! ! ! ! ! ! !
O 101 1 O 1 O

Nazywa sie ja regula 01011010 zgodnie z tym, co wystepuje w dolnym
wierszu. Lokalne reguly tego typu automatów sa opisane osmiocyfrowa liczba
binarna. Jak latwo mozna zauwazyc, takich róznych regul jest 28 = 256. Ale
w rzeczywistosci nie wszystkie sa sensowne, poniewaz musza byc na nie nalozone
pewne dodatkowe warunki. Pierwszy warunek powiada, ze regula jest nielegalna,
gdy na ostatnim miejscu jest 1. Drugi, ze reguly musza byc symetryczne,
tzn. 100 i 001 daja te sama wartosc. To uscislenie zostawia tylko 32 legalne

reguly automatów komórkowych. Rysunek 1 pokazuje ewolucje pewnego stanu
a.k., czyli zmiane wartosci komórek po jednym kroku czasowym, zgodnie
z wyzej wymieniona regula. Przykladowe ewolucje jednowymiarowych a.k.,
z konfiguracja poczatkowa: ... O, 0,1, O, O ... , pokazane sa na rysunku 2.

Ciekawszymi automatami jednowymiarowymi sa takie, w których wartosci
w stanie poczatkowym przyjmujemy z pewnym prawdopodobienstwem.
Rysunek 3 pokazuje przykladowa ewolucje a.k. z wartosciami poczatkowymi
przyjmowanymi z prawdopodobienstwem l i z cyklicznym warunkiem
brzegowym (tzn. lewym sasiadem komórki pierwszej jest ostatnia komóda po
prawej stronie).
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Przejdzmy teraz do automatów komórkowych dwuwymiarowych, które
odgrywaja znaczaca role w modelowaniu matematycznym. Tutaj komórki
znajduja sie na plaszczyznie. Moga one miec ksztalty np. kwadratów lub
szescioboków, w zaleznosci od tego, co chcemy modelowac. Najprostszym

dwuwymiarowym a.k. jest gra zycie przedstawiona w Delcie 1/1997 (str. 10)
z komórkami kwadratowymi i regula: komórka "rodzi sie" , gdy ma dokladnie
trzech sasiadów w poprzednim kroku, "umiera", gdy nie ma sasiadów, ma tylko
jednego sasiada lub wiecej niz trzech (zatloczenie).

Za pomoca automatów komórkowych mozna modelowac uklady fizyczne
zawierajace wiele dyskretnych elementów z lokalnymi zaleznosciami. N a
poziomie mikroskopowym komórki moga reprezentowac atomy lub wartosci
pewnych wielkosci fizycznych w krysztale. W wiekszosci ukladów na poziomie
makroskopowym kazdy wezel w a.k. moze reprezentowac obszar zawierajacy
wiele czasteczek, a przypisana mu wartosc moze wyrazac kilka dozwolonych
stanów. W tym przypadku a.k. moga byc uzywane jako dyskretne modele
ukladów chemicznych opisujacych reakcje chemiczne i przestrzenna dyfuzje
(rozprzestrzenianie sie). Moga byc takze wykorzystywane w modelowaniu

ewolucji galaktyk lub byc narzedziem opisu zjawisk przejsc fazowych w fizyce.
Takze przeplyw cieczy mozna modelowac za pomoca automatów dwu-
i trójwymiarowych.

a)

b
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c)

Rys.5

a)
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b)

Rys.6

I albo \

Przyjrzyjmy sie blizej takim modelom. Wezmy siatke kwadratowa. Pole
predkosci wpisuje sie w siec komórek (rys. 4), tzn. kazdej komórce przypisuje
sie odpowiedni wektor predkosci oraz liczbe czasteczek cieczy. Zakladamy,
ze kazdy z czterech mozliwych zwrotów predkosci jest przyjmowany przez co
najwyzej jedna czasteczke w wezle. Wyrózniamy w ten sposób 16 mozliwych
stanów wezla (rys. 5a). Stan takiego automatu mozemy zapisac jako

tablice czteroelementowych ciagów zer i jedynek: Eij = dijcijbijaij, gdzie
dij, Cij, bij, aij E {O, l} (rys. 5b). Regula ewolucji tego a.k. uwzglednia naturalna

propagacje (przemieszczanie czasteczek zgodnie ze zwrotem wektora predkosci)
oraz zderzenia czasteczek. Zderzenie nastepuje wtedy, gdy Eij = 0101 lub
Eij = 1010, bo to znaczy, ze spotkaly sie w wezle czasteczki o przeciwnych

zwrotach wektora predkosci. Po zderzeniu czasteczki beda przemieszczac sie
w kierunku prostopadlym do kierunku predkosci z poprzedniego kroku (rys. 5c).

Zakladalismy, ze w wezle powyzszego automatu moga byc co najwyzej
cztery czasteczki. Zalózmy teraz, ze moze byc wiecej czasteczek w wezle.

W tedy bedziemy operowali pojeciem gestosci (o wartosci z przedzialu [O, 1])
czasteczek poruszajacych sie w danym kierunku. Jeszcze bardziej rozbudowanym

automatem jest automat opisany na siatce heksagonalnej (szesciobocznej)
(rys. 6a). Tutaj stan komórki jest opisany przez ciag szescioelementowy. Regula
ewolucji takze sklada sie z propagacji i regul zderzen, które pokazuje rysunek 6b.

Jak mozna sie domyslac, metoda automatów komórkowych stosunkowo latwo

tworzy sie symulacje komputerowe danego zjawiska. Na rysunku 7 widzimy
symulacje przeplywu cieczy w kanale z prostopadla do brzegów przeszkoda
pokazywana w pewnych odstepach czasu. Przeszkode modeluje sie wpisujac
do reguly ewolucji odbicia czasteczek od niej, tzn. gdy czasteczka osiagnie
dana pozycje (miejsce, w którym jest przeszkoda), w nastepnym kroku wektor
predkosci bedzie mial inny zwrot, symulujacy odbicie od przeszkody. Takie
symulacje pozwalaja zobaczyc, jak beda rozkladac sie wiry, z jaka sila ciecz
napiera na przeszkode etc. Wiedza ta jest pomocna konstruktorom zapór
i mostów. Opis przeplywu cieczy za pomoca a.k. nie jest oderwany od opisu
wynikajacego z praw zachowania. Juz z tych naj prostszych regul ewolucji mozna
wyprowadzic równania rózniczkowe opisujace badane zjawisko.

2



a)

Automaty komórkowe sluza takze do modelowania ukladów biologicznych,

gdyz przyrost liczebnosci organizmów mozna przedstawic lokalnymi regulami.
Moga one opisywac populacje nie poruszajacych sie organizmów, np. roslin,
z wartosciami w komórkach mówiacymi o obecnosci lub braku organizmu

i z lokalnymi ekologicznymi interakcjami. Proste zachowania ludzi moga byc
takze modelowane automatami komórkowym. Przykladem jest modelowanie

rozkladu i ewolucji opinii spolecznej np. przed wyborem sposród dwóch

kandydatów, komórki (jednostki spoleczne) przyjmuja wartosci TAK albo NIE.
Przy modelowaniu tego zjawiska trzeba uwzglednic migracje ludzi, co komplikuje

reguly a.k. Zycze Czytelnikom powodzenia w wymyslaniu regul ewolucji jak
najlepiej przyblizajacych rzeczywistosc.

c) ci)

Rys. 7. Symulacja komputerowa przeplywu cieczy w kanale z przeszkoda: a) stan poczatkowy, b) po 100 krokach czasowych, c) po 300 krokach,
d) po 500 .

.• Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 841. Niech n bedzie dodatnia liczba parzysta. Dowiesc, ze liczby
1,2, ... , n - l mozna tak ustawic w ciag, by zadna z sum kolejnych liczb ciagu
nie byla podzielna przez n.
Rozwiazanie na str. 15

M 842. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Niech O bedzie punktem
przeciecia odcinków laczacych srodki przeciwleglych boków czworokata. Dowiesc,
ze POAB + POCD = POAD + POBC (gdzie PT oznacza pole trójkata T).
Rozwiazanie na str. 16

M 843. Dane jest 2n punktów na plaszczyznie. Dowiesc, ze sa one koncami
n nie przecinajacych sie odcinków.
Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Piotr ZALEWSKI

F 473. Wsród poszukiwanych nowych czastek elementarnych wystepuja

(w pewnych modelach) czastki masywne, dlugozyciowe i silnie oddzialujace
z materia (tzn. obdarzone "ladunkiem kolorowym", jak kwarki czy gluony).
Zakladajac, ze istnieje taka czastka X o masie mx = 150 GeV jc2, oszacowac,
ile pionów moze powstac w wyniku zderzenia ze swobodnym nukleonem
materii detektora, jezeli ped X wynosi p = 80 GeV jc. Przyjac mase nukleonu
m = l GeV jc2 oraz pionu mll' = 0,15 GeV jc2. Zakladamy przy tym,
ze czastka X i nukleon nie ulegaja destrukcji.
Rozwiazanie na str. 8

F 474. Podac jakosciowy opis oddzialywania czastki X z poprzedniego zadania
z materia.
Rozwiazanie na str. 15
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Satysfakcja Lakatosa Jan BARANOWSKI
Actual his tory is Jrequently a caricature oj its rational reconstructions

Lakatos [1], str. 84

Chodzi o wzór S - J( + W = 2, gdzie
S - liczba scian, J( - liczba krawedzi,
W - liczba wierzcholków.

Zeby wieloscian nie chcial spelniac
wzoru Eulera, nie wystarczy jego
niewypuklosc; wzór spelnia kazdy
wieloscian, który, jako powierzchnie, da
sie bez latania i rozrywania "nadmuchac"
podobnie do pilki lub zwyklego balonika,
w odróznieniu od np. detki rowerowej;
taki llnadmuchiwalny" wieloscian jest
jednospójny.

Bryla archimedesowa, wieloscian
pólforemny - wieloscian, którego
wszystkie sciany sa foremne, a wszystkie
wierzcholki maja przystajace naroza.
W dostepnej literaturze twierdzi sie,
ze poza dwoma nieskonczonymi ciagami
graniastoslupów i graniastoslupów
skreconych (zwanych czasem
antygraniastoslupami: wielokatne
podstawy polaczone sa szlaczkiem
trójkatów przypominajacym wzór
z czapki generalskiej) jest ich
dokladnie 13.

Tekst Liczby i wielosciany w Delcie 11/1997 prowokuje mnie do napisania
niniejszego. Nie mam zlosliwych zamiarów, namawiam do refleksji nad

trwaloscia i ostatecznoscia wiedzy matematycznej. A ze meritum jest dostepne
nawet laikowi, tym lepiej.

Imre Lakatos w pieknej ksiazce [l] opisal historie rozwoju pojecia wieloscianu
i zmagan paru pokolen matematyków ze wzorem Eulera. Posluzyla mu ona jako
ilustracja jego punktu widzenia na rozwój calej matematyki. Rozwój, który nie
jest ani liniowy, ani konsekwentny.

Czytajac ksiazke mozna sie przekonac, jak od polowy XVIII wieku do konca

wieku XIX wielokrotnie odkrywano te same fakty. Niejeden widzac cos nowego,
niezgodnego z jego wiedza (i wiara!) stwierdzal, ze to monstrum, ze to nie

istnieje. Reakcje na kontrprzyklady burzace dotychczasowe poglady byly (i sa)
rózne. Lakatos scharakteryzowal typy tych reakcji. Tego jednak lepiej szukac
w samej ksiazce.

Do czasu ustalenia zalozen istotnych dla wzoru Eulera starano sie sobie radzic
przez zanegowanie istnienia wieloscianów niejednospójnych, przez poprawianie
definicji wieloscianu, potem poprawianie wzoru. Ktos nawet stwierdzil,
ze wieloscianem moze byc tylko to, co spelnia wzór ...

Historia opisywana przez Lakatosa konczy sie dowodem wzoru sformulowanym
przez Poincarego i stosujacym sie do wielowymiarowych uogólnien.

Przed laty, dzieki krótkiej notatce w Delcie, trafilem na "ciag dalszy"
opisywanych przez Lakatosa przygód umyslu. Wspomniano tam czternasta
bryle archimedesowa powstala przez obrót o 45° czesci znanej juz bryly
(szescio-osmioscianu rombowego malego wedlug nazewnictwa ustalonego przez

Romana Dude podczas tlumaczenia ksiazki Modele matematyczne).

Ta nowa bryla jest znakomitym nowym przykladem dla Lakatosa.

Definicja jest dobra, dopóki nie pojawi sie cos nowego burzacego dotychczasowy

obraz swiata. Wówczas definicje sie poprawia. Tak zrobili BalI i Coxeter [2].
Pisza oni, ze przy próbach skonstruowania modelu tej starszej bryly
J .C.P. Miller (Philosophical Transactions oj the Royal Society, 1930, ser. A,
vol. CCXXIX str. 336) przypadkiem odkryl pseudo-szescio-osmioscian

rombowy. Stalo sie to wiec nie pózniej niz w roku 1930. Dalej stwierdzaja,
ze ta ostatnia bryla jest "tylko lokalnie pólforemna" , ale w sensie ogólnym
nie, albowiem "caly wieloscian powinien wygladac jednakowo, jesli patrzec

na niego kolejno w kierunku kazdego wierzcholka" . Pierwszy raz w zyciu
czytalem takie "uscislenie" definicji wieloscianu pólforemnego. W radzieckim
wydaniu [2'] jest na ten temat przypis, w którym tlumacz sugeruje, ze jednak
bryl pólforemnych jest 14, a te jedna mozna sposród archimedesowych usunac
tylko przez postawienie scislych warunków co do symetrii. W ten sposób BalI
i Coxeter zamierzali anulowac istnienie nowej brylyarchimedesowej , rosyjski
tlumacz zrobil kroczek ku uznaniu faktu, jednak tez myslal o ratowaniu starych

pogladów. Przypomina to nieco (nieznana zapewne mlodszym Czytelnikom)
piosenke Wojciecha Mlynarskiego o szachach ...

Co do symetrii, bryla znana od dawna ma wszystkie osie i plaszczyzny
odziedziczone po szescianie lub osmioscianie, z których mozna ja wyciac, bryla
"nowa" - przypomina bardziej graniastoslup. Te róznice nie sa widoczne na
pierwszy rzut oka.

Moglem przy okazji róznych zajec wypytywac dzieci ID-letnie, l3-letnie

i doroslych, czy widza róznice miedzy tymi dwiema brylami. Rozmawiajac ze
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mna mieli zawsze modele tych obu bryl w zasiegu reki, mogli je obracac. Okolo
polowy moich rozmówców zadnej róznicy nie widzialo.

Sadze ze ich oczom wystarczyly przystajace naroza (trzy kwadraty i jeden

trójkat) i ogólne wrazenie tej samej "wypuklosci". Mlodsze dzieci mówily wrecz
o kulistosci.

Tu chcialbym zwrócic uwage na to, ze "przystajace naroza" oznacza wiecej
niz "te same wielokaty" . Spróbujmy podobna operacje obracania "kopuly"
przeprowadzic z szescio-osmioscianem. Wyjsciowy wieloscian ma w kazdym
wierzcholku sekwencje: kwadrat-trójkat-kwadrat-trójkat - wieloscian otrzymany
po operacji (nie jest na pewno archimedesowy) ma równiez takie wierzcholki,
lecz nie wszystkie: w szesciu wierzcholkach ma kwadrat-kwadrat-trójkat-trójkat.
Ten ostatni wieloscian, podobnie jak szescio-osmioscian, znany jest dobrze

krystalografom, oba nazywaja cubooctaedrem, jeden trygonalnym, drugi
heksagonalnym.

Widac, ze trudno bylo przez stulecia od czasów Archimedesa znalezc te
czternasta bryle. Domyslamy sie, jak Miller do tego doszedl. Nie kleil zapewne
modelu z jednej siatki, lecz z kawalków, byc moze z pojedynczych scianek
i w odpowiednim momencie popelnil blad.

Zalgaler zas klasyfikowal, porzadkowal, zestawial wszelkie uklady scian
foremnych tworzace wielosciany wypukle. Robil to bardziej systematycznie, niz
przyjelo sie przeprowadzac dowód istnienia trzynastu bryl archimedesowych.

Epilogiem niech bedzie stwierdzenie, ze ostatnio w Delcie przeczytalem, ze nowa
bryla zostala odkryta dopiero przez Zalgalera w latach piecdziesiatych.

Rysunki, które pojawily sie w Delcie 11/1997, martwia Naczelnego Redaktora.
Mala pociecha jest zapewne, ze przedstawiaja one w istocie to, co mialy
przedstawiac. Jesli na rysunku widzimy szescio-osmioscian rombowy maly - byc
moze jest to ta nowa bryla, ale to, co ja rózni, jest schowane z tylu. Pewnosc
mozemy miec dopiero, gdy zobaczymy rysunek z pokazanymi krawedziami
zaslonietymi.

Lakatos, gdyby zyl, przy obserwacji losów jednej brylki mialby niezla ucieche.
Jego ksiazke polecam, zwlaszcza po francusku - tlumacze wzbogacili ja i pisali
w swoim jezyku. Ojczystym jezykiem Lakatosa byl wegierski, a pisal po
angielsku.

P.S. W rozmowie przed kilku laty zgodzilismy sie z profesorem Duda nazywac
te nieszczesna bryle nie dla wszystkich archimedesowa szescio-osmioscianem

rombowym malym skreconym.

szescio-osmioscian rombowy maly
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o parzystokatach wpisanych i opisanych
Grzegorz KAPUSTKA, Michal

na okregach
KAPUSTKA

Niniejszy artykul stanowi skrót
pracy nagrodzonej zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1997 roku.

Rys. 1

Rys. 2

W ponizszym tekscie termin wielokat bedzie oznaczac wielokat wypukly lub
gwiazdzisty. Parzystokatem nazwiemy wielokat o parzystej liczbie wierzcholków.

Rozwazane dalej wielokaty sa przewaznie wpisane w okrag i jednoczesnie opisane
na innym okregu; mówimy wówczas krótko, ze wielokat jest wpzsany z opisany na

okregach.
N aszkicujemy, bez nadmiernego wnikania w formalne

szczególy, kilka wlasnosci parzystokatów wpisanych
i opisanych na okregach. Wlasnosci te wynikaja
z dwóch prostych lematów. Dla zilustrowania

uzywanych metod zajmiemy sie najpierw nieco
dokladniej dwiema (dualnymi) wlasnosciami
przedstawionymi ponizej, w Twierdzeniu 1.

Twierdzenie 1. W dowolnym parzystokacie

wpisanym w okrag i jednoczesnie opisanym na innym
okregu

(1) proste laczace wierzcholki przeciwlegle
przecinaja sie w jednym punkcie;

(2) punkty przeciecia prostych zawierajacych boki

przeciwlegle leza na jednej prostej.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy dwa nietrudne
lematy.

Lemat 1. Dwa okregi, polozone jeden wewnatrz

drugiego, mozna przeksztalcic przez rzut srodkowy
na dwie elipsy wspólsrodkowe.

Dowód. Punkty przeciecia prostej 0102 z okregami oznaczmy kolejno przez Pl,
P2, Q1, Q2 (patrz rys. 2). Rozwazmy plaszczyzne 5 prostopadla do plaszczyzny
obu okregów i zawierajaca ich srodki. Z odpowiednio dobranego punktu A E 5
wykonujemy teraz taki rzut srodkowy, aby zaden punkt odcinka Pl Q2 nie

przeszedl do nieskonczonosci, a obrazy odcinków Pl P2 i Q1 Q2 mialy równe
dlugosci. Wystarczy w tym celu wybrac tak punkt A E 5, by odcinki P1P2 i
Q1 Q2 byly z niego widoczne pod tym samym katem (takich punktów jest wiele;

dobór jednego z nich ilustruje rysunek 3).

Latwo sprawdzic, ze rzut srodkowy z punktu A na plaszczyzne 51 prostopadla

do dwusiecznej kata P1AQ2 spelnia zadane warunki. (Obrazy odcinków P1P2
i Q1 Q2 sa wówczas symetryczne wzgledem dwusiecznej kata P1AQ2, a zatem sa
równej dlugosci.) •

Lemat 2. Dowolny parzystokat wpisany i opisany na elipsach wspólsrodkowych

ma srodek symetrii, który jest zarazem wspólnym srodkiem symetrii obu elips.

Dowód. Oznaczmy przez W1, W2,... , W2n wierzcholki rozpatrywanego
wielokata, a ich obrazy w symetrii srodkowej wzgledem wspólnego srodka A
obu elips - odpowiednio przez W{, W~,... , W~n' Ustalmy orientacje elipsy
zewnetrznej E jak na rysunku 4. Rozwazmy przeksztalcenie p elipsy E na
E, w którym obraz p(W) punktu W E E jest takim punktem elipsy E,

ze odcinek Wp(W) jest styczny do wewnetrznej elipsy, a luk skierowany Wp(W)
ma orientacje zgodna z wybrana orientacja elipsy E.

Jesli punkt X E E nalezy do skierowanego luku Y Z C E, to oczywiscie p(X)
lezy na luku skierowanym p(Y)p(Z). Przez indukcje dostajemy stad



W'i

Rys.3 Rys. 4

(1)

Przypuscmy teraz, ze pewne dwa przeciwlegle wierzcholki parzystokata, np. Wi

oraz Wi+n, nie sa srodkowo-symetryczne wzgledem punktu A, tzn. Wf -# Wi+n

oraz Wi -# Wf+n' Zalózmy ponadto bez zmniejszenia ogólnosci, ze

(2)

(w prze ciwnym przypadku dalsze postepowanie jest analogiczne). Poniewaz

rozpatrujemy wielokat wpisany i opisany na elipsach, wiec pn (Wk) = Wk+n,

pn(Wn = Wk+n (przyjmujemy oczywiscie Wj+2n = Wj). Zatem, na mocy (1)
mamy

(3) Wi E Wi+n W[+n C E.

Z warunków (2) i (3) wynika, ze luki skierowane Wi+n Wf oraz W[+n Wi maja
przeciwna orientacje. Z drugiej strony, jeden z nich jest obrazem drugiego
w symetrii srodkowej, która zachowuje orientacje. Otrzymana sprzecznosc
konczy dowód lematu. _

Dowód twierdzenia 1. Po wykonaniu rzutu opisanego w lemacie 1 okregi

wpisany i opisany przeksztalca sie na elipsy wspólsrodkowe, wpisana i opisana,

odpowiednio. Na mocy lematu 2 parzystokat zostanie przeksztalcony
na parzystokat srodkowo-symetryczny. Przekatne laczace wierzcholki

przeciwlegle parzystokata srodkowo-symetrycznego przecinaja sie oczywiscie
w srodku symetrii. Zatem, w parzystokacie pierwotnym przekatne tez

przecinaja sie w jednym punkcie, co konczy dowód tezy (1). Teza (2) ma
charakter dualny. Boki przeciwlegle parzystokata srodkowo-symetrycznego sa

równolegle (tzn. przecinaja sie w nieskonczonosci); zatem przedluzenia boków
przeciwleglych w pierwotnym parzystokacie przecinaja sie na jednej prostej. _

Na podstawie udowodnionych lematów mozna dokonac wielu interesujacych

obserwacji. Oto niektóre z nich. Szczególowe dowody pozostawiamy
zainteresowanym Czytelnikom.

Obserwacja 1. Rozwazmy szesciokat ABCDEF wpisany i opisany na okregach.

Jego przekatne AC, BD, CE, DF, EA, FB wyznaczaja nowy szesciokat
A' B'C' D' E' F' (rys. 5). Wówczas przekatne laczace przeciwlegle wierzcholki tych

szesciokatów przecinaja sie w jednym punkcie - wspólnym dla obu szesciokatów.

Aby ja uzasadnic, wystarczy zastosowac lemat 1 i przeksztalcic oba szesciokaty

na szesciokaty srodkowo-symetryczne o wspólnym srodku symetrii.

Podobnie jest dla dowolnego parzystokata A1A2 ... A2n wpisanego i opisanego
na okregach.
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Rys. 5

Obserwacja 2. Rozwazmy czworokat ABCD wpisany w okrag
K1 i opisany na okregu K2 (rys. 6). Oznaczmy punkt przeciecia
jego przekatnych przez O. Wówczas punkt O jest wspólliniowy
ze srodkami okregów K1 i K2, a ponadto, przekatne kazdego

czworokata EFGH wpisanego w okrag K1 i opisanego na
okregu K2 przecinaj a sie wlasnie w punkcie O.

Dla dowodu wystarczy znów zastosowac lemat 1.

Podobnie jest dla dowolnego parzystokata wpisanego i opisanego

na okregach.

Zauwazmy wreszcie, ze wszystkie wymienione twierdzenia

pozostana prawdziwe, gdy w rozwazaniach zastapimy
okregi wpisane i opisane elipsami wpisanymi i opisanymi.
Przedstawione wyzej obserwacje maja oczywisty zwiazek
z Wielkim Twierdzeniem Ponceleta (patrz np. Delta 6/1997).
Wykorzystujac lematy 1 i 2 mozna udowodnic niektóre szczególne
przypadki tego twierdzenia, np. dla czworokata i okregów.
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Rys. 6

Rozwiazanie y.adauia M 843.
WSI'ód skonczonej liczby l1lo~llwych polaczen danych

2n punktów n odcinka.mt wybler:tmy to, dla którego

SUI11adlugosci tych odcinków Jest najmniejsza.

UdowodIllmy, '7,pwtedy zadne dwa odcinki 11leprzecInaja
Sie Gdyby bOWiem pewne dwa odcinki i\lA21 B1B2

z naszego polaczenia przecinaly Sie, to co naJInnlCJ
jedna z nierównoscI

IAIB,I + IA,B,I < IAIA,I + IBIB,I.

lAlB,,! + 1,12B" < IAIA,I + IBIB,I

bylaby spelniona (jesli odcinki Aut" B,B2 przecinaja

sie w jednym punkcie, to spelnione sa obie nierównosci,
w przeciwnym przypadku tylko jedna z nich l. To

oznaczaloby jednak, ze sunla nie byla najlllI1leJsza.

8

Rozwiazanie zadania F 473.
W oddzialywaniach wysokich energil suma mas wszystkich kOllCOWych czastek musi
byc mniejsza orl masy calkowitej ukladu ]\[ zrlerzaHcych Sl<; czastek. Ogólnie, dla
ukladu n czastek mamy

W naszym pr>:ypadku

J\.f = V(E/c2 + m)' - (p/c)'.

gdzie E = v(mxc2)2 + (pc)' jest energia czastki X w ukladzie spoc>:ywajacego
nukleonu. Po prostym przeksztalceniu i podstawieniu danych otr>:ymujemy

1\1 = vm~ + m2 + 2mE/c2 ~ 151,13 GeV /e'

\V takim razie Al - nlX - 1H < 1n7(" l a wiec piony nie moga w tej reakcji pows1.awac
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Wielokaty równoboczne i foremnosc
Trójkat równoboczny jest foremny, to znaczy ma równiez wszystkie katy równe.
Czworokat równoboczny, czyli romb, nie musi byc foremny, tym bardziej

wielokaty równoboczne o wiekszej liczbie boków.

A czy warunek, by wielokat równoboczny byl opisany na okregu, cos tu zmienia?
Dla trzech boków nic, bo kazdy trójkat jest opisany na jakims okregu. Dla
czworokata nic nie poprawia, bo kazdy romb tez jest opisany na jakims okregu.

A dla pieciokata?

Kilka prób narysowania pieciokata równobocznego opisanego na okregu

przekonuje nas, ze chyba tu jest jakos inaczej niz z czworokatami - wyglada
na to, ze równoboczny pieciokat opisany na okregu foremny byc musi. I tak jest

w istocie. Nawet wiecej:
nieparzystokat równoboczny opisany na okregu jest foremny.

I nic wiecej: dla kazdego parzystego n > 2 istnieje n-kat równoboczny opisany na

okregu i nieforemny.

Aby tego dowiesc, dogodnie jest wykazac w ogólnym przypadku to, co widac na
rysunku rombu:

jesli kolejne boki AB i BC wielokata równobocznego opisanego na okregu
styczne sa do niego w punktach P i Q, to PB = BQ i AP = QC.

Istotnie, pierwsza równosc wynika stad, ze figura zlozona z okregu i dwóch
stycznych do niego ma os symetrii - prosta laczaca punkt ich przeciecia ze
srodkiem okregu; druga równosc to wynik odjecia równych odcinków z pierwszej
równosci od, z zalozenia, równych boków.

b
a

Wyobrazmy sobie teraz wielokat równoboczny,

nieforemny i opisany na okregu. Wobec nieforemnosci
przynajmniej jeden bok nie jest styczny do okregu
w swoim srodku. Rozpocznijmy od niego wedrówke
po obwodzie wielokata - spotykac bedziemy kolejno
odcinki wyznaczone przez wierzcholki i punkty
stycznosci tylko dwóch dlugosci a i b i to w sekwencji

(zacznijmy od wierzcholka): abbaabba ... Gdyby
liczba par byla nieparzysta, to na koncu byloby
. . . abbaab, co nie zgadza sie z udowodniona
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przed chwila prawidlowoscia. Sprzecznosc. Poniewaz

wielokat równoboczny mozna jednak opisac na okregu,
wiec musimy odrzucic albo przypuszczenie, ze nie
jest on foremny, albo przypuszczenie, ze jest on
nieparzystokatem.

Dowodzi to pierwszego wyróznionego kursywa
stwierdzenia. Dowód drugiego musi byc

konstruktywny, ale nie jest trudny i zostawiamy go
Czytelnikom .

Mala Delte przygotowal M arek KORD OS



Slów kilka na temat narciarstwa
Krzysztof REJMER

Powszechnie uwaza sie, ze jazda na nartach lub
lyzwach mozliwa jest dzieki cienkiej warstwie wody
powstajacej pomiedzy powierzchnia narty i sniegiem,
która dziala jak smar, zmniejszajac sily tarcia.
Znacznie gorzej jest z wytlumaczeniem przyczyny,
dzieki której taka warstwa powstaje. Czesto mozna
uslyszec, ze jest to spowodowane obnizeniem sie
temperatury topnienia na skutek wzrostu cisnienia.
W przypadku narciarza jest to zupelny absurd,
poniewaz powierzchnia nart jest wieksza niz
powierzchnia jego stóp, wiec poza przypadkiem jazdy
na samych krawedziach, o zadnym wzroscie cisnienia
nie moze byc mowy. Jednak w przypadku lyzew
istotnie tak mogloby byc. Wystarczy jednak obliczyc
przyrost cisnienia, a nastepnie popatrzec na diagram
fazowy wody, zeby przekonac sie, ze przyrost ten
jest niewystarczajacy. Poza tym pojawia sie zasadne
pytanie: dlaczego topnienie mialoby nastepowac
wylacznie na granicy narty i sniegu, a nie w calej jego
objetosci poddanej sciskaniu?

Istnieje malo znane wsród niespecjalistów (a szkoda)
zjawisko topnienia powierzchniowego, polegajace na
tym, ze na granicy substancji pozostajacej w kontakcie
z podlozem moze pojawic sie cienka warstwa
zaabsorbowanej "pseudo cieczy" , nawet w warunkach
termodynamicznych, w których faza stabilna jest faza
stala, i daleko od powierzchni kontaktu istnieje jedynie
ta faza. Warunkiem koniecznym jest, by napiecie
powierzchniowe takiej warstwy (na które skladaja sie:
napiecie powierzchniowe pomiedzy ciecza i faza stala,
napiecie powierzchniowe pomiedzy ciecza i podlozem,
oraz potencjal oddzialywania obu powierzchni), bylo
mniejsze od napiecia powierzchniowego pomiedzy faza
stala a suchym podlozem. Równowagowa grubosc
powstajacej warstwy "pseudocieczy" mozna obliczyc
znajdujac minimum potencjalu oddzialywania obu
powierzchni (jesli szczesliwie znamy ten potencjal).
Topnienie powierzchniowe jest konsekwencja istnienia
dodatkowych oddzialywan czasteczek substancji
znajdujacych sie blisko podloza z czasteczkami
podloza. Posluzylismy sie nazwa "pseudociecz" , zeby
zaakcentowac, ze nie jest to stabilna termodynamicznie
faza i moze istniec jedynie dzieki tym dodatkowym
oddzialywaniom. Nie zwazajac na oburzenie narciarzy,
popatrzmy przez chwile na narte jako podloze, z którym
kontaktuje sie substancja (snieg). Czy zatem zjawisko
topnienia powierzchniowego jest wlasnie ta przyczyna,
dla której jazda na nartach jest mozliwa? Raczej
(a nawet na pewno) nie, jest ono na to zbyt subtelne.

Drugim powszechnie znanym i w przeciwienstwie
do zmiany temperatury topnienia sensownym
wytlumaczeniem przyczyny tworzenia sie warstewki
wody, jest topnienie powierzchni sniegu na skutek
powstawania ciepla spowodowanego dzialaniem sil
tarcia. Jesli temperatura jest nizsza niz -25°C,
to ilosc wydzielajacego sie ciepla jest zbyt mala
i warstewka wody nie powstaje, a jazda na nartach
po sniegu jest równie trudna jak po piasku. Swiat
jest jednak bogatszy i bardziej skomplikowany,
niz nam sie wydaje. Czasami jest tak, ze calkiem
rózne zjawiska sa przyczyna podobnych lub wrecz
identycznych efektów. Podobnie moze byc i w tym
przypadku. Okazuje sie bowiem, ze wspólczynnik
tarcia pomiedzy dwiema suchymi powierzchniami
gwaltownie maleje, jesli temperatura wzrosnie na tyle,
ze jest tylko o kilka stopni nizsza od temperatury
topnienia ciala o nizszej temperaturze topnienia.
A zatem warstewka cieczy wcale nie jest konieczna
do zredukowania sil tarcia. Wytlumaczenia tego
zjawiska, niestety, nie znamy, poniewaz nie istnieje
zadna zadowalajaca teoria tarcia. Ciekawe, ze zostalo
to odkryte w czasie II wojny swiatowej podczas
badan nad bronia przeciwlotnicza. O tym, ze moze
odgrywac istotna role, swiadczy nieco dziwaczny
sport o nazwie "curling" - polskiego odpowiednika
tej nazwy brak. Pewnie dlatego, ze zabawa ta jest
u nas praktycznie nieznana. Dokladne reguly gry
ni'e sa dla nas istotne. Polega ona na puszczaniu po
lodzie ciezkich, okolo 20-kilogramowych krazków,
które nie tylko poruszaja sie ruchem postepowym,
ale obracaja sie dookola swej osi symetrii. Dzieki
ruchowi obrotowemu punkty chwilowo znajdujace sie
na lewej spodniej stronie krazka maja inna predkosc
niz ich odpowiedniki symetrycznie polozone na
prawej spodniej stronie krazka. Z tego powodu po
obu stronach wydzielaja sie niejednakowe ilosci
ciepla, a zatem redukcja wspólczynnika tarcia tez
nie jest jednakowa i dlatego krazek porusza sie
nie po linii prostej, lecz zakrzywionej w prawo lub
w lewo, w zaleznosci od kierunku obrotu. Zjawisko to
byloby bardzo trudne do wytlumaczenia, gdyby w gre
wchodzilo zredukowanie wspólczynnika tarcia przez
warstwe wody. Dodajmy jeszcze, ze zawodnicy chcac
przedluzyc droge krazka, gdy ma on juz bardzo mala
predkosc, intensywnie pocieraja lód znajdujacy sie na
jego drodze. Ale to jest akurat zasadne niezaleznie od
tego, które z podanych wyjasnien mechanizmu redukcji
tarcia jest w tym przypadku poprawne.

Informujemy, ze w dniach 25-26 wrzesnia 1998 roku w Krakowie odbedzie sie Krakowski
Jarmark Doswiadczen Pokazowych z Fizyki, organizowany przez Krakowski Oddzial PTF
przy wspóludziale Wydzialu Fizyki i Techniki Jadrowej AGH oraz Instytutu Fizyki UJ.
Dla zdobywców pierwszych miejsc przewidziane sa godziwe nagrody, a takze nagroda
publicznosci.
Dokladniejsze informacje mozna uzyskac od Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego, dr hab. Andrzeja Zieby
(Wydzial Fizyki i Techniki Jadrowej AGH, ul. Reymonta 19, 30-059 Kraków; e-mail: jarfiz@novell.ftj.agh.edu.pl).---
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Aby dokonac kwantowej teleportacji fotonu 1
w stanie opisanym równaniem (1), potrzebne jest
przygotowanie ukladu dwóch kwantowo skorelowanych
fotonów 2 i 3 znajdujacych sie w calkowicie

gdzie Oc i 13 sa dowolnymi liczbami zespolonymi
spelniajacymi warunek IOcl2 + 1,812 = 1. Przykladem
moze byc polaryzacja fotonu. Niech 10) odpowiada
polaryzacji horyzontalnej, a 11) wertykalnej.
Aby zbadac polaryzacje fotonu w stanie Iv»,

mozemy skierowac go na plytke pólprzepuszczalna,
która przepuszcza (odbija) fotony o polaryzacji
horyzontalnej (odpowiednio wertykalnej). Nasz
foton zostanie przepuszczony (odpowiednio odbity)
z prawdopodobienstwem IOcl2 (odpowiednio 1(312),

przechodzac jednoczesnie do stanu 10) (odpowiednio
II) ). Dowiedzielismy sie jedynie, ze foton mial
niezerowa polaryzacje horyzontalna (odpowiednio
wertykalna), a paczek juz zjedzony.

Powyzszy przyklad uzmyslawia trudnosci, jakie
napotykamy przy próbie poznania stanu kwantowego.
Okazuje sie jednak, ze o ile tylko nie jestesmy
zbyt wscibscy, to mechanika kwantowa pozwala
nam na robienie rzeczy naprawde zadziwiajacych.
W szczególnosci, jezeli zrezygnujemy z poznania
polaryzacji fotonu, to w odpowiednich warunkach
mozemy spowodowac jego znikniecie i pojawienie
sie w zupelnie innym, dowolnie odleglym miejscu
czasoprzestrzeni.

Od dawna marzeniem ludzkosci jest mozliwosc

natychmiastowego przenoszenia sie z miejsca
na miejsce. Znanym (no, moze nie wszystkim)
przypadkiem teleportacji byla podróz pewnego
studenta Uniwersytetu Warszawskiego z bocznicy
kolejowej w Zakopanem na bocznice kolejowa
na Grochowie, bez jakiegokolwiek sladu w jego
swiadomosci. Niestety, poniewaz informacja o tym
sukcesie nie zostala opublikowana, pierwszenstwo
przypadnie Antonowi Zilingerowi z Wiednia oraz
Francesco De Martini z Rzymu, których zespoly

doprowadzily (niezaleznie) do doswiadczalnego
potwierdzenia kwantowej teleportacji, jak donosi
Nature z 11 grudnia 1997 roku.

Zyjemy w swiecie kwantowym, którego podstawowa
cecha jest brak mozliwosci uzyskania pelnej
informacji o stanie jego dowolnej czesci (nie liczac
potwierdzajacych regule wyjatków). Dowiadujac
sie czegos automatycznie gubimy informacje
komplementarna. Nie potrafimy przekonac sie
np. jakbysmy czuli sie po zjedzeniu danego paczka raz
swiezego, a raz czerstwego, bo nie mozemy go zjesc
dwa razy.

Aby uscislic nasze rozwazania, rozpatrzmy uklad
kwantowy, który moze znajdowac sie w dowolnej
superpozycji dwóch ortogonalnych stanów bazowych

(1) IV» = OcIO) + ,811),

antysymetrycznym stanie

(2) 1'V-h3 = [f(10)2Il}3 - Il}210)3).
Stan ten nie zawiera zadnej informacji o polaryzacji
fotonów 2 i 3 z osobna. Mówi tylko, ze polaryzacje
te sa ortogonalne. W nastepnym kroku nalezy
przeprowadzic fotony 1 i 2 do analogicznego stanu
11l1-h2. W tym momencie tracimy informacje
o indywidualnej polaryzacji fotonów 1 i 2. Wiemy
tylko, ze sa ortogonalne, tzn. ze znalezlismy foton 2
w stanie ortogonalnym do fotonu 1, ale wtedy
foton 3 tez musial byc w stanie ortogonalnym do
fotonu 2. Jest to mozliwe, tylko jezeli foton 3 ma
teraz polaryzacje identyczna z poczatkowa polaryzacja
fotonu 1. Mozna to zapisac jako

(3) (Oc 10h + (311) d 11l1-h3 -+ 11l1-h2( Oc 10h + 13ll}3),

czyli: foton 1 "stopil sie" z fotonem 2
wantysymetrycznym skorelowanym stanie kwantowym
11l1-h2, pojawiajac sie jednoczesnie jako foton 3.

Juz widze, jak wielbiciele science-fiction zacieraja rece.
Nie tak szybko. Co prawda kwantowa teleportacja
jest sprzeczna z tzw. zdrowym, czyli niekwantowym
rozsadkiem, ale nie powoduje np. przekazywania
informacji z predkoscia wieksza niz predkosc swiatla.
Powodem jest to, ze choc zawsze mozna "stopic" dwa
fotony (o tej samej energii), to tylko raz na cztery
razy znajda sie one wantysymetrycznym stanie
11l1-) (baza ukladu polaryzacji dwóch fotonów jest
czteroelementowa). W takim razie odbiorca fotonu 3,
aby miec pewnosc co do jego autentycznosci, musi
poczekac na wiadomosc przeslana zwykla poczta
o tym, w jakim stanie znalazl sie uklad fotonów 1 i 2.

W praktycznej realizacji kwantowej teleportacji
najwazniejsze jest umiejetne "stopienie" fotonów 1 i 2.
Aby tego dokonac, nalezy spowodowac, by staly sie
one nierozróznialne. Zespól wiedenski doprowadzil
do tego kierujac je jednoczesnie, z kierunków
prostopadlych S i E, na plytke pólprzepuszczalna
umieszczona na linii SE-NW. Z mechaniki
kwantowej wynika, ze zarejestrowanie ich po jednym
w kierunku W i N jest mozliwe tylko dla stanu

antysymetrycznego (w pozostalych trzech przypadkach
oba fotony pojawia sie albo w kierunku W, albo
w kierunku N). Wystarczylo wiec zaobserwowac
korelacje odpowiedzi detektorów umieszczonych
w W i N, aby miec pewnosc, ze foton 1 zamienil sie
na foton 3.

Po dalsze szczególy oraz material do zastanawiania
sie nad "rozsadkiem kwantowym" odsylam do Nature
OTaz cytowanej tam literatury, obiecujac, ze jeszcze
do tego wrócimy. A póki co proponuje nie udawac
fotonów i ze srodków komunikacji zbiorowej korzystac
w sposób swiadomy.

Piotr ZALEWSKI
na podstawie Nature 390 (1997) 551-552; 575-579

11



Uogólnienia zadania Steinhausa o liczbie 145
Józef KWIATKOWSKI, Andrzej NOWICKI

Trójki i pary, o których mowa obok,
sa jednoznaczne z dokladnoscia do
permutacji cyklicznych - np. trójek
(55,250,133) i (250,133,55) nie uwazamy
za rózne.

Pan Józef Kwiatkowski, wspólautor
artykulu, jest nauczycielem matematyki
w Raciazu.

Hugo Steinhaus W ksiazeczce 100 zadan podaje (jako zadanie do udowodnienia)
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Napiszmy dowolna liczbe naturalna w dziesiatkowym ukladzie

pozycyjnym i obliczmy sume kwadratów cyfr tej liczby. Z otrzymana liczba zróbmy
to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Jezeli ten proces nie doprowadzi

nas do jedynki (po czym, oczywiscie, jedynka bedzie powtarzac sie bezustannie), to
doprowadzi na pewno do liczby 145, po czym wystapi cykl

145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89,

który bedzie sie powtarzac.

Startujac, na przyklad, od liczby 5699999 i powtarzajac opisana w twierdzeniu
procedure, otrzymamy ciag:

5699999, 466, 88, 128, 69, 117, 51, 26, 40, 16, 37, 58, 89, 145.

Startujac natomiast od liczby 688888 mamy:

688888, 356, 70, 49, 97, 130, 10, 1.

Twierdzenie to mozna udowodnic w nastepujacy sposób.

Dowód. Niech n bedzie dana liczba naturalna. Niech k bedzie liczba cyfr
liczby n oraz niech ni oznacza sume kwadratów cyfr liczby n. Jesli k 2: 4, to
k < 10k-3 i wówczas:

ni::; 92k = 81k < 100k < 102. 10k-3 = lOk-l.

Jesli wiec k 2: 4, to liczba cyfr liczby ni jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.
Wystarczy zatem wykazac, ze badana wlasnosc maja wszystkie liczby naturalne
mniejsze od 1000. Jesli n < 1000, to ni :S 9991 = 3 .92 = 243. Mozemy wiec
ograniczyc sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub równych 243.
Z latwoscia sprawdzamy, ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. _

Podobne twierdzenie mozna udowodnic dla sumy szescianów. Spójrzmy najpierw
na przyklady.

13 + 53 + 33 = 153,

33 + 73 + 03 = 370,

33 + 73 + 13 = 371,

43 + 03 + 73 = 407.

Oznaczmy przez s( n) sume szescianów cyfr liczby naturalnej n. Z przykladów
tych wnioskujemy, ze istnieja 4 liczby naturalne n, rózne od 1, spelniajace
równosc s(n) = n. Liczbami tymi sa: 153,370,371 oraz 407. Mozna wykazac,
ze innych liczb o takiej wlasnosci nie ma. Istnieja dokladnie dwie pary (a, b)

liczb naturalnych spelniajacych równosci: s(a) = b, s(b) = a. Sa to pary:
(136,244) i (919,1459). Istnieja ponadto (dokladnie dwie) trójki (a, b, c),

takie, ze s(a) = b, s(b) = c i s(c) = a. Trójkami tymi sa: (55,250,133) oraz
(160,217,352).

Twierdzenie 2. Napiszmy dowolna liczbe naturalna w dziesiatkowym 1tkladzie

pozycyjnym i obliczmy sume szescianów cyfr tej liczby. Z otrzymana liczba
zróbmy to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Proces ten doprowadzi nas
zawsze do jednej z liczb: 1,55, 136, 153, 160,370, 371, 407, 919.

Dowód. Niech n bedzie dana liczba naturalna i niech k bedzie liczba cyfr
liczby n. Jesli k 2: 5, to k < 10k-4 i wówczas:

s(n) :S 93k < 103k < 103. 10k-4 = lOk-l.

Jesli wiec k 2: 5, to liczba cyfr liczby s(n) jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.
Wystarczy zatem wykazac, ze badana wlasnosc maja wszystkie liczby naturalne

mniejsze od 10000. Jesli n < 10000, to s(n):S s(9999) = 4.93 = 2916.
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Mozemy wiec ograniczyc sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub
równych 2916. Z latwoscia sprawdzamy (na przyklad za pomoca komputera),
ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. -

N astepne dwa twierdzenia dotycza sum czwartych i piatych poteg·

Twierdzenie 3. Proces polegajacy na obliczaniu sumy czwartych poteg cyfr

liczby naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednej z liczb: 1,1138,1634,2178,
8208, 9474.

Twierdzenie 4. Proces polegajacy na obliczaniu sumy piatych poteg cyfr liczby

naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednej z liczb: 1, 244, 4150, 4151, 8294,
8299,9044,9045,10933,24584,54748,58618,89883, 92727, 93084, 194979.

Dowody sa podobne do dowodów twierdzen 1 i 2; pozostawiamy je jako zadanie
dla Czytelników. Z dowodów tych wynikaja nastepujace interesujace równosci.

Innych równosci tego typu nie ma.

Zalózmy teraz, ze f(x) = asxs + as_1xs-1 + ... + a1x1 + aD jeet wielomianem
jednej zmiennej x o nieujemnych wspólczynnikach calkowitych. Za pomoca tego
wielomianu definiujemy funkcje F, dzialajaca ze zbioru liczb naturalnych do
zbioru liczb naturalnych. Robimy to w nastepujacy sposób. Niech n bedzie dana
liczba naturalna. Niech C1, C2, ... , Ck beda cyframi (w dziesiatkowym ukladzie
pozycyjnym) liczby n. Wówczas przyjmujemy:

F(n) = f(C1) + f(C2) + ... + f(ck)'

Np. jesli f(x) = 3x2 + 9, to F(201) = f(2) + f(O) + f(l) = 21 + 9 + 12 = 42.

N apiszmy dowolna liczbe naturalna n. Obliczmy F( n). Z otrzymana liczba
zróbmy to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Otrzymamy wówczas
C1ag:

14 + 64 + 34 + 44 = 1634

84 + 24 + 04 + 84 = 8208

94 + 44 + 74 + 44 = 9474

45 + 15 + 55 + 05 = 4150

45 + 15 + 55 + 15 = 4151

55+45+75+45+85= 54748

95 + 25 + 75 + 25 + 75 = 92727

95 + 35 + 05 + 85 + 45 = 93084

15 + 95 + 45 + 95 + 75 + 95 = 194979

j(x) mJ

2x + 2

14
3x

27

3x + 1

26

3x + 2

25
6x

54

6x + 5

52

2x2 + 2x + 1
191

3x2 + 9
105

3x2 + 3x + 4
162

3x2 + 6x + 5
273

5x2 + 5x

10
6x2 + 6x + 6

426
x3 + x + 8

228
x3 + x2

152
x3 + x2 + 4x + 7

33
x3 + 2x2 + 3x + 5

596
x3 + 2x2 + 7x + 1

647
x3 + 2x2 + 7x + 7

185

n, F(n), F(F(n)), F(F(F(n))), ....

Kazdy ciag takiej postaci nazwijmy f-ciagiem. Dla przykladu nastepujace dwa
ciagi sa f-ciagami dla f(x) = 3x2 + 9.

201, 42, 78, 357, 276, 294, 330, 81, 213, 69, 369, 405, 150, 105, 105, ...

899, 741, 225, 126, 150, 105, 105, ...

Pierwszy z tych ciagów powstal dla n = 201, a drugi dla n = 899. W jednym
i drugim ciagu pojawila sie liczba 105, która powtarza sie bezustannie. To
nie jest przypadek. Okazuje sie, ze jesli f(x) = 3x2 + 9, to w kazdym f-ciagu
pojawi sie liczba 105. Latwo to udowodnic. Dowód jest podobny do dowodów
twierdzen 1 i 2. Widzimy wiec, ze istnieja takie wielomiany f(x), ze w kazdym
f-ciagu wystepuje zawsze ta sama liczba naturalna mj. Kilka przykladów takich
wielomianów f(x) wraz z ich liczba mj przedstawiamy obok.

Do tej pory rozwazalismy tylko dziesiatkowy uklad pozycyjny. Przy definiowaniu
f-ciagów wykorzystalismy funkcje F zdefiniowana za pomoca cyfr ukladu
dziesietnego. Podobna funkcje F mozemy zdefiniowac wykorzystujac cyfry
dowolnego ustalonego systemu pozycyjnego. Otrzymamy wówczas nowe f-ciagi,
które równiez maja ciekawe wlasnosci. Jesli, na przyklad, f(x) = 8x2 + 5x + 7
i ustalonym sytemem pozycyjnym jest system trójkowy, to w kazdym f-ciagu
wystepuje liczba, której zapisem dziesietnym jest 145. Jesli natomiast
f(x) = 2x2 + 5 i ustalonym systemem jest system siódemkowy, to w kazdym
f-ciagu wystepuje 81 lub 25 lub 145.
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Klub 44

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 244 (WT=2,89) i 245 (WT=2,54)

z numeru 10/1997

Przemyslaw GadziIiski ~ Sroda Sl. 42,92
Andrzej Idzik - Boleslawiec 23,36
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.nów 18,68

Rys. 1

d

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1998

Zadania z fizyki nr 256, 257
Redaguje Jerzy B. BROJAN

256. Jednorodny strumien równolegle biegnacych czastek (np. strumien swiatla) pada
na kule: a) odbijajaca czastki sprezyscie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do której czastki
sie "przyklejaja" (czarna). Jezeli promien kul jest jednakowy, to na która z nich dziala
wieksza sila? A moze sily sa jednakowe?

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczenia i przedzielone na dwie
czesci, z których jedna jest zamknieta tlokiem wywierajacym na gaz stale cisnienie p

(rys. 1). Jezeli grzalka elektryczna dostarczy do wnetrza pewna ustalona ilosc ciepla Q,
to w którym przypadku tlok przesunie sie bardziej:
a) gdy podgrzejemy lewa czesc naczynia,
b) gdy podgrzejemy prawa czesc naczynia,
c) gdy polowe ciepla dostarczymy lewej czesci, a polowe - prawej?
Kanalik laczacy obie czesci naczynia jest tak waski, ze temperatura nie ulega
wyrównaniu.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1997
Przypominamy tresc zadan:

248. Kasia i Basia siedza na hustawce opartej na dwóch podpórkach odleglych
od siebie o d i polaczonych z Llokami o powierzchniach S, i S2 wywierajacymi

parcie na ciecz (rys. 2); odleglosci dziewczynek od punktów podparcia
wynosza odpowiednio 11 i 12_ Jaki warunek musza spelniac wymienione
parametry oraz ciezary dziewczynek Pl i P2, aby hustawka pozostawala
w równowadze? Ciezar hustawki i tloków pominac.

249. "Czarna skrzynka" zawiera uklad oporników i cztery wyprowadzenia,

przy czym do dwóch sposród nich przykladamy ustalone napIeCIe U ze
zródla zasilania, a do pozostalych dwóch dolaczamy woltomierz o bardzo
wielkim oporze wlasnym i mierzymy napiecie U'. Istnieje szesc mozliwych

sposobów przylaczenia zasilania i woltomierza do "czarnej skrzynki" l a zatem
szesc mozliwych wartosci Uf. Zaprojektowac mozliwie naj prostszy schenlat.
"czarnej skrzynki", taki, aby wsród nich znalazly sie Uf = O,75U, Ul = O,5U

i U' = 0,25U.

248. Gdy lewy tlok przesunie sie w dól o Xl, prawy przesunie sie w góre o X2 = Xl SI/ S2

(mozemy zalozyc niescisliwosc cieczy). Oznacza to, ze dzwignia obróci sie wzgledem punktu
odleglego o dl = dS2/ (SI + S2) od lewego preta i o d2 = dS1/ (SI + S2) od prawego. Punkt

ten mozna uznac za punkt podparcia dzwigni, skad wynika warunek równowagi

czyli

4

Rys. 3

2
249. Jedno z rozwiazan (czy najprostsze, okaze sie po przejrzeniu listów od Czytelników) jest

przedstawione na rysunku 3, gdzie wartosci oporu spelniaja zwiazki: Rb = Ra(v'2i7 - 1)/36,
Re = 3Rb - Ra = Ra(v'2i7 -13)/12, Rd = 9Rb = Ra(v'2i7 - 1)/4. Wtedy U' = O,75U

otrzymujemy po przylaczeniu napiecia U do wyjsc 2 i 3, a woltomierza do wyjsc 1 i 4;

U' = O,5U - po przylaczeniu napiecia do 2 i 4, a woltomierza do 1 i 3; U' = O,25U - po

przylaczeniu napiecia do 1 i 4, a woltomierza do 2 i 3.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1998

--

351. vVyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieja czteroelementowe zbiory
AIl' .. l An o wlasnosci: kazdy zbiór Ai ma z kazdYll1 innyru zbiorelu Aj dokladnie jeden element
wspólny, ale nie istnieje wspólny element wszystkich zbiorów Ai.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1997
Przypominamy tresc zadan:

Zadania z matematyki nr 359, 360
Redaguje Marcin E. KUCZMA

351. Zalózmy, ze Al, ... , An sa zbiorami czteroelementowymi o zadanej wlasnosci. Niech
Al = {a, b, c, d}. Niech la bedzie zbiorem tych numerów i (2:S i :S n), dla których a E Ai.

Analogicznie okreslamy zbiory h, le, Id' Zbiór Al ma z kazdym innym zbiorem Ai dokladnie
jeden element wspólny. Stad wynika, ze zbiory la, h, le, Id sa rozlaczne, a ich suma jest
calym zbiorem {2, ... ,n}. Mozna przyjac (zmieniajac ewentualnie oznaczenia), ze la jest
najliczniejszym z tych czterech zbiorów. Zalózmy, ze liczy on m elementów. Zachodzi wiec
nierównosc m 2: (n - 1)/ 4.

352. F\ll1kcja rózniczkowalna f: R -> R spelnia wraz z pewna funkcja g: R -> R równanie
f(x) = g(j'(x)) dla x E R. Dowiesc, ze funkcja f jest wypukla lub wklesla.

360. Dany jest ciag liczb rzeczywistych al, a2, ... , a2n+l o nastepujacej wlasnosci:
po odrzuceniu dowolnego wyrazu pozostale mozna podzielic na takie dwie grupy po

n wyrazów, ze suma wyrazów w pierwszej grupie jest równa sumie wyrazów w drugiej.
Dowiesc, ze wszystkie wyrazy ciagu sa równe.

Twierdzenie podane w zadaniu 360, przy dodatkowym zalozeniu, ze liczby ai sa

calkowite, bylo kiedys zadaniem olimpijskim (patrz: J. Browkin, Zadania z olimpiad

matematycznych, tom 5, WSiP, Warszawa 1980, zadanie 82). Uogólnienie na przypadek

ciagów o wyrazach rzeczywistych zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

359. Czy istnieje para funkcji f, g: R --+ R spelniajacych dla kazdej liczby x E R
równania f(g(x)) = x2 oraz g(f(x)) = x4 ?44,•

Rozwiazanie zadania F 474.
Czastka X jest przyzwoita i natychmiast
po powstaniu ubiera sie (podobnie
jak kwarki) tworzac egzotyczny
hadron. Jezeli jej ped jest znaczaco
wiekszy od mxc/2, to czastka X
wywoluje kaskady hadronowe, jak
normalny hadron (porównaj rozwiazanie
zadania poprzedniego), ale po kazdym
zderzeniu odradza sie w nowej "kreacji".
Jezeli jednak jej ped spadnie ponizej
okolo mxc/2, to przestaje wywolywac
kaskady (moze co najwyzej nadal
zmieniac swoje lHlclronowe ubranko)
i pomimo silnego oddzialywania prawie
nie traci energii w materii detektora,
co pozwala jej z niego wyjsc jak czastce
slabo oddzialujacej, t"kiej jak mion.

Mozemy tez zalozyc (w razie potrzeby znów zmieniajac oznaczenia), ze la = {2, ... , m+1}.
Wobec tego a E Al n A2 n ... n Am+l' W mysl postulowanej wlasnosci, a nie jest elementem
wszystkich zbiorów Ai; tak wiec m + 1 < n oraz a rf. An. Kazdy ze zbiorów Al, A2, ..• , Am+l

zawiera jakis element zbioru An; sa to rózne elementy (bo kazde dwa zbiory Ai, Aj

o numerach 1 :S i < j :S m+1 maja juz wspólny element a). W takim razie liczba tych zbiorów
nie przekracza 4, a to znaczy, ze m :S 3. W polaczeniu z uzyskana wczesniej nierównoscia daje
to oszacowanie n < 13.

Nietrudno sprawdzic, ze okreslajac

Ai = {i-n, i-5, i-l, i, i+2, i+8, i+12} n {l, ... , 13}
dla i = 1, ... ,13 otrzymujemy przyklad trzynastu zbiorów spelniajacych podane warunki.
Zatem n = 13 jest najwieksza mozliwa wartoscia n.

352. Wystarczy wykazac, ze f' jest funkcja monotoniczna. Przypuscmy wiec, ze tak nie jest.
Dla pewnej trójki liczb rzeczywistych a < b < c zachodza wówczas nierównosci

f'(a) < f'(b) > f'(c) lub f'(a) > f'(b) < f'(c);

przyjmijmy pierwszy wariant (drugi jest analogiczny).

Wezmy dowolna liczbe w spelniajaca zwiazki f'(b) > w > max{f'(a), f'(c)}. Pochodna kazdej
funkcji rózniczkowalnej rzeczywistej ma wlasnosc Darboux. Istnieja wiec liczby u E (a; b) oraz
v E (b;c) spelniajace równanie f'(u) = w = f'(v). Zgodnie zzalozeniem, f(u) = g(J'(u)) oraz
f(v) = g(J'(v)). Tak wiec f(u) = f(v). Niech p i a beda punktami przedzialu (u; v), w których
funkcja f osiaga swoje wartosci ekstremalne na tym przedziale:

f(p) = min f(x), f(a) = max f(x).
u$x$v u~x$v

Z równosci f(u) = f(v) oraz f'(u) = f'(v) wynika, ze f'(p) = f'(a) = O; zatem
f(p) = g(O) = f(a). Stad wniosek, ze funkcja f jest na przedziale (u; v) stala, i wobec tego
f'(x) = O dla x E (u; v). Ale f'(b) > w = f'(u). Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

Rozwiazanie zadania M 841.
Ustawienie moze byc nastepujace: Xk = k dla k nieparzystych
I Xk = n - k dla k parzystych (k ::: n-l).=
Wtedy dla ciagu s= = LX, zachodzi n!sOk_1 - k (gdyz

nl82k - (n - kl. Rozpatrujac wszystkie cztery mozliwoscI
parzystosci badz nieparzystosci i i j stwierdzamy, ze
Xi+l + ... + Xj = St - Sj nie jest podzielne przez n dla
O < i < j < n.

82k-l = /,;2 + (k - l)n - (k - l)k = (k - l)n + k), podobnie Pytanie dodatkowe: Ile jest takich ustawien?
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Patrz w niebo

Rozwiazanie zadania M 842.
Rozcinamy dany czworokat na cztery
czworokaty wzdluz odcinków laczacych
srodki przeciwleglych boków. Nastepnie
skladamy je tak, by punkty A, B, C, D
zeszly sie w jednym punkcie i powstal
równoleglobok.

Tomasz KWAST

W maksimum jasnosci supernowa swieci z moca porównywalna z laczna
moca wszystkich gwiazd galaktyki, zdawaloby sie wiec, ze takiego wydarzenia
w naszej Galaktyce nie sposób przeoczyc. Tymczasem wszystko wskazuje na to,
ze jednego takiego blysku naprawde nie zauwazono. Mianowicie radiozródlem
Cassiopeia A jest bardzo slaba w zakresie optycznym, rozprezajaca sie
mglawica, z której tempa ekspansji oceniono, ze musiala powstac miedzy
1660 a 1675 rokiem. Przeciez wtedy istnialy juz teleskopy i obserwatoria!
Przypuszcza sie, ze blask eksplozji mogly przeslonic wyjatkowo geste obloki
tworzonego wtedy pylu, choc sprawa nie jest do konca rozwiazana.

Wybuchowi supernowej towarzyszy wyrzucenie z predkoscia tysiecy kilometrów
na sekunde znacznej czesci materii gwiazdy. Materia ta moze wtedy zgeszczac
napotkana materie miedzygwiazdowa i inicjowac w ten sposób powstawanie
nowych gwiazd, lub tez po prostu rozplynac sie w przestrzeni. Wielka, bo
majaca okolo 3° srednicy, Mglawica Pierzasta w Labedziu to pozostalosc
po bardzo dawnej eksplozji. Mlodsza jest Mglawica Krab w Byku, liczaca
niecale 950 lat. Oba te wybuchy nastapily w naszej Galaktyce. Ale na
jeszcze wczesniejszym etapie zycia ujrzano mglawice powstala w 1993 r. przy
wybuchu supernowej w galaktyce M 81 w Wielkiej Niedzwiedzicy. Grupa
hiszpanskich radioastronomów juz po osmiu miesiacach od wybuchu - co jest
rekordem - uzyskala za pomoca interferometrii wielkobazowej radiowy obraz
ekspandujacej mglawicy. Po tych osmiu miesiacach mglawica miala srednice
2 milisekund luku, co przy odleglosci galaktyki wynoszacej 12 mln lat swietlnych
odpowiada w przyblizeniu miesiacowi swietlnemu. Obraz mglawicy juz wtedy
wykazywal niewielka asymetrie. Moze to oznaczac, ze np. supernowa byla
skladnikiem ukladu podwójnego. Szkoda, ze wybuchów supernowych nie umiemy
jeszcze przewidywac.

T.K

Kwiecien
W kwietniowe wieczory najokazalej widac na niebie gwiazdozbiór Lwa. Pod nim,
tzn. nizej w kierunku poludniowym, rozciaga sie w przyblizeniu równolegle do
horyzontu bardzo dlugi gwiazdozbiór Weza Wodnego (zwanego coraz czesciej
Hydra) - jeden z naj dluzszych na calym niebie, lecz zawierajacy niezbyt
jasne gwiazdy. Najjasniejszagwiazda Lwa, Regulus, lezy niemal dokladnie na
ekliptyce. Jest gwiazda wielokrotna. Najjasniejszym skladnikiem (1,34 mag)
jest goraca gwiazda ciagu glównego o temperaturze 10000 K. Towarzyszem
jest uklad podwójny o jasnosciach skladników 7,6 i 13 mag. Caly uklad
lezy w odleglosci 20 pc. Nazwe, oznaczajaca Malego Króla, nadal gwiezdzie
Kopernik. Okolo 10° nad Regulusem znajduje sie radiant listopadowego roju
meteorów - leonidów. W 1966 r. obserwowano wyjatkowo obfity deszcz tych
meteorów pochodzacych z rozpadu komety Tempel- Tuttle.

Wenus i Jowisz w kwietniu znajduja sie w Wodniku, Saturn w Rybach, a Mars
w Baranie. Wszystkie te planety mozna próbowac odszukac na wschodnim niebie
nad ranem, z tym ze Marsa zobaczyc raczej sie nie da, bo jest za blisko Slonca.
Pelnia Ksiezyca wypada 11 IV. Ksiezyc mocno zblizy sie do Aldebarana 1 IV,
a zakryje go 28 IV, zblizy sie ponadto do Jowisza i Wenus 23 IV.

Wybuch supernowej to jedno z naj efektowniejszych i naj ciekawszych zjawisk
w Kosmosie. W danej galaktyce supernowe wybuchaja co kilkaset lat, dlatego
sledzac jedynie niezbyt odlegle galaktyki mozna zaobserwowac kilkadziesiat
supernowych rocznie. Jednak w naszej Galaktyce ostatnia eksplozje widziano
w 1604 r. - byla to tzw. supernowa Kepiera. Co prawda w 1987 r. wybuchla
supernowa bardzo blisko, bo w Wielkim Obloku Magellana - jednak formalnie
bylo to poza nasza Galaktyka·

DGA

Dokladniej: Niech E, F, G, II beda
srodkami odcinków BC, CD, DA,
AB odpowiednio. Czworokat BEOH
pozostaje na swoim miejscu, ECFO
obracamy wokól E o 180°, AHOG
wokól H o 180°, natomIast OF DG

przesuwamy o wektor DB. Kazda
z rozwazanych w zadaniu sum pól, czyli
S, + S2 + Ss + S6 i S3 + S. + S7 + S8
(gdzie Si to pole odpOWiedniego trójkata
- patrz rysunek), równa jest polowie
pola otrzymanego równolegloboku - sa
to sumy pól dwóch trójkatów o równych
i równoleglych podstawach oraz sumie
wysokosci równej odpowiedniej wysokosci
równolegloboku.
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ale poza postulatem parzystosci lub nieparzystosci ta
czwarta cyfra moze byc dowolna.

k :::: S. Okres wynosi NWW(Sk-1 ·4, 2k-2) = S . 10k-2,
czyli 10 razy wiecej niz dla k - 1. Zatem potegi trójki
przyjmuja 10 razy wiecej koncówek k-cyfrowych niz
(k - 1)-cyfrowych, a to znaczy, ze na k- ta cyfre od kOllca
nie ma zadnych ograniczen i mozemy ja zapostulowac
w sposób dowolny.

CYFROMANIA (4)
Kontynuujemy rozwazania z poprzedniego r-limatiasu
majace doprowadzic nas do scharakteryzowania mozliwych
koncówek poteg trójki.

k = 3. Okres ciagu reszt z dzielenia poteg trójki przez 1000
wynosi NWW(lOO, 2) = 100 = S . 20. Kazda koncówka
dwucyfrowa moze byc uzupelniona do trzycyfrowej przez
dopisauie jednej z S cyfr - parzystej lub nieparzystej

(p lub n). Bezposrednie wyliczenie reszt z dzielenia poteg
trójki przez 200 pokazuje, ze trzecia cyfra od konca musi
byc (przy danych ostatnich 2 cyfrach):

01 - p 21 - n41 - p61 - n81 - p

03 - p

23 - n43 - p63 - n83 - p

07 - n

27 - p47-n67 - p87 - n

09 - p

29 - n49 - p69 - n89 - p

W dziewieciu przypadkach trzecie cyfry od konca sa
nieparzyste. Szanse na rozwiazanie drugiej czesci zadania
daja wiec koncówki: 707, 121, 323, 929, 747, 161, 363, 969
i 787.

k = 4. Okres wynosi NWW(SOO, 4) = sao, czyli S razy
wiecej niz poprzednio. Znowu, kazda kOlicówka trzycyfrowa
powtarza sie z okresem 100. Okres 100 ma tez ciag
reszt z dzielenia poteg trójki przez 2000, zatem sao

dopuszczalnych reszt z dzielenia przez 10000 powstaje
przez dodanie do 100 reszt z dzielenia przez 2000 liczb:
O, 2000, 4000, 6000 i 8000. Tak wiec kazda koncówka
trzycyfrowa "pamieta" parzystosc czwartej cyfry od konca,

Powyzsze rozwazania porzadkuje nastepujace spostrzezenie.
Potegi trójki przy dzieleniu przez 80 daja ciag reszt
okresowy z okresem 4. Zatem tylko 4 reszty z dzielenia
przez 80 sa dopuszczalne: 1, 3, 9 i 27.

Przy dzieleniu przez 104 otrzymujemy sao mozliwych reszt.

P· . 104 2 sao . d l' .on1ewaz - = 1 S = -, WieC opuszcza nymi resztami80 4
z dzielenia poteg trójki przez 104 sa wszystkie te reszty,
które dziela sie przez 80 z reszta 1, 3, 9 lub 27.

Pozwala to scharakteryzowac koncówki poteg trójki:

Wniosek: Liczba O < r < lOk moze byc k-cyfrowa
koncówka potegi trójki wtedy i tylko wtedy, gdy:
r daje z dzielenia przez 80 reszte 1, 3, 9 lub 27 (dla k :::: 4),
r daje z dzielenia przez 40 reszte 1, 3, 9 lub 27 (dla k = 3),
r daje z dzielenia przez 20 reszte 1, 3, 7 lub 9 (dla k = 2),
r jest równe 1, 3, 7 lub 9 (dla k = 1).

Stosujac powyzsze kryterium do dziewieciu wybranych
poprzednio koncówek trzycyfrowych stwierdzamy,
ze czwarta cyfra od konca musi byc:

707 - n 929-n363 - n

121 - n
747 - p969 - p

323 - p

161 - p787 - n

Zatem druga czesc zadania ma odpowiedz pozytywna. Sa
4 liczby dwucyfrowe, które na koncu potegi trójki moga sie
znalezc powtórzone dowolnie wiele razy: 23, 47, 61 i 69.

JWR

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI

co stanowi sprzecznosc z zalozeniem wymiernosci liczby w,

gdyz lewa strona równosci jest liczba niewymierna i nie
moze byc równa O.

(3') Wyjasnienie oszustwa (3): Podstawienie t = e1/x nie
jest ciagle na przedziale cal kowania [-1, 1], gdyz nie jest
okreslone w O. Obrazem przedzialu calkowania nie jest

przedzial [~,e], lecz jego dopelnienie w (0,00).

Poprawny rachunek powinien wygladac nastepujaco:
1 o 1

; f(x)dx = ; f(x)dx + ; f(x)dx =-1 -1 o

o 1

; dx ; dx= x2(e1/x + e-l/X) + x2(e1/x + e-l/X)
-1 o

o e

= - ; t2 ~ 1 - ; t2 ~ 1 =
l/e

;l/e d ;co d 11/e lco= t2 : 1 + t2 : 1 = arctg t O +arctg t e
O e

1 ~ 1
= arctg - + - - arctg e = 2 arctg -e 2 e

lub, jak kto woli, ~ - 2 arctg e. JWR

w = vi3 - V8- h,

w + h = vi3 - V8,
w2 + 2hw + 2 = 3 - 2h,

2h(w + 1) + (w - l)(w + 1) = O.

Dzielac ostatnia równosc przez w + 1 otrzymujemy

2h + w -1 = O,

Rozwiazanie: Przeprowadzimy dowód nie wprost. Zalózmy,

ze liczba \/3 - V8 - Vi jest wymierna i oznaczmy ja
przez w. W tedy

(2') Wyjasnienie oszustwa (2): Podany dowód jest
bledny. Suma liczb nie wymiernych nie musi byc liczba
niewymierna. Poprawny dowód wymaga nieco bardziej
subtelnych rozwaza!'t.

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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