SPIS TRESCI
NUMERU 3(286)

Gdzie konezy sie¢
Tablica Mendelejewa?
Robert Smolariczuk

Zasada szufladkowa Dirichleta
w mechanice

Henryk Zoladek str.
Zadania str.
Mata Delta str.
Aktualnosci

(nie tylko) lizyczne str.

O poczatkowych cyfrach
symboli Newtona

str.

=1

[+ #]

Waldemar Pompe str.10
Rézne rozklady

na sumy kwadratéw

Lew Kurlandczyk

t Andrze; Nowick: str.12
Klub 44 str.14
Patrz w niebo str.16
Marzec str.16
Gammalimatias str.17

W nastepnym numerze:

Automaty komorkowe

Oktadke i ilustracje wykonal
Krzysztof Biesaga

Wybdr artykulow z Delty

ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem
http://sunsite.icm.edu.pl/ delta/
Wydaweca:

Uniwersytet Warszawski

Cena 1 egzemplarza 2 zt 50 gr

»Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiccznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,
wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.
Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.
Komitet Redakcyjny:
Andrzej Bialynicki-Birula
Bogdan Cichocki
— wiceprzewodniczacy
Krzysztof Ciesielski
Jan A. Gaj
Piotr Goldstein
Tomasz Hofmokl
Andrzej Hrynkiewicz
Wieslaw A. Kamirnski
Marta Kicinska-Habior
Krzysztof Maslanka
Andrzej Makowski
Zdzistaw Pogoda
Feliks Prazytycki
Michal Roézyczka
Konrad Rudnicki
Zbigniew Semadeni
Grzegorz Sitarski
Andrze)] Woszczyk
Wieslaw Zelazko — przewodniczacy

Redaguje kolegium w skladzie:
Wiktor Bartol

Krzysztol Diesaga

Waojciech KKopezyriski — z-ca red. nacs.
Krystyna Kardos = sekr. red.

Marek Kordos — red. nacz.

Tomasz Kwast

Anna Ludwicka

Anna Rudnik

Pawel Strzelecki

Joanna Udalska

Anna Wojtyra

Piotr Zalewski

Adres Redakeji: ;

ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa
tel. 843-02-41(-2) wewn. 21
PAWELST@MIMUW.EDU.PL
Wydrukowano

w Drukarni Naukowo-Techniczne]

w Warszawie, ul. Minska 65.

Sklad systemem TEX wykonala Redakcja.
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Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty, Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigee. Cena
Jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 2zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiedniag doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNEKI PRENUMERATY W RUCH-u
1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
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egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposdb. Dostawa w takim przypadku odbywa sig
poczta zwykla w ramach oplacone) prenumeraty, tzn. ,pod opasks”.
4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Whptlaty przyjmuje ,RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 8"° — 14%7.
Dostawa odbywa sig¢ poczta 2wykla w ramach oplacone) prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotniczg, ktérej koszt w pelmi pokrywa zamawiajacy.
Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

o

krajowa ze zleceniem
Zza granice
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5 VI 20V na IIT kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumeratg dewizows, przyjmowane od osédb zamieszkalyceh za granica,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH" S.A

Oddzial Krajowe] Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
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tel. 620-10-19 1 620-12-17 wewn. 2366,
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Gdzie konczy sie Tablica Mendelejewa?

Rozrdzniamy dwa rodzaje jgder
atomowych: jadra trwale oraz takie,

ktére ulegajg rozpadom zmieniajacym ich
sklad, czyli prowadzacym do innych juz
jader. Rozpad moze zaistnieé tylko wtedy,
gdy jest to korzystne energetycznie.
Innymi stowy, warunkiem koniecznym
kazdego rozpadu jest, aby suma mas
wszystkich produktéw rozpadu byla
mniejsza od masy ukltadu wyjsciowego.

Dla jader najciezszych najwazniejszymi
rozpadami sg: rozpad « i samorzutne
rozszezepienie. Rozpadem o nazywamy
wyrzucenie z jadra czastki «, tj. jadra
helu *Hes. Rozszczepienie jadra
atomowego polega natomiast na
podziale jadra na czesci (fragmenty)

o poréwnywalnej wielkodei.

Wielkoscig fizyczng charakteryzujaca
szybkoéé rozpadu jest czas (okres)
potowicznego zaniku T, 5. Jest to czas,

w ktérym liczba jader, w wyniku rozpadu,
maleje do polowy.

Robert SMOLANCZUK

Pod koniec 1994 roku w oérodku badawczym GSI (Gesellschaft fiir
Schwerionenforschung) w Darmstadcie w Niemczech miedzynarodowy zespét
fizykéw wytworzyl ciezkie pierwiastki o liczbach atomowych Z = 1101 Z = 111.
Pierwiastek o liczbie atomowej Z = 112 wyprodukowano w tym samym oérodku
na poczatku 1996 roku. Uklad okresowy pierwiastkéw chemicznych, nazywany
czesto Tablica Mendelejewa, wzbogacil sie wiec o trzy nowe pierwiastki. Nie
maja one jeszcze powszechnie uznawanych nazw wtasnych, sa wiec oznaczane
przez liczby 110, 111 i 112, ktére sa najwiekszymi liczbami atomowymi
zaobserwowanymi dotychczas.

Znane obecnie pierwiastki Rf (rutherford, Z = 104), Db (dubna, 105), Sg
(seaborg, 106), Bh (bohr, 107), Hs (has, 108), Mt (meitner, 109), 110, 111

i 112, jak réwniez pierwiastki o liczbach atomowych Z > 112, ktére planuje

sie wytworzy¢ w laboratoriach naukowych, nazywane sa pierwiastkami
superciezkimi. Izotopy kazdego z tych pierwiastkéw, czyli ich jadra atomowe
réznigce si¢ liczba neutronéw, nazywane sa jadrami superciezkimi. Wszystkie
znane jadra supercigzkie powstaly w reakcjach syntezy (ztaczenia) dwdéch
lzejszych jader atomowych, w ktérych bombardowano zjonizowanymi
atomami-pociskami tarcze wykonane z bardzo cienkiej warstwy atomdéw innego
pierwiastka.

Synteza pierwiastkéw 110, 111 1 112 poprzedzona byta synteza pierwiastkéw
Bh, Mt i Hs dokonana w pierwszej polowie lat osiemdziesiatych réwniez w GSI
w Darmstadcie. Zostaly one wyprodukowane w ukladzie dodwiadczalnym
skladajacym sie ze 7rédla jonéw, akceleratora, tarczy, uktadu selekeyjnego oraz
uktadu detekeyjnego. Zrédlo jonéw dostarcza zjonizowanych atomdéw—pociskdw,
ktére nastepnie sa przyspieszane w akceleratorze do energii umozliwiajacej
zajicie reakeji jadrowej podczas zderzenia wiazki pociskéw z tarcza. Tarcza
musi by¢ dostatecznie cienka (grubosci rze¢du 0,5 mg/cm?), aby produkt
syntezy nie ugrzazt w niej. W celu zapobiezenia zbyt szybkiemu przepaleniu
tarczy przez wiazke uzywa sie kilku tarcz umieszezonych na kole wirujacym

w plaszezyznie prostopadlej do kierunku padania wiazki. Wirowanie zapewnia
réwnomierne naswietlanie tarczy 1 umozliwia wypromieniowanie ciepta

miedzy kolejnymi naswietleniami, a wiec chlodzenie tarczy. W ukladzie
selekcyjnym, znajdujacym sie za tarcza, powstale w wyniku bombardowania
tarczy pozadane nieliczne produkty syntezy oddzielane sa od tla zawierajacego
niepozadane produkty reakeji i bardzo liczne atomy-pociski, ktére przeszly
przez cienka tarcze nie wchodzac w reakcje z jej atomami. Uklad selekeyjny
nazywany jest czesto filtrem predkosciowym, poniewaz oddziela zjonizowane
produkty syntezy i atomy tla za pomoca kombinacji pél magnetycznych

i elektrycznych wykorzystujac fakt, ze ciezkie produkty syntezy maja znacznie
mniejsza predkosé od atoméw tla. Dzieje sie tak dlatego, ze w przypadku
syntezy wzglednie lekki pocisk musi podzielié sie swa energia kinetyczna ze
znacznie ciezszym i poczatkowo nieruchomym jadrem tarczy (Scisle méwiac

— nieruchomym w kierunku padania wiazki), z ktérym taczy sie w jedno jadro
przemieszczajace sie w kierunku uktadu detekeyjnego. Uktad detekeyjny
umozliwia zarejestrowanie i zidentyfikowanie produktéw syntezy. Jego gléwnym
elementem jest detektor krzemowy, w ktérym zatrzymuja sie zsyntetyzowane
Jadra. Uktad detekcyjny mierzy chwile implantacji oraz polozenie i energie
kinetyczna zsyntetyzowanego jadra, a takze chwile rozpadu oraz potozenie

1 energie kinetyczng produktéw rozpadu zsyntetyzowanego jadra i jader,

ktoére powstaja w wyniku kolejnych rozpadéw. Zsyntetyzowane w GSI izotopy
pierwiastkéw Bh, Hs, Mt, 110, 111 i 112 rozpadaja sie przez emisje czastki o.
Rozpad ten zapoczatkowuje taricuch kolejnych rozpadéw «. Czas, uptywajacy
miedzy implantacja a pierwszym rozpadem, jest czasem, jaki przezylo
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Rozwiazanie zadania M 840.

Jedli a, b, ¢ spelniaja nasz uklad
rownar, to 53 one (wobec wzorow
Viete'a ) pierwiastkami wielomianu

W
pewnego r € R, Obliczajac pochodng

k] o ) —
AE)=x° = 152 4+ T2x — r dla

stwierdzamy, ze W, ma maksimum

wr =41 mnimum w z = 6, jest rosnacy
na (—oco,4] U [6,00) i mal v na [4, 6].
Wielomian W, ma 3 pierwiastki wtedy

i tylko wtedy, gdy r € [108,112], przy
czym mozna sprawdzic, 2e Wigs ma
pierwiastki 3,6, 6, a Wy,2 ma pierwiastki
4.4 7. Dla» € (108,112) pierwiastki sa
rézne, po jednym w kazdym % przedszialéw
(3,4),(4,6),(6,7). W dodatku

kazdy punkt kazdego = tych trzech
przedzialdw jest pierwiastkiem pewnego
wielomianu W, (bowiem wykres W,
powstaje z przesuwania wykresu Wios ).

Wynika z tego, ostatecznie, ze A = [3, 7]

zsyntetyzowane jadro z dokladnoscia do czasu przelotu zsyntetyzowanego jadra
od tarczy do detektora. Najkrocej zyjacym jadrem superciezkim, jakie moze by¢
zaobserwowane po jego zsyntetyzowaniu we wspoélezesnych eksperymentach, jest
zatem jadro przezywajace tylko ezas przelotu od tarczy do detektora, wynoszacy
okoto 1 ps. Réznica czasu miedzy kolejnymi rozpadami jest czasem, jaki przezylo
dane jadro w laficuchu. Znajomoéé¢ przynajmniej jednego jadra (jego wlasnosci
fizycznych) pozwala zidentyfikowaé wszystkie jadra w taicuchu.

7 analizy systematycznego zmniejszania si¢ prawdopodobieiistw zajscia reakeji
syntezy zmierzonych dla pierwiastkéw Rf, Db, Sh, Bh, Hs 1 Mt wynikalo,

ze wytworzenie i zaobserwowanie pierwiastka 110 bedzie wymagalo podniesienia
efektywnosci uktadu do$wiadezalnego okolo dziesigciokrotnie w stosunku

do efektywnosci, przy ktérej zostal zaobserwowany pierwiastek Hs w roku

1984. W ciagu 10 lat dokonano istotnych ulepszen uktadu doswiadczalnego,
ktére pozwolily podja¢ udana prébe syntezy nie tylko pierwiastka 110, lecz
takze pierwiastkéw 1111 112. Dzieki tym usprawnieniom zaobserwowano

cztery jadra 6°110;50 w ciagu 12 dni bombardowania tarczy 208Ph 46 jonami
62Nisy przyspieszonymi do energii 311 MeV. Natezenie wiazki pociskéw
wynosito 3 - 10'? jonéw/s. Uzycie jako pocisku atomu niklu bogatszego

o dwa neutrony zaowocowalo wzrostem prawdopodobienstwa zajScia reakeji
syntezy. W ciagu 3,5-dniowego bombardowania tarczy olowiowej jonami 54 Nige
o energii 313 MeV zaobserwowano sze$é przypadkéw syntezy jadra 27111046;.
Synteze jadra 27*110,¢, przeprowadzano takze przy nieco innych energiach
pociskéw. W sumie zarejestrowano dziewieé praypadkéw syntezy jadra 271110;6;.
W GSI zaobserwowano ponadto trzy jadra 2711116, i dwa jadra 277112;5.
Zsyntetyzowane jadra 2691101590, 271110161, 272111141 1 277112465 rozpadly sie
przez emisje czastki o po czasie rzedu 0,1-1 ms.

Wszystkie wytworzone dotychezas jadra superciezkie sa zaznaczone na rysunku 1
kwadracikami. Na osi poziome]j odlozona jest liczba neutronéw N, a na pionowe]j
liczba protonéw Z w jadrze atomowym. Rysunek ten przedstawia takze
teoretyczne wartoéci energii deformacji dla parzysto-parzystych (parzyste
zaréowno Z, jak i N) jader superciezkich juz znanych, jak réwniez tych jeszcze
nie odkrytych. Energia deformacji to wartos¢, o jaka obniza sie energia jadra
dzieki temu, ze przyjmuje ono ksztatt zdeformowany zamiast kulistego. Energia
ta wyrazona jest w megaelektronowoltach (MeV). Jej wartosci liczbowe sa
podane przy poziomicach.

120 }
Eder (MeV)
z o Eder=0
110} 7‘\
b
;
100 1L 1 1 L L L L L L 1
150 160 170 180 190

Rys. 1

Jadra atomowe klasyfikujemy jako dobrze zdeformowane (Eg4er 2 2 MeV),
przejéciowe (Eger S 2 MeV) lub kuliste (Eger = 0). Z rysunku 1 wynika,

ze wszystkie zsyntetyzowane dotychezas jadra superciezkie sa dobrze
zdeformowane. Niestety, nie mamy na razie eksperymentalnego rozstrzygniecia,
czy jadra te sa zdeformowane, czy nie. Z rysunku 1 wynika réwniez,

ze najciezsze z wyprodukowanych dotychczas jader, 277112145, lezy bardzo blisko
obszaru hipotetycznych kulistych jader superciezkich (Eger &2 0), ktére
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Jadra atomowe moga rozpadac sig
réwniez poprzez rozpad 87 polegajacy
na emisji elektronu prowadzacej do
przemiany danego jadra “ Zx w jadro
AZ + 1)(n—1)- Mozliwa jest tez
przemiana 1 (emisja pozytonu)

lub wychwyt jednego z elektronéw
otaczajacych jadro (WE). Oba te
procesy skutkuja powstaniem jadra
A(Z — 1)(n41)- Znaczna liczba jader
atomowych nie ulega zadne) z przemian
8=, Bt oraz WE. S to tzw. jadra
3-stabilne.

zbudowane sa z wiekszej liczby neutronéw w poréwnaniu ze zdeformowanymi
jadrami superciezkimi.

Obliczone czasy polowicznego zaniku Ti /o dla wielu kulistych jader
superciezkich, pokazane na rysunku 2, sa dostatecznie duze, aby jadra te
mogly byé gromadzone i przechowywane przez dhuiszy czas, gdyby udato
si¢ je zsyntetyzowaé. Na przyklad, czas polowicznego zaniku, obliczony dla
B-stabilnego jadra 2°2110,g2, wynosi 51 lat. Czasy polowicznego zaniku
przewidywane dla wielu kulistych izotopéw pierwiastkéw superciezkich,
poczynajac od Rf, a konczac na pierwiastku 115, sa wieksze niz 1 sekunda.
Umozliwia to badanie wlasnosci chemicznych tych pierwiastkéw, gdyby ich
kuliste izotopy zostaly zsyntetyzowane. Synteza kulistych izotopow tych
pierwiastkéw otworzylaby szerokie pole badan dla chemii i fizyki atomowe;.
Pamietac jednak nalezy, ze do obliczenia czaséw

10—

1rok

logioT12(s)

1
[
[
[
1
1
1
]
'
|
|
|
|
|
|
I
'
'
'
i
1
]
1
]
]

=51k~

polowicznego zaniku zastosowany zostal wzglednie
prosty model opisujacy rozpad «. Rozpad ten

jest przewidywany jako dominujacy dla jader
superciezkich. Uzyty model moze nie uwzgledniaé
pewnych efektéw w dostatecznym stopniu. Moze
to oznaczad, ze kuliste jadra superciezkie sa nieco
bardzie) stabilne w stosunku do przewidywan
teoretycznych przedstawionych na rysunku 2.

Wiele zdeformowanych jader superciezkich udalo

sie wytworzy¢ w warunkach laboratoryjnych (patrz
rys. 1). W niezbyt odleglej przyszlosci zostana podjete
proby syntezy kulistych jader supercigzkich. Jadra te

__________________ cechuja sie wieksza liczba neutronéow w pordéwnaniu

ze zdeformowanymi jadrami superciezkimi. Do ich
syntezy potrzebne sa wiec pociski o duzej liczbie

———————————————————— neutronéw, ktéra nie mogta byé osiagnieta przy

dotychczas stosowanych stabilnych pociskach.

160 165 170 175
N

Rys. 2

180 185 190 Dlatego duze nadzieje na synteze kulistych jader

superciezkich wiazane sa z opanowaniem techniki
neutrononadmiarowych wiazek radioaktywnych.

Przewidywany obszar kulistych jader superciezkich jest nieco wiekszy od
przedstawionego na rysunku 1, gdyz ten ostatni ogranicza sie tylko do jader
parzysto-parzystych. Jak wiemy z obserwacji 1zejszych jader, jadro bogatsze

o jeden proton badz proton i neutron od danego jadra parzysto-parzystego ma
czas polowicznego zaniku poréwnywalny, a czasem istotnie wickszy, od czasu
polowicznego zaniku danego jadra parzysto-parzystego. Dzieki tej prawidlowosci
pierwiastek 121 byé moze zamknie Tablice Mendelejewa. Przynajmniej na razie
jest prawdopodobnie najciezszym pierwiastkiem, mozliwym do zsyntetyzowania
po opanowaniu techniki neutrononadmiarowych wiazek radioaktywnych.
Rozszerzenie Tablicy Mendelejewa o pierwiastki o Z > 121 wymaga wynalezienia
metody umozliwiajacej synteze 1 detekcje jader superciezkich zyjacych krécej

niz 1 ps.

Rozwiagzanie zadania M 839.
\/Hr +vn+ym+...> \/u 4+ yv/m4+/nF . .. Dlak=1mamy oczywiicie /m > /n. Dla k =2

mamy \/r_u +n > \/ﬂ 4+ m,bom —n=(/m+/n)(vm—-n)>/m—-/n

Jedliteraz » > 4y > 0, to y/m 4+ /n+/T > /n+/m+ /7,

bom—-n>ym-yn>ymtzr—vntzr>/m+y—vn+=r.
Przedostatnia nieréwnosé wynika z tego, ze dla m > n > 0 funkcja vVm + = — /n + x jest, dla z > 0,
malejaca

Wystarczy teraz zastosowad indukcje, by otrzyma¢é nasza nieréwnosé
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Zasada szufladkowa Dirichleta w mechanice

Henryk ZOEADEK

Zastosowania zasady Dirichleta, ktore opisujemy
ponizej, opieraja sie na jednym podstawowym
zjawisku.

Niech S! bedzie okregiem parametryzowanym przez
kat mod 27. Rozwazmy obrdt tego okregu o kat a.
Obrazy punktu ¢ przy powtarzaniu obrotu tworza
zbidr

p, p+a, p+2a, p+3a,.., (mod2m)
nazywany orbitg punktu ¢.
o+o
o2 o+6a.
0] +gsa.
Q+500 i:mfu
p+3a ?
Q+da
Rys. 1.

Twierdzenie 1.

(a) Jesli /27 = p/q, q¢ > 0, jest utamkiem
nieskracalnym, to orbita kazdego punkiu okregu jest
zbiorem g-elementowym.

(b) Jesli /2w jest liczbq niewymiernq, to orbita
kazdego punktu okregu tworzy zbior wszedzie gesty na
okregu.

Zbiér A jest wszedzie gesty na okregu, jedli kazdy tuk zawiera

przynajmniej jeden punkt zbioru A.

Dowéd tego twierdzenia, w przypadku (b)

przeprowadzony za pomoca zasady szufladkowe;j

Dirichleta, pojawial sie w Delcie wiele razy

(np. w artykule R. Kolodzieja o Wielkim Twierdzeniu

Ponceleta w numerze 6/1997). Jego zastosowania

wykraczaja poza mechanike, o czym mozna przekonaé

sie np. rozwiazujac samodzielnie ponizsze zadanie (tez

juz w Delcie omawiane).

Zadanie.

Rozwazmy cigg pierwszych eyfr poteg dwdjki:
1,2,4,81,3,6,1,2,5,1, 2,4, 8,...

Czy wystgpi w tym ciggu cyfra 72

Okazuje si¢, ze w zaskakujaco duzej liczbie przyktadow
mechanicznych i geometrycznych zachodzi alternatywa
analogiczna do tej z Twierdzenia 1.

Przyklad 1. Obmotka torusa. Torus 7 jest to
iloczyn kartezjanski dwu okregéw, T2? = S! x S';
torus wyglada jak powierzchnia detki (Scislej: jest
jej topologicznie réwnowazny). Wygodnie jest
przedstawiac go jako plaszczyzne ¢1, ¢z zwinieta
w dwu prostopadlych kierunkach: wszystkie linie

4

1 = 2wk sa utozsamiane; podobnie jest z liniami
2 = 2Tm.

92

OV N

N =N

Rys. 2.

Rozwazmy punkt materialny na plaszezyznie ¢, 9,
poruszajacy si¢ ruchem bezwladnym i prostoliniowym
(przyspieszenie jest réwne zeru). Réwnania ruchu sa
postaci

(1) p1=w1, P2=ws,
gdzie wy,ws sa skltadowymi stalej predkosci punktu,

a kropka oznacza pochodna wzgledem czasu.
Rozwiazaniami sa proste

(2)  ei(t) = 1(0) +wit, @a(t) = p2(0) +wat .

Réwnania ruchu i ich rozwigzanie (2) mozna teraz
zrzutowaé na torus. Otrzymamy tak zwana obmotke.

ri

7{

Rys. 3. Obmotka torusa.

Moéwimy, ze liczby w1, we sa wymiernie niezalezne,
jesli z réwnosel kywy + kows = 0, z catkowitymi ki,
ko, wynika, ze k; = ko = 0. Na przyktad: v6 i V8 sa
wymiernie niezalezne, a V2 1 v/8 - nie.

Twierdzenie 2.
(a) Jesli wy 1wy s¢ wymiernie zalezne, to kazda krzywa
fazowa (2), zrzutowana na torus, jest zamknieta.
(b)Jesli wy iws sqg wymiernie niezalezine, to kazda
krzywa fazowa (2) jest wszedzie gesta w torusie.
Dowdéd.
(a) Jedli kyw + kows = 0, k2 + k2 # 0, to réwnania
z niewiadoma T,

e1(T) = p1(0) + 27ka,  @a(T) = 2(0) — 27k, ,

sa niesprzeczne. Ich wspdlne rozwiazanie stanowi okres
krzywej (2) na torusie.



(b) Gdy w; i wy sa wymiernie niezalezne, to

liczba wy /wy jest niewymierna. Rozwazmy punkty
kolejnych przecieé krzywej fazowe] (2) z poludnikiem
1 =0 (mod 27) (rysunek 4). Ich szerokosci
geograficzne beda réwne

Y2k = 2,0+ 2m(we /w1 )k  (mod 2m).
To za$ jest orbita punktu ¢ o okregu wzgledem
obrotu o kat 2wws/wy. Z Twierdzenia 1 wynika,
ze jest ona gesta na okregu. Poniewaz kolejne galezie
trajektorii (2) w T2 sa réwnolegle, wiec dostajemy
stad gestodé calej krzywe] (2) w torusie.

'Pz‘

P

o

Rys. 4.

Przyklad 2. Krzywe Lissajous. Figury Lissajous
mozna ogladaé¢ na oscyloskopie, jesli poda si¢ dwa
niezalezne oscylujace napiecia na cewki odchylajace.
Matematycznie opisuja sie one nastepujaco.

W prostokat |z1| < Ay, |z2| < A2 wpisujemy krzywa

(3) ;= Aysin(t + a1), x2 = Agsin(wt + as).

Poruszajacy sie punkt materialny dokonuje
niezaleznych drgan: z czestotliwodcia 1 1 amplitudg A,
w poziomie i z czestotliwoscia w 1 amplituda As

W pionie.

Aby znalezé ksztalt tej krzywej, wezmy walec

z podstawa o promieniu A; i taéme o szerokosci 24,.
Narysujmy na taémie sinusoide o okresie 2mA; fw

i amplitudzie A i naklejmy ja na powierzchnie
boczna walca. Okaze sie wtedy, ze rzut sinusoidy na
plaszezyzne @, z» to wiasnie krzywa Lissajous.

Rys. 5.

Ksztatt krzywej Lissajous w istotny sposdb zalezy od
liczby w. Na przyklad, dlaw = 11 oy = a2 krzywa (3)
to przekatna prostokata. Dlaw =1lias =a; + 7
dostajemy druga przekatna.

Zadanie.

(a) Wykazaé, ze dla w = 1 pozostate krzywe Lissajous sq
elipsami o §rodku w 0. Przeiledzié, jak zmientajq sie pray
mianie og z Q.

(b) Dowiedzieé sig, co to sq wielomiany Czebyszewa 1 wykazad,
zedlaw=mn, o1 = —7/2, ag = —nw/2 krzywa Lissajous lezy
w wykresie wielomianu Czebyszewa.

Twierdzenie 3.

(a) Jesliw jest liczbqg wymierng, to krzywae Lissajous
jest krzywq okresowq (zamknielg). (b)Jesli w jest liczbg
niewymierng, to krzywa Lissajous zapetnia gesto ekran

oscyloskopu.

£

Rys. 6. Przyklady krzywych Lissajous.
Dla dowodu tego twierdzenia potrzebny nam bedzie

Przyklad 3. Male drgania ukladu niezaleznych
wahadel. Réwnanie wahadla w przyblizeniu dla
malych drgan (tzn. tam, gdzie sin z & 2) ma posta¢

&=—(g/l)z
(g jest przyspieszeniem ziemskim). Mozna zawsze
dobra¢ skale czasu tak, aby wspélezynnik przy a
wynosit 1. Zaltézmy, ze mamy dwa niezalezne takie
wahadta (np. jedno podwieszone pod drugim);
odpowiada im uktad réwnan

(4) 2.‘:’1 = —I, :.1.22 = —wzs:g .

k|

Rys. T.

Energia kazdego z wahadel sklada sie z energii
kinetycznej %v?, gdzie v; = &;, oraz z energii

potencjalnej %m% (lub %wzx%) i jest stala:
1 1 1 1
(5) 5?)% + 53% = F, 51}% + 5&)227% = k5.

Réwnania (5) okreslaja w czterowymiarowe]
przestrzeni z1, z», v1, vo dwuwymiarowa powierzchnie.
Jest to iloczyn kartezjanski krzywych zadanych

w plaszezyznach fazowych x1, vy 1 29, v obydwu
ukltadéw. Poniewaz krzywe te sa topologicznie



okregami, wiec uktad réwnai (5) opisuje torus 72
w ]R4 . {(1'1,33'2,1)],1}2)}.

Lemat. Rownania (4)majg rozwigzania postaci (3).

Rzeczywiscie, przekonujemy sie o tym rézniczkujac
dwukrotnie funkcje 2 2(t). Przy okazji sprawdzamy,
ze v1 = Aj cos(t + ay), va = w cos(wt + aa).

Jedli teraz A} = 2E,, A2 = 2E,, to krzywa fazowa
{z1(t), 22(t), v1(t), v2(t)} lezy na torusie (5).
Wprowadzmy jeszcze zmienne katowe @1, 2 na torusie
tak, aby

tgpr = v /z1, tges = va/was.
Wtedy okaze sieg, ze:
1) @1(t) =t + i, pa(t) = wt + as, czyli rozwigzanie
uktadu (4) okresla obmotke torusa.
2) Prostokat |zy| < Aj, |o2| < Az jest rzutem
torusa (5) na plaszczyzne x, .

3) Rzuty krzywych fazowych uktadu (4) sa krzywymi
Lissajous w prostokacie.

Stad wynika Twierdzenie 3.

Przyklad 4. Ruch w polu centralnym.
Niech # = (21, ) oznacza wektor w [R? i niech

r = 1/a? + 3 oznacza jego dlugosé. Oznaczmy

przez é, = &/r jednostkowy wektor w kierunku

i #0,aprzez €, = (—x2,1)/r jednostkowy wektor
w kierunku zmian kata biegunowego ¢ (rys. 8). Mamy
Z£=rex

Ruch punktu materialnego w centralnym polu sit jest
opisany wzorem Newtona

i = F(r)é,.
Na przyktad, dla wahadta sferycznego w przyblizeniu
dla malych drgan mamy F(r) = —r, a dla zagadnienia

Keplera (czyli ruchu w polu grawitacyjnym
wytworzonym przez mase umieszczona w T = () jest
F(r) = —er—2.

Z mechaniki wiadomo, ze w takim uktadzie

jest zachowywana jego energia catkowita

E = |#?/2+ U(r), gdzie U(r) = — [ F(s)ds jest
energia potencjalng. Co wiecej, drugie prawo Keplera
moéwi, ze zachowany jest moment pedu punktu
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Moment pedu to iloczyn wektorowy promienia
wodzacego 7 i wektora pedu & (mase przyjelisSmy
réowna 1). Mamy zatem

M = |Z x ;E'] = |o1d&9 — z2&1| = const.

Zadanie.

Udowodnié, ze M(t) =const 1 Ze jest to réwnowazne stalosci
predkosei polowey: w jednakowych odstgpach czasu wektor
wodzqey zakresla rdwne pola (rys. 8).

Niestety, teraz musimy dokonaé pewnych
przeksztalcen. Checemy rozdzieli¢ zmienne

1 dlatego przejdziemy do biegunowego ukladu
wspolrzednych r, .

Lemat. Zachodzq zaleznosci:
(6) Z =78 + 198,
oraz

é} = péy, é:p = —pé, .
Dowdd na podstawie rysunku 8 pozostawiamy
Czytelnikowi.

> M
F(r)é, =rAg _:m‘
T

0

Z(t+ At) 7t

[=Te]

Rys. 8.
7 lematu wynika, ze 3
M = |(ré:) x (Fér + r¢e,)| = r?¢, dlag >0.
Aby zapisa¢ rownania Newtona w nowych
wspolrzednych, rézniczkujemy réwnanie (6)
wykorzystujac powyzsze wzory. Dostaniemy
Z=(ré + ro€y) = (F — r¢?)ér + (219 + rP)é, .
Poniewaz sita wynosi F(r)é,, wiec poréwnanie

sktadowych radialnych daje # = F(r) + r¢?. Jedli
uwzglednimy prawo zachowania momentu pedu

(7) $=M/r?,
to zmienna r wydzieli sie: otrzymamy réwnanie
F= V),

~gdzie V(r) = U(r) + M?/2r? jest taw. efektywnq

energig potencjalng. Jednokrotne scatkowanie prowadzi
do prawa zachowania energii, $72 + V(r) = E, ktére
pozwala wyliczy¢ predkosé zmian r:

T =+\/2(E - V(r)).
Z drugiej strony, réwnanie (7) okresla predkoéé
zmian . Oba réwnania pozwalaja wyznaczyé
réwnanie trajektorii ¢ = ¢(r). Dzielac je stronami,
czyli eliminujac czas, dostajemy

d_zp B M/r?
®) dr — +\/2E-V(r)

To réwnanie mozna po prostu scatkowaé (choé

nie zawsze odpowiednia catka wyraza si¢ przez
kwadratury). My ograniczymy sie do opisu ruchu.



Zatozmy, ze wykres efektywnego potencjalu ma Nietrudno tu dostrzec obroty, np. kolejne powroty

ksztalt pokazany na rysunku 9. Réwnanie (8) moze na okrag apocentryczny. Jesli kat o z rysunku 9 jest
zachodzié tylko dla V(r) < E, czyli w pierscieniu niewspéimierny z 7, to trajektoria dowolnego punktu
Pmin < |Z] € Pmax. Ten pierScien pelni role prostokata jest gesta w pierécieniu, a w przeciwnym przypadku
z teorii figur Lissajous. jest krzywa zamknieta. Mozna tutaj tez znalezé torus

T? C R* z obmotka, ktérej rzut jest nasza trajektoria.

o
v Jako ciekawostke przytocze przeksztalcenie (znalezione przez
K. Bolina), ktére zamienia uklad wahadla sferycznego w uklad
Keplera: jesli zespolona funkcja z = z(t) = oy +izz € C
spetnia rdwnanie Hooke'a 2 = —z, to zmienna Z = 22 z nowym
czasem T, dla ktdrego moment pedu pozostaje staty, spetnia
B réwnanie powszechnego cigzenia d?Z/dr? = —cZ/|Z|3.
Otrzymuje si¢ stad okresowoéé orbit keplerowskich, a nawet
wigcej, mozna wykazaé, ze gdy zmienna z(t) zakreéla elipse
o érodku w 0, to Z(7) = 2%(t) zakresla elipse z ogniskiem w 0
S s (pierwsze prawo Keplera). Zainteresowanym polecam ksiazke
V.I. Arnolda Huygens i Barrow, Newton ¢ Hooke (po rosyjsku).
Rys. 9. . . . 4t G
> Przyktady, ktérych nie udalo sie nam oméwié, to
Gdy w (8) mamy znak + i 7 roénie, to ro$nie m.in. geodezyjne na powierzchni obrotowej i na
takze 1 ¢. W pewnym momencie r osiaga wartoéé elipsoidzie tréjosiowej, oraz ogdlne caltkowalne uktady
maksymalna (apocentrum). Nastepuje zmiana znaku hamiltonowskie. Okazuje sie, ze jesli uktad jest
w pierwiastku, r za$ zaczyna male¢. Potem r osiaga catkowalny, to przestrzen jego mozliwych potozen
perycentrum ryin, ZNOWU zaczyna rosnac i sytuacja rozbija si¢ na torusy, na ktérych trajektorie tworza
powtarza sie. obmotki (twierdzenie Liouville’a~Arnolda).

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 838. Dany jest taki tréjkat ABC, ze |AB| = |BC| oraz £ZBAC = 80°.
Punkt T nalezy do odcinka BC' i |BT| = |AC|. Znalezé kat TAC.
Rozwiazanie na str. 12

M 839. Niech n, m, k beda liczbami naturalnymi, m > n. Ktéra liczba jest

wieksza:
\/n+\,!m+w/n+‘.. czy \/m—l—\!n+\/m+.”?

W kazdym z powyzszych wyrazen jest k pierwiastkéw kwadratowych, a n i m
wystepuja na przemian.
Rozwiazanie na str. 3

M 840. Wyznaczy¢ taki najmniejszy przedzial A liczb rzeczywistych, ze dla
kazdego a € A istnieja b, c € A, spelniajace uklad réwnan
a+b+ec=15,
ab+ ac + be = T72.

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowali Eryk i Wojciech KOPCZYNSCY

Ponizsze zadania tatwo jest rozwiazaé stosujac rachunek catkowy. Zachecamy do
rozwiazania ich bez stosowania rachunku catkowego.

F 471. Obliczy¢ energi¢ potencjalng samooddziatywania grawitacyjnego
Jjednorodnej kuli o masie M i promieniu R.
Rozwiazanie na str. 13

F 472. Obliczyé moment bezwtadnosci jednorodnego stozka o masie M
1 promieniu podstawy R wzgledem osi symetrii.
Rozwiazanie na str. 13

i &
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Rys. 2

Maoia aelld

Liczby wielokatne

Liczby 1, 3, 6, 10, 15, ... nosza nazwe tréjkatnych, poniewaz tyle wlasnie
klockéw (czy kétek) potrzeba, by ulozyé tréjkat o podstawie 1, 2, 3, 4, 5, itd.
(p. Delta 2/1997). Znajac liczbe tréjkatna 1, o podstawie n — 1 fatwo obliczy¢
nastepna, o podstawie n: wystarczy dodaé n (rys. 1). Tak wige ¢, = n + ;1.

Jeéli mozna rozwazaé liczby tréjkatne, to czemu nie zajac sie¢ innymi
wielokatami? Z liczbami kwadratowymi sprawa jest prosta: do utworzenia
kwadratu o boku n potrzeba oczywiscie n? kélek. Kwadraty to, rzecz
jasna, zupetnie inne figury niz tréjkaty, ale. .. Kwadrat k., o boku m jest
suma dwéch tréjkatéw o podstawach odpowiednio 7 i m — 1 (rys. 2), zatem
k‘n =n+ 2. tn—l-

A co z pieciokatami? Najprostszy (trywialny) pieciokat moze si¢ sktadaé
z jednego kétka, nastepny, o boku z dwéch kétek, potrzebuje ich pigé; aby
z niego otrzymaé trzeci, trzeba dodaé 2 -3 + 1 kélek itd. Ogdlniej, aby
otrzymaé n-ty pieciokat z (n — 1)-ego, trzeba do tego ostatniego dodaé

2 -n 4+ (n — 2) kélek. Pieciokaty to, rzecz jasna, zupelnie inne figury

niz tréjkaty, ale. . .Pieciokat pn o boku n jest suma trzech tréjkatow

o podstawie n — 1 i jeszcze n kélek (rys. 3), wige pp = n + 3 - n—1.

Zachecam do przyjrzenia sie szesciokatom, siedmiokatom itd. Cay jest
prawda, ze m-kat o boku n mozna uloiyé z n kétek i (m — 2) tréjkatéw
o podstawie n — 17 '

Zanim przekonacie sie o prawdziwosci czy falszywosci powyzszego twierdzenia,
zauwazmy, ze prawie geometryczna procedure budowania liczb wielokatnych
mozna opisaé¢ w prosty sposéb arytmetycznie. Otéz, wypiszmy na poczatek rzad
samych jedynek, a pod nim rzad kolejnych liczb naturalnych:

1 1 1 1 1 1 1 i 1 1

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Odnotujmy, ze kazda liczba w dolnym rzedzie (précz jedynki) jest suma liczby,
ktéra ja poprzedza w tym samym rzedzie, i tej, ktéra jest bezposrednio nad nia.

Teraz dopiszmy na dole trzeci rzad liczb, utworzonych w sposéb opisany przed
chwila: zaczniemy od 1, a potem na k-tym miejscu bedziemy wpisywaé sume
liczby z miejsca (k — 1)-ego i liczby stojacej nad miejscem k. Otrzymamy ciag
liczb tréjkatnych:

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

Do arytmetycznego opisu kwadratéw zastosujmy te sama procedure, zaczynajac
jednak od rzedu samych dwéjek. Oto rezultat:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

i, 3 5 (i 9 11 13 15 17 19

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Dla pieciokatéw zacznijmy od rzedu tréjek (czy to przypadek, ze 3 = 5 — 2, tak
jak2=4-211=3-27).

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28
1 5 12 22 35 51 70 92 117 145

Otrzymaliémy liczby pigciokatne (sprawdzcie sami!).
Jak obliczyé liczby szesciokatne, siedmiokatne itd.? Zapewne domyslacie sig, jak
postapi¢ — ale dlaczego wlasnie tak?

Matg Delte praygotowat Wiktor BARTOL



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Szukanie igly w stogu siana mozna potraktowac

jako wyzwanie. Zwlaszcza jezeli standardowa

teoria stogow siana przewidywalaby np. obecnoéé
érednio jednej igly w stogu. Przed podjeciem
wyzwania warto oszacowal swoje szanse. Zalézmy,

ze poszukujemy igly wbitej w zdzblo siana.
Narzucajacym sie sposobem odnalezienia zguby byloby
przejrzenie wszystkich zdzbel stogu. Ile ich jest?

7 dokladnoécig do czynnika e*™ ta tadna liczba mnoga
wynosi 107. Przegladajac jedno ZdZblo na sekunde
potrzebowalibyémy wiec okolo trzech miesiecy na
wykonanie zadania. Wyglada niezle. Szkopul w tym,
jak w ciagu sekundy uzyskaé pewnosé co do obecnosei
igly w Zdzble?

7 takim zadaniem postanowili zmierzy¢ sie fizycy

z eksperymentu ET87 przy akceleratorze AGS
(Alternating Gradient Synchrotron) w oérodku BNL
w Brookhaven w Stanach Zjednoczonych. Poszukiwang
igta byt bardzo rzadki rozpad natadowanego kaonu na
pion, neutrino i anty-neutrino K+ — wtvi.

Dodatni kaon jest stanem zwiazanym anty-kwarku
dziwnego 5 i kwarku gornego u. Jego éredni

czas zycia wynosi okolo 10 ns, co wystarcza do
przebycia od kilku do kilkudziesieciu metréw

w detektorze. Za rozpad kaonu odpowiedzialne sa
oddzialywania stabe, czyli te same, ktére powoduja
rozpad jader radioaktywnych czy tez reakcje
termojadrowe we wnetrzu naszego Slorica. Rozpady
poprzez oddzialywania stabe sa ,stabe”, poniewaz
noénikiem tych oddzialywan jest naladowany bozon
poéredniczacy W+ o masie kilkadziesiat razy wigkszej
od masy protonu. Czastka ta pojawia si¢ w rozpadach
stabych jako stan wirtualny, a wtedy jej zasieg

- zgodnie z zasada nieoznaczonodci — jest bardzo maly,
co odpowiada malym amplitudom przejscia 1 dlugim
(jak na niestabilne czastki elementarne) czasom zycia.

W przypadku poszukiwanego rozpadu kwark 5 musi
przejéé¢ na kwark d o tym samym tadunku. Tego typu
oddzialywania, tzw. neutralne prady zmieniajace
zapach, sa w plerwszym przyblizeniu zabronione

w Modelu Standardowym. Moga zachodzié tylko
przez tzw. diagramy petlowe. W jezyku grafow
Feynmana moéwimy, ze kwark 5 przechodzi w pare
wirtualnych czastek tW ¥, a nastepnie jedna z nich
(ale nie wiadomo ktéra) emituje wirtualny neutralny
bozon posredniczacy Z° (rozpadajacy sie na pare vv),
tak ze ,odchudzona” para tW* moze polaczyé sie

w kwark d. Jak widaé, poszukiwany rozpad wymaga
wyprodukowania az trzech wirtualnych, a nominalnie
bardzo ciezkich czastek. Przewidywane

prawdopodobienistwo wybrania przez kaon akurat tego
kanatu rozpadu wynosi 10710,

Gdyby zastosowaé tempo przeszukiwania z przyktadu
ze stogiem, sukcesu nalezaloby spodziewac sie juz

za jakies. . . cztery tysiace lat. Poniewaz nietatwo
znalezé stabilne Zrédlo finansowania na czterdziesci
wiekéw, wiec naukowcy z ET87 skrécili czas ogladania
swoich ,Zdzbel”. Eksperyment zostal zaprojektowany
tak, ze srednio co mikrosekunde w jednej z matych
cel w centralne) czesci detektora zatrzymywal sie
jeden kaon. Poniewaz neutrina uciekaly z detektora
bez sladu, wiec sygnatura poszukiwanego rozpadu

byt pojedynczy naladowany slad wychodzacy z tej
samej celi po czasie zgodnym ze $rednim czasem zycia
kaonu. Slad ten musial zostaé zidentyfikowany jako
pion poprzez sekwencyjny rozpad dodatniego pionu
na dodatni mion i neutrino mionowe 7+ — ptv,,

a nastepnie mionu na pozyton i odpowiednie neutrina
‘u+ — e+ vef)#‘

Aby wyeliminowaé tlo zwiazane z ucieczka innych
czastek przez minimalne nieszczelnosci detektora

(co mogloby imitowaé rozpad z neutrinami) lub

z bardzo malo prawdopodoba bledna identyfikacja
(np. wzieciem za pion mionu z dominujacego rozpadu
K* — ptwv,), wybrano szczegélne ,,0kno” energii
pionu odpowiadajace sytuacji, w ktorej pion leci

w kierunku przeciwnym do pary neutrin o maltym
kacie rozlotu. Wtedy ped pionu jest z jednej strony
wiekszy niz w innych rozpadach wielociatowych,

a z drugiej strony, mniejszy niz w bezposrednim
dwucialowym rozpadzie kaonu na (lzejszy od pionu)
mion 1 neutrino mionowe. Decydujacym o sukcesie
aspektem eksperymentu bylo mierzenie energii pionu
na trzy niezalezne sposoby (pomiar zakrzywienia
toru w polu magnetycznym, pomiar kalorymetryczny
1 pomiar zasiegu). Pozwolilo to nie tylko na obnizenie
spodziewanego tla do poziomu 0,08 £ 0,03 przypadku
w calej prébcee, ale réwniez na precyzyjne sprawdzenie
poprawnosci metody.

Efektywnoéé selekcji wyznaczono na 0,2%, przebadano
1,5 - 10'2 kaonéw i w tym sianie . .. znaleziono

jedna iglte. Wyznaczone prawdopodobienstwo

rozpadu 4,21‘3:; - 1071 jest najmniejszym dotychczas
zmierzonym niezerowym stosunkiem rozgalezienia.
Jest on zgodny z przewidywaniami Modelu
Standardowego. Moze by¢ interpretowany jako pomiar
prawdopodobienstwa przejécia kwarku ¢ w kwark d
oraz naklada istotne ograniczenia na mozliwe
rozszerzenia Modelu Standardowego, w ktérych rozpad
moéglby zachodzi¢ poprzez inne stany wirtualne.

Piotr ZALEWSKI
na podstawie Physics Today, Phys. Rev. Lett. 79, 2204, 1997



O poczatkowych cyfrach symboli Newtona

Waldemar POMPE

Grzegorz Bartczak i1 Andrzej Nowicki (Poczqtkowe cyfry symboli Newtona,
Delta 9/1997, str. 14) dowodza nastepujacego ciekawego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech C i k beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Wowcezas
istnieje taka liczba naturalna n, ze poczgtkowe cyfry rozwinigcia dziesi¢tnego
liczby (:) pokrywajq si¢ odpowiednio z cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Autorzy pytaja tez, czy powyzsza wlasnos¢ maja liczby postaci (2?,:‘) lub n!.
W przypadku liczb n! odpowiedz jest pozytywna, a pytanie pojawialo sie juz
na olimpiadach matematycznych w réznych krajach (patrz np. Delta 11/1994,
str. 16). Ponizej uogdlnimy twierdzenie 1, a takze udowodnimy, ze istotnie
liczby (2:) maja wiasnos¢ opisana w powyzszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Dany jest ciag (a,) liczb dodatnich rozbiezny do
nieskonczonodci oraz liczba naturalna C. Jesli
5 an+1 ].
1 lim 14+ —,
( ) n—oo (dy < + C
to cigg (a,) zawiera nieskonczenie wiele wyrazow, kiorych poczqthowe cyfry
rozwiniecia dziesietnego sq odpowiednio rowne cyfrom rozwiniecia dziesielnego

liczby C'.

Oto przyklad zastosowania twierdzenia 2. Niech W bedzie wielomianem stopnia
dodatniego o wspdlezynnikach rzeczywistych, ktérego wspdlezynnik pray
najwyzsze] potedze jest dodatni. Wowcezas poczawszy od pewnego miejsca
ciag (W(n)) jest ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich, W(n) — oo dla n — co
oraz lim Lo b) .
n—oo W(n)
wystepuje nieskorniczenie wiele wyrazéw, ktérych poczatkowe cyfry rozwiniecia
dziesietnego sa odpowiednio réwne cyfrom liczby C'. W szczegdlnoscei, biorac
W(z) = :c) _ sz 1)ulz=hil)

= 1. Zatem, dla kazdej liczby naturalnej C' w ciagu (W (n))

= , otrzymujemy twierdzenie 1.

k k!
Dowdd twierdzenia 2: Rozpatrzmy przedzialy:
(2) [ +1ogC,j+1log(C +1)], f=p.1.92 ..

Na mocy ciaglodci i monotonicznosei funkeji logarytmicznej nieréwnosé (1)
mozemy przepisaé w nastepujacej réwnowaznej postaci

lim (logan4+1 —loga,) < log(C + 1) — logC'.

n—o00

Istnieje wiec taka liczba naturalna m, ze dla kazdej liczby naturalnej n > m
log any1 — loga, < log(C + 1) —logC'.

Innymi stowy, od pewnego miejsca réznice miedzy kolejnymi wyrazami

ciagu (log a,) sa mniejsze niz dtugosé kazdego z przedzialéw (2). A poniewaz
log a, — oo, wiec ktérys z wyrazéw ciagu (logay,) znajdzie sie wewnatrz
ktoregos z przedzialéw (2). Dla pewnych k, m € N mamy wéwezas

k+logC <logan, < k+ log(C + 1),

czyli C - 10% < a,, < (C + 1) - 10¥. Poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego an,
pokrywaja si¢ wiec z kolejnymi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Udowodnimy teraz, ze takich liczb a,, jest nieskoriczenie wiele. Przypusémy,

ze tych liczb w ciagu (a,) jest skorficzenie wiele i niech a,,, bedzie ostatnia

z nich. Wtedy ciag (@my+4n)ne, spelnia zatozenia twierdzenia 2. Zatem

dla pewnego p > mg poczatkowe cyfry rozwinigcia dziesietnego liczby a,
pokrywaja sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C', whrew
przypuszezeniu, ze @, byla ostatnia taka liczba. m

Twierdzenie 2 nie stosuje sie do ciagu a, = (2:”), ktéry — moéwiac niescisle — zbyt
szybko rosnie. Podstawa do dalszych rozwazan bedzie nastepujace twierdzenie,
ktére w Delcie wielokrotnie juz bylo omawiane.
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Twierdzenie 3. Dana jest liczba niewymierna dodatnia o oraz liczby rzeczywiste
a < b. Niech z > a. Wéwczas istnieje taka liczba naturalna m, Ze ktdrys
z wyrazow skoniczonego ciggu
Ty =2+ na, gdzte n=20,1,2,...,m,
lezy w jednym z przedziatow (a,b), (1+a,1+0b), (24 a,24+0), ...
Liczbe m mozemy obliczyc znajqc jedynie liczby o 1b — a.
Korzystajac z tego rezultatu udowodnimy

Twierdzenie 4. Dany jest ciag liczb dodatnich (ay). Jesl isinieje granica

. Un41
lim —*
1 —00 (},ﬂ

=g>1

ilogg jest liczbg niewymierng, to dla dowolnej liczby naturalnej C' w ciggu (ay, )
wystepuje nieskonczenie wiele wyrazdw, ktorych poczatkowe eyfry rozwinigcia
dziesieinego sq odpowiednio réwne cyfrom rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Dowdd: Skorzystamy z twierdzenia 3 dla a = logg oraz

a=2logC + tlog(C+1), b= %IogC + 2 log(C + 1). Poniewaz

(4) lin;o(log dn41 —loga,) =logg >0,

wiec loga, — oco. Zatem bez straty ogdlno$ci mozemy przyjac, ze log a, > a dla
kazdego n. Skoro znamy juz liczby « i b — @, mozemy obliczy¢ odpowiadajaca im
liczbe m, o ktérej jest mowa w twierdzeniu 3. Na mocy réwnosci (4) istnieje taka
liczba naturalna s, ze

b—a

[logayy1 — loga, — | < dla kazdego n > s.

Przyjmijmy z = log a,. Wéwezas, na mocy twierdzenia 3, istnieje taka liczba
naturalna k oraz liczba j € {1,2,...,m}, ze

(5) k+a<logas+jo<k+b.

7 drugiej zas strony, z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy

|logasyj —logas — jo| < [logasyj —logasyj—1 — al+

b —g
+|logasyj—1 —logasyj—2 —a|+ ...+ |logas41 —loga, —a| < j- = <b-a.
Stad
(6) —b+a<logasq; —loga, —ja<b—a.

Dodajac stronami nieréwnoscei (5) i (6) dostajemy

k+logC <logasy; < k+log(C+1), czyli  C-10* < a,4; <(C+1)-10%.
Oznacza to, ze poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby a,4; pokrywaja
sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C'. Dowdd, ze takich
liczb w ciagu (ay) jest nieskornczenie wiele, jest identyczny jak w przypadku
twierdzenia 2, wiec go pominiemy. m

Zastosujmy twierdzenie 4 do ciagu a, = (**). Mamy

f B gy AL
n—co  dy n—oo 14 1

7 twierdzenia o jednoznacznoéci rozktadu liezb naturalnych na czynniki pierwsze

wynika, ze liczba log4 jest niewymierna. Zatem

dla dowolnej liczby naturalnej C' istnieje nieskoticzente wiele liczb postaci (if),

ktorych poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesielnego pokrywajq si¢ z cyframai

rozwintecia dziesielnego liczby C'.

Twierdzenie 4 stosuje si¢ réwniez do wielu innych ciagéw, na przyktad: a, = 27,
a, = 7" lub ogdlnie a, = k", gdzie k jest liczba naturalna nie bedaca catkowity
potega liczby 10. Mozna tez wziaé
3n n 17" + mn
aﬂ:(n)l gy = 2% 0’ aq = [6" -], ﬂn=[m]

oraz wiele innych.

Zakoniczmy pytaniem do Czytelnikéw: Czy istnieje taka liczba naturalna k,
ze rozwiniecia dziesietne liczb 2% i 5% rozpoczynaja sie od uktadu cyfr 1998 7
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Ré6zne rozklady na sumy kwadratéow

4

Rozwigzanie zadania M 838.

Niech O bedzie srodkiem kola

{o promieniu R) opisanego na

tréjkacie ABC, a T' przecieciem

proste] AQ 2z odcinkiem BC. Wtedy
£OBA = 1£CBA = 10° = ZOAB,
skad ZBOT' = 20°, ZBT'O = 150°
Zatem z twierdzenia sinuséw w tréjkatach

OBT' i ABC mamy
|BT'|/ sin 20° -

|OB|/ sin 150°

|AC|/ sin 20° = 2R,

czyli |BT'| = |AC|. Z tego wynika,

ge TV =1

LTAC

T0°

= 20,

Lew KURLANDCZYK i Andrzej NOWICKI

Sankt Petersburg, Torun, 22 wrzednia 1997 r.

Liczba 1105 jest najmniejsza liczba naturalna majaca cztery rézne rozklady na
sume dwéch kwadratéw liczb naturalnych:

1105 = 242 + 232
1105 = 312 + 122
1105 = 322 + 92
1105:= 332 4 43,

W rozktadach wystepuja kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna whasnoéé
maja liczby 12025, 66625 oraz 252601:

|

12025 = 1072 + 242 66625 = 2552 + 402 252601 = 4992 + 602
12025 = 1082 + 192 66625 = 2562 + 332 252601 = 500% + 512
12025 = 1092 + 122, 66625 = 2572 + 242, 252601 = 5012 + 402

Kazda z nich ma co najmniej trzy rézne rozklady na sume dwéch kwadratéw

i w rozkladach wystepuja trzy kolejne liczby naturalne. Takich liczb naturalnych
istnieje nieskoriczenie wiele. Omawiana wtasnosé ma, na przyklad, kazda liczba
naturalna A,, okreslona wzorem

An = (1 +4n%)(1 + 4n?),

gdzie n jest liczba naturalna wieksza od 1. Rozklady w tym przypadku sa
nastepujace:

A= (@n3-1)2 + (2n?+2n)?
An= [(dn®)2 + (2n?2+1)?
A= (4n®+1)2 4+  (2n% - 2n)2

Wystepuja tu kolejne liczby naturalne: 4n® — 1, 4n® oraz 4n® 4 1. Postaé A,
maja wszystkie liczby, ktore przedstawiliSmy na poczatku:

1105 = Az, 12025 = A3, 66625 = A4, 252601 = As.

Istnieja jednak liczby majace omawiana wlasnoéé, ktére nie sa postaci A,,.
Takimi sa, na przyklad, liczby 292825 i 1026745:

202825 =5392 + 482 1026745 =10112 + 682
292825 =5402 + 352 1026745 =10122 + 512
292825 =5412 + 122, 1026745 =10132 + 242,

Twierdzenie. Niech M bedzie liczbg naturalng. Nastepujgce dwa warunki sq
rownowazne:
(1) istniejq takie liczby naturalne n > 1, kq, ko, ks, Ze
M=mn-1) 4k =2+t =(Mn+1)>+k;
(2) istniejq takie liczby naturalne b > a, ze a? + b2 + 1 jest liczbg kwadratowq oraz
M =a%? +a? + b2+ 1.
Dowéd. Zaléimy, ze zachodzi warunek (1). Wéwcezas z réwnosci
4n = (n+1)2 — (n — 1)? = k? — k% wynika, ze liczby k1 — ks i ki + k3 sa
parzyste. Niech ky — k3 = 2a oraz k; + kg = 2b, gdzie b i a sa pewnymi liczbami
naturalnymi, przy czym b > a.
Wtedy k1 = b+ a, k3 =b—a, n = ab oraz
a® + b% + 1 = (a® + b% + 2ab) + (a®b? — 2ab + 1) — a?%? =

=(a+b)2+(ab—1)* —a?b? =

=k +(n-1)2 —n? =k
czyli a® + b% + 1 jest liczba kwadratowa réwna k2. Ponadto
M = n?+ k% = a?b? + a? + b? + 1. Wykazalismy wiec implikacje (1) => (2).
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Zalézmy teraz, ze spelniony jest warunek (2). Wowczas przyjmujemy:

n—=ab, ki=a+b ky=+vVa2+b2+1l, kz=b—a

i bez trudu sprawdzamy, Ze zachodzi warunek (1).

Powyzsze twierdzenie opisuje wszystkie liczby naturalne majace rozktady na
sume dwéch kwadratéw, w ktérych wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb
naturalnych.

Pytanie. Czy w rozktadach danej liczby naturalnej na sumg¢ dwich kwadratow
mogq pojawié si¢ kwadraty czterech kolejnych liczb naturalnych?

Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Przypuéémy bowiem, ze dla pewnych
liczb naturalnych n > 1, ky, ko, k3 1 ks zachodza réwnosci

=12+ =n?4+k=(n+1)2+k=(n+2)%+kj
Wykorzystujac dwukrotnie udowodnione twierdzenie stwierdzamy, ze istnieja
wéwezas takie liczby naturalne a,b,e,d,2e b >a,d>c,ed=n+1=ab+ 1,
a2+ b>+1=(c+d)?orazc®+d?+1=(b—a)

Przypuéémy teraz, ze a jest licaba parzysta. Wtedy liczby c i d sa nieparzyste
(gdy cd = ab + 1), a zatem liczba a® + b? + 1 (ktéra jest réwna (c + d)?)
jest podzielna przez 4. Ale a” jest podzielne przez 4, wiec przez 4 podzielna
jest liczba b2 + 1. Otrzymaliémy sprzecznoéé. Liczba postaci b? + 1 nigdy nie
jest podzielna przez 4. Reszta z dzielenia tej liczby przez 4 jest 1 (gdy b jest
parzyste) lub 2 (gdy b jest nieparzyste).
Wykazaliémy zatem, Ze a jest liczba nieparzysta. W ten sam sposdb
wykazujemy, ze b jest liczba nieparzysta. Nastepnie wykazujemy (w podobny
sposéb), ze liczby ¢ i d sa réwniez nieparzyste. Teraz patrzymy na réwnosé
a? + 8 +1=(c+d)>
Lewa strona tej réwnosci jest liczba nieparzysta, a prawa strona jest liczba

parzysta. Sprzecznosé ta kornczy nasze uzasadnienie negatywnej odpowiedzi na
postawione pytanie.

Na zakonczenie spéjrzmy jeszcze na rozklady liczby 120250.

120250 = 2552 4 2352
120250 = 2972 + 1792
120250 = 3052 + 1652
120250 = 315% + 1452
120250 = 3392 + 732
120250 = 3412 + 632
120250 = 3432 + 512
120250 = 3452 + 357

Wystepuja tu cztery kolejne liczby nieparzyste: 339, 341, 343 1 345.

-]

Ruzwluzanle zadania F 471,
Niech a = M/R®. Oznaczmy szukang energie przez V (M, H) Energia ta musi by¢ ujemna

i ze wagledéw wymiarowych wprost proporcjonalna do M?, a odwrotnie proporcjonalna do R:
V(M,R)= -k u"l'fgf.'rjf?., gdzie G jest stalg grawitacyjna, a k wspolezynnikiem liczbowym

Jesli zwiekszymy (przy stalej gestosci) promien o AR, to energia zwickszy si¢c o AV,
Obliczamy, ze AV = V(a(R+ AR)*, R4+ AR) — V(aR* R) = —kaG(R + AR)® + ka’GR® =
- —5ke’GR*AR + O((AR)?), dla AR — 0.

ﬂ "PJsz< my g(z) = O(f(z)), -i];--. r — g, jesli dla pe
nie oéd |g(x)| < C|f(x)| zachodzi dla ka

Rozwigzanie zadania F 472, 7 d[ ugiej strony, rozwe - energie potencjalng oddzialywania grawitacyjne o pomiedzy kula

o promieniu R a y warstwa kulista o promieniu wewnetrznym R i zewnetranym R 4+ AR
(oba ciala majg |_(ma,krw\ur of¢), otreymamy —AMMG/R < AV < —AMMG/(R 4+ AR), gdzie
AM =alR + L\R\’ —aR® = iah“AH { (J[{AH1'| dla AR — 0, ] a ]

mej stale] C 1 dla pewneg

» # xg nalezacego do te

Namawiamy do prawie dostownego

powtdrz 1\ rozZumowania przytoczonego

w rozwigzaniu poprzedniego zadania.

Wynik, : AV = —3a°GR*AR + (_J[L.&HJ ), dla AR — 0. Poréwnujac oba
- poprawki kwadratowe w AR (w tym energi¢ samooddzialywania
. 3MR? s S . ‘
I((M,R) = ——, k = 3/5. Ostatecznie,
10 anr2e
p . IM3G
nie zalezy od kata roswarcia stozka, V(M R) = - —

5H
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg osdb,

ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

Termin nadsylania rozwigzai:
31 V 1998

lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkalwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Rye.2 Przypominamy tresé zadan:
246. Trzy jednakowe jednorodne walce ulozono réwnolegle

w ,piramide” na poziomym stole tak, ze ich srodki utworzyly trdjkat
réwnoboczny. Jakie warunki musza spelnia¢: wspolczynnik tarcia p,
gérnego walca o dolne oraz wspdlezynnik tarcia gz miedzy walcami

a stolem, aby takie ustawienie bylo mozliwe? Dla uproszczenia

pominaé wzajemne oddzialywanie migdzy dolnymi walcami.

247, Transformator sklada si¢ » trzech uzwojen osadzonych na

wspdlnym rdzeniu (zamiast — jak zwykle — dwdéch). Do pierwszego
uzwojenia o n, zwojach przylozono napigcie przemienne

Rys. 3 r

247. Zgodnie z zalozeniem o jednakowej wartoéci strumienia @
dla kazdego zwoju, napiecia na wszystkich uzwojeniach drgaja
w jednakowej fazie, a ich amplitudy spelniaja zwiazek

Uy _U; Us

mn a T2 N L] '
Strumieri pola magnetycznego w rdzeniu jest réwny sumie
przyczynkéw od kazdego ze zwojéw, zgodnie ze wzorem

¢ = Lo(nify +nzla +nala),

gdzie I, Iz i I3 sa chwilowymi wartodciami natezen pradu.
Wspomniane zalozenie o malej impedancji kondensatora
i cewki oznacza, ze I;, Iz 1 I3 sa duze, a dokladniej — ze suma
w nawiasie po prawej stronie wzoru ma wartosé
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nastepujacych wnioskéw:

1. Kat « jest réwny 30?, natomiast, aby laczny moment sil wzgledem linii zetkniecia ze
stolem byl réwny zeru, sila F' dzialajaca ze strony gérnego walca musi leze¢ na prostej
przechodzacej przez te linie. Stad wynika 3 = o /2 = 15°.

2. Rozkladajac F' na skladowe — styczna F'sin 3 i normalna F' cos 3 — przekonujemy sie,

ze poélizg kul o siebie nie nastapi, jesli u1 > tgg.

3. Pionowa skladowa sily F' wynosi (1/2)P, gdzie P — ciezar gérnego walca. Zatem pozioma
skladowa I wynosi (1/2)Ptg(, a z drugiej strony jest ona réwna sile tarcia T' o stél. Poniewaz
R = (3/2)P, wiec otrzymujemy warunek braku poslizgu o stél w postaci up > (1/3)tg .
Podsumowujac, p1 > tg15° = 2 — /3 & 0,268, pz > (2 — /3)/3 =~ 0,089.

Zadania z fizyki nr 254, 255

Redaguje Jerzy B. BROJAN

254. Samochodzik-zabawka ma naped zaréwno na przednia, jak i na tylna o, lecz
wskutek bledu konstrukcyjnego na kazdych 10 obrotéw przedniej osi przypada

11 obrotéw tylnej osi (promieni kélek jest jednakowy). Jesli masa samochodzika wynosi
300 g, obie osie sa jednakowo obciazone, a wspélczynnik tarcia kélek o podloze jest
réwny 0,6, to jaka jest minimalna moc silnika pozwalajaca na jazde z predkodcia

15 cm/s po torze poziomym?

255. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 czestotliwo$é zasilania wynosi

f = 50 Hz, opornoéé opornika R = 100 2, pojemnosé kondensatora C' = 20 ul,

a zaréwki sa jednakowe. Charakterystyka pradowo-napieciowa zardwek jest
przedstawiona na rysunku 2. Okazalo si¢, ze przy pewnej wartosci skutecznej napiecia
#rédla U zaréwki palily si¢ jednakowo silnie, a przy wyiszym i nizszym napieciu

— niejednakowo. Obliczy¢ wartosé¢ U. Ktéra zarédwka palila sie jasnie] przy wyzszym,
a ktéra przy nizszym napieciu?

Rozwiazanie zadan z fizyki z numeru 11/1997

o amplitudzie U; i czestodci w, do drugiego uzwojenia o nz zwojach
przylaczono cewke o indukeyjnosci L, a do trzeciego uzwojenia

o na swojach — kondensator o pojemnogci C. Wyznaczyé amplitude
natezenia pradu plynacego przez pierwsze uzwojenie. Przy jakich
wartodciach parametréw obserwujemy rezonans?

Obowiazujg standardowe zalozenia charakteryzujace transformator
doskonaly — pomijamy straty energii, zakladamy, ze preez kazsdy
zwd) przechodzi jednakowy strumien pola oraz przyjmujemy,

ze impedancja uzwojen jest znacznie wigksza od impedancji

kondensatora 1 przylaczone) cewki

246. Rozpatrujac sily dzialajace na jeden z dolnych walcéw (rys. 3), dochodzimy do

znacznie mniejsza od kazdego ze skladnikéw (poréwnaj

analogiczne rozumowanie dla ,zwyklego” transformatora,

np. §19 w podreczniku J. Gintera dla III klasy liceum).

Uwzgledniajac przeciwne fazy I> i I3 otrzymujemy przyblizony

zwiazek miedzy amplitudami pradéw (ktére dalej oznaczamy

— niezbyt konsekwentnie — tymi samymi symbolami I, I i I3)
ny I-l = i’n.gfz = 713.{3|.

Podstawiamy I, = U /(Lw), Iz = U3Cw i znajdujemy

Uy | n2
11 = '-,}— Sy ‘H%CW
n{ | Lw

Warunek rezonansu ma postacé 'n% LCu? = 'ng



1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 V 1958

Czaotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 242 (WT'=1,50) i 243 (WT=3,00)
Z numeru 9/1997
Przemyslaw Gadzifiski— Sroda 31, 40,82
Andrzej Idzik — Boleatawiec 21,55

Jarostaw bazuka - Warszawa 21,27
Andrzej Nowogrodzki - Chocianéw 17,37

Zadania z matematyki nr 357, 358

Redaguje Marcin E. KUCZMA

357. Rozwazamy graf skierowany (o skoficzenie wielu wierzchotkach), w ktérym kazde
dwa rézne wierzcholki a, b sa polaczone dokladnie jedna z dwdch zorientowanych
krawedzi: a — b lub b — a. Ponadto kazda krawed? jest pomalowana albo na zétto,
albo na czerwono. Udowodnié, 7e istnieje wierzcholek, z ktérego mozna do kazdego
innego wierzcholtka dotrze¢ wzdluz krawedzi jednego kolorn, w kierunku zgodnym

z ich orientacja. (Do réznych wierzcholtkéw docelowych moga prowadzi¢ drogi réznych
koloréw.)

358. Liczby rzeczywiste a1, ...,a, spelniaja dla kazdej liczby rzeczywistej =
nieréwnosé

a1 sin® z + az sin® 2z + a3 sin® 3z + ... + an sin nw > 0.
Czy stad wynika, ze a1 +az +as+...+an =207

Zadanie 358 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1997
Przypominamy treéé¢ zadaii:

349. Wyznaczy¢ najwiekszg liczbe naturalng n, dla ktére] istnieje ciag liczb naturalnych

2o, T1,..., En O wlasnosdciach:

i 52 diad=D T a1 Ta=2:
%41 jest najmnie)szg liceby naturalng nie bedaca dzielnikiem liczby o,
350. W tréjkacie ostrokatnym ABC, ktéry nie jest rédwnoboczny, lzono wysokodei AD,

[PPOpProww:

BE, CF. Punkty Ga, Gg, Geo sg (odpowiednio) érodkami cig 1 tréojkatow EAF, FBD, DCE,

a punkty Oa, Og, Oc sy drodkami okregdw opisanych na tych katach. Udowodnié, ze proste

QaGa, OplGr, OcGe (czyll proste FEulera tych trzech tréjkatéw) przecinaja sig w jednym punkcie
349. Niech xp,71,...,7n bedzie ciagiem o podanych A skoro sa wzglednie pierwsze, ich iloczyn 21 = ab tez jest

wlasnoéciach. Jedli xg jest liczba nieparzysta, to r; = 2, czyli dzielnikiem zg — wbhrew okresleniu 1.

n = 1. Dalej przyjmijmy, ze xo jest liczba parzysta, i wobec tego

x> 2.

Zatem z1 jest potega liczby pierwszej. Jezeli 23 = 2%, k > 1, to
22 =3,23 =2, wiecn = 3. Jeselizad z1 =p¥, p>2, k> 1,

Przypuséémy, ze 1 nie jest potega liceby pierwszej; jest wigc to zp = 2, wigc n = 2. Wykazalismy w ten sposdb, ze n < 3.
iloczynem liczb a, b > 1 wzglednie pierwszych. Liczby te, jako Przyklad ciagu (6, 4, 3, 2) pokazuje, e n = 3 jest maksymalng
mniejsze od 1, sa dzielnikami liczby @g (w my$l okreslenia @ ). mozliwa wartoscia n.

C

E O¢

[07) Op

Rys. 1

350. Oznaczmy te trzy proste Fulera odpowiednio przez £ 4, £5, fo. Preyjmijmy, ze trédjka
punktéw (A, B,C) jest zorientowana dodatnio (poruszajac sie od punktu A do € wzdluz
lamanej ABC mamy wnetrze tréjkata ABC po lewej stronie). Niech H bedzie punktem
przeciecia wysokodci AD, BE, CF. Katy AEH i AF'H sa proste, wiec érodek O 4 okregu
opisanego na tréjkacie EAF pokrywa sie ze érodkiem odcinka AH. Podobnie punkty Og i Oq
sg srodkami odcinkéw BH i CH. Zatem tréjkat O 4O O jest podobny do tréjkata ABC

(rys. 1).

Jedli |£BCA| = #, to takie |£ZAFE| = |£BFD| = ~ (rys. 2) i wobec tego tréjkat FEA jest
obrazem tréjkata F'FBD w przeksztalceniu (podobienistwie) bedacym zlozeniem obrotu wokdl
punktu F' o kat 7—~ w kierunku dodatnim z pewna jednokladnoscia o érodku F'. Obrazem
prostej £z w tym przeksztalceniu jest prosta £ 4. Stad wynika, Ze proste £ 4 i £ przecinaja sie
w takim punkcie X, e albo tréjka (O 4,0 p, X) jest zorientowana dodatnio i |£Z0 4 XO0g| = 7,
albo tréjka (O 4,0p, X) jest zorientowana ujemnie i |£0 4 XOg| = 7—~ (rys. 3). W obu
przypadkach punkt X lezy na okregu opisanym na tréjkacie O 4OpOc.

Analogicznie wykazujemy, ze takze proste £4 i £ przecinaja sie w punkcie lezacym na tym
samym okregu. Jest to wiec punkt wspdlny wszystkich trzech prostych £ 4, g, {-.

XN

—y Op
X b

Rys. 3
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Patrz w niebo

Krzywa rotacji galaktyki v(r) nazywa sie zaleznos¢ predkosci gwiazd wzgledem
centrum galaktyki od odlegtosci od niego. Zaleznoé¢ ta jest zrodtem bardzo
waznych informacji o galaktyce, w pierwszym rzedzie o rozktadzie w niej masy.
Dwie szezegdlne krzywe rotacji jest tatwo zinterpretowaé. Liniowy wzrost
predkosci gwiazd ze wzrostem r dowodzi, ze galaktyka — przynajmniej w czesci
— obraca si¢ jak cialo sztywne, a to z kolei oznacza, ze jest réwnomiernie
wypelniona gwiazdami. Tak w przyblizeniu obracaja sie galaktyki eliptyczne

i centralne zgeszczenia galaktyk spiralnych. Drugi szczegdlny przypadek
realizuja planety obiegajace gwiazde centralna. Ich ruch podlega, jak wiadomo,
prawom Keplera, a 7 trzeciego prawa wynika, ze érednia predkosé v ~ r=1/2,
Tak tez poruszalyby sie gwiazdy w dysku galaktyki, ktorej wiekszosé masy
skupiona bylaby w zgeszczeniu centralnym. Takich galaktyk jest jednak niezbyt
wiele, a rzeczywiste krzywe rotacji w obszarze dysku przebiegaja zazwyczaj

w przyblizeniu ,poziomo”, tzn. v nie zalezy od r. Dowodzi to, ze masa w takiej
galaktyce ani nie jest skupiona w centrum, ani nie jest roztozona réwnomiernie
— zachodza rézne przypadki posrednie, gdzie o ksztalcie krzywych rotacji
decyduje zapewne rozklad niewidocznej materii zawarte] w galaktykach.

Krzywe rotacji doé¢ tatwo i pewnie wyznacza sie na podstawie dopplerowskich
przesunie¢ linii widmowych gwiazd tworzacych galaktyke, jezeli tylko widaé
ja w przyblizeniu (ale nie dokladnie) z krawedzi. Taka korzystna sytuacja
zachodzi dla do§é bliskiej (odlegtosé 6,5 Mpe) galaktyki M 106 (= NGC 4258)
w Psach Gonezych. Kilka lat temu przeprowadzono precyzyjne pomiary
polozen (z dokladnoseia do 0,2 milisekundy katowej, ezemu odpowiada
w galaktyce 0,07 pc) i predkoéci (z dokladnoécig nie gorsza niz 1 km/s)
maserowych Zrédet promieniowania radiowego krazacych blisko centrum
tej galaktyki. Przebieg krzywej rotacji okazal sie jak w podreczniku: ruch
maserowych radiozrddel jest z wysoka dokladnoscia keplerowski. Interpretacja
krzywej rotacji dowodzi, ze w centralnym obszarze M 106 o érednicy nie
przekraczajacej jednego roku éwietlnego skupiona jest masa 36 mln mas Sloica.
- Gdyby taki obszar wypelnialy gwiazdy, to obiekt ten bytby dynamicznie
niestabilny 1 w ciagu najwyzej 100 mln lat musialby sie zapas¢ do stanu czarnej
dziury wyrzuciwszy ewentualnie na zewnatrz niewielka czesé gwiazd. 100 mln
lat to maly utamek wieku galaktyki, zatem czarna dziura musi juz tam byé,
a M 106 jest — wérdd pobliskich galaktyk — najpowazniejszym kandydatem na
posiadacza masywnej czarnej dziury.

Tomasz KWAST

Marzec

W marcowe wieczory widzimy wysoko na niebie dwie najjadniejsze gwiazdy
Blizniat — Kastora i Polluksa. Stanowia one rzadki przypadek, gdy najjasniejsza
gwiazda gwiazdozbioru nie jest alfa. Tu alfa jest Kastor, ale najjasniejsza

jest beta — Polluks. Za to Kastor jest gwiazda az poszdstna, a dokladniej

sklada sie z trzech par spektroskopowo podwdjnych. Juz w niewielkiej lunecie
widaé, ze Kastor sktada sie z przynajmniej dwéch gwiazd, ale potezniejszych
przyrzaddw trzeba, by stwierdzi¢, ze jest tam jeszcze jedna staba gwiazda,

a ponadto wszystkie trzy sa bardzo ciasnymi uktadami podwéjnymi. Caly uktad
lezy w odlegloéei 14 pe od nas.

20 IIT mamy réwnonoc wiosenna, a wiec dni beda juz dluzsze od nocy, co z nie
caltkiem jasnych powoddéw wszystkich cieszy. Pelnia Ksiezyca wypada 13 111;
nastapi wtedy jego pdlcieniowe zaémienie, a wiee praktycznie niedostrzegalne.
Ksiezyc silnie zblizy si¢ do Saturna 1 III (ale bedzie to zbyt blisko Stonca), do
Aldebarana 5 III, do Wenus 24 II1 i zakryje Jowisza 26 III — ale podczas dnia.
Zreszta Jowisz znajdujacy sie w Wodniku jest obecnie niewidoczny, tak samo
Mars i Saturn w Rybach. Jedynie Wenus widaé doskonale nad ranem w Strzelcu,

27 111 osiagnie ona najwicksza katowa odleglosé od Slonca.
T.K.
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CYFROMANIA (3)

Jako pretekst do dalszych rozwazan wezmy nastepujace

Zadanie: Czy potega tréjki moze mieé¢ konicéwlke
1998-cyfrowa zlozona z jednakowych cyfr? A z 999
jednakowych grup dwucyfrowych?

Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, musimy najpierw
zrozumied, jakie grupy cyfr moga by¢ koncowkami poteg
trajki.

Reszty z dzielenia poteg tréjki przez 5% zachownja sie
tak, jak reszty z dzielenia poteg dwdéjki — tworza ciag
okresowy o okresie 4 - 5571 i wyczerpuja wszystkie reszty
niepodzielne przez 5. Dochodzi jednak do glosu kwestia
reszt z dzielenia przez 2%, ktdra teraz sie zajmiemy.

Niech @ > 1 bedzie liczba nieparzysta. Reszty z dzielenia
a” przez 2' sa réwne 1, tworza wiec ciag okresowy

o okresiec Oy = 1. Poniewaz a® — 1 dzieli sie przez 2°, wiec
ciag reszt 7z dzielenia a™ przez 2° ma okres 2. Najmniejszy
okres O3 moze byé réwny 1 lub 2.

Jedli Os = 1, to takie Oz = 1, jedli natomiast Oz = 2, to O
moze by¢ rowne 1 lub 2.

Jaki jest najmniejszy okres Oy ciagu reszt z dzielenia o™
przez 257

Dla nieparzystych b > 11 k > 2 zachodzi implikacja
2|6 — 1 = 2%+1|p? — 1. Istotnie, skoro 2*|[b — 1, to 2||b+ 1
i 286 — 1) (b +1).

Wykorzystujac te zaleznosé otrzymujemy:

Oy =1, O jest réwne 1 lub 2. Przy tym niech 2!|[a®? — 1,
gdzie [ > 2. Wtedy O2 = O3 = ... = O; oraz Opq1 = 20y
dla k= 1. W przypadkn ¢« = 3 mamy Oy =1, O, = 03 =2
oraz O = 272 dla k > 4.

21

Reszty z dzielenia poteg tréjki przez 2'%* moga wiec

é 21996

Przyjmowa wartosci — nietrudno zobaczyé, ze sa to

liceby podzielne przez 8 z reszta 1 lub 3.

Przejdimy teraz do przeanalizowania, jakie koficowki moga
mie¢ potegi tréjki.

k = 1. Potegi tréjki przy dzieleniu przez 5' daja ciag reszt
o okresie 4, a pray dzielenin przez 2' - ciag o okresie 1.
Okres ciagn reszt z dzielenia przez 10" (czyli koiicéwek
I-cyfrowych) jest najmniejsza wspélna wielokrotnoscia tych
okreséw i wynosi 4. Sa wiec 4 mozliwe koncéwki 1-cyfrowe:
b2 i

k = 2. Okres ciagn koncéwek dwucyfrowych wynosi
NWW{20,2) =20 i tyle jest mozliwych koricéwek,
jakie moga mieé¢ potegi tréjki. Jest ich 5 razy wiecej niz
koricowek 1-cyfrowych. Kazda koficéwka 1-cyfrowa moze

by¢ rozszerzona do koricéwki 2-cyfrowe] na 5 sposobdw
przez dodanie na poczatku jednej z piecin cyfr parzystych
lub jednej z pieciu cyfr nieparzystych — wynika to

z rozwazenia ciagu reszt z dzielenia przez 20, ktory ma
okres 4.

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze przedostatnia cyfra
musi byé we wszystkich 4 przypadkach parzysta.
OdpowiedZ na pierwsze pytanie postawione w zadaniu
jest wiec negatywna: ostatnie 2 cyfry potegi tréjki sa
zawsze rézne, bo sa rdéinej parzystosci. Na drugie pytanie
odpowiemy w nastepnym numerze I'-limatiasu.

JWR
MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (2)

Zadanie: Dowiesé, ze liczba /3 — /8 — /2 jest

niewymierna.

Rozwigzanie: Liczba —/2 jest niewymierna. Takze liczba
3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byla wymierna, to

jej kwadrat 3 — /8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest.

Zatem liczba /3 — /8 — 1/2 jest niewymierna jako suma
liczb niewymiernych.

JWR
MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (3)

1
Zadanie: Obliczyé catke f f(z)dz, gdzie

-1

f(r) —_ { sz.el,l’r]_-'_,_,—l,fr) dla = # 0 i
0 dla © =0

Rozwiqzanie: Bez trudu mozna sprawdzié, ze f jest

ciaglta w zerze (zob. wykres), a zatem obliczenie calki
1

f f(z)dz nie powinno nastrecza¢ trudnosci. Poniewaz
-1

flz) = WW‘_) poza pojedynczym punktem z = 0,

po wykonaniu podstawienia ¢ = ¢'/* otrzymujemy
1 1 e
dx di
/ flz)dz = / (el 4 o=i/5) v = / A
) e 1fe
e
=

T
= —arctgt = —arctge 4 arctg — = — — Zarctge < 0.

1fe €

Jak to mozliwe, ze calka z funkcji nieujemnej jest mniejsza
od 07

JWhR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW: e-mail: Jwr@d math.uni.wroe.pl
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