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Tablica Mendelejewa?
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Gdzie konczy

Rozrózniamy dwa rodzaje jader
atomowych: jadra trwale oraz takie,
które ulegaja rozpadom zmieniajacym ich
sklad, czyli prowadzacym do innych juz
jader. Rozpad moze zaistniec tylko wtedy,
gdy jest to korzystne energetycznie.
Innymi slowy, warunkiem koniecznym
kazdego rozpadu jest, aby suma mas
wszystkich produktów rozpadu byla
mniejsza od masy ukladu wyjsciowego.

Dla jader naj ciezszych najwazniejszymi
rozpadami sa: rozpad a i samorzutne
rozszczepienie. Rozpadem a nazywamy
wyrzucenie z jadra czastki a, tj. jadra
helu 4He,. Rozszczepienie jadra
atomowego polega natomiast na
podziale jadra na czesci (fragmenty)
o porównywalnej wielkosci.

Wielkoscia fizyczna charakteryzujaca
szybkosc rozpadu jest czas (okres)
polowicznego zaniku T'i" Jest to czas,
w którym liczba jader, w wyniku rozpadu,
maleje do polowy.

Pod koniec 1994 roku w osrodku badawczym GSI (Gesellschaft fur
Schwerionenforschung) w Darmstadcie w Niemczech miedzynarodowy zespól
fizyków wytworzyl ciezkie pierwiastki o liczbach atomowych Z = 110 i Z = 11l.
Pierwiastek o liczbie atomowej Z = 112 wyprodukowano w tym s,amym osrodku
na poczatku 1996 roku. Uklad okresowy pierwiastków chemicznych, nazywany
czesto Tablica Mendelejewa, wzbogacil sie wiec o trzy nowe pierwiastki. Nie
maja one jeszcze powszechnie uznawanych nazw wlasnych, sa wiec oznaczane
przez liczby 110, 111 i 112, które sa najwiekszymi liczbami atomowymi
zaobserwowanymi dotychczas.

Znane obecnie pierwiastki Rf (rutherford, Z = 104), Db (dubna, 105), Sg
(seaborg, 106), Bh (bohr, 107), Hs (has, 108), Mt (meitner, 109), 110, 111
i 112, jak równiez pierwiastki o liczbach atomowych Z > 112, które planuje
sie wytworzyc w laboratoriach naukowych, nazywane sa pierwiastkami
superciezkimi. Izotopy kazdego z tych pierwiastków, czyli ich jadra atomowe
rózniace sie liczba neutronów, nazywane sa jadrami superciezkimi. Wszystkie
znane jadra superciezkie powstaly w reakcjach syntezy (zlaczenia) dwóch
lzejszych jader atomowych, w których bombardowano zjonizowanymi
atomami-pociskami tarcze wykonane z bardzo cienkiej warstwy atomów innego
pierwiastka.

Synteza pierwiastków 110, 111 i 112 poprzedzona byla synteza pierwiastków
Bh, Mt i Hs dokonana w pierwszej polowie lat osiemdziesiatych równiez w GSI
w Darmstadcie. Zostaly one wyprodukowane w ukladzie doswiadczalnym
skladajacym sie ze zródla jonów, akceleratora, tarczy, ukladu selekcyjnego oraz
ukladu detekcyjnego. Zródlo jonów dostarcza zjonizowanych atomów-pocisków,
które nastepnie sa przyspieszane w akceleratorze do energii umozliwiajacej
zajscie reakcji jadrowej podczas zderzenia wiazki pocisków z tarcza, Tarcza
musi byc dostatecznie cienka (grubosci rzedu 0,5 mg/cm2), aby produkt
syntezy nie ugrzazl w niej. W celu zapobiezenia zbyt szybkiemu przepaleniu
tarczy przez wiazke uzywa sie kilku tarcz umieszczonych na kole wirujacym
w plaszczyznie prostopadlej do kierunku padania wiazki. Wirowanie zapewnia
równomierne naswietlanie tarczy i umozliwia wypromieniowanie ciepla
miedzy kolejnymi naswietleniami, a wiec chlodzenie tarczy. W ukladzie
selekcyjnym, znajdujacym sie za tarcza, powstale w wyniku bombardowania
tarczy pozadane nieliczne produkty syntezy oddzielane sa od tla zawierajacego
niepozadane produkty reakcji i bardzo liczne atomy-pociski, które przeszly
przez cienka tarcze nie wchodzac w reakcje z jej atomami. Uklad selekcyjny
nazywany jest czesto filtrem predkosciowym, poniewaz oddziela zjonizowane
produkty syntezy i atomy tla za pomoca kombinacji pól magnetycznych
i elektrycznych wykorzystujac fakt, ze ciezkie produkty syntezy maja znacznie
mniejsza predkosc od atomów tla. Dzieje sie tak dlatego, ze w przypadku
syntezy wzglednie lekki pocisk musi podzielic sie swa energia kinetyczna ze
znacznie ciezszym i poczatkowo nieruchomym jadrem tarczy (scisle mówiac
- nieruchomym w kierunku padania wiazki), z którym laczy sie w jedno jadro
przemieszczajace sie w kierunku ukladu detekcyjnego. Uklad detekcyjny
umozliwia zarejestrowanie i zidentyfikowanie produktów syntezy. Jego glównym
elementem jest detektor krzemowy, w którym zatrzymuja sie zsyntetyzowane
jadra. Uklad detekcyjny mierzy chwile implantacji oraz polozenie i energie
kinetyczna zsyntetyzowanego jadra, a takze chwile rozpadu oraz polozenie
i energie kinetyczna produktów rozpadu zsyntetyzowanego jadra i jader,
które powstaja w wyniku kolejnych rozpadów. Zsyntetyzowane w GSI izotopy
pierwiastków Bh, Hs, Mt, 110, 111 i 112 rozpadaja sie przez emisje czastki a.
Rozpad ten zapoczatkowuje lancuch kolejnych rozpadów a. Czas, uplywajacy
miedzy implantacja a pierwszym rozpadem, jest czasem, jaki przezylo
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zsyntetyzowane jadro z dokladnoscia do czasu przelotu zsyntetyzowanego jadra
od tarczy do detektora. Najkrócej zyjacym jadrem superciezkim, jakie moze byc
zaobserwowane po jego zsyntetyzowaniu we wspólczesnych eksperymentach, jest
zatem jadro przezywajace tylko czas przelotu od tarczy do detektora, wynoszacy
okolo l J.lS. Róznica czasu miedzy kolejnymi rozpadami jest czasem, jaki przezylo
dane jadro w lancuchu. Znajomosc przynajmniej jednego jadra (jego wlasnosci
fizycznych) pozwala zidentyfikowac wszystkie jadra w lancuchu.

Z analizy systematycznego zmniejszania sie prawdopodobienstw zajscia reakcji
syntezy zmierzonych dla pierwiastków Rf, Db, Sb, Bh, Hs i Mt wynikalo,
ze wytworzenie i zaobserwowanie pierwiastka 110 bedzie wymagalo podniesienia
efektywnosci ukladu doswiadczalnego okolo dziesieciokrotnie w stosunku
do efektywnosci, przy której zostal zaobserwowany pierwiastek Hs w roku
1984. W ciagu 10 lat dokonano istotnych ulepszen ukladu doswiadczalnego,
które pozwolily podjac udana próbe syntezy nie tylko pierwiastka 110, lecz
takze pierwiastków 111 i 112. Dzieki tym usprawnieniom zaobserwowano
cztery jadra 269110159 w ciagu 12 dni bombardowania tarczy 208Pb126 jonami
62Ni34 przyspieszonymi do energii 311 Me V. Natezenie wiazki pocisków
wynosilo 3 .1012 jonów/s. Uzycie jako pocisku atomu niklu bogatszego
o dwa neutrony zaowocowalo wzrostem prawdopodobienstwa zajscia reakcji
syntezy. W ciagu 3,5-dniowego bombardowania tarczy olowiowej jonami 64Ni36
o energii 313 MeV zaobserwowano szesc przypadków syntezy jadra 271110161.
Synteze jadra 271110161 przeprowadzano takze przy nieco innych energiach
pocisków. W sumie zarejestrowano dziewiec przypadków syntezy jadra 271110161.
W GSI zaobserwowano ponadto trzy jadra 27211h61 i dwa jadra 277112165.
Zsyntetyzowane jadra 269110159,271110161,272111161 i 277112165 rozpadly sie
przez emisje czastki et po czasie rzedu 0,1-1 ms.

Wszystkie wytworzone dotychczas jadra superciezkie sa zaznaczone na rysunku l
kwadracikami. Na osi poziomej odlozona jest liczba neutronów N, a na pionowej
liczba protonów Z w jadrze atomowym. Rysunek ten przedstawia takze
teoretyczne wartosci energii deformacji dla parzysto-parzystych (parzyste
zarówno Z, jak i N) jader superciezkich juz znanych, jak równiez tych jeszcze
nie odkrytych. Energia deformacji to wartosc, o jaka obniza sie energia jadra
dzieki temu, ze przyjmuje ono ksztalt zdeformowany zamiast kulistego. Energia
ta wyrazona jest w megaelektronowoltach (MeV). Jej wartosci liczbowe sa
podane przy poziomicach.

190180170
N

160150
100

120

Edef (MeV)

Z
110

Rozwiazanie zadania M 840.
Jesli a, b, c spelniaja nasz uklad
równan, to sa one (wobec wzorów
Viete'a ) pierwiastkami wielonllanu
vVr(x) = X3 - 15:"2 + 72x - l' dla
pewnego ,. E R. Obliczajac pochodna
stwierdzamy, ze ~vr ma 111al,simum
w x = 4 i lTIlIlllnUnl w x = 6, jest rosnacy

na (-00,4] U [6,00) i malejacy na [4,6].
\iVielolnian ~V1' lna 3 pierwiastki wtedy

l tylko wtedy, gdy r E [108,112],przy
czym lTIOZna sprawdzic, ze W108 111a

pierwiastki 3,6,6, a Wl12 Ina pierwiastki

4,4,7. Dla,' E (l08, ID) pierwiastki sa
rózne, po jednym w kazdym z przedzialów
(3,4), (4,6), (6, 7). W dodatku
l<azdy punkt kazdego z tych trzech
przedzialów jest pierwiastkiem pewnego
wielomianu Wr (bowiem wykres W,.
powstaje z przesuwania wykresu l-V 108)'

4 ~ .•.......•..•.,_ II: Rys. 1

Jadra atomowe klasyfikujemy jako dobrze zdeformowane (Edef 2: 2 MeV),
przejsciowe (Edef :S 2 MeV) lub kuliste (Edef ~ O). Z rysunku l wynika,
ze wszystkie zsyntetyzowane dotychczas jadra superciezkie sa dobrze
zdeformowane. Niestety, nie mamy na razie eksperymentalnego rozstrzygniecia,
czy jadra te sa zdeformowane, czy nie. Z rysunku l wynika równiez,
ze naj ciezsze z wyprodukowanych dotychczas jader, 277112165, lezy bardzo blisko

Wynika z tego, ostatecznie, ze A = [3,7]. obszaru hipotetycznych kulistych jader superciezkich (Edef ~ O), które
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zbudowane sa z wiekszej liczby neutronów w porównaniu ze zdeformowanymi
jadrami superciezkimi.

Jadra atomowe moga rozpadac sie
równiez poprzez rozpad (3- polegaj acy
na emisji elektronu prowadzacej do
przemiany danego jadra A ZN w jadro

A(Z + l)(N_l). Mozliwa jest tez
przemiana (3+ (emisja pozytonu)
lub wychwyt jednego z elektronów
otaczajacych jadro (WE). Oba te
procesy skutkuja powstaniem jadra
A(Z - l)(N+l). Znaczna liczba jader
atomowych nie ulega zadnej z przemian
(3-, (3+ oraz WE. Sa to tzw. jadra
(3-stabilne.

Wiele zdeformowanych jader superciezkich udalo
sie wytworzyc w warunkach laboratoryjnych (patrz
rys. 1). W niezbyt odleglej przyszlosci zostana podjete
próby syntezy kulistych jader superciezkich. Jadra te
cechuja sie wieksza liczba neutronów w porównaniu
ze zdeformowanymi jadrami superciezkimi. Do ich
syntezy potrzebne sa wiec pociski o duzej liczbie
neutronów, która nie mogla byc osiagnieta przy
dotychczas stosowanych stabilnych pociskach.
Dlatego duze nadzieje na synteze kulistych jader
superciezkich wiazane sa z opanowaniem techniki
neutrononadmiarowych wiazek radioaktywnych.

190185

Obliczone czasy polowicznego zaniku T1/2 dla wielu kulistych jader
superciezkich, pokazane na rysunku 2, sa dostatecznie duze, aby jadra te
mogly byc gromadzone i przechowywane przez dluzszy czas, gdyby udalo
sie je zsyntetyzowac. Na przyklad, czas polowicznego zaniku, obliczony dla
,e-stabilnego jadra 292110182, wynosi 51 lat. Czasy polowicznego zaniku
przewidywane dla wielu kulistych izotopów pierwiastków superciezkich,
poczynajac od Rf, a konczac na pierwiastku 115, sa wieksze niz 1 sekunda.
Umozliwia to badanie wlasnosci chemicznych tych pierwiastków, gdyby ich
kuliste izotopy zostaly zsyntetyzowane. Synteza kulistych izotopów tych
pierwiastków otworzylaby szerokie pole badan dla chemii i fizyki atomowej.

Pamietac jednak nalezy, ze do obliczenia czasów
polowicznego zaniku zastosowany zostal wzglednie
prosty model opisujacy rozpad 0:. Rozpad ten
jest przewidywany jako dominujacy dla jader
superciezkich. Uzyty model moze nie uwzgledniac
pewnych efektów w dostatecznym stopniu. Moze
to oznaczac, ze kuliste jadra superciezkie sa nieco
bardziej stabilne w stosunku do przewidywan
teoretycznych przedstawionych na rysunku 2.

175 180
N

170165

1s
---------------

1h- --- ---- ---- - -------

1rns-----------------------------------

-!~~~---------------------.,-------------------

160
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,.-...

'"'-'(:l~oio

Rys. 2

Przewidywany obszar kulistych jader superciezkich jest nieco wiekszy od
przedstawionego na rysunku 1, gdyz ten ostatni ogranicza sie tylko do jader
parzysto-parzystych. Jak wiemy z obserwacji lzejszych jader, jadro bogatsze
o jeden proton badz proton i neutron od danego jadra parzysto-parzystego ma
czas polowicznego zaniku porównywalny, a czasem istotnie wiekszy, od czasu
polowicznego zaniku danego jadra parzysto-parzystego. Dzieki tej prawidlowosci
pierwiastek 121 byc moze zamknie Tablice Mendelejewa. Przynajmniej na razie
jest prawdopodobnie naj ciezszym pierwiastkiem, mozliwym do zsyntetyzowania
po opanowaniu techniki neutrononadmiarowych wiazek radioaktywnych.
Rozszerzenie Tablicy Mendelejewa o pierwiastki o Z ;:::121 wymaga wynalezienia
metody umozliwiajacej synteze i detekcje jader superciezkich zyjacych krócej
niz 1 J.lS.

Rozwiazanie zadania M 83_9_. _

Jm + Jn + ~ > Jn + J-m-+-";-'-'-+-.-.-.. Dla k = l mamyoczywiscie..;m >.,;n. Dla k =::
mamy Jm + .,;n > Jn + ..;m, bo m - n = (..;m + V11)(..;m - .,;n) > ..;m - .,;n.

Jesli teraz;v > y > 0, to J m + Jn + vx > J n + Jm + vy,
bo m - n > ..;m - ..;n> ../m + x - vn+x > ";m + y - vn+x
Przedostatnia nierównosc wynika z tego, ze dla m > n > ° funkcja ";m + x - vn+x jest, dla x ~ O,

malejaca.
Wystarczy teraz zastosowac indukCJe, by otrzymac nasza nierównosc.
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Zasada szufladkowa Dirichleta w mechanice

Henryk ZOLADEK

Zastosowania zasady Dirichleta, które opisujemy
ponizej, opieraj a sie na jednym podstawowym
zjawisku.

Niech SI bedzie okregiem parametryzowanym przez
kat mod 27r. Rozwazmy obrót tego okregu o kat a.
Obrazy punktu <p przy powtarzaniu obrotu tworza
zbiór

<p, <p + a, <p + 2a, <p + 3a, ..• (mod 27r)

nazywany orbita punktu <p.

<Pl = 27rk sa utozsamiane; podobnie jest z liniami
<P2 = 27rm.

CP2

21t

Rys. 2.

Równania ruchu i ich rozwiazanie (2) mozna teraz
zrzutowac na torus. Otrzymamy tak zwana obmotke.

gdzie Wl, W2 sa skladowymi stalej predkosci punktu,
a kropka oznacza pochodna wzgledem czasu.
Rozwiazaniami sa proste

<Pl = Wl, <P2 = W2 ,(1)

Rozwazmy punkt materialny na plaszczyznie <Pl, <P2,

poruszajacy sie ruchem bezwladnym i prostoliniowym
(przyspieszenie jest równe zeru). Równania ruchu sa
postaci

Twierdzenie 1.
(a) Jesli a/27r = p/q, q> O, jest ulamkiem

nieskracalnym, to orbita kazdego punktu okregu jest

zbiorem q-elementowym.

cp+4a

Rys.!.

(b) Jesli a/27r jest liczba niewymierna, to orbita

kazdego punktu okregu tworzy zbiór wszedzie gesty na

okregu.

Zbiór A jest wszedzie gesty na okregu, jesli kazdy luk zawiera
przynajmniej jeden punkt zbioru A.

Dowód tego twierdzenia, w przypadku (b)
przeprowadzony za pomoca zasady szufladkowej
Dirichleta, pojawial sie w Delcie wiele razy
(np. w artykule R. Kolodzieja o Wielkim Twierdzeniu
Ponceleta w numerze 6/1997). Jego zastosowania
wykraczaja poza mechanike, o czym mozna przekonac
sie np. rozwiazujac samodzielnie ponizsze zadanie (tez
juz w Delcie omawiane).
Zadanie.
Rozwazmy ciag pierwszych cyfr poteg dwójki:

1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,8, ...

Czy wystapi w tym ciagu cyfra 7?

Okazuje sie, ze w zaskakujaco duzej liczbie przykladów
mechanicznych i geometrycznych zachodzi alternatywa
analogiczna do tej z Twierdzenia 1.

Przyklad 1. Obmotka torusa. Torus T2 jest to
iloczyn kartezjanski dwu okregów, T2 = SI X SI;
torus wyglada jak powierzchnia detki (scislej: jest
jej topologicznie równowazny). Wygodnie jest
przedstawiac go jako plaszczyzne <Pl, <P2 zwinieta
w dwu prostopadlych kierunkach: wszystkie linie

Rys. 3. Obmotka torusa.

Mówimy, ze liczby Wl, W2 sa wymiernie niezalezne,

jesli z równosci kIWI + k2w2 = O, z calkowitymi kI,

k2, wynika, ze kI = k2 = O. Na przyklad: .J6 i V8 sa
wymiernie niezalezne, a J2 i V8 - nie.

Twierdzenie 2.
(a) Jesli Wl i W2 sa wymiernie zalezne, to kazda krzywa

fazowa (2), zrzutowana na torus, jest zamknieta.

(b) Jesli Wl iW2 sa wymiernie niezalezne, to kazda

krzywa fazowa (2) jest wszedzie gesta w torusie.

Dowód.
(a) Jesli kIWI + k2w2 = O, ki + k~ =1= o, to równania
z niewiadoma T,

<Pl (T) = <pl(O) + 27rk2, <P2(T) = <P2(0) - 21rkl ,

sa niesprzeczne. Ich wspólne rozwiazanie stanowi okres
krzywej (2) na torusie.
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(b) Gd~ Wl i W2 sa wymiernie niezalezne, to
liczba W2/Wl jest niewymierna. Rozwazmy punkty

kolejnych przeciec krzywej fazowej (2) z poludnikiem

'Pl = O (mod 27r) (rysunek 4). Ich szerokosci
geograficzne beda równe

'P2,k = 'P2,O + 27r(W2/Wl)k (mod 27r).

To zas jest orbita punktu 'P2,O okregu wzgledem

obrotu o kat 27rW2/Wl. Z Twierdzenia 1 wynika,

ze jest ona gesta na okregu. Poniewaz kolejne galezie

trajektorii (2) w T2 sa równolegle, wiec dostajemy
stad gestosc calej krzywej (2) w torusie.

Zadanie.

(a) Wykazac, ze dla w = 1 pozostale krzywe Lissajous sa

elipsami o srodku w O. Przesledzic, jak zmieniaja sie przy

zmianie 0:'2 z 0'1-

(b) Dowiedziec sie, co to sa wielomiany Czebyszewa i wykazac,

ze dla w = n, cq = -1r/2, 0'2 = -n1r/2 krzywa Lissajous lezy

w wykresie wielomianu Czebyszewa.

Twierdzenie 3.
(a) Jesli w jest liczba wymierna, to krzywa Lissajous

jest krzywa okresowa (zamknieta). (b) Jesli w jest liczba
nie wymierna, to krzywa Lissajous zapelnia gesto ekran

oscyloskopu.

Rys. 6. Przyklady krzywych Lissajous.

x = -(g/l)x

.. 2
X2 = -w X2.

Rys. 7.

(4)

Energia kazdego z wahadel sklada sie z energii

kinetycznej ~vl, gdzie Vi = Xi, oraz z energii

potencjalnej ~xi (lub ~w2xD i jest stala:
1212 12122

(5) -VI + -Xl = El, -V2 + -w x2 = E2.2 2 2 2

Równania (5) okreslaj a w czterowymiarowej

przestrzeni Xl, X2, VI, v2 dwuwymiarowa powierzchnie.
Jest to iloczyn kartezjanski krzywych zadanych
w plaszczyznach fazowych Xl, VI i X2, V2 obydwu

ukladów. Poniewaz krzywe te sa topologicznie

Dla dowodu tego twierdzenia potrzebny nam bedzie

Przyklad 3. Male drgania ukladu niezaleznych
wahadel. Równanie wahadla w przyblizeniu dla

malych drgan (tzn. tam, gdzie sin X ~ X) ma postac

(g jest przyspieszeniem ziemskim). Mozna zawsze
dobrac skale czasu tak, aby wspólczynnik przy X

wynosil 1. Zalózmy, ze mamy dwa niezalezne takie

wahadla (np. jedno podwie,szone pod drugim);
odpowiada im uklad równan

Aby znalezc ksztalt tej krzywej, wezmy walec

z podstawa o promieniu Al i tasme o szerokosci 2A2.

Narysujmy na tasmie sinusoide o okresie 27rAdW

i amplitudzie A2 i naklejmy ja na powierzchnie

boczna walca. Okaze sie wtedy, ze rzut sinusoidy na
plaszczyzne Xl, X2 to wlasnie krzywa Lissajous.

Ksztalt krzywej Lissajous w istotny sposób zalezy od

liczby w. N a przyklad, dla w = 1 i al = a2 krzywa (3)

to przekatna prostokata. Dla w = 1 i a2 = al + 7r

dostajemy druga przekatna·

Rys. 4.

Przyklad 2. Krzywe Lissajous. Figury Lissajous

mozna ogladac na oscyloskopie, jesli poda sie dwa
niezalezne oscylujace napiecia na cewki odchylajace.

Matematycznie opisuja sie one nastepujaco.

W prostokat lXII < Al, IX21 < A2 wpisujemy krzywa

(3) Xl = Al sin(t + ad, X2 = A2 sin(wt + (2)'

Poruszajacy sie punkt materialny dokonuje

niezaleznych drgan: z czestotliwoscia 1 i amplituda Al

w poziomie i z czestotliwoscia w i amplituda A2

w plOme .

Rys. 5.
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M/r2

±V2(E - V(r))

d'P

dr
(8)

To równanie mozna po prostu scalkowac (choc
nie zawsze odpowiednia calka wyraza sie przez

kwadratury). My ograniczymy sie do opisu ruchu.

r = -V'(r),

gdzie V(1") = U(r) + M2/2r2 jest tzw. efektywna

energia potencjalna. Jednokrotne scalkowanie prowadzi

do prawa zachowania energii, lr2 + V(r) == E, które
pozwala wyliczyc predkosc zmian r:

to zmienna r wydzieli sie: otrzymamy równanie

Z drugiej strony, równanie (7) okresla predkosc
zmian 'P. Oba równania pozwalaja wyznaczyc

równanie trajektorii 'P = 'P( r). Dzielac je stronami,
czyli eliminujac czas, dostajemy

r = ±V2(E - V(r)).

(7)

oraz

Z lematu wynika, ze

M = I(r~) x (r~ + r<jJe<p)I = r2<jJ, dla <jJ > O.

Aby zapisac równania Newtona w nowych

wspólrzednych, rózniczkujemy równanie (6)
wykorzystujac powyzsze wzory. Dostaniemy

i = (rer + r<jJe<p)'= (r - r<jJ2)er + (2r<jJ + r<i;)e<p.

Poniewaz sila wynosi F (r) er, wiec porównanie

skladowych radialnych daje r = F(r) + r<jJ2. Jesli
uwzglednimy prawo zachowania momentu pedu

Rys. 8.

e,. = <jJe<p, e<p= -<jJer .

Dowód na podstawie rysunku 8 pozostawiamy

Czytelnikowi.

(6)

Niestety, teraz musimy dokonac pewnych

przeksztalcen. Chcemy rozdzielic zmienne

i dlatego przejdziemy do biegunowego ukladu
wspólrzednych r, 'P.

Lemat. Zachodza zaleznosci:

tg'Pl = Vl/Xl, tg'P2 = V2/WX2'

Wtedy okaze sie, ze:

l) 'Pl(t) = t + al, 'P2(t) = wt + a2, czyli rozwiazanie

ukladu (4) okresla obmotke torusa.

2) Prostokat lXii < Al, IX21 < A2 jest rzutem

torusa (5) na plaszczyzne Xl, X2·

3) Rzuty krzywych fazowych ukladu (4) sa krzywymi
Lissajous w prostokacie.

Stad wynika Twierdzenie 3.

Przyklad 4. Ruch w polu centralnym.
Niech x = (Xl, X2) oznacza wektor w ~2 i niech

r = J xi + x~ oznacza jego dlugosc. Oznaczmy
przez ~ = x/r jednostkowy wektor w kierunku

x#- 0, a przez e<p= (-X2, xd/r jednostkowy wektor
w kierunku zmian kata biegunowego 'P (rys. 8). Mamy
x=r~.

Zadanie.

Udowodnic, ze M(t) = const i ze jest to równowazne stalosci

p,.~dkosci polowej: w jednakowych odst~pach czasu wekto,.

wodz'l:cy zahesla ,.ówne pola (rys. 8).

Z mechaniki wiadomo, ze w takim ukladzie

jest zachowywana jego energia calkowita

E = li12/2 + U(r), gdzie U(r) = - J:oF(s)ds jest
energia potencj alna. Co wiecej, drugie prawo Kepiera
mówi, ze zachowany jest moment pedu punktu
wzgledem poczatku ukladu wspólrzednych.

Momertt pedu to iloczyn wekt<?rowy promienia
wodzacego x i wektora pedu x (mase przyjelismy

równa l). Mamy zatem

M = Ix x xl = IX1X2 - X2X11 = const.

x = F(r)er .

Na przyklad, dla wahadla sferycznego w przyblizeniu

dla malych drgan mamy F(r) = -r, a dla zagadnienia

Keplera (czyli ruchu w polu grawitacyjnym
wytworzonym przez mase umieszczona w x = O) jest

F(r) = -cr-2.

Ruch punktu materialnego w centralnym polu sil jest

opisany wzorem Newtona

okregami, wiec uklad równan (5) opisuje torus T2

w ~4 = {(Xl,X2,Vl,V2)}'

Lemat. Równania (4)maja rozwiazania postaci (3).

Rzeczywiscie, przekonujemy sie o tym rózniczkujac

dwukrotnie funkcje Xl,2(t). Przy okazji sprawdzamy,
ze Vi = Al cos(t + al), V2 = W cos(wt + (2)'

Jesli teraz Ai = 2El, A~ = 2E2, to krzywa fazowa

{Xl(t), X2(t), Vl(t), V2(t)} lezy na torusie (5).
Wprowadzmy jeszcze zmienne katowe 'Pl, 'P2 na torusie

tak, aby

fi



rmax

Zalózmy, ze wykres efektywnego poten.cjalu ma

ksztalt pokazany na rysunku 9. Równanie (8) moze

zachodzic tylko dla V(r) < E, czyli w pierscieniu
rmin ~ lxi ~ rmax· Ten pierscien pelni role prostokata

z teorii figur Lissajous.

v

Nietrudno tu dostrzec obroty, np. kolejne powroty
na okrag apocentryczny. Jesli kat O:" z rysunku 9 jest

niewspólmierny z 'lr, to trajektoria dowolnego punktu
jest gesta w pierscieniu, a w przeciwnym przypadku
jest krzywa zamknieta. Mozna tutaj tez znalezc torus

T2 C JPl.4 z obmotka, której rzut jest nasza trajektoria.

Jako ciekawostke przytocze przeksztalcenie (znalezione przez
K. Bolina), które zamienia uklad wahadla sferycznego w uklad
KepIera: jesli zespolona funkcja z = z(t) = Xl + iX2 E C
spelnia równanie Hooke'a z = -z, to zmienna Z = z2 z nowym

czasem T, dla którego moment pedu pozostaje staly, spelnia

równanie powszechnego ciazenia d2 Z/dT2 = -cZ/[ZI3.
Otrzymuje sie stad okresowosc orbit keplerowskich, a nawet
wiecej, mozna wykazac, ze gdy zmienna z(t) zakresla elipse
o srodku w O, to Z( T) = z2 (t) zakresla elipse z ogniskiem w O

(pierwsze prawo KepIera) . Zainteresowanym polecam ksiazke
V.I. Amolda Huygens i Barrow, Newton i Hooke (po rosyjsku).

Rys. 9.

Gdy w (8) mamy znak + i r rosnie, to rosnie
takze i <p. W pewnym momencie r osiaga wartosc

maksymalna (apocentrum). Nastepuje zmiana znaku

w pierwiastku, r zas zaczyna malec. Potem r osiaga
perycentrum rmin, znowu zaczyna rosnac i sytuacja

powtarza sie.

Przyklady, których nie udalo sie nam omówic, to

m.in. geodezyjne na powierzchni obrotowej i na

elipsoidzie trójosiowej, oraz ogólne calkowalne uklady
hamiltonowskie. Okazuje sie, ze jesli uklad jest

calkowalny, to przestrzen jego mozliwych polozen

rozbija sie na torusy, na których trajektorie tworza
ob motki (twierdzenie Liouville'a-Arnolda).

_ Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 838. Dany jest taki trójkat ABC, ze IABI = IBCI oraz L.BAC = 800.

Punkt T nalezy do odcinka BC i IBTI = IACI. Znalezc kat T AC.
Rozwiazanie na str. 12

M 839. Niech n, m, k beda liczbami naturalnymi, m > n. Która liczba jest
wieksza:

Jn + Vm + .Jn + ... czy / m + Vn + .Jm + ... ?

W kazdym z powyzszych wyrazen jest k pierwiastków kwadratowych, a n i m
wystepuja na przemian.
Rozwiazanie na str. 3

M 840. Wyznaczyc taki najmniejszy przedzial A liczb rzeczywistych, ze dla
kazdego a E A istnieja b, c E A, spelniajace uklad równan

{a + b + c = 15,ab + ac + be = 72.

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowali Eryk i Wojciech KOPCZYNSCY

Ponizsze zadania latwo jest rozwiazac stosujac rachunek calkowy. Zachecamy do
rozwiazania ich bez stosowania rachunku calkowego.

F 471. Obliczyc energie potencjalna samooddzialywania grawitacyjnego
jednorodnej kuli o masie M i promieniu R.
Rozwiazanie na str. 13

F 472. Obliczyc moment bezwladnosci jednorodnego stozka o masie M
i promieniu podstawy R wzgledem osi symetrii.
Rozwiazanie na str. 13
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Rys.l

Rys. 2

mala delia
Liczby wielokatne
Liczby l, 3, 6, 10, 15, ... nosza nazwe trójkatnych, poniewaz tyle wlasnie

klocków (czy kólek) potrzeba, by ulozyc trójkat o podstawie l, 2, 3, 4, 5, itd.
(p. Delta 2/1997). Znajac liczbe trójkatna in O podstawie n - 1 latwo obliczyc
nastepna, o podstawie n: wystarczy dodac n (rys. l). Tak wiec in = n + in-l.

Jesli mozna rozwazac liczby trójkatne, to czemu nie zajac sie innymi

wielokatami? Z liczbami kwadratowymi sprawa jest prosta: do utworzenia
kwadratu o boku n potrzeba oczywiscie n2 kólek. Kwadraty to, rzecz
jasna, zupelnie inne figury niz trójkaty, ale ... Kwadrat kn o boku n jest
suma dwóch trójkatów o podstawach odpowiednio n i n - 1 (rys. 2), zatem
kn = n + 2 . in -l.
A CO z pieciokatami? Najprostszy (trywialny) pieciokat moze sie skladac
z jednego kólka, nastepny, o boku z dwóch kólek, potrzebuje ich piec; aby
z niego otrzymac trzeci, trzeba dodac 2 . 3 + 1 kólek itd. Ogólniej, aby
otrzymac n-ty pieciokat z (n - 1)-ego, trzeba do tego ostatniego dodac

2 . n + (n - 2) kólek. Pieciokaty to, rzecz jasna, zupelnie inne figury
niz trójkaty, ale ... Pieciokat Pn o boku n jest suma trzech trójkatów
o podstawie n -1 i jeszcze n kólek (rys. 3), wiec Pn = n + 3· in-l.

Zachecam do przyjrzenia sie szesciokatom, siedmiokatom itd. Czy jest
prawda, ze m-kat o boku n mozna ulozyc z n kólek i (m - 2) trójkatów
o podstawie n - 1?

Zanim przekonacie sie o prawdziwosci czy falszywosci powyzszego twierdzenia,
zauwazmy, ze prawie geometryczna procedure budowania liczb wielokatnych
mozna opisac w prosty sposób arytmetycznie. Otóz, wypiszmy na poczatek rzad
samych jedynek, a pod nim rzad kolejnych liczb naturalnych:

111111111 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odnotujmy, ze kazda liczba w dolnym rzedzie (prócz jedynki) jest suma liczby,
która ja poprzedza w tym samym rzedzie, i tej, która jest bezposrednio nad nia·

Teraz dopiszmy na dole trzeci rzad liczb, utworzonych w sposób opisany przed
chwila: zaczniemy od l, a potem na k-tym miejscu bedziemy wpisywac sume

liczby z miejsca (k - 1)-ego i liczby stojacej nad miejscem k. Otrzymamy ciag
liczb trójkatnych:

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

Do arytmetycznego opisu kwadratów zastosujmy te sama procedure, zaczynajac

jednak od rzedu samych dwójek. Oto rezultat:
2222222222
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Dla pieciokatów zacznijmy od rzedu trójek (czy to przypadek, ze 3 = 5 - 2, tak
jak 2 = 4 - 2 i 1 = 3 - 2?).

333333333 3
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28
1 5 12 22 35 51 70 92 117 145

Otrzymalismy liczby pieciokatne (sprawdzcie sami!).

Jak obliczyc liczby szesciokatne, siedmiokatne itd.? Zapewne domyslacie sie, jak

postapic - ale dlaczego wlasnie tak?
Mala Delte przygotowal Wiktor BARTOL
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Szukanie igly w stogu siana mozna potraktowac
jako wyzwanie. Zwlaszcza jezeli standardowa

teoria stogów siana przewidywalaby np. obecnosc
srednio jednej igly w stogu. Przed podjeciem
wyzwania warto oszacowac swoje szanse. Zalózmy,
ze poszukujemy igly wbitej w zdzblo siana.
Narzucajacym sie sposobem odnalezienia zguby byloby
przejrzenie wszystkich zdzbel stogu. Ile ich jest?
Z dokladnoscia do czynnika e±1r ta ladna liczba mnoga
wynosi 107. Przegladajac jedno zdzblo na sekunde
potrzebowalibysmy wiec okolo trzech miesiecy na
wykonanie zadania. Wyglada niezle. Szkopul w tym,
jak w ciagu sekundy uzyskac pewnosc co do obecnosci
igly w zdzble?

Z takim zadaniem postanowili zmierzyc sie fizycy
z eksperymentu E787 przy akceleratorze AGS
(Alternating Gradient Synchrotron) w osrodku BNL
w Brookhaven w Stanach Zjednoczonych. Poszukiwana
igla byl bardzo rzadki rozpad naladowanego kaonu na
pion, neutrino i anty-neutrino J{+ --+ 7r+vv.

Dodatni kaon jest stanem zwiazanym anty-kwarku
dziwnego s i kwarku górnego u. Jego sredni
czas zycia wynosi okolo 10 ns, co wystarcza do
przebycia od kilku do kilkudziesieciu metrów
w detektorze. Za rozpad kaonu odpowiedzialne sa
oddzialywania slabe, czyli te same, które powoduja
rozpad jader radioaktywnych czy tez reakcje
termojadrowe we wnetrzu naszego Slonca. Rozpady
poprzez oddzialywania slabe sa "slabe", poniewaz
nosnikiem tych oddzialywan jest naladowany bozon
posredniczacy W± o masie kilkadziesiat razy wiekszej
od masy protonu. Czastka ta pojawia sie w rozpadach
slabych jako stan wirtualny, a wtedy jej zasieg
- zgodnie z zasada nieoznaczonosci - jest bardzo maly,
co odpowiada malym amplitudom przejscia i dlugim
(jak na niestabilne czastki elementarne) czasom zycia.

W przypadku poszukiwanego rozpadu kwark s musi
przejsc na kwark d o tym samym ladunku. Tego typu
oddzialywania, tzw. neutralne prady zmieniajace
zapach, sa w pierwszym przyblizeniu zabronione
w Modelu Standardowym. Moga zachodzic tylko
przez tzw. diagramy petlowe. W jezyku grafów
Feynmana mówimy, ze kwark s przechodzi w pare
wirtualnych czastek tW+, a nastepnie jedna z nich
(ale nie wiadomo która) emituje wirtualny neutralny
bozon posredniczacy ZO (rozpadajacy sie na pare vv),
tak ze "odchudzona" para tW+ moze polaczyc sie
w kwark d. Jak widac, poszukiwany rozpad wymaga
wyprodukowania az trzech wirtualnych, a nominalnie
bardzo ciezkich czastek. Przewidywane
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prawdopodobienstwo wybrania przez kaon akurat tego
kanalu rozpadu wynosi 10-10.

Gdyby zastosowac tempo przeszukiwania z przykladu
ze stogiem, sukcesu nalezaloby spodziewac sie juz
za jakies ... cztery tysiace lat. Poniewaz nielatwo
znalezc stabilne zródlo finansowania na czterdziesci

wieków, wiec naukowcy z E787 skrócili czas ogladania
swoich "zdzbel". Eksperyment zostal zaprojektowany
tak, ze srednio co mikrosekunde w jednej z malych
cel w centralnej czesci detektora zatrzymywal sie
jeden kaon. Poniewaz neutrina uciekaly z detektora
bez sladu, wiec sygnatura poszukiwanego rozpadu
byl pojedynczy naladowany slad wychodzacy z tej
samej celi po czasie zgodnym ze srednim czasem zycia
kaonu. Slad ten musial zostac zidentyfikowany jako
pion poprzez sekwencyjny rozpad dodatniego pionu
na dodatni mion i neutrino mionowe 7r+ --+ J1.+v,..,

a nastepnie mionu na pozyton i odpowiednie neutrina
+ +-

J1. --+ e vevw

Aby wyeliminowac tlo zwiazane z ucieczka innych
czastek przez minimalne nieszczelnosci detektora
(co mogloby imitowac rozpad z neutrinami) lub
z bardzo malo prawdopodoba bledna identyfikacja
(np. wzieciem za pion mionu z dominujacego rozpadu
J{+ --+ J1.+v,..), wybrano szczególne "okno" energii
pionu odpowiadajace sytuacji, w której pion leci
w kierunku przeciwnym do pary neutrin o malym
kacie rozlotu. Wtedy ped pionu jest z jednej strony
wiekszy niz w innych rozpadach wielocialowych,
a z drugiej strony, mniejszy niz w bezposrednim
dwucialowym rozpadzie kaonu na (lzejszy od pionu)
mion i neutrino mionowe. Decydujacym o sukcesie
aspektem eksperymentu bylo mierzenie energii pionu
na trzy niezalezne sposoby (pomiar zakrzywienia
toru w polu magnetycznym, pomiar kalorymetryczny
i pomiar zasiegu). Pozwolilo to nie tylko na obnizenie
spodziewanego tla do poziomu 0,08 ± 0,03 przypadku
w calej próbce, ale równiez na precyzyjne sprawdzenie
poprawnosci metody.

Efektywnosc selekcji wyznaczono na 0,2%, przebadano
1,5· 1012kaonów i w tym sianie ... znaleziono
jedna igle. Wyznaczone prawdopodobienstwo

rozpadu 4,2!;:~ . 10-10 jest najmniejszym dotychczas
zmierzonym niezerowym stosunkiem rozgalezienia.
Jest on zgodny z przewidywaniami Modelu
Standardowego. Moze byc interpretowany jako pomiar
prawdopodobienstwa przejscia kwarku t w kwark d

oraz naklada istotne ograniczenia na mozliwe
rozszerzenia Modelu Standardowego, w których rozpad
móglby zachodzic poprzez inne stany wirtualne.

Piotr ZALEWSKI

na podstawie Physies Today, Phys. Rev. Lett. 79, 2204,1997



o poczatkowych cyfrach symboli Newtona

Waldemar POMPE Grzegorz Bartczak i Andrzej Nowicki (Poczatkowe cyfry symboli Newtona,
Delta 9/1997, str. 14) dowodza nastepujacego ciekawego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech G i k beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Wówczas

istnieje taka liczba naturalna n, ze poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego

liczby (~) pokrywaja sie odpowiednio z cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby G.

Autorzy pytaja tez, czy powyzsza wlasnosc maja liczby postaci (2:) lub n!.
W przypadku liczb n! odpowiedz jest pozytywna, a pytanie pojawialo sie juz
na olimpiadach matematycznych w róznych krajach (patrz np. Delta 11/1994,

str. 16). Ponizej uogólnimy twierdzenie l, a takze udowodnimy, ze istotnie
liczby (2:) maja wlasnosc opisana w powyzszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Dany jest ciag (an) liczb dodatnich rozbiezny do
nieskonczonosci oraz liczba naturalna G . Jesli

. an+l l
(l) hm -- < 1+ G'n--+oo an

to ciag (an) zawiera nieskonczenie wiele wyrazów, których poczatkowe cyfry
rozwiniecia dziesietnego sa odpowiednio równe cyfrom rozwiniecia dziesietnego
liczby G.

Oto przyklad zastosowania twierdzenia 2. Niech W bedzie wielomianem stopnia
dodatniego o wspólczynnikach rzeczywistych, którego wspólczynnik przy
najwyzszej potedze jest dodatni. Wówczas poczawszy od pewnego miejsca
ciag (W(n)) jest ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich, W(n) ---> 00 dla n ---> 00

oraz lim Wi;t) l) = 1. Zatem, dla kazdej liczby naturalnej G w ciagu (W(n))n--+oo n
wystepuje nieskonczenie wiele wyrazów, których poczatkowe cyfry rozwiniecia
dziesietnego sa odpowiednio równe cyfrom liczby G. W szczególnosci, biorac

W() (x) x(x-l) ... (x-k+l) .. d .x = k = , I , otrzymujemy tWler zeme 1.

Dowód twierdzenia 2: Rozpatrzmy przedzialy:

(2) [j + logG,j + log(G + l)], j = 0, 1,2, ...

Na mocy ciaglosci i monotonicznosci funkcji logarytmicznej nierównosc (l)
mozemy przepisac w nastepujacej równowaznej postaci

lim (logan+1 -logan) < log(G + l) -logG.n--+oo

Istnieje wiec taka liczba naturalna m, ze dla kazdej liczby naturalnej n 2: m

logan+l -logan < log(G + l) -logG.

Innymi slowy, od pewnego miejsca róznice miedzy kolejnymi wyrazami
ciagu (logan) sa mniejsze niz dlugosc kazdego z przedzialów (2). A poniewaz
log an ---> 00, wiec którys z wyrazów ciagu (log an) znajdzie sie wewnatrz
któregos z przedzialów (2). Dla pewnych k, m E N mamy wówczas

k + log G ::::;log am < k + log( G + l) ,

czyli G . lOk::::; am < (G + l) . lOk. Poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego am
pokrywaja sie wiec z kolejnymi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby G.

U dowodnimy teraz, ze takich liczb am jest nieskonczenie wiele. Przypuscmy,
ze tych liczb w ciagu (an) jest skonczenie wiele i niech amo bedzie ostatnia
z nich. Wtedy ciag (amo+n)~=l spelnia zalozenia twierdzenia 2. Zatem
dla pewnego p > mo poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby ap

pokrywaja sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby G, wbrew
przypuszczeniu, ze amo byla ostatnia taka liczba .•

Twierdzenie 2 nie stosuje sie do ciagu an = e:), który - mówiac niescisle - zbyt
szybko rosnie. Podstawa do dalszych rozwazan bedzie nastepujace twierdzenie,
które w Delcie wielokrotnie juz bylo omawiane.
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Twierdzenie 3. Dana jest liczba niewymierna dodatnia a oraz liczby rzeczywiste

a < b. Niech x 2: a. Wówczas istnieje taka liczba naturalna m, ze którys

z wyrazów skonczonego ciagu

xn=x+na, gdzie n=0,1,2, ... ,rn:,

lezy w jednym z przedzialów (a, b), (l + a, l + b), (2 + a, 2 + b),

Liczbe m mozemy obliczyc znajac jedynie liczby a i b-a.

Korzystajac z tego rezultatu udowodnimy

Twierdzenie 4. Dany jest ciag liczb dodatnich (an) . Jesli istnieje granica

l. an+1lm -- = g> l
n--+oo an

i log g jest liczba niewymierna, to dla dowolnej liczby naturalnej C w ciagu (an)

wystepuje nieskonczenie wiele wyrazów, których poczatkowe cyfry rozwiniecia

dziesietnego sa odpowiednio równe cyfrom rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Dowód: Skorzystamy z twierdzenia 3 dla a = log g oraz

a = ~log C + ~ log( C + l), b = ~log C + ~ log( C + l). Poniewaz

(4) lim (logan+l -logan) = logg > O,n--+oo

Twierdzenie 4 stosuje sie równiez do wielu innych ciagów, na przyklad: an = 2n,

an = 7n lub ogólnie an = kn, gdzie k jest liczba naturalna nie bedaca calkowita
potega liczby 10. Mozna tez wziac

an = C:),

wiec log an -+ 00. Zatem bez straty ogólnosci mozemy przyjac, ze log an 2: a dla
kazdego n. Skoro znamy juz liczby a i b - a, mozemy obliczyc odpowiadajaca im
liczbe m, o której jest mowa w twierdzeniu 3. N a mocy równosci (4) istnieje taka
liczba naturalna s, ze

b-a
I log an+1 - log an - al < -- dla kazdego n 2: s.m

Przyjmijmy x = log as. Wówczas, na mocy twierdzenia 3, "istnieje taka liczba
naturalna k oraz liczba j E {l, 2, ... , m}, ze

(5) k + a < log as + ja < k + b.

Z drugiej zas strony, z nierównosci trójkata otrzymujemy

I log as+j - log as - jal :::; I log as+j - log as+j -1 - al+
b-a

+llogas+j-1 -logas+j_2 - al + ... + Ilogas+1 -logas - al < j. -- :::;b - a.m

Stad

(6) -b + a < log as+j - log as - ja < b - a.

Dodajac stronami nierównosci (5) i (6) dostajemy

k + logC < logas+j < k + log(C + l), czyli C ·lOk < as+j < (C + l) ·lOk.

Oznacza to, ze poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby as+j pokrywaja
sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C. Dowód, ze takich
liczb w ciagu (an) jest nieskonczenie wiele, jest identyczny jak w przypadku
twierdzenia 2, wiec go pominiemy. _

Zastosujmy twierdzenie 4 do ciagu an = e:). Mamy

. an+1 . 4n + 2hm -- = hm --- = 4.
n--+oo an n--+oo n + l

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze liczba log4 jest niewymierna. Zatem
dla dowolnej liczby naturalnej C istnieje nieskonczenie wiele liczb postaci e:),
których poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego pokrywaja sie z cyframi

rozwiniecia dziesietnego liczby C.

oraz wiele innych.

Zakonczmy pytaniem do Czytelników: Czy istnieje taka liczba naturalna k,

ze rozwiniecia dziesietne liczb 2k i 5k rozpoczynaja sie od ukladu cyfr 1998?
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Rózne rozklady na sumy kwadratów
Lew KURLANDCZYK i Andrzej NOWICKI

Sankt Petersburg, Torun, 22 wrzesnia 1997 r.

252601 = 4992 + 602

252601 = 5002 + 512

252601 = 5012 + 402.

Rozwiazanie zadania M 838.
Niech O bedzIe srodkiem kola
(o promIenIU R) opisanego na
trójkacie ABC, a T' przeciecIem
prostej AO z odcinkiem BC. Wtedy

LOBA = lLcBA = 10° = LOAB,
skad LBOT' = 20°, LBT'O = 150°.
Zatem z twierdzenia sinusów w trójkatach
OBT' i ABC mamy

IBT'II sm 20° = IOBII sin 150° = 2R,

IAClI sin 20° = 2R,

czyli IBT'I = lAGI. Z tego wynika,
zeT' = T i LTAC = 70°.

Liczba n05 jest najmniejsza liczba natural.na majaca cztery rózne rozklady na
sume dwóch kwadratów liczb naturalnych:

n05 = 242 + 232

n05 = 312 + 122

n05 = 322 + 92

n05 = 332 + 42.

W rozkladach wystepuja kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasnosc

maja liczby 12025, 66625 oraz 252601:

12025 = 1072 + 242 66625 = 2552 + 402

12025 = 1082 + 192 66625 = 2562 + 332

12025 = 1092 + 122, 66625 = 2572 + 242,

Kazda z nich ma co najmniej trzy rózne rozklady na sume dwóch kwadratów
i w rozkladach wystepuja trzy kolejne liczby naturalne. Takich liczb naturalnych
istnieje nieskonczenie wiele. Omawiana wlasnosc ma, na przyklad, kazda liczba
naturalna An okreslona wzorem

An = (1 + 4n2)(1 + 4n4),

gdzie n jest liczba naturalna wieksza od 1. Rozklady w tym przypadku sa
nastepujace:

An = (4n3 - 1)2 + (2n2 + 2n)2

An = (4n3)2 + (2n2 + 1)2
An = (4n3 + 1)2 + (2n2 - 2n)2.

Wystepuja tu kolejne liczby naturalne: 4n3 - 1, 4n3 oraz 4n3 + 1. Postac An

maja wszystkie liczby, które przedstawilismy na poczatku:

n05 = A2, 12025 = A3, 66625 = A4, 252601 = A5.

Istnieja jednak liczby majace omawiana wlasnosc, które nie sa postaci An.
Takimi sa, na przyklad, liczby 292825 i 1026745:

292825 =5392 + 482 1026745 =10n2 + 682

292825 =5402 + 352 1026745 =10122 + 512

292825 =5412 + 122, 1026745 =10132 + 242.

Twierdzenie. Niech M bedzie liczba naturalna. Nastepujace dwa warunki sa
równowazne:

(1) istnieja takie liczby naturalne n > l, k1, k2, k3, ze

M = (n - 1)2 + ki = n2 + k~ = (n + 1)2 + k~;

(2) istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a2 + b2 + 1 jest liczba kwadratowa oraz
M = a2b2 + a2 + b2+ 1.

Dowód. Zalózmy, ze zachodzi warunek (1). Wówczas z równosci
4n = (n + 1)2 - (n _1)2 = ki - k~ wynika, ze liczby k1 - k3 i k1 + k3 sa
parzyste. Niech k1 - k3 = 2a oraz k1 + k3 = 2b, gdzie b i a sa pewnymi liczbami
naturalnymi, przy czym b > a.
Wtedy k1 = b + a, k3 = b - a, n = ab oraz

a2 + b2 + 1 = (a2 + b2 + 2ab) + (a2b2 - 2ab + 1) _ a2b2 =
= (a + b)2 + (ab - l? - a2b2 ='
= ki + (n - 1)2 - n2 = k~,

czyli a2 + b2 + 1 jest liczba kwadratowa równa k~. Ponadto
M = n2 + k~ = a2b2 + a2 + b2 + 1. Wykazalismy wiec implikacje (1) ==> (2).
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Rozwiazanie zadania F 472.
Namawiamy do prawie doslownego
powtórzenia rozumowania przytoczonego
w rozwiazaniu poprzedniego zadania.
Wynik,

3MR2

J(M,R) = -1-0-'
nie zalezy od kata rozwarcia stozka.

Zalózmy teraz, ze spelniony jest warunek (2). Wówczas przyjmujemy:

n = ab, kl = a + b, k2 = va2 + b2 + 1, k3 = b - a

i bez trudu sprawdzamy, ze zachodzi warunek (1).

Powyzsze twierdzenie opisuje wszystkie liczby naturalne majace rozklady na
sume dwóch kwadratów, w których wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb
naturalnych.

Pytanie. Czy w rozkladach danej liczby naturalnej na sume dwóch kwadratów

moga pojawic sie kwadraty czterech kolejnych liczb naturalnych?

Odpowiedz na to pytanie jest negatyw~a. Przypuscmy bowiem, ze dla pewnych
liczb naturalnych n > 1, kl, k2, k3 i k4 zachodza równosci

(n - 1)2 + ki = n2 + k~ = (n + 1)2 + k~ = (n + 2)2 + k~.

Wykorzystujac dwukrotnie udowodnione twierdzenie stwierdzamy, ze istnieja
wówczas takie liczby naturalne a, b, c, d, ze b > a, d> c, cd = n + 1 = ab + 1,

a2 + b2 + 1 = (c + d)2 oraz c2 + d2 + 1 = (b - a)2.

Przypuscmy teraz, ze a jest liczba parzysta. Wtedy liczby c i d sa nieparzyste
(gdyz cd = ab + 1), a zatem liczba a2 + b2 + 1 (która jest równa (c + d)2)

jest podzielna przez 4. Ale a2 jest podzielne przez 4, wiec przez 4 podzielna
jest liczba b2 + 1. Otrzymalismy sprzecznosc. Liczba postaci b2 + 1 nigdy nie
jest podzielna przez 4. Reszta z dzielenia tej liczby przez 4 jest 1 (gdy b jest
parzyste) lub 2 (gdy b jest nieparzyste ).

Wykazalismy zatem, ze a jest liczba nieparzysta. W ten sam sposób
wykazujemy, ze b jest liczba nieparzysta. Nastepnie wykazujemy (w podobny
sposób), ze liczby c i d sa równiez nieparzyste. Teraz patrzymy na równosc

a2 + b2 + 1= (c + d)2.

Lewa strona tej równosci jest liczba nieparzysta, a prawa strona jest liczba
parzysta. Sprzecznosc ta konczy nasze uzasadnienie negatywnej odpowiedzi na
postawione pytanie.

Na zakonczenie spójrzmy jeszcze na rozklady liczby 120250.

120250 = 2552 + 2352
120250 = 2972 + 1792
120250 = 3052 + 1652
120250 = 3152 + 1452
120250 - 3392 + 732

120250 = 3412 + 632
120250 = 3432 + 512
120250 = 3452 + 352

Wystepuja tu cztery kolejne liczby nieparzyste: 339,341,343 i 345.

Rozwiazanie zadania F 471.
Niech a = M I R3. Oznaczmy szukana energie przez V(M, R). Energia ta musi byc ujemna
i ze wzgledów wymiarowych wprost proporcjonalna do M2, a odwrotnie proporcjonalna do R:
V(M, R) = -kM2GI R, gdzie G jest stala grawitacyjna, a k wspólczynnikiem liczbowym.
Jesli zwiekszymy (przy stalej gestosci) promien o ~R, to energia zwiekszy sie o ~ V
Obliczamy, ze ~V = V(a(R + ~R)3, R + ~R) - V(aR3, R) = -ka2G(R + ~R)5 + ka2GR5 =
= -5ka2GR4~R + O((~R)2), dla ~R ~ O.
(Piszemy g(x) = O(J(x)), dla x ~ xo, jesli dla pewnej stalej C i dla pewnego Otoczenia Xo

nierównosc Ig(x)1 ::; C1f(x)1 zachodzi dla kazdego x t Xo nalezacego do tego otoczenia.)
Z drugiej strony, rozwazajac energie potencjalna oddzialywania grawitacyjnego pomiedzy kula
o promieniu R a otaczajacaja warstwa kulista o promieniu wewnetrznym R i zewnetrznym R + ~R
(oba ciala maja jednakowa gestosc), otrzymamy -~M MGI R ::; ~V ::; -~M MG/(R + ~R), gdzie
~M = a(R + ~R)3 - aR' ~ 3aR2 ~R + O((~R?), dla ~R ~ O, jest masa warstwy kulistej. Zatem
~ V = _3a2GR4 ~R + O((~R)2), dla ~R ~ O. Porównujac oba wyrazenia na ~ V i pomijajac
poprawki kwadratowe w ~R (w tym energie samooddzialywania warstwy kulistej), otrzymamy
k = 3/5. Ostatecznie,
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Klub 44
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1998

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech l trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.
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Zadania z fizyki nr 254, 255
Redaguje Jerzy B. BROJAN

254. Samochodzik-zabawka ma naped zarówno na przednia, jak i na tylna os, lecz
wskutek bledu konstrukcyjnego na kazdych 10 obrotów przedniej osi przypada
11 obrotów tylnej osi (promien kólek jest jednakowy). Jesli masa samochodzika wynosi
300 g, obie osie sa jednakowo obciazone, a wspólczynnik tarcia kólek o podloze jest
równy 0,6, to jaka jest minimalna moc silnika pozwalajaca na jazde z predkoscia
15 cm/s po torze poziomym?

255. W obwodzie przedstawionym na rysunku l czestotliwosc zasilania wynosi
f = 50 Hz, opornosc opornika R = 100 n, pojemnosc kondensatora C = 20 JLF,

a zarówki sa jednakowe. Charakterystyka pradowo-napieciowa zarówek jest
przedstawiona na rysunku 2. Okazalo sie, ze przy pewnej wartosci skutecznej napiecia
zródla U zarówki palily sie jednakowo silnie, a przy wyzszym i nizszym napieciu
- niejednakowo. Obliczyc wartosc U. Która zarówka palila sie jasniej przy wyzszym,
a która przy nizszym napieciu?

Rozwiazanie zadan z fizyki z numeru 11/1997
Przypominamy tresc zadan:

246. Trzy jednakowe jednorodne walce ulozono równolegle
w Ilpiran1ide" na poziomym stole tak, ze ich srodki utworzyly trójkat
równoboczny. Jakie warunki musza spelniac: wspólczynnik tarcia !Jl
górnego walca o dolne oraz wspólczynnik tarcia 1-'2 miedzy walcami
a stolem, aby takie ustawienie bylo mozliwe? Dla uproszczenia
pominac wzajemne oddzialywanie miedzy dolnymi walcami.

247. Transformator sklada sie z trzech uzwojen osadzonych na
wspólnym rdzeniu (zamiast - jak zwykle - dwóch). Do pierwszego
uzwojenia o nI zwojach przylozono napiecie przemienne

o amplitudzie Ul i czestosci W, do drugiego uzwojenia o n2 zwojach
p,'zylaczono cewke o indukcyjnosci L, a do trzeciego uzwojenia
o n3 zwojach - kondensator o pojemnosci C. Wyznaczyc amplitude
natezenia pradu plynacego przez pierwsze uzwojenie. Przy jakich
wartosciach parametrów obserwujemy rezonans?
Obowiazuja standardowe zalozenia charakteryzujace transformator
doskonaly - pomijamy straty energii, zakladamy, ze przez kazdy
zwój przechodzi jednakowy strumien pola oraz przyjmujemy,
ze impedancja uzwojen jest znacznie wieksza od impedancji
kondensatora I przylaczonej cewki.

Rys. 3 T

246. Rozpatrujac sily dzialajace na jeden z dolnych walców (rys. 3), dochodzimy do
nastepujacych wniosków:
1. Kat a jest równy 30°, natomiast, aby laczny moment sil wzgledem linii zetkniecia ze

stolem byl równy zeru, sila F dzialajaca ze strony górnego walca musi lezec na prostej
przechodzacej przez te linie. Stad wynika {3= a/2 = 15°.
2. Rozkladajac F na skladowe - styczna Fsin{3 i normalna Fcos{3 - przekonujemy sie,
ze poslizg kul o siebie nie nastapi, jesli J.l.l 2: tg {3.
3. Pionowa skladowa sily F wynosi (1/2)P, gdzie P - ciezar górnego walca. Zatem pozioma
skladowa F wynosi (1/2)Ptg(3, a z drugiej strony jest ona równa sile tarcia T o stól. Poniewaz
R = (3/2)P, wiec otrzymujemy warunek braku poslizgu o stól w postaci J.l.2 2: (1/3) tg (3.
Podsumowujac, J.l.l 2: tg15° = 2 - V3 ~ 0,268, J.l.2 2: (2 - V3)/3 ~ 0,089.

247. Zgodnie z zalozeniem o jednakowej wartosci strumienia cI>

dla kazdego zwoju, napiecia na wszystkich uzwojeniach drgaja
w jednakowej fazie, a ich amplitudy spelniaja zwiazek

Ul = U2 = U3
nl n2 n3

Strumien pola magnetycznego w rdzeniu jest równy sumie
przyczynków od kazdego ze zwojów, zgodnie ze wzorem

cI> = Lo(nlIl + n2h + n3h),

gdzie 11, h i h sa chwilowymi wartosciami natezen pradu.
Wspomniane zalozenie o malej impedancji kondensatora
i cewki oznacza, ze h, h i h sa duze, a dokladniej - ze suma
w nawiasie po prawej stronie wzoru ma wartosc
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znacznie mniejsza od kazdego ze skladników (porównaj
analogiczne rozumowanie dla "zwyklego" transformatora,
np. §19 w podreczniku J. Gintera dla III klasy liceum).
Uwzgledniajac przeciwne fazy h i h otrzymujemy przyblizony
zwiazek miedzy amplitudami pradów (które dalej oznaczamy
- niezbyt konsekwentnie - tymi samymi symbolami h, 12 i 13)

nlh = In2h - n313!.

Podstawiamy h = U2/(Lw), h = U3Cw i znajdujemy

Ul I n~ 2 I
h = -'2 - - n3Cw .nl Lw

Warunek rezonansu ma postac n~ LCw2 = n~.



Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1998

--,• 44
Zadania z matematyki nr 357, 358
Redaguje Marcin E. KUCZMA

357. Rozwazamy graf skierowany (o skonczenie wielu wierzcholkach), w którym kazde
dwa rózne wierzcholki a, b sa polaczone dokladnie jedna z dwóch zorientowanych

krawedzi: a -> b lub b -> a. Ponadto kazda krawedz jest pomalowana albo na zólto,
albo na czerwono. Udowodnic, ze istnieje wierzcholek, z którego mozna do kazdego
innego wierzcholka dotrzec wzdluz krawedzi jednego koloru, w kierunku zgodnym
z ich orientacja. (Do róznych wierzcholków docelowych moga prowadzic drogi róznych

kolorów.)

358. Liczby rzeczywiste al, ... , an spelniaja dla kazdej liczby rzeczywistej x
nierównosc

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 242 (WT=I,50) i 243 (WT=3,00)

z numeru 9/1997
Przemyslaw Gadzinski - Sroda SI. 40,82
Andrzej Idzik - Boleslawiec 21,55
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 21,27
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 17,37

al sin2 x + a2 sin2 2x + a3 sin2 3x + ... + an sin2 nx > O.

Czy stad wynika, ze al + a2 + a3 + ... + an :::::O ?

Zadanie 358 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.

Rozwiazania zadali z matematyki z numeru 11/1997
Przypominamy tresc zadan:

349. 'Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieje ciag liczb naturalnych
;t'O,Xl, ... ,Xn o wlasnosciach:

xi>2 dlai=O,l, .. ,n-l, Xn = 2;

X i+l jest najlnniejsza liczba naturalna nie bedaca dzielnikien1 liczby x t.

350. vV trójkacie ostrokatnym ABC', który nie jest równoboczny, poprowadzono wysokosci AD,
IJE, C'F. Punkty G", GB, Gc sa (odpowiednio) srodkami ciezkosci trójkatów EAF, FBD, DC'E,
a punl\ty OAl OB, Oc sa srodkami okregów opisanych na tych trójkatach. Udowodnic, ze proste
GAG,." GBGB, GcGc (czyli proste Eu/era tych trzech trójkatów) przecinaja sie w jednym punkcie.

349. Niech XQ, Xl, ..• , Xn bedzie ciagiem o podanych
wlasnosciach. Jesli XQ jest liczba nieparzysta, to Xl = 2, czyli
n = 1. Dalej przyjmijmy, ze XQ jest liczba parzysta, i wobec tego
Xl > 2.

Przypuscmy, ze Xl nie jest potega liczby pierwszej; jest wiec
iloczynem liczb a, b > 1 wzglednie pierwszych. Liczby te, jako
mniejsze od Xl, sa dzielnikami liczby XQ (w mysl okreslenia Xl)'

A skoro sa wzglednie pierwsze, ich iloczyn Xl = ab tez jest
dzielnikiem XQ - wbrew okresleniu Xl.

Zatem Xl jest potega liczby pierwszej. Jezeli Xl = 2k, k> 1, to
X2 = 3, X3 = 2, wiec n = 3. Jezeli zas Xl = pk, p> 2, k ~ 1,
to X2 = 2, wiec n = 2. Wykazalismy w ten sposób, ze n:::; 3.
Przyklad ciagu (6, 4, 3, 2) pokazuje, ze n = 3 jest maksymalna
mozliwa wartoscia n.

Rys.

A

A

c 350. Oznaczmy te trzy proste Eulera odpowiednio przez lA, lB, lc. Przyjmijmy, ze trójka
punktów (A, B, C) jest zorientowana dodatnio (poruszajac sie od punktu A do C wzdluz
lamanej ABC mamy wnetrze trójkata ABC po lewej stronie). Niech H bedzie punktem
przeciecia wysokosci AD, BE, CF. Katy AEH i AFH sa proste, wiec srodek OA okregu
opisanego na trójkacie EAF pokrywa sie ze srodkiem odcinka AH. Podobnie punkty OB i Oc
sa srodkami odcinków BH i CH. Zatem trójkat OAO BOC jest podobny do trójkata ABC
(rys. 1).

Jesli ILBCAI = 'Y, to takze ILAFEI = ILBFDI = 'Y (rys. 2) i wobec tego trójkat FEA jest
obrazem trójkata FBD w przeksztalceniu (podobienstwie) bedacym zlozeniem obrotu wokól
punktu F o kat Jr-'Y w kierunku dodatnim z pewna jednokladnoscia o srodku F. Obrazem
prostej lB w tym przeksztalceniu jest prosta lA' Stad wynika, ze proste lA i lB przecinaja sie
w takim punkcie X, ze albo trójka (O A, OB, X) jest zorientowana dodatnio i ILO AXO BI = 'Y,
albo trójka (OA,OB,X) jest zorientowana ujemnie i ILOAXOBI = Jr-'Y (rys. 3). W obu
przypadkach punkt X lezy na okregu opisanym na trójkacie OAOBO c.

Analogicznie wykazujemy, ze takze proste lA i lc przecinaja sie w punkcie lezacym na tym
samym okregu. Jest to wiec punkt wspólny wszystkich trzech prostych lA, lB, lc.

Rys. 2 Rys. 3
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Patrz w niebo

Krzywa rotacji galaktyki v(r) nazywa sie zaleznosc predkosci gwiazd wzgledem
centrum galaktyki od odleglosci od niego. Zaleznosc ta jest zródlem bardzo
waznych informacji o galaktyce, w pierwszym rzedzie o rozkladzie w niej masy.
Dwie szczególne krzywe rotacji jest latwo zinterpretowac. Liniowy wzrost
predkosci gwiazd ze wzrostem r dowodzi, ze galaktyka - przynajmniej w czesci
- obraca sie jak cialo sztywne, a to z kolei oznacza, ze jest równomiernie
wypelniona gwiazdami. Tak w przyblizeniu obracaja sie galaktyki eliptyczne
i centralne zgeszczenia galaktyk spiralnych. Drugi szczególny przypadek
realizuja planety obiegajace gwiazde centralna. Ich ruch podlega, jak wiadomo,
prawom KepIera, a z trzeciego prawa wynika, ze srednia predkosc v ~ r-1/2.

Tak tez poruszalyby sie gwiazdy w dysku galaktyki, której wiekszosc masy
skupiona bylaby w zgeszczeniu centralnym. Takich galaktyk jest jednak niezbyt
wiele, a rzeczywiste krzywe rotacji w obszarze dysku przebiegaja zazwyczaj
w przyblizeniu "poziomo", tzn. v nie zalezy od r. Dowodzi to, ze masa w takiej
galaktyce ani nie jest skupiona w centrum, ani nie jest rozlozona równomiernie
- zachodza rózne przypadki posrednie, gdzie o ksztalcie krzywych rotacji
decyduje zapewne rozklad niewidocznej materii zawartej w galaktykach.

Krzywe rotacji dosc latwo i pewnie wyznacza sie na podstawie dopplerowskich
przesuniec linii widmowych gwiazd tworzacych galaktyke, jezeli tylko widac
ja w przyblizeniu (ale nie dokladnie) z krawedzi. Taka korzystna sytuacja
zachodzi dla dosc bliskiej (odleglosc 6,5 Mpc) galaktyki M 106 (= NGC 4258)
w Psach Gonczych. Kilka lat temu przeprowadzono precyzyjne pomiary
polozen (z dokladnoscia do 0,2 milisekundy katowej, czemu odpowiada
w galaktyce 0,07 pc) i predkosci (z dokladnoscia nie gorsza niz 1 km/s)
maserowych zródel promieniowania radiowego krazacych blisko centrum
tej galaktyki. Przebieg krzywej rotacji okazal sie jak w podreczniku: ruch
maserowych radiozródel jest z wysoka dokladnoscia keplerowski. Interpretacja
krzywej rotacji dowodzi, ze w centralnym obszarze M 106 o srednicy nie
przekraczajacej jednego roku swietlnego skupiona jest masa 36 mln mas Slonca.
Gdyby taki obszar wypelnialy gwiazdy, to obiekt ten bylby dynamicznie
niestabilny i w ciagu najwyzej 100 mln lat musialby sie zapasc do stanu czarnej
dziury wyrzuciwszy ewentualnie na zewnatrz niewielka czesc gwiazd. 100 mln
lat to maly ulamek wieku galaktyki, zatem czarna dziura musi juz tam byc,
a M 106 jest - wsród pobliskich galaktyk - najpowazniejszym kandydatem na
posiadacza masywnej czarnej dziury.

Tomasz KWAST

Marzec

W marcowe wieczory widzimy wysoko na niebie dwie najjasniejsze gwiazdy
Blizniat - Kastora i Polluksa. Stanowia one rzadki przypadek, gdy najjasniejsza
gwiazda gwiazdozbioru nie jest alfa. Tu alfa jest Kastor, ale najjasniejsza
jest beta - Polluks ..Za to Kastor jest gwiazda az poszóstna, a dokladniej
sklada sie z trzech par spektroskopowo podwójnych. Juz w niewielkiej lunecie
widac, ze Kastor sklada sie z przynajmniej dwóch gwiazd, ale potezniejszych
przyrzadów trzeba, by stwierdzic, ze jest tam jeszcze jedna slaba gwiazda,
a ponadto wszystkie trzy sa bardzo ciasnymi ukladami podwójnymi. Caly uklad
lezy w odleglosci 14 pc od nas.

20 III mamy równonoc wiosenna, a wiec dni beda juz dluzsze od nocy, co z nie
calkiem jasnych powodów wszystkich cieszy. Pelnia Ksiezyca wypada 13 III;
nastapi wtedy jego pólcieniowe zacmienie, a wiec praktycznie niedostrzegalne.
Ksiezyc silnie zblizy sie do Saturna 1 III (ale bedzie to zbyt blisko Slonca), do
Aldebarana 5 III, do Wenus 24 III i zakryje Jowisza 26 III - ale podczas dnia.
Zreszta Jowisz znajdujacy sie w Wodniku jest obecnie niewidoczny, tak samo
Mars i Saturn w Rybach. Jedynie Wenus widac doskonale nad ranem w Strzelcu,
27 III osiagnie ona najwieksza katowa odleglosc od Slonca.

T.K
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CYFROMANIA (3)

Jako pretekst do dalszych rozwazali wezmy nastepujace

Zadanie: Czy potega trójki moze miec kOllcówke
1998-cyfrowa zlozolla z jednakowych cyfr? A z 999
jednakowych grup dwucyfrowych?

Aby odpowiedziec na powyzsze pytania., musimy najpIerW
zrozumiec, jakie grupy cyfr moga byc kOllcówkami poteg
trójki.

Reszty z dzielenia poteg trójki pn~ez 5k zachowuja sie
tak, jak reszty z dzielenia poteg dwójki - tworza ciag
okresowy o okresie 4 . 5k-l i wyczerpuja wszystkie reszty
niepodzielne przez 5. Dochodzi jednak do glosu kwestia
reszt z dzielenia przez 2k, która teraz sie zajmiemy.

byc rozszerzona do koncówki 2-cyfrowej na 5 sposobów
przez dodanie na poczatku jednej z pieciu cyfr parzystych
lub jednej z pieciu cyfr nieparzystych - wynika to
z rozwazenia ciagu reszt z dzielenia przez 20, który ma
okres 4.

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze przedostatnia cyfra
musi byc we wszystkich 4 przypadkach parzysta.

Odpowiedz na pierwsze pytanie postawione w zadaniu
jest wiec negatywna: ostatnie 2 cyfry potegi trójki sa
zawsze rózne, bo sa róznej parzystosci. Na drugie pytanie
odpowiemy w nastepnym numerze f-limatiasu.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (2)

Zadanie: Dowiesc, ze liczba \/3 - vis - '-/2 jest
niewymierna.

Rozwiazanie: Liczba -.;2 jest niewymierna. Takze liczba

.)3 - vis jest niewymierna, bo gdyby byla wymierna, to
jej kwadrat 3 - vis tez bylby liczba wymierna, a nie jest.

Zatem liczba .)3 - vis --/2 jest niewymierna jako suma
liczb niewymiernych.

JWR

le l 7r r
= -arctgt = - al'ctg e + arctg - = - - 2 arctg e < O.

l/e e 2

J ak to mozliwe, ze calka z funkcji nieujemnej jest mniejsza
od O?

Rozwiazanie: Bez trudu mozna sprawdzic, ze f jest
ciagla w zerze (zob. wykres), a zatem obliczenie calki

1

J f( x )dx nie powinno nastreczac trudnosci. Poniewaz
-1

f(x) = x2(el/x~Cllx) poza pojedynczym punktem x = O,

po wykonaniu podstawienia t = el/x otrzymujemy
Ile

I I dx j' ~
x dx - ----

. f() -. x2(el/X + el/X) . t2 + l -
-1 -1 l/e

Niech a > l bedzie liczba nieparzysta. Reszty z dzielenia
a" przez 21 sa równe l, tworza wiec ciag okresowy
o okresie Ol = l. Poniewaz a2 - l dzieli sie przez 23, wiec
ciag reszt z dzielenia a" przez 23 ma okres 2. Najmniejszy
okres 03 moze byc równy l lub 2.

Jesli 03 = l, to takze O2 = l, jesli natomiast 03 = 2, to O2

moze byc równe l lub 2.

Jaki jest najmniejszy okres Ok ciagu reszt z dzielenia a"
przez 2k?

Dla nieparzystych b > l i k :2: 2 zachodzi implikacja
2kllb -l =? 2k+lllb2 -1. Istotnie, skoro 2kllb -l, to 211b + l
i 2k+lll(b - l)(b + l).

Wykorzystujac te zalezuosc otrzymujemy:
Ol = l, O2 jest równe l lub 2. Przy tym uiech 211lao2- l,
gdzie l :2: 2. Wtedy O2 = 03 = ... = Ol on!z Ok+l = 20k
dla k :2: l. W przypa.dku a = 3 mamy Ol = l, O2 = 03 = 2
oraz Ok = 2k-2 dla k :2: 4.

Reszty z dzielenia poteg trójki przez 21998 moga wiec
przyjmowac 21996 wartosci - nietrudno zobaczyc, ze sa to
liczby podzielne przez 8 z reszta l lub 3.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI
1

Zadanie: Obliczyc calke J f( x )dx, gdzie
-1

dla x =I O

dla x = O

(3)

Przejdzmy teraz do przeanalizowania, jakie koncówki moga
miec potegi trójki.

k = 1. Potegi trójki przy dzieleniu przez 51 daja ciag reszt
o okresie 4, a przy dzieleniu przez 21 - ciag o okresie 1.
Okres ciagu reszt z dzielenia przez 101 (czyli kOllcówek
l-cyfrowych) jest najmniejsza wspólna wielokrotnoscia tych
okresów i wynosi 4. Sa wiec 4 mozliwe kOllcówki l-cyfrowe:
1,3,7i9.

0,5

0,4

0,3

0,2

I;; = 2. Okres ciagu koncówek dwucyfrowych wynosi
NWW(20, 2) = 20 i tyle jest mozliwych koncówek,
jakie mog,! miec potegi trójki. Jest ich 5 razy wiecej niz
kOllcówek l-cyfrowych. Kazda kOllcówka l-cyfrowa moze

t

-1
t

-0,5

0,1

t

0,5
JWR

Ko,:espondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu vVroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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