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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS
01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najrrlniej trzech miesiecy)
cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na II kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch'} S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska" .

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 _ 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za granice

5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH)) S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, uL Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507,2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
teL 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.

Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.
Niestety, nie dysponujemy juz numerami z lat 1974-1984.

"Delta" - matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,
wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.
Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.
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pozagalaktyczna

Ockhama, czyli o prostym
wyszla astronomia

o brzytwie
i jak na tym

Akustyczna symulacja
krysztalów fotonowych
Piotr FITA) Jaroslaw PIOTROWSKI
i Jan GAJ

Artykul zawiera relacje z doswiadczen przeprowadzonych na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego w ramach warsztatów zorganizowanych w 1997 roku
przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci. Piotr Fita i Jaroslaw Piotrowski sa
stypendystami Funduszu, Piotr Fita jest uczniem IV kI. LO im. T. Kosciuszki

w Wieluniu, a Jaroslaw Piotrowski jest uczniem II kI. III LO im. K. Baczynskiego
w Bialymstoku.

Co to jest krysztal fotonowy?

Podobnie jak prawdziwy krysztal, jest to struktura o przestrzennej
periodycznosci. W zasadzie powinna byc ona wykonana z materialu

przezroczystego dla swiatla, natomiast skala periodycznosci, która
w prawdziwych krysztalach jest wyznaczona przez odleglosci

miedzyatomowe rzedu angstremów (10-8 cm), w krysztale
fotonowym powinna byc porównywalna z dlugoscia fali swietlnej,
tysiace razy wieksza od odleglosci miedzyatomowych.

Krysztalami fotonowymi interesuja sie twórcy laserów
pólprzewodnikowych i innych przyrzadów optoelektronicznych, ze
wzgledu na potrzebe precyzyjnego kierowania swiatla w strukturach

takich przyrzadów tam, gdzie trzeba. Ciekawa wlasciwoscia, wspólna
z naturalnymi krysztalami, jest posiadanie przerwy energetycznej, to
jest zakresu czestosci, dla którego fala elektromagnetyczna nie moze
sie rozchodzic. W przypadku prawdziwych krysztalów dotyczy to
oczywiscie czestosci fali elektronowej albo, inaczej mówiac, energii,
jaka moga przyjmowac elektrony.

Najprostsza, jednowymiarowa postacia krysztalu fotonowego jest
zwierciadlo Bragga, czyli wiele identycznych warstw ulozonych na

przemian z dwóch materialów o róznych wspólczynnikach zalamania.
Budujac strukture pólprzewodnikowa, w której miedzy dwoma

zwierciadlami Bragga znajduje sie studnia kwantowa, mozemy
otrzymac laser promieniujacy prostopadle do powierzchni plytki

pólprzewodnikowej, co z wielkim upodobaniem robia w ostatnich
latach optoelektronicy. Ich entuzjazm pobudza ogromny rynek
- w kazdym odtwarz.aczu plyt kompaktowych jest zadanie dla lasera
pólprzewodnikowego.

Wiedza o rozchodzeniu sie swiatla w tego rodzaju strukturach

jest bardzo wazna dla opanowania ich wytwarzania. Bezposrednie

pomiary pola fali swietlnej sa jednak bardzo trudne ze wzgledu
na male rozmiary struktur i dlugosci fali. Dlatego moze byc

bardzo interesujace wykonanie eksperymentów akustycznych na

makroskopowych modelach krysztalów fotonowych. Teraz mamy
juz do czynienia ze skala centymetrowa, a nie mikrometrowa, co
ogromnie ulatwia wykonanie doswiadczen, a wnioski z takich badan
moga okazac sie stosowalne równiez do struktur fotonowych.

Konrad RUDNICKI

Istnieja zasady filozoficzne przyjete na
podstawie zawilego i abstrakcyjnego
myslenia. Istnieja tez inne, zgodne
z mysleniem "na chlopski rozum". Taka
jest tak zwana zasada brzytwy Ockhama

nakazujaca niemnozenie bytów,
niewprowadzanie bytów zbednych przy
naukowych rozwazaniach. Idzie w niej
o to, aby sprawy dajacej sie wyjasnic
prosto, kilkoma pojeciami, nie wyjasniac
w sposób skomplikowany wielka liczba
poje~, aby delikatne rozróznienia miedzy
pojeciami wprowadzac tylko wtedy, gdy
sa rzeczywiscie potrzebne. Niepotrzebne,
zbedne byty nalezy odciac jak brzytwa
(stad nazwa). Nieco wulgaryzujac sprawe,
zasada ockhamowskiej brzytwy ~akazuje
nam raczej szczerze powiedziec "nie
jadam fasoli, bo mi nie smakuje", zamiast
wymyslac argumenty, ze dziala ona zle na
serce, dlugo sie trawi, powoduje wzdecia
itd. W swiadomym zastosowaniu do
naukowych rozumowan poslugiwanie
sie ta zasada nie jest proste, bo jakie
kryterium pozwala na latwe odróznienie
bytów (pojec) rzeczywiscie istotnych
od zbednych? Skad wziac przekonanie,
ze poza prostym zjawiskiem fizycznym
nie kryja sie niezmiernie skomplikowane
prawa fizyczne? Ponadto metodyka
pracy naukowej zaleca szukac wyjasnien
zadowalajacych niezaleznie od tego, czy sa
one skomplikowane, czy proste. Oczywiscie
tu powstaje problem, co jest zadowalajace,
ale nie wchodzmy w te sprawy zbyt
gleboko ...

W zyciu zarówno codziennym, jak
i ekonomiczno-politycznym "ockhamistów"
jest wielu. Zamiast sie zastanawiac nad
wplywem alkoholu na soki trawienne
i nad niewlasciwym w danej sytuacji
spozyciem pokarmu, prosciej jest
powiedziec "Pelnia, panie. Stad wymioty"
(K.I. Galczynski Kolczyki Izoldy). Zamiast
szukac wielorakich i zlozonych przyczyn
niepowodzen gospodarczych jakiegos
kraju, prosciej jest wytlumaczyc wszystko
szkodliwa dzialalnoscia tradycyjnych
wrogów spoleczenstwa - komunistów,
masonów lub Zydów.

Dzisiejsi naukowcy mniej dbaja
o niemnozenie bytów. Fizycy nie uwazaja
licznych typów kwarków, których nikt
nigdy nie widzial i widziec nie bedzie, za
byty zbedne. A matematycy zbiór pusty,
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Rys. 2. Schemat struktury - widok z boku
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Rys. 1. Sposób zamocowania pierscieni w rurze

Fale w krysztalach naturalnych

Krysztalem fotonowym jest tez kazdy prawdziwy krysztal, ale
w odniesieniu do odpowiednio krótkich fal elektromagnetycznych,

to jest promieni Rentgena, zwanych tez promieniami X. Mozna miec
nadzieje, ze eksperymenty akustyczne pozwola nam bezposrednio
obejrzec to, co w krysztale oswietlonym wiazka promieni
rentgenowskich odbywa sie na skale atomowa i jest nam znane
jedynie z teorii oraz doswiadczen posrednich.

Eksperymenty akustyczne na strukturach periodycznych pozwalaja
tez lepiej wyobrazic sobie, jak zachowuje sie fala elektronowa

w prawdziwych krysztalach. Od dziesiatek lat wiadomo, ze powinna
miec ona postac wynikajaca z twierdzenia Blocha, to znaczy byc
iloczynem plaskiej fali harmonicznej i funkcji o periodycznosci
krysztalu. Nikt jednak bezposrednio funkcji falowej elektronu nie
widzial. Fale akustyczna mozemy latwo zmierzyc i przekonac sie,
jaka jest jej postac. Ponizej opisujemy wyniki takich pomiarów, do
których wybralismy naj prostsza postac "krysztalu akustycznego" ,
a mIanOWICIe

Akustyczne zwierciadlo Bragga

Jako modelu struktury periodycznej uzylismy rury PCW o srednicy
wewnetrznej 33 mm i dlugosci 0,79 m z umieszczonym w niej
katownikiem aluminiowym, na którym przymocowane byly
pierscienie wyciete z rury PCW o srednicy nieco mniejszej od
srednicy wewnetrznej rury (rys. l).

Szerokosc pierscieni wynosila 10 mm, odstep miedzy ich srodkami

(tzw. stala struktury oznaczana dalej przez a) 40 mm; liczba
umieszczonych pierscieni wynosila 17 (rys. 2). Zródlem fali padaj acej
na strukture byl glosniczek wysokotonowy zasilany z generatora
akustycznego umieszczonego na jednym z konców rury. Dla
unikniecia powstawania fali stojacej w wyniku odbicia fali od
drugiego konca rury umiescilismy tam zwitek waty, pochlaniajacy
w znacznym stopniu padajaca na niego fale. Pozwalalo to przyjac
w pierwszym przyblizeniu, ze w rurze nie wytwarza sie fala stojaca,
która powstawalaby w wyniku nalozenia sie fali biegnacej z fala
odbita od wolnego konca rury.

czyli nie majacy zadnego elementu, nie
skladajacy sie z niczego, uwazaja za inny
byt niz zbiór, do którego nalezy zbiór
pusty. Tak wiec, biora na poczatek nic
i tworza z owego niczego zbiór, a nastepnie
z tego zbioru i z niczego tworza zbiory
coraz bardziej skomplikowane, nie dbajac
o zarzut, ze tworza byty zbedne. Co '
wazniejsze, w ten wlasnie sposób zbudowali
logiczne podstawy arytmetyki.

W róznych epokach swiadomy
i podswiadomy stosunek naukowców do
brzytwy Ockhama byl rózny. Tu chce
przypomniec, jak konsekwentne myslenie
zgodne z zasada ockhamowskiej brzytwy
powstrzymalo na cale stulecie rozwój
astronomii pozagalaktycznej.

W roku 1734 Emanuel Swedenborg
opisal po raz pierwszy nasza Galaktyke,
jako splaszczony uklad majacy wlasna
dynamike i skladajacy sie z ogromnej
liczby gwiazd, z których jedna jest nasze
Slonce. W roku 1761 Johann M. Lambert,
a w 1775 - równiez Immanuel Kant,
wysuneli przypuszczenie istnienia wielu
podobnych ukladów gwiazdowych.
Ich przypuszczenia poparli nastepnie
obserwacyjnie ojciec i syn - William
i John Herschlowie. 'Poslugujac sie
pierwsza generacja wielkich (srednica rzedu
metra) teleskopów zwierciadlowych na
przelomie wieku XVIII i XIX sporzadzili
katalog 4014 obiektów mglawicowych,
których wiekszosc - zgodnie równiez
z dzisiejszymi pogladami - uwazali
za odlegle uklady gwiazdowe, odkryli
fenomen ogólnego gromadzenia sie
wszystkich "mglawic pozagalaktycznych"
(to znaczy lezacych na sferze niebieskiej
z dala od Drogi Mlecznej), odkryli pas
supergalaktyczny, a takze postawili
hipoteze, ze nasza Galaktyka nalezy
do wielkiego ukladu galaktyk, którego
centrum znajduje sie w Pannie. Tak
powstala astronomia pozagalaktyczna. Na
nieszczescie odkryli tez fakt, ze "mglawice
pozagalaktyczne" (czyli w dzisiejszej
terminologii - galaktyki) unikaja na sferze
niebieskiej okolic Drogi Mlecznej, podczas
gdy w samej Drodze i jej poblizu spotyka
sie mglawice innych typów (dzis powiemy:
mglawice gazowe i pylowe).

Powiedzialem "na nieszczescie", bo i jak
to mozna bylo interpretowac? Polozenia
na sferze niebieskiej wyznaczaja kierunki
w przestrzeni. ObieJ;:ty skupione w dwu
czaszach biegunowych Drogi Mlecznej
zawieraja sie w przestrzeni w pewnym
stozku o wierzcholku w srodku sfery,
"w oku obserwatora", czyli w naszej
Galaktyce. Poza stozkiem ukladaja sie zas
inne obiekty - mglawice galaktyczne. Jezeli
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Do pomiaru amplitudy fali wewnatrz struktury wykorzystalismy
mikrofon zamkniety w dzwiekoszczelnej puszce, z której
wyprowadzona byla sonda w ksztalcie dlugiej, cienkiej rurki
stalowej, uzytej w celu doprowadzenia fali akustycznej do mikrofonu.
Niewielka srednica rurki pozwala przyjac, ze zaburzenie przez
nia wprowadzane nie mialo wplywu na wynik pomiaru. Sygnal
z mikrofonu doprowadzany byl do wzmacniacza opartego na ukladzie
TL082, a nastepnie clo woltomierza homodynowego (rys. 3). Za
pomoca woltomierza mierzylismy wartosc amplitudy napiecia na
wyjsciu wzmacniacza oraz jej dwie skladowe: pierwsza - zgodna
w fazie z sygnalem zasilajacym glosnik - i druga - przesunieta o 7r /2
wzgledem tego sygnalu, uzytego jako sygnal odniesienia. Amplituda
napiecia na wyjsciu wzmacniacza jest wprost proporcjonalna
do modulu zespolonej amplitudy fali akustycznej, natomiast jej
skladowa zgodna w fazie odpowiada czesci rzeczywistej sygnalu,
a skladowa przesunieta - czesci urojonej.

Pomiaru dokonywalismy przesuwajac w strukturze wolny koniec
sondy co l cm i zapisujac wartosci odczytów z woltomierza. Oba
sygnaly - odniesienia i odbierany z mikrofonu - obserwowalismy na
ekranie oscyloskopu, co mialo charakter pomocniczy.

N a blad pomiaru mialy wplyw nastepuj ace czynniki:

- niedokladnosc pomiaru polozenia sondy wzgledem konca rury,
przy której umieszczony byl glosnik. Polozenie sondy mierzone bylo
linijka metalowa, co spowodowalo, ze jego wartosc obarczona byla
bledem rzedu l mm;

- niedokladnosc ustawienia czestosci generatora; byl to akustyczny
generator mocy, typ PO-21; podzialki na skali byly rozmieszczone
co 100 Hz, jednak dosc duza odleglosc miedzy dzialkami pozwalala
prowadzic pomiary co 50 Hz z dokladnoscia ustawienia czestosci nie
gorsza niz 30 Hz;

- glosnik przy pomiarach byl ustawiony w odleglosci okolo 3-4 mm
od konca rury. Rozklad pola akustycznego w plaszczyznie przekroju
rury przy glosniku mógl byc rózny od tego, jaki ustalal sie wewnatrz
rury; wyniki pomiarów nie daja jednak przeslanek potwierdzajacych
wplyw takiego efektu;

- fakt docierania do mikrofonu dzwieków nie tylko z wnetrza
struktury, lecz takze poprzez obudowe (niedoskonala izolacja
akustyczna mikrofonu). Napiecie na wyjsciu wzmacniacza mierzone
przy zatkanym wlocie rurki bylo na poziomie 3% napiecia
mierzonego przy maksymalnym natezeniu dzwieku dochodzacego do
mikrofonu przy otwartej rurce.

przyjac, ze "mglawice pozagalaktyczne"
sa galaktykami, to trzeba by uznac,
ze nasze polozenie we Wszechswiecie
jest wyróznione, ze nasza Galaktyka
znajduje sie w wierzcholku stozka,
wszechobejmujacej struktury calego
Kosmosu. Od czasu Kopernika i Giordana
Bruna astronomowie uwazali, ze nasze
polozenie we Wszechswiecie musi byc
przecietne, a ani nasza Ziemia, ani Slonce,
ani Galaktyka nie moga miec wyróznionego
polozenia. Taka wiec mozliwosc wiekszosc
astronomów odrzucala.

Jakie byly inne mozliwosci? Otóz mozna
bylo przyjac, ze galaktyki istnieja
nie tylko w wyróznionym stozku, ale
w calej przestrzeni Wszechswiata. Cos
je jednak poza omówionym stozkiem,
czyli w plaszczyznie Galaktyki, zaslania
przed naszym wzrokiem. Ponadto trzeba
by wtedy równiez przyjac, ze mglawice
galaktyczne sa zupelnie innej natury niz
pozagalaktyczne. Pierwsze leza w naszym
ukladzie gwiazdowym, drugie sa same
ukladami gwiazdowymi. Trzeba wiec
przyjac: istnienie galaktyk tam, gdzie ich
nie widac, istnienie czegos ekranujacego,
co wlasnie tam je zaslania, óraz istnienie
dwu rodzajów mglawic o zupelnie róznej
naturze. Slowem, az trzy zbedne byty.
Brzytwa Ockhama nie pozwalala na
przyjecie tak abstrakcyjnej konstrukcji
myslowej.

Znacznie prostsza byla konstrukcja
nastepujaca: nasza Galaktyka jest albo
calym Wszechswiatem (dalej jest tylko
pustka), albo niezmiernie odlegla od
innych podobnych ukladów gwiazdowych,
tak ze ich sie nie da obserwowac. To, co
obserwujemy, to mglawice lezace wewnatrz
naszej Galaktyki. Jej struktura ma
wyrózniony stozek, w którym sie znajduja
mglawice pewnego typu (pozagalaktyczne),
a poza stozkiem znajduja sie inne
(galaktyczne). Takie proste tlumaczenie
zyskalo od razu wielu zwolenników.

O ile trudno znajdowac kolejne argumenty
na korzysc niepopularnej tezy, o tyle gdy
jakas teza zaczyna znajdowac uznanie,
dostarczanie dalszych argumentów
bywa coraz latwiejsze. Przypatrzmy sie
rozwojowi wypadków.

W roku 1815 znano juz linie widmowe
w Sloncu i w gwiazdach. W nastepnych
dziesiecioleciach stwierdzono, ze widmo
niektórych mglawic lezacych w Drodze
Mlecznej jest odbitym, rozproszonym na
mglawicowej materii, swiatlem gwiazdy
oswietlajacej dana mglawice. Podobne
widmo gwiazdowego typu dalo sie
zaobserwowac w kilku mglawicach
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Rys. 3. Schemat ukladu pomiarowego
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pozagalaktycznych. Nie bylo tam
wprawdzie widac gwiazd oswietlajacych
mglawice, ale mozna bylo przyjac, ze sa
one ukryte za warstwami mglawicowego
pylu (pyl w mglawicach byl "uznanym
bytem"). Mialo to swiadczyc o podobnej
naturze mglawic galaktycznych
i pozagalaktycznych. Wprowadzenie po
roku 1880 fotografii do spektroskopii
astronomicznej przynioslo znajomosc
wielu dalszych widm mglawic i umocnilo
znacznie te teze. Az do poczatku
wieku XX spektroskopia byla jeszcze zbyt
niedoskonala, aby umozliwic odróznienie
widma jednej bliskiej gwiazdy od
zbiorowego widma wielu gwiazd odleglych,
tworzacych inna galaktyke. Podobienstwo
widm niektórych mglawic galaktycznych
i pozagalaktycznych bylo wiec silnym
argumentem przeciw uznaniu mglawic
pozagalaktycznych za galaktyki.

Idea Wszechswiata wyspowego stale jeszcze
fascynowala niektórych, ale zbiorowy
zapal minal. Owszem, obserwowano
czasem poszczególne, zwlaszcza
wieksze, mglawice pozagalaktyczne. Nie
pielegnowano jednak nawet teleskopów
potrzebnych do systematycznych
obserwacji galaktyk: Statystyczne,
dosc prymitywne prace z wieku XIX,
dotyczace rozmieszczenia mglawic na
niebie, korzystaja przede wszystkim
z dawnych danych obserwacyjnych
Herschlów. Kompilacja dawnych danych
obserwacyjnych byl równiez znany katalog
NGC.

Nastepnym powaznym ciosem dla
pionierów astronomii pozagalaktycznej
bylo odkrycie w roku 1885 obiektu znanego
dzis jako supernowa (SN 1885a). Obiekt
mial wielkosc gwiazdowa 5,4 mag. Obiekt
jasniejszy niz szóstej wielkosci, nieruchomy
i pojawiajacy sie tam, gdzie przedtem nie
bylo widac nic, zostal zgodnie z ówczesna
wiedza astronomiczna zaklasyfikowany
jako gwiazda nowa: "nowa w Spiralnej
Mglawicy Andromedy". W tym czasie
znano juz mniej wiecej wielkosci absolutne
gwiazd nowych. Nowo odkryta "nowa"
majac taka widoma wielkosc gwiazdowa,
jaka zobserwowano, musiala sie znajdowac
wewnatrz naszej Galaktyki, wewnatrz
naszego ukladu Drogi Mlecznej. Istniejacy
jeszcze zwolennicy traktowania mglawic
pozagalaktycznych jako galaktyk uwazali,
iz nowa, byc moze, przypadkowo sie tylko
rzutuje na galaktyke, i w rzeczywistosci jej
odleglosc nie jest odlegloscia Mglawicy
w Andromedzie. Niestety, odkrycia
dalszych rzekomych nowych w galaktykach
NGC 4424 i 5253 (w roku 1895),
w NGC 2535 i 4321 (1901) oraz

4

Analiza wyników

Uzyskalismy 19 serii pomiarowych dla róznych czestosci fali
padajacej. Po przedstawieniu wyników na wykresach zaleznosci
amplitudy fali od polozenia w rurze stwierdzilismy, ze dla pewnych
czestosci fala jest silnie tlumiona - wystepuje przerwa energetyczna.
Dla ujecia tej obserwacji liczbowo obliczylismy wspólczynnik
transmisji dla kazdej z badanych czestosci, jako stosunek kwadratów
amplitudy na koncu i na poczatku rury. Aby uniezaleznic sie od
wplywu modulacji z okresem struktury, do obliczenia przyjelismy
srednie wartosci z czterech sasiednich punktów pomiarowych na jej
poczatku i koncu. Wyniki przedstawia rysunek 4.
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Rys. 4. Zaleznosc wspólczynnika transmisji w strukturze od czestosci

Widac, ze w obszarze od okolo 4000 Hz do okolo 4450 Hz fala jest
silnie tlumiona.

Z periodycznosci struktury wynika, ze fala przyjmie postac
przestrzenna okreslona tzw. funkcja Blocha [1]:

\ji(x) = U(x)eikx,

gdzie U(x) jest funkcja periodyczna z okresem a,

tzn. U (x) = U (x + a), natomiast k jest wektorem falowym
(w naszym jednowymiarowym przypadku redukuje sie do skalarnej
liczby falowej).

Z okresowosci funkcji U(x) wynika, ze odczytujac wartosc np. czesci
rzeczywistej sygnalu co okres funkcji U (x) (w naszym przypadku co
4 cm, a wiec co 4 punkty pomiarowe) wyeliminujemy wplyw funkcji
U(x) na postac funkcji \ji(x), gdyz U(x) bedzie stale. Tak uzyskane
dane powinny wiec, wedlug twierdzenia Blocha, reprezentowac
funkcje eikx pomnozona przez pewna stala, zalezna od tego, w jakiej

fazie funkcji U(x) beda znajdowac sie wybrane punkty.

W obszarze poza przerwa energetyczna wektor falowy k przyjmuje
tylko wartosci rzeczywiste, a wiec funkcja eikx przedstawia fale
biegnaca o stalej amplitudzie. W obszarze przerwy energetycznej
k staje sie liczba zespolona, a jej czesc urojona odpowiada za
wykladnicze tlumienie amplitudy. Otrzymujemy wówczas iloczyn
fali sinusoidalnej przez czynnik wykladniczo zanikajacy. Do tak

wybranych czesci rzeczywistych (zgodnych w fazie z sygnalem
zasilajacym glosnik) i urojonych (przesunietych o 7f /2) naszych



Rys. 6. Poziom sygnalu mierzonego co okres funkcji dla czestosci 4080 Hz (wewnatrz
przerwy energetycznej)

Rys. 5. Poziom sygnalu mierzonego co okres funkcji U(x) dla czestosci 4580 Hz (poza
przerwa energetyczna)

danych uzyskanych poza przerwa energetyczna dopasowalismy
zaleznosc

Ale nie trwalo to dlugo. W nastepnym
roku Edwin Hubble pracujac na górze
Wilsona na najwiekszym wówczas
teleskopie swiata o srednicy 252 cm
nastawil (pomylkowo - jak twierdza
zlosliwi), w przeciwienstwie do swoich
poprzedników, srodek pola widzenia nie
na zatloczone jadro spiralnej "mglawicy"
w Andromedzie, lecz na peryferyjne czesci
jej ramienia spiralnego, co pozwolilo
w nim odróznic poszczególne gwiazdy
i nastepnie metoda cefeid wyznaczyc,
z duzym jeszcze bledem, ale poprawnie
co do rzedu wielkosci, odleglosc calego
obiektu. "Mglawica w Andromedzie"
okazala sie galaktyka; pozostale mglawice
pozagalaktyczne - równiez.

w kolejnych galaktykach w ciagu
dalszych lat, zmniejszaly z czasem
prawdopodobienstwo takiego tlumaczenia
prawie do zera.

"Ostateczny" cios zwolennikom
traktowania mglawic pozagalaktycznych
jako ukladów gwiazdowych tego typu
co nasza Galaktyka zadal jednak
dopiero znakomityastrometrysta,
specjalista od pomiarów ruchów
wlasnych, A. van Maanen, który
zaslynal wczesniejszymi swietnymi
pomiarami odleglosci katowych i zmian
tych odleglosci, czyli katowych ruchów
wlasnych. Otóz w roku 1916, porównujac
klisze ze zdjeciami mglawicy spiralnej
w Wiekiej Niedzwiedzicy (M 101) z lat
1899, 1908, 1910, 1914 oraz 1915, ten
slynny badacz wyznaczyl ruchy wlasne
niektórych jej jasniejszych "punktowych"
zgeszczen i stwierdzil, ze swiadcza one
"bez watpienia" o ruchu obrotowym
tego obiektu. W tej samej pracy, jak
na ironie, przestrzega van Maanen
przed mozliwymi bledami w pomiarach
ruchów wlasnych i wyciaganiem z tych
pomiarów pochopnych wnio;;ków. Potem,
w roku 1921 oglosil nastepna prace na
ten temat. Tym razem wyznaczyl ruchy
wlasne w czterech mglawicach spiralnych:
M 33, 51, 81 i ponownie w M 101.
Pomiary wykazywaly okresy obrotu
tych mglawic rzedu 45 -;-160 tysiecy
lat. Wynikalo stad, ze przyznanie tym
mglawicom polozenia w przestrzeni
poza obrebem naszej Galaktyki, a tym
samym odpowiednio wiekszych rozmiarów
liniowych, zmuszaloby do przyjecia,
ze ich zewnetrzne obszary wirujac
maja predkosc liniowa wieksza od
predkosci swiatla. Odtad zwolennikami
hipotezy Wszechswiata skladajacego sie
z widocznych, mglawicowo wygladajacych
galaktyk pozostali juz tylko nawiedzeni
fantasci.
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W taki sposób okreslilismy rzeczywista i urojona czesc wektora
falowego, przedstawione na rysunku 7. Widac, ze w obszarze
czestosci 4000-4450 Hz wektor falowy ma rózna od zera czesc

f = Acos(kx - 6),

gdzie A - amplituda fali, k - wektor falowy, 6 - przesuniecie fazowe,
a do danych wewnatrz przerwy energetycznej zaleznosc teoretyczna

f = A exp( -,8) cos( ax - 6) ,

gdzie A - amplituda fali, a - czesc rzeczywista wektora falowego,
,8 - czesc urojona wektora falowego, 6 - przesuniecie fazowe.

Przykladowe wykresy wyników doswiadczalnych oraz dopasowane
zaleznosci teoretyczne przedstawione sa na rysunkach 5 i 6. Na
podstawie dopasowania funkcji mozna okreslic interesujaca nas
wartosc wektora falowego.
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J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czasteczki i ciala stalego, PWN, Warszawa 1979,
s. 244.

urojona, co oznacza tlumienie. Poza tym obszarem fala rozchodzi sie
praktycznie bez tlumienia.

0,90,8

wektor falowy (cm-l)

Rozwiazanie zadania M 835.
Niech N bedzie rzutem prostokatnym
punktu D na prosta M B. Mamy

INBI = cos600 ·IBDI = IABI,

trójkat ABN jest równoramienny, skad
L..BAN = 30° = L..BDN. Zatem
L.. NAM = 15° = L..AMN. Stad
INDI = INAI = INMI· Trójkat MND
jest równoramienny i prostokatny, skad
L..NDM = 45°. Ostatecznie

L..MDC = L..BDN + L..NDM = 75°.
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W rachunku rózniczkowym i calkowym niektóre sztuczki sa latwe, niektóre
zas piekielnie trudne. Glupcy piszacy ksiazki o wyzszej matematyce
- a sa to zazwyczaj glupcy utalentowani - rzadko zadaja sobie klopot, by
pokazac Czytelnikowi, jak proste w istocie sa rachunki. Wrecz przeciwnie,
obieraja droge najtrudniejsza z mozliwych, zdajac sie palac zadza
imponowania swym ogromnym sprytem.

Jako osoba nadzwyczaj glupia i tepa, bylem zmuszony oduczyc sie
wszelkich zawilosci, a teraz pragne przedstawic mym braciom-glupcom te
fragmenty przedmiotu, które nie sa trudne. Opanujcie je sumiennie, reszta
przyjdzie sama. Co udalo sie jednemu glupcowi, uda sie i innym.

Sylvanus P. Thompson, we wstepie do Calculus made easy

Co dalej?

Otrzymane wyniki w pelni potwierdzily nasza nadzieje, ze mozna
wiele dowiedziec sie o krysztalach naturalnych i fotonowych
przeprowadzajac eksperymenty akustyczne na modelu. Naturalna
kontynuacja naszych badan moze sie rozwijac w strone struktur
dwu- i trójwymiarowych, a takze poprzez modelowanie struktur
wystepujacych w przyrzadach pólprzewodnikowych, na przyklad
laserach.

Rys. 7. Wartosc wektora falowego w obszarze przerwy energetycznej

A co z nadswietlnymi predkosciami
wirowania wynikajacymi z pomiarów
ruchów wlasnych dokonanych przez
van Maanena? Byl on niewatpliwie

Wkrótce zdano sobie sprawe z istnienia
kilku bytów uznawanych dotad za
zbedne. Po pierwsze - oprócz faktycznych
pylowych i gazowych mglawic nalezacych
do naszej Galaktyki trzeba przyjac
równiez istnienie galaktyk wygladajacych
mglawicowo tylko ze wzgledu na wielkie
ich odleglosci. Po drugie wypadalo uznac,
ze galaktyki sa rozmieszczone w calej
przestrzeni, równiez w kierunkach, gdzie
lezy Droga Mleczna. A poniewaz ich tam
nie widac, wynikla stad realnosc ciemnej
materii ekstyngujacej (pochlaniajacej,
rozpraszajacej) swiatlo, rozmieszczonej
w plaszczyznie naszej Galaktyki. Kazdy
z tych "zbednych" bytów stal sie
z czasem podstawa innej galezi badan
astronomicznych. Najdluzej przyszlo
czekac niewidocznym galaktykom skrytym
za masami ciemnej materii. Te zaczeto
odkrywac dopiero po wypracowaniu metod
obserwacji w podczerwieni.

Gdy jakis poglad odnosi zwyciestwo, latwo
sie znajduje dodatkowe argumenty za jego
slusznoscia. Nie negujac podobienstwa
widm galaktyk do widm gwiazd (i widm
mglawic przez nie oswietlanych)
dostrzezono stopniowo w tych widmach
istotne róznice. StwierdzoIl.o, ze same
widma pozwalaja odrózniac uklady
gwiazdowe od gwiazd pojedynczych. Tak
wiec argument zaczerpniety z widm obrócil
swoje ostrze w przeciwnym kierunku.

Sprawe rzekomych gwiazd nowych
w licznych galaktykach, których do
roku 1922 odkryto juz 17, wyjasnil
ostatecznie najwybitniejszy XX-wieczny
przyrodnik-goetheanista Zwicky
(goetheanizm jest nie do pogodzenia
z brzytwa Ockhama), który wraz
z Walterem Baadem stwierdzil, iz mamy
tu do czynienia z obiektami o znacznie
wiekszej swiatlosci (mniejszej wielkosci
absolutnej). Te obiekty nazwano
supernowymi, co otworzylo nowy dzial
astrofizyki zajmujacy sie tymi obiektami,
uwazanymi dzis za wazne stadium ewolucji
gwiazd.

Goetheanizm - metodologia badan oparta
na goetheanistycznej teorii poznania
przypisujacej mysleniu subiektywizm w tym
sensie, ze czlowiek moze myslec (z pewnymi
psychologicznymi ograniczeniami) o tym,
o czym chce i obiektywizm w tym sensie,
ze dane mysli daja sie prawidlowo zestawic
w jeden tylko sposób niezalezny od upodoban
czlowieka.
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Prawo Hubble'a i zdrowy rozsadek
Prasa klamie. Czy to haslo studentów z 1968 roku pozostalo aktualne?
Prasa jest róznorodna i niezalezna od wladzy, klamie zas mniej nachalnie
i intensywnie niz wtedy, a zreszta od czego sady, gdy ktos poczuje sie
klamstwami gleboko dotkniety. Przeto klamstwa prasowe w polityce
nie sa az tak wazkie jak kiedys. Inaczej jest, jesli klamstwo, lub mniej
dobitnie - szerzenie nieprawdy - dotyczy faktu naukowego. Tu, bardziej
niz w polityce, czytelnik spodziewa sie przeczytac prawde. A chociaz
o nauce czyta mniej osób niz o polityce, to nieprawda opublikowana
w wysokonakladowej gazecie rozprzestrzenia sie w sposób znaczacy, nawet
jesli dotyczy nauki. Przyczynia sie to do oddalenia sie elit naukowych od
spoleczenstwa, co pozostaje szkodliwe niezaleznie od ustroju.

Kilka lat temu w Magazynie Gazety Wyborczej ze zdumieniem
przeczytalem (w artykule podpisanym przez mojego znakomitego kolege
z \iVydzialu Fizyki UW), ze sztandarowe dzielo obserwacyjnej astronomii
XX wieku - prawo Hubble'a ~ wyróznia nasza Galaktyke jako centrum
Wszechswiata, o ile nie zastosujemy do jego interpretacji - zamiast fizyki
klasycznej - ogólnej teorii wzglednosci. Po wyslaniu przeze mnie protestu
do Magazynu autor artykulu wyjasnil mi, ze oprotestowane stwierdzenie
nie pochodzi od niego, lecz jest wynikiem zmian redakcyjnych, nad
którymi nie mial kontroli, poniewaz przebywal chwilowo za granica.
Jednak Magazyn nie opublikowal ani mojego listu w tej sprawie, ani
sprostowania autora, wiec pamietliwi czytelnicy tego skadinad ciekawego
artykulu biora zapewne falsz za prawde. Zreszta, mysle, ze wiele osób
poznajacych prawo Hubble'a na poziomie elementarnym, ma intuicyjne
podejrzenie takie, jak redaktor Gazety Wyborczej, który wprowadzil te
fatalna poprawke w artykule. Warto wiec chyba wyjasnic, dlaczego prawo
Hubble'a nie wyróznia zadnego punktu we Wszechswiecie.

Prawo Hubble'a stwierdza: galaktyki (przynajmniej te sasiednie) oddalaja
sie od nas z grubsza biorac z predkosciami wprost proporcjonalnymi do ich
odleglosci od nas. W jezyku klasycznych wyobrazen kinematycznych, po
umieszczeniu poczatku ukladu odniesienia w naszej Galaktyce, fakt ten
zapisuje sie jako

v=Hr,
przy czym, jesli przez R oznaczymy funkcje przypisujaca galaktyce
znajdujacej sie w wybranej chwili to w punkcie 1'0 polozenie I' = R(ro, t)
w chwili t, to v = aR/at. Wielkosc H, niefortunnie nazwana stala

Hubble'a, na mocy prawa Hubble'a nie moze zalezec od 1', natomiast
nic nie stoi na przeszkodzie, by zalezala od t. I musi zalezec od t, bo
przyciaganie grawitacyjne powinno zwalniac tempo oddalania sie galaktyk,
H = H(-t). To zas, ze w ogóle sie oddalaja, nie jest wynikiem dzialania
grawitacji, lecz zapewne tajemniczego dla wspólczesnej nauki Wielkiego
Wybuchu.

A jak wyglada prawo rzadzace rozszerzaniem sie Wszechswiata nie
z punktu widzenia naszej, lecz innej galaktyki? Niech galaktyka ta
zajmuje w chwili to polozenie 1'10 w naszym ukladzie odniesienia. Wtedy
w chwili t bedzie zajmowac polozenie 1'1 = R(rlO, t). Promien wodzacy
poprowadzony z tej wybranej do dowolnej galaktyki w chwili t bedzie dany
przez

1" = I' - 1'1 = R(ro, t) - R(rlO, t).

Rózniczkujac wzgledem czasu przy ustalonych 1'0 i 1'10, otrzymamy
predkosc dowolnej galaktyki w ukladzie odniesienia wybranej galaktyki,
która po skorzystaniu z prawa Hubble'a dana jest formula:

v'=Hr-Hrl=Hr'.

Prawo Hubble'a w ukladzie innej galaktyki wyraza sie wiec tym samym
wzorem, co w przypadku ukladu naszej Galaktyki. Wynika z tego,
ze intuicje kinematyczne czasem zawodza, a szerzenie nieprawdy chyba
warto prostowac.

Wojciech KOPCZYNSKI
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swietnym astrometrysta. Jednak
korzystajac z tego, ze klisze, na których
dokonywal pomiarów, pozostaly, pomiary
po smierci van Maanena powtórzono.
Stwierdzono wtedy brak jakichkolwiek
mierzalnych przesuniec. Okazalo sie
wiec - ku przestrodze potomnych
- ze nawet znakomici uczeni dokonujac
"obiektywnych" pomiarów podlegaja
czasami autosugestii, gdy z góry zakladaja,
jakie wyniki maja otrzymac.

Tak wiec w roku 1922 astronomia
pozagalaktyczna, po mniej wiecej
stuletniej przerwie, ozyla. Wyniki obu
Herschlów zostaly tymczasem zapomniane.
Hubble'owi przyszlo wiec na nowo
odkrywac gromady galaktyk, a Fritz
Zwicky stwierdzil po zmudnych pomiarach,
ze w gromadzeniu sie biora udzial
wszystkie galaktyki, nasza zas Galaktyka
nalezy do wielkiej gromady (dzis sie utarlo
mówic: do supergromady) w Pannie,
o czym wiedzieli juz przeciez Herschlowie.
Vera Rubin i Gerard de Vaucouleurs

ponownie odkryli pas supergalaktyczny.
Nastapily i trwaj a do dzis dalsze odkrycia
faktów nieznanych w czasach Herschlów.

Czy z tego plynie moral, ze zasada
brzytwy Ockhama jest bledna? - Raczej,
ze zadnej zasady metodologicznej nie
mozna stosowac automatycznie.

Rozwiazanie zadania F 469.
Musi to byc równoleznik krótszy od 24 000 km,
gdyz tylko taki porusza sie podczas obrotu Ziemi
z predkoscia mniejsza niz 1000 km na godzine.
Poniewaz równik ma 40 000 km i poniewaz
stosunek dlugosci okregów jest równy stosunkowi
ich promieni) wiec z rysunku wynika, ze

24

cos <p < 40 = 0,6,

co daje szerokosc geograficzna <p > 53°08'.

Samolot musi wiec latac albo na pólnoc
od Torunia, albo na poludnie od Ciesniny
Magellana. To jednak nie wystarczy. Nie moze
tez przekroczyc poludnika 180° - dlaczego?



Idealne bryly Platona a chemia .
organIczna

Helena DODZIUK

Wysokosymetryczne wielosciany: tetrahedron (czworoscian) 1, trójpryzman 2,

szescian 3, oktahedron (osmioscian) 4 i dodekahedron (dwunastoscian) 5
mialy, wedlug Platona, uosabiac wyzsza harmonie swiata. Omawial je równiez

Pitagoras. Cóz, wydawaloby sie, moga miec one wspólnego z chemia organiczna?
A jednak.

Do niedawna na podstawie bardzo licznych danych doswiadczalnych

przyjmowano, ze podstawniki czterowiazalnego atomu wegla sa rozmieszczone
w narozach czworoscianu. Nie moglo byc wiec mowy o czasteczkach

organicznych, których szkielet nasladowalby przynajmniej niektóre bryly

Platona. Jednak ostatnio okazalo sie, ze jest to mozliwe. Czasteczka

tetrahedranu 1 (pokazana, jak to przyjete w chemii, bez wiazan C-H) jest
zbyt naprezona, by mogla byc trwala, ale chemicy organicy zsyntetyzowali

jego dwie pochodne 6, które maja wszystkie atomy wegla podstawione duzym
podstawnikiem.

Otrzymano równiez trójpryzman, kuban oraz po dwudziestu latach pracy

dodekahedran, których szkielety weglowe odpowiadaja wieloscianom Platona.

Bylo to mozliwe dzieki burzliwemu rozwojowi metod syntezy czasteczek

organicznych, fizykochemicznych metod badania struktury czasteczek, jak
równiez metod teoretycznych, które pozwalaja na ocene mozliwosci istnienia

trwalych hipotetycznych czasteczek. Obok czasteczek organicznych, których

szkielety weglowe nasladuja platonskie bryly, znane sa ich nieorganiczne

odpowiedniki zbudowane np. z atomów krzemu, azotu i/lub fosforu.

Do wieloscianów platonskich
zalicza sie zwyczajowo czworoscian,
szescian, osmioscian, dwunastoscian
i dwudziestoscian (jedyne piec
wieloscianów wypuklych, których
wszystkie sciany sa jednakowymi
wielokatami foremnymi i w dodatku
tyle samo scian zbiega sie przy
kazdym wierzcholku). Zadnych
wiedzy odsylamy do wczesniejszych
numerów Delty, m.in. 5/1997.

Red.

1 2 3 4 5

::id:: (1 ~ 8 63/" /"

Czterowiazalny atom wegla to atom
o hybrydyzacji sp3 (mlodszym
Czytelnikom mówiono o nim w szkole
sredniej). Terminy maly podstawnik,
duzy podstawnik naleza do zargonu
zwyczajowo uzywanego przez chemików.
Maly podstawnik to np. atom wodoru,
a duzy podstawnik - np. grupa
tert-butylowa C(CH3)J.

6 eto C albo Si 7 8 9 10

Czasteczki 1-3 i 5 naleza do grupy nasyconych weglowodorów klatkowych

o wzorze ogólnym C2nH2n. Zwiazki te zbudowane sa z atomów wegla, z których
kazdy polaczony jest z trzema atomami wegla i jednym atomem wodoru.

Zdawaloby sie, ze warunek ten bardzo ogranicza liczbe mozliwych izomerów dla

danej wartosci n. Okazuje sie jednak, ze liczba struktur gwaltownie rosnie ze

wzrostem wartosci n. Dla n = 2 i 3 istnieje tylko po jednej mozliwej strukturze

(zwiazki 1 i 2). Dla n = 4 obok kubanu 3 istnieje kunean 7 i oktabiswalen 8,
przy czym czasteczki opisane wszystkimi tymi strukturami sa znane. Dla n = 5
mozliwych jest g róznych izomerycznych struktur, ale tylko pentapryzman 9

i diademan 10 zostaly zsyntetyzowane. Natomiast, mimo wielu prób, nie udalo

sie otrzymac wysokosymetrycznych czasteczek heksapryzmanu 11 i scietego
tetrahedranu 12. Tak wiec, jedynym znanym zwiazkiem o wzorze sumarycznym

C12H12 jest 13 pokazany na rysunku, dla wiekszych n znane sa jedynie

8
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Po co w ogóle ludzie zajmuja sie synteza i badaniem struktury takich zwiazków?

Wsród róznych powodów podejmowania takich badan nie naj mniejsze znaczenie

ma fascynacja ich pieknymi ksztaltami. Czasteczki te stanowia swoiste wyzwanie

dla chemika-syntetyka; z róznych przyczyn bardzo trudno je otrzymac. Kiedy

uczeni próbuja po raz pierwszy zsyntetyzowac tak nietypowe czasteczki, nic
na ogól nie wiadomo o mozliwosci ich zastosowan, jednak czesto okazuje sie,

ze moga byc one interesujace ze wzgledów praktycznych. Kuban otrzymano

po raz pierwszy w 1964 roku, ostatnio zas ogloszono, ze przez dlugie lata
armia amerykanska prowadzila badania tej wysokoenergetycznej czasteczki i jej

pochodnych podstawionych jedna lub kilkoma grupami nitrowymi, liczac na
wykorzystanie jej np. w srodkach wybuchowych. Niemal jednoczesnie pojawily

sie doniesienia o mozliwosci wykorzystania innych pochodnych kubanu jako

lekówantyrakowych lub wykazujacych dzialanie przeciw AIDS. Reasumujac

mozna powiedziec, ze czesto tak niepraktyczne, wydawaloby sie, przygody

intelektualne, jak prace nad synteza i wlasnosciami zwiazków o'szkieletach

weglowych nasladujacych idealne bryly Platona moga dosc szybko znalezc
bardzo konkretne zastosowania praktyczne.

otrzymany po wieloletnich wysilkach dodekahedron 5 oraz pagodan 14, oba
o wzorze sumarycznym C2oH20.

n+2
n+1

_ Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 835. Punkty A, B, C, D leza kolejno na prostej i IABI = IBCI = ICDI.
Punkt M jest okreslony przez warunki LM AB = 45° i LM BC = 60°. Obliczyc
rozwartosc LM DC.

Rozwiazanie na str. 6

M 836. Udowodnic, ze nie istnieja takie liczby dodatnie Xl, ... , Xn, (n 2: 3), dla
których równoczesnie spelnione sa równosci

n

""' Xi n - 2L..-i2=n+1i=l

Rozwiazanie na str. 16

M 837. Niech qn bedzie liczba elementów zbioru {21, 22, ... , 2n} zaczynajacych sie

(w systemie dziesietnym) cyfra 1. Udowodnic, ze ciag (~) jest zbiezny i znalezc jego
gramce·
Rozwiazanie na str. 16

Przygotowal Marek KORD OS

Tym razem fizyke reprezentowac beda stare zadania lotnicze, w których opór powietrza
pomIJamy.

F 469. Samolot leci wzdluz równoleznika z predkoscia 1000 km na godzine, ze wschodu
na zachód i posuwajac sie wstecz w czasie. Który to równoleznik?
Rozwiazanie na str. 7

F 470. Samolot wystartowal z punktu A, przelecial 1000 km na poludnie, potem
1000 km na zachód, wreszcie 1000 km na pólnoc i znalazl sie z powrotem w punkcie A.
Zlokalizowac ten punkt.
Rozwiazanie na str. 11

9



Rys.l

Rys. 2

Rys.3

mala delia

Wypelniamy przestrzen

Pudelkami w ksztalcie czworoscianu foremnego (rys. 1) ani w ksztalcie naroza

szescianu (rys. 2) nie da sie szczelnie wypelnic przestrzeni. Powód jest prosty:

katy dwuscienne czworoscianu to ~ 70033' - z takich katów nie da sie uskladac

3600, a taka przeciez sume powinny miec katy dwuscienne przy kazdej krawedzi,

gdyby udalo sie przestrzen wypelnic. Podobnie, kat dwuscienny przy dluzszych

krawedziach naroza to ~ 54044', a to tez nie pozwoli uskladac 3600 nawet

z pozostalymi katami liczacymi po 900•

Nadaja sie natomiast do wypelnienia przestrzeni pudelka w ksztalcie

czworoscianów Hilla, a konkretnie tego z rysunku 3, który nosi fachowa nazwe

Hl (%). Pozorny dowód tego faktu jest na rysunku 4. Pokazane jest tam
rozbicie szescianu na szesc czworoscianów H1(%). Geometrycznie jest wszystko

w porzadku, wszystkie czworosciany sa przystajace, a szescianami przestrzen

daje sie wypelnic. Natomiast z punktu widzenia kartonowych pudelek jest zle:

czworosciany z rysunku 4 to trzy jednakowe pudelka i trzy ich odbicia lustrzane.

Zly dowód nie oznacza, ze twierdzenie jest falszywe. Poprawny dowód daje

rysunek 5. Z czworoscianu AA' B'G' przez obrót o 1800 wokól prostej

przechodzacej przez A' i srodek odcinka AB' otrzymujemy czworoscian

B' A' AE, z niego zas przez obrót o 1800 wokól prostej przechodzacej

przez A i srodek odcinka A' E otrzymujemy czworoscian F E AA'. Obroty

sa, jak wiadomo, przeksztalceniami dostepnymi dla tekturowych pudelek

(w odróznieniu od odbic lustrzanych).

Poniewaz obrót o 1800 przeprowadza kazdy odcinek na równy i równolegly do

niego, wiec równe i równolegle sa odcinki AG', B' E i F A', stad suma trzech

czworoscianów okazuje sie graniastoslupem pochylym o podstawie trójkatnej.

Z takich graniastoslupów, stawiajac jeden na

drugim, robimy rury o przekroju trójkatnym,

a tymi rurami wypelniamy przestrzen w ten

sam sposób, jak trójkatami wypelnia sie

plaszczyzne·

Znamy dzisiaj nieskonczenie wiele ksztaltów

pudelek czworosciennych wypelniajacych

przestrzen, ale nie wiemy, czy jest to pelna

lista (i wszyscy wierza, ze nie jest), wiec pole
do wlasnych poszukiwan pozostaje szeroko
otwarte.

Rys.4 Rys. 5
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Klub 44
Regulamin

Rozwiazanie zadania F 470.
Kazdy zgaduje od razu, ze A to biegun
pólnocny. Nie jest to jednak jedyne
rozwiazanie. Jako punkt A mozna
tez wziac kazdy z punktów pólkuli
poludniowej, który

lezyo 1000 km na pólnoc od
równoleznika majacego dlugosc 1000 km
(szerokosc poludniowa"" 88°34'),
lub 500 km, lub 250 km itd., slowem
1000
-- km dla dowolnej liczby naturalnej nn
(obliczenie ciagu odpowiednich szerokosci
pozostawiamy Czytelnikom).

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
1. Wydzial Matematyki, Informatylci i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkUl's­
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnilciem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1997 uplynal
31 stycznia 1998). Szlcicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwislciem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopislciem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych
uczestników nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz
z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szlcicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematylci i dla fizyki.
Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie
czlonlciem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonIciem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizylci), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
olcienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie talcich kartek nie czesciej niz co lcilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan lcilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w góre.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkUl'su,
prezentowane sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian
regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1998

Zadania z matematyki nr 355, 356

Redaguje Marcin E. KUCZMA

355. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb calkowitych (p, x, y), w których p jest
liczba pierwsza, spelniajace równanie pX - yP = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz trójkat ABC, którego katy sa znane (LA = a,
LB = (3, LC = ,). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym

IADI = n~l 'IABI, IAEI = n~l ·IACI· Punkty Pl, ... , Pn leza na boku BC, przy

czym IBPII = IPIP21 = ... = IPn-IPnl = IPnCl = n~l ·IBCI· Obliczyc sume

ILDPIEI + ILDP2El + ... + ILDPnEI.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1997

Przypominamy tresc zadan:

347. Funkcje J i g sa ciagle w przedziale (O; 1) i rózniczkowalne w punktach wewnetrznych
tego przedzialu. Dowiesc, ze dla pewnej pary liczb x, y E (O; 1) jest spelniona nierównosc
(j(x) + g(y) + 4xy)2 ;::: 1.

348. Niech n bedzie liczba naturalna. Obliczyc, ile jest liczb (6n )-cyfrowych podzielnych przez 7,
o wszystkich cyfrach nieparzystych (zapis dziesietny).

i=O

6n-1

== 2 L bi . 56n-i = 2 . 5· f(N) == 3f(N).
i:;:::: o

i=O

Zatem N E Ao wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) E Bo. Wniosek:
zbiór Ao liczy tyle sarno elementów, co zbiór Bo, czyli
t(56n+ 6).

W arytmetyce (mod 7) marny zwiazki: 36 == 56 == 1 oraz
3i == 56n-i (dla kazdego i). Jesli wiec liczba N E A jest dana
wzorem (1), to

6n-l 6n-l 6n-l

""' . ""' . ""' . 36n - 1N == L.J ai ·3' = L.J (2bi + 1) ·3' = 2 L.J bi ·3' + --2- ==

Okreslona w ten sposób funkcja f jest bijekcja zbioru A na

zbiór B = {O,1, 2, ... , 56n_I}. W zbiorze B jest t(56n-l) + 1
(czyli t(56n+ 6)) liczb podzielnych przez 7; tworza one zbiór
Bo = {M E B: M == O}.

gdzie ai E{I,3,5,7,9}.

348. Niech A bedzie zbiorem liczb postaci
6n-l

N= Lai 'IOi,(1)
i=O

Marny wyznaczyc liczbe elementów zbioru
Ao = {N E A: N == O}; tu i dalej wszystkie kongruencje sa
brane (mod 7). Kazdej liczbie N postaci (1) przyporzadkujmy
liczbe

z której wynika, ze najwieksza z liczb A, -B, -e, D jest nie
mniejsza niz 1. Zatem max{A2, B2, e2, D2} 2: 1, i marny
teze zadania. (Analityczne wlasnosci funkcji f i g, dane
w zalozeniach, nie sa do niczego potrzebne.)

347. Przyjmijmy oznaczenia: f(O) = a, f(l) = b, g(O) = c,
g(l) = d; F(x, y) = f(x) + g(y) + 4xy; F(O,O) = A,

F(O, 1) = B, F(I,O) = e, F(l, 1) = D. Zachodzi równosc

A - B - e + D = (a + c) - (a + d) - (b + c)+ (b + d) + 4 = 4,

6n-l

f(N)= Lbi·56n-I-i, gdzie bi=l(Ui-I)E{0,1,2,3,4}.
i=O

W materialach matematycznej ligi zadaniowej Klubu 44 mamy zanotowane

blisko 600 nazwisk: tyle osób wlaczylo sie do zabawy (tak to nazywajmy
i traktujmy), przysylajac przynajmniej jeden raz rozwiazanie przynajmniej
jednego zadania. Oczywiscie, znaczna wiekszosc uczestników na tym nie
poprzestala, a naj wierniejsi uczestnicza nieprzerwanie od kilkunastu lat.
Zreszta, niekoniecznie "nieprzerwanie". Czasem ktos zniknie z naszego pola
widzenia, zdawaloby sie, ze na dobre, po czym, po latach przerwy, przysle
rozwiazanie jakiegos zadania, które mu szczególnie przypadlo do gustu -
i znów przystepuje do zabawy. Wczesniej uczestniczyl jako uczen lub student,
teraz jako stateczny przedstawiciel zawodu czesto nie majacego nic wspólnego
z matematyka - przysyla listy z innego miasta, a bywa, ze z innego kraju.

To znaczy, ze nie rozstal sie z nami na dobre, ze nadal jest naszym wiernym
czytelnikiem. Wlasnie w minionym roku mielismy kilka takich przypadków
wdziecznego corne back . Bardzo mile sa dla nas te sygnaly pamieci.

Jak co roku, omawiamy ponizej rozwiazania istotnie odmienne (i zwykle
ciekawsze) od naszych "firmowych", a takze znalezione uogólnienia.
Odnotowujemy ponadto te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byly bardzo
nieliczne.

Lista uczestników
ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 343 (WT=1,32) i 344 (WT=2,65)

z numeru 6/1997
Witold Bednorz 46,82
Przemyslaw Gad'Zinski - 5- 45,35
Tomasz Rawlik - 3- 43,46
Adam Czornik - 2- 41,29
Krzysztof Zapisek 41,22
Maciej Mostowski 38,72
Tadeusz Józefczyk - 2- 38,10
Konrad Patkowski 36,27
Tomasz K ulpa. - 1- 34,45
Zbigniew Galias - 1- 32,14
Witold Bednarek 30,43
Bogumila Piotrowska. 29,86
Zbigniew Skalik 26,19
Andrzej Dudek 26,04
Wojciech Maciak 25,46
Jan Ciach - 5- 24,98
Adam Jóiwik 21,30
Janusz Olszewski - 3- 24,18
Kazimierz Serbin - 3- 23,34
Piotr Kumor - 3- 22,96
Artur Arciszewski 21,98
Michal Lewandowski 21,69
Rafal Piku!a 21,35
Marcin Sawicki 21,20
Zbigniew Sewartowski 21,13
Mieczyslaw Jedrzejowski - 21,10
Bartosz Putrycz 20,31

Legenda (przykladowo): stan konta 3-22,96
oznacza, ze uczestnik juz trzykrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (czwartej)
rundzie ma 22,96 punktów.
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Zadanie 328. [Z - zbiór plaski; V P E Z: #{Q E Z: jPQI = r} = 2,1, O odpowiednio
dla r < 1, r = 1, r > 1; czy Z musi byc okregiem?] (wspólczynnik trudnosci
WT=3,23; liczba poprawnych rozwiazan LP R=2). M. Mostowski skonstruowal ten
sam kontrprzyklad, co w rozwiazaniu firmowym. P. Gadzinski wykazal, ze polówke
dowolnej elipsy majacej dostatecznie maly mimosród mozna uzupelnic do gladkiej
krzywej zamknietej Z o postulowanej wlasnosci.

2n

Zadanie 338. [Dowiesc, ze I:(_l)kCkn)kn = O](WT=1,97; LPR=15). Przedstawiono
k=O

wiele dowodów tej nietrudnej tozsamosci: rózniczkowanie funkcji (eX - l?n (jak
w rozwiazaniu firmowym); rózne dowody indukcyjne; argumenty kombinatoryczne.
Kazda z zastosowanych metod (takze i ta z rozwiazania firmowego) daje po niewielkiej

N
modyfikacji rezultat nieco ogólniejszy: I:(_l)k (~) kn = O,jesli N > n; zwrócili na to
uwage prawie wszyscy rozwiazujacy. k=O

[Wynik ten uzyskal juz L. Euler (Novi Comm. Ac. Petrop. 13 (1768), 28-30).]

n-l

Zadanie 330. [Liczba N = II(2n - 21) dzieli sie przez n!] (WT=2,17; LP R=12).
1=0

Efektowny dowód algebraiczno-kombinatoryczny (nie odwolujacy sie do zadnych
faktów z teorii liczb) przedstawila Monika Walkowiak: N jest liczba wszystkich
macierzy nieosobliwych n x n nad cialem dwuelementowym; wynika to stad, ze gdy
j poczatkowych wierszy takiej macierzy zostalo juz wybrane, wówczas jest dokladnie
2n - 21 mozliwosci wyboru kolejnego wiersza, który bylby od nich liniowo niezalezny.
Macierze zlozone z tych samych wierszy (z dokladnoscia do ich permutacji) mozna
uwazac za równowazne, a kazda klasa równowaznosci ma moc n! ; stad teza.

(~)kn+2(n + 1 n)< n+2-n+l
k=n+l

.0

1 (n + l)n 1 ( n )n=n+l n+2 -; n+l
a otrzymana róznica jest ujemna, co wynika z nierównosci Bernoulliego
(1 + o5)n > 1 + no5 dla 8 = -(n + 1)-2. ("Elementarne, Watsonie" .)

Zadanie 335. [6ABC: pole S, obwód 2p; K E AB, L E AC; lAKI = k, lALI = l;

S' = pole 6AK L; prosta K L przechodzi przez srodek kola wpisanego w 6ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy 2pS' = (k + l)S] (WT=1,27; LPR=25). Rozwiazanie firmowe
bylo niepotrzebnie skomplikowane (rachunek na wektorach!). Przyslane rozwiazania
sa w wiekszosci znacznie prostsze: niech P bedzie punktem przeciecia prostej K L
z dwusieczna kata A i niech d bedzie odlegloscia punktu P od prostych AB i AC;
wówczas 2S' = (k + l)d, wiec

2pS' = (k + l)S ~ S = pd ~ d = promien kola wpisanego ~

~ p = srodek kola wpisanego.

00 k

Zadanie 334. [Ciag o wyrazach Sn = ""' ~k (_n_) jest zbiezny] (WT=3,28;L...-n+ n+l
k=O

LP R=2). W rozwiazaniu firmowym (bedacym adaptacja rozwiazania podanego
przez M. Kasperskiego, autora zadania) zostalo wykazane, ze granica ciagu (Sn)l
jest równa 1 - f el-l/Ydy. P. Gadzinski otrzymuje wynik w postaci innej calki:

o
00

lim Sn = f(1 + x)-le-Xdx, porównujac liczby Sn z sumami Riemanna tej calki na
o

ograniczonych przedzialach. (Sprawdzenie, ze uzyskane wyniki sa równe, nie jest
latwe!) W kazdej z tych metod korzysta sie, jawnie lub milczaco, z niebanalnych faktów
z "uniwersyteckiej" analizy matematycznej. Na uwage zasluguje wiec znacznie prostsze
rozwiazanie, które podal W. Bednarek:

Poniewaz Sn = EnTn, gdzie En = (n ~ 1) n -t e, Tn = f~(n: 1) k, wystarczy
k=n

wykazac, ze ciag (Tn) jest malejacy - stad wyniknie jego zbieznosc, a tym samym
równiez zbieznosc ciagu (Sn). Nierównosc bk - ak < (b - a)kbk-l (zachodzaca dla liczb
dodatnich a < b) daje oszacowanie

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurujacych na liscie powyzej):
"dwukrotni" :

Z. Bartoid, P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pióro,
S. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski;
fljednokrotnill :

T. Bieganski, W. Boratynski,
M. Czerni akowska, B. Dyda, P. Figurny,
M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
P. Kubit, A. Langer, R. Latala,
P. Lipinski, P Lizak, J. Lazuka,
J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,
W. Olszewski, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,
A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,
K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawislawski, P. Zmijewski.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestników ligi, którzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:
- stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktów;
- przyslali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1995, 1996
lub 1997.
Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic
do naszych matematycznych lamiglówek,
jego nazwisko automatycznie wróci na
liste. Serdecznie zapraszamy'

Dwóch uczestników w tej rundzie
przekroczylo próg 44 punktów:
W. Bednorz - po raz pierwszy, a Weteran
P. Gadzinski - po raz szósty(').

A

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
M. Galecki (5), J. Uryga (4),
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor, P. Gadzinski (6), K. Jedziniak,
J. Olszewski, L. Skrzypek (4),
H. Kornacki, T. Wietecha
(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44
punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie).

c
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gdzie

Calkiem odmienne, intrygujace oryginalnoscia pomyslu rozwiazanie przyslala Paulina
Domagaiska: niech (an) bedzie ciagiem nierosnacym (ao = 1), dla którego szereg
I: bn o wyrazach bn = a~/ an+l jest zbiezny; wówczas takze szereg I: an jest zbiezny
(kryterium porównawcze: bn 2: an). Niech Sn = ao + ... + an, Wn = bo + ... + bn;
Sn -t S, Wn -t w. Ustalmy n. Srednia arytmetyczna wazona liczb Ci = aii+l

(i = O, ... , n) branych odpowiednio z wagami Pi = ai/ Sn jest nie mniejsza niz

srednia harmoniczna tych liczb (z tymi samymi wagami): I:PiCi 2: (I:PiC;l)-l. Ta
nierównosc po prostym przeksztalceniu przybiera postac:

S2 S2
Wn 2: n ; w granicy: w 2: -- 2: 4;

Sn+l - 1 s-l
ostatnia nierównosc (S2 2: 4s - 4, czyli (s - 2f 2: O) jest oczywista. Dla an = 2-n
mamy w = 4, wiec inf A = 4. Ladne!

n 2

====* L~ 2: 2<>n ao,. ai+l
t=O

lemat latwo udowodnic przez indukcje. Zatem suma kazdego z rozpatrywanych
szeregów (z ao = 1) jest 2: 4; ciag an = 2-n generuje sume równa 4, wiec inf A = 4.
Autorzy rozwiazan ta metoda zwrócili uwage, ze zadanie jest prawie identyczne
z jednym z zadan z XXIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, a cytowany
lemat mozna znalezc w opracowaniach zadan z owej olimpiady ...

00

Zadanie 344. [A = { I: a~/ an+l: 1 = ao 2: al 2: a2 2: ... > O}; inf A =?] (WT=2,65;
n:::: Q

LP R=6). P. Gadzinski oraz P. Zmijewski przyslali rozwiazania nie rózniace sie
istotnie od firmowego. W. Bednarek, W. Bednorz oraz P. Kumor przyslali
rozwiazania oparte na lemacie:

Zadanie 342. [Wieloscian, który nie zawiera czworoscianu o objetosci 1, jest zawarty
w czworoscianie o objetosci < 8] (WT=2,94; LPR=4). Uczestnicy ligi zostali tu
(przez omylke, nie celowo) "wpuszczeni w maliny": teza nie jest prawdziwa! (Staje
sie prawdziwa, gdy liczbe 8 zastapic przez 27 - ale to juz inne zadanie; komentarz
w numerze 9/1997.) Blad zauwazyli: W. Bednorz, P. Gadzinski, P. KumOl",
T.Rawlik.

Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 241 zadaniach

Lista obejmuje uczestników, którzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1995-1997 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 7 punktów. Jedynka przed
kreska wskazuje, ze uczestnik zdobyl juz
raz 44 punkty i obecnie wykonuje drugie
okrazenie.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnosc przekroczenia
44 punktów):
P. Bala (3), A. Borowski (1),
A. Gluza (1), P. Gworys (3),
W. Kacprzak (1), J. Lipkowski (2),
D. Lipniacki (3), B. Mikielewicz (1),
L. Motyka (l), R. Musial (1),
P. Perkowski (2), T. Rawlik (1),
R Repucha (1), A. Sikorski (3),
J. Stelmach (1), A. Surma (3),
L. Szalast (1), P. Wach (1),
T. Wietecha (2).

Przemyslaw Gadzinski - Sroda Sl~ska.
Zbigniew Galias - Kraków
Dariusz Wilk - Rzeszów
Jaroslaw Lazuka - Warszawa.
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów
Andrzej Idzik - Boleslawiec
Artur Gawryszczak - Dubeczno
Jacek Konieczny - Poznan
Ryszard Zimny - Zychlin

39,32
36,75
25,57

1- 21,27
1- 17,37
1- 17,05
1- 16,69

8,47
7,40

Oto najwazniejsze uwagi nasuwajace sie przy lekturze listów naszych
Czytelników:

Zadanie 223. [Równowaga wzgledem przechylu róznych plywajacych bryl]
(wspólczynnik trudnosci WT=3,28, liczba poprawnych rozwiazan LPR=l).
Bezbledne rozwiazanie punktu b (równowaga pionowego walca) podal p. A. Idzik.
Jak sie okazalo, do wyniku podanego w Delcie 1/1997 wkradla sie pomylka
(zamiast prawidlowej liczby 2 pod pierwiastkiem jest 6). W liscie innego Czytelnika
przeczytalem: "Aby prostopadloscian znajdowal sie w stanie równowagi trwalej, jego
energia potencjalna przy wychyleniu powinna wzrosnac". W rzeczywistosci wzrosnac
powinna laczna energia potencjalna bryly i cieczy; analiza minimum tej lacznej energii
byla alternatywna wobec "wzorcowej" metoda rozwiazania.

Zadanie 234. [Po jakim czasie spadnie kuleczka wosku, gdy bryle metalu
ogrzewac z drugiego konca?] (WT=3,57, LP R=O). Fizyczne warunki zadania byly
niedoprecyzowane, co spowodowalo pewne zamieszanie. Jeden z Czytelników przyjal
zalozenie o jednakowej temperaturze metalu i wprowadzil dodatkowa stala opisujaca
przekazywanie ciepla od plomienia do metalu. Takie rozwiazanie mogloby byc
poprawne tylko przy niewielkich rozmiarach bryly i jej bardzo dobrym przewodnictwie
(zostalo ocenione na 0,5). Nieco nizsza ocene (0,3) uzyskalo rozwiazanie oparte na
dziwacznym zalozeniu, ze cieplo jest przekazywane tylko na grzanie wosku.

Zadanie 235. [Krystalizacja w goracym roztworze cukru na skutek dolania zimnej
wody] (WT=1,15, LPR=4). Wyniki liczbowe uzyskane przez pp. P. Gadzinskiego,
A. Idzika, J. Lazuke i A. Nowogrodzkiego dosc znacznie sie róznia miedzy soba,
a takze od wyniku "wzorcowego", co nalezy przypisac trudnosciom przy precyzyjnym
nakresleniu na wykresie stycznej lub siecznej, ewentualnie takze przesunieciu koloru na
stronie naszego czasopisma.
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Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 1998

Zadania z fizyki nr 252, 253

Redaguje Jerzy B. BROJAN

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi
na poziomej powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gladkie kule A i B (rys. l)
o masach mA i mB oraz promieniach a i b, przy czym a < b, c < a + b.

a) Obliczyc minimalna mase walca, przy której sie on nie przewróci.
b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe
polozenia tej kuli (zob. rysunek; zakladamy, ze A i C sie nie zetkna), obliczyc
minimalna mase walca m, przy której sie on nie przewróci.

c ,-I / '-., '
",,'"_ •.• I ', I

\ \
I ' 1
I '

253. Jak wiadomo, dla gazów skladajacych sie z czasteczek jednoatomowych
cieplo molowe w stalej objetosci Cv jest w przyblizeniu równe (3/2)R, natomiast
dla gazów dwuatomowych Cv ~ (5/2)R. Przyblizenie to nie jest jednak dobre
w temperaturach bardzo niskich, gdyz wtedy obroty czasteczek ulegaja "zamrozeniu"
i pozostaja tylko ruchy wzdluz trzech osi przestrzennych, co odpowiada Cv ~ (3/2)R

(niezaleznie od liczby atomów w czasteczce). Przyjmijmy wiec dla uproszczenia,
ze gaz jest doskonaly (scisle spelnia równanie pV = nRT), a wartosc Cv wynosi
(3/2)R ponizej pewnej nieznanej temperatury T' i (5/2)R powyzej tej temperatury.
Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetosci Vo i cisnienia po ogrzano ten
gaz izochorycznie zwiekszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do
poczatkowej wartosci cisnienia, objetosc okazala sie równa 2Vó; powracajac do punktu
poczatkowego na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyc sprawnosc
tego cyklu (podac wartosc liczbowa).

Rys. 1

A

,II

g,
IB

C

~
I

D

®
Rys. 2 Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1997

Przypominamy tresc zadan:

244. Zródlo dzwieku harmonicznego o stalej czestotliwosci Jo spada pionowo z przyspieszeniem
g = 9,8 m/s' i w chwili to mija z predkoscia Vo nieruchomy mikrofon, który o t = 5 s wczesniej
odebral dzwiek o czestotliwosci ft = 1200 Hz, a o t pózniej (w chwili "symetrycznej" wzgledem to)

odebral dzwiek o czestotliwosci h = 800 Hz. Obliczyc Jo i vo. Predkosc dzwieku w powietrzu jest
równa c = 340 m/s.

245. W przedstawionym obwodzie (rys. 2) zaróweczki sa jednakowe. Jak zareaguja (i czy zareaguja)
na zamkniecie klucza?

i analogicznie

245. Przed otwarciem klucza przez kazda z zaróweczek A i B plynal prad mniejszy niz
przez C, a zatem i napiecie na nich bylo mniejsze. Przy danej na rysunku biegunowosci
zródla napiecia oznacza to, ze potencjal gó~nego bieguna klucza (wezla ABC) byl wyzszy od
potencjalu dolnego bieguna (wezla DE). Przez zamkniety klucz prad poplynie wiec w dól,
a to z kolei spowoduje - jak wynika z praw Kirchhoffa - przygasniecie zaróweczek C i D,
a rozjarzenie zaróweczek A, B i E.

T = 2gt
c '

f{ + fi
<p= ~f2'fI - 2

gdzie:

244. Oznaczmy czas lotu zródla dzwieku od wyslania pierwszego sygnalu (odebranego przez
mikrofon w chwili to - t) do miniecia mikrofonu przez tl, a od miniecia mikrofonu do wyslania
drugiego sygnalu - przez t2. W ciagu czasu tl zródlo obnizy sie o odcinek hl, gdzie

l 2
hl = votl - -gtl = C(tl - t).2

Rozwiazujac równanie kwadratowe znajdujemy

tl = ~ (-(c - vo) + vI(c - vo)2 + 2gct)

t2 = ~ (-(c + vo) + vI(c + vo)2 + 2gct) .

W chwili wyslania pierwszego sygnalu zródlo porusza sie z predkoscia Vo - gtl , a w chwili
wyslania drugiego - z predkoscia Vo + gt2' Ze wzorów na zjawisko Dopplera mamy

c c
h=fo----, 12=fo----

c - Vo+ gtl c + Vo+ gt2
Przeksztalcenia algebraiczne prowadza do rozwiazania

fo = 2h12 (VO.
vlf{ - fi V-;;

Podstawiajac dane obliczamy Vo= 88,7 m/s, fo = 1096 Hz.
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Patrz w niebo

Ogólna Teoria Wzglednosci przewiduje, ze gwaltowne
zmiany pola grawitacyjnego powinny rozchodzic sie

w przestrzeni jako tzw. fale grawitacyjne. Zródlem
kazdego impulsu tych fal mogloby byc np. zapadniecie

sie jadra masywnej gwiazdy w poczatkowej fazie
wybuchu supernowej. Zaobserwowanie impulsu fal

grawitacyjnych byloby wydarzeniem niewatpliwie
bardzo waznym dla fizyki.

Pierwszej próby detekcji fal grawitacyjnych dokonal

w 1968 r. amerykanski fizyk J. Weber. Jako "anteny

grawitacyjne" zastosowal on kilkumetrowe walce
aluminiowe delikatnie zawieszone w komorach

prózniowych dla wyeliminowania wplywu wszelkich

zewnetrznych drgan. Fala grawitacyjna miala
w tych walcach wzbudzic drgania - mierzalne, choc

o amplitudzie nie wiekszej niz ·rozmiary atomu!

Drgania wzbudzone niemal jednoczesnie w kilku
walcach dowodzilyby przejscia przez Ziemie fali

grawitacyjnej. Prace Webera przyniosly wynik

w zasadzie pozytywny, a jednak nikt ich dotychczas

nie potwierdzil.

Tymczasem dwie amerykanskie politechniki, Caltech

oraz MIT, zaplanowaly budowe dwóch nowych

detektorów fal grawitacyjnych - tzw. projekt LIGO,
czyli Laser Interferometer Gravitational- Wave

Observatory. Kazdy z nich to dwa prostopadle
usytuowane, czterokilometrowe tunele, a fala

grawitacyjna mialaby deformowac w nich "linie
proste", co pokazalyby biegnace w nich promienie

lasera. Klopot w tym, ze cale przedsiewziecie

zapowiada sie jako bardzo drogie. Budowa
i eksploatacja mialyby do roku 2001 kosztowac

365 mln dolarów. Nic dziwnego, ze sa czynniki

przeciwne temu projektowi. Tylko czy to tak drogo?

Przeciez jest to raptem 365 Nagród Nobla. Tak
czy inaczej sytuacja w dziedzinie obserwacji fal

grawitacyjnych nie jest jasna i nie wiadomo, jak dlugo

tak jeszcze bedzie.
Tomasz KWAST

Rozwiazanie zadania M 836.
Przypuscmy przeciwnie, ze istnieja takie liczby. Wówczas dodajac obie równosci otrzymujemy

2n ~ Xi ~ 1 ~ (Xi 1) ~ 2 2nn + 1 = L...,; i2 + L...,; (i + 1)2Xi = L...,; i2 + (i + 1)2Xi ~ L...,; i(i + 1) = n + 1
i::;::; 1 i=l i=l i=l

Ostatnia równosc latwo udowodnic indukcyjnie. Nierównosc to zastosowanie twierdzenia, iz srednia
arytmetyczna jest nie mniejsza od geometrycznej. Aby wiec byla równosc, sumy obu szeregów musza

b· . l" b . n - 2 n + 2 .. '1' Z . b l f lyc rowne, czy l musI ye -- = --, a to Jest nIemoz lwe. atem przypuszczenie y o a szywe,n+l n+l
co kOl1cZYdowód.

Rozwiazanie zadania M 837.
Liczba 2n zaczyna sie cyfra 1, gdy dla pewnej liczby naturalnej k mamy lOk ~ 2n < 2· lOk, czyli po
zlogarytmowaniu k ~ n loglO 2 < k + loglo 2. Poniewaz dla kazdego k dokladnie jeden wyraz ciagu
- arytmetycznego' - (n loglo 2) zawiera sie w przedziale (k, k + loglo 2),
wiec an = [n loglo 2]. Mamy loglo 2 < 1, zatem mozemy skorzystac z oszacowania

na - 1 < [na] < na, z którego wynika, ze lim (an) = loglo 2.n-..lX) n

Luty

T.K.

W lutowe wieczory w poludniowej stronie nieba widac

Oriona, gwiazdozbiór uchodzacy za najwspanialszy
na calym niebie. Rzeczywiscie, uklad jego gwiazd

wyjatkowo latwo zapada w pamiec. Caly jego

obszar (i okolice) wypelniony jest sklebionymi
oblokami materii miedzygwiazdowej, przy czym

golym okiem widac jedynie najjasniejszy fragment
tych obloków, Wielka Mglawice Oriona. W kierunku

tego gwiazdozbioru ciagnie sie tez jedno z ramion
spiralnych naszej Galaktyki, na brzegu którego

znajduje sie Slonce. Otoczenie Oriona tez jest

efektowne: u góry po prawej gwiazdozbiór Byka
zawierajacy stosunkowo bliskie gromady otwarte
gwiazd, Plejady i Hiady, a u dolu po lewej Wielki Pies,
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którego najjasniejsza gwiazda, Syriusz, jest zarazem
najjasniejsza gwiazda calego nieba. Syriusz slynie
tez z posiadania malego, slabego towarzysza, bialego

karla, jednej z naj wczesniej poznanych gwiazd tego
typu.

Wieczorem z planet widac tylko Saturna w Rybach,

w zachodniej stronie nieba. Wenus znajduje sie
w Strzelcu i widac ja pieknie rano, a okolo 20 II
osiaga maksimum blasku. Mars i Jowisz sa dosc blisko
siebie w Wodniku, ale za blisko Slonca, by bylo je
widac. Pelnia Ksiezyca wypada 11 II, a nów 26 II
i nastapi wtedy calkowite zacmienie Slonca, które
jednak w Polsce widoczne nie bedzie. Ksiezyc zblizy

sie mocno do Saturna 1 II i do Marsa 27 II.
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CYFROMANIA (2)
Rozwiazemy teraz zadanie podane w poprzednim numerze
f -limatiasu. Rozwiazanie sprowadza sie do odpowiedzi
na pytanie: Czy liczba 1998-cyfrowa zlozona z jedynek
i dwójek moze dzielic sie przez 21998?

Okazuje sie, ze tak, przy czym jest tylko jedna taka liczba'
Popatrzmy najpierw na krótsze koncówki o podobnej

wlasnosci. Koncówka jednocyfrowa podzielna przez
21 i zlozona tylko z jedynek i dwójek to 2. Nie dzieli
sie ona przez 22, ale dopisujac na poczatku cyfre l
otrzymujemy koncówke 2-cyfrowa 12 podzielna przez
22. 12 dzieli sie przez 23 z reszta 22, podobnie jak 100.
Zatem 112 podzielne przez 23 jest zadana koncówka
3-cyfrowa. 112 dzieli sie takze przez 24. Nie chcemy popsuc
tej podzielnosci przez napisanie na poczatku jedynki,
dopisanie dwójki daje wlasciwa koncówke 4-cyfrowa. I tak
dalej ...

Jezeli 2klTk i 0< Tk < lOk jest koncówka k-cyfrowa, to Tk

dzieli sie przez 2k+1 z reszta 2k, wtedy Tk+1 = lOk + Tk

(dopisanie na poczatku jedynki), lub bez reszty i wtedy
Tk+1 = 2 . lOk + Tk (dopisanie na poczatku dwójki).

Obliczenia wykonane przy uzyciu komputera wskazuja,
ze 1998-cyfrowa koncówka jest równa:

112112121211122221111212211211222211222121211111212122122112121122111112

121211111112121222221221122212212221211221122122111222212122121212112111
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Tak wiec potegi dwójki, których 1998-cyfrowa koncówka sklada sie tylko z cyfr l i 2, istnieja i jest ich nieskonczenie wiele.
Przy tym kazda z nich ma taka koncówke jak podana wyzej.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (l')
Wyjasnienie oszustwa (l):
Niezwykle czesto pojawiajacy sie blad polegajacy na
niezrozumieniu istoty indukcji jest nastepujacy:
Sprawdzilismy prawdziwosc dowodzonego twierdzenia T( n)
dla n = l i udowodnilismy drugi krok indukcyjny (czyli
implikacje T( n) =} T( n + l) ) dla n 2: 5.

Pytanie: Dla jakich n mamy w tym momencie
udowodnione twierdzenie T( n) ?

Odpowiedz: Dla n 2: 5 ? NIE l!! Tylko dla n = 1
Popatrzmy na schemat:

[I] 2 3 4 5 =} 6 =} 7 =} 8 =} 9 =} 10 ...

Sprawdzilismy, ze zachodzi T(l) i pokazalismy implikacje

T(5) =} T(6), T(6) =} T(7), T(7) =} T(8), ... Ale z tych
implikacji nie bedzie zadnego pozytku, dopóki nie
stwierdzimy, ze T(5) jest prawda. W tym przypadkn
sprawdzenie twierdzenia dla n = 5 spelnia role pierwszego
kroku indnkcyjnego. Bez tego dowód indnkcyjny jest
bezwartosciowy. W naszym zadanin T( n) oznacza
nierównosc

(*) 30n < 2n + 110,

która dla n = 5 i n = 6 jest falszywa. Dla n = 7 mamy
210 < 128 + 110 = 238. Dopiero teraz mozemy zaprzac do
pracy udowodnione implikacje T(7) =} T(8), T(8) =} T(9),
T(9) =} T(10), ... i stwierdzic, ze nierównosc (*) jest
prawdziwa dla wszystkich n 2: 7, co wykazalismy
indukcyjnie (a takze dla n = 1,2,3,4, co sprawdzilismy
bezposrednio w poprzednim numerze f-limatiasu).

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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