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O brzytwie Ockhama, czyli o prostym mysSleniu
i jak na tym wyszla astronomia pozagalaktyczna

Akustyczna symulacja
krysztalow fotonowych

Piotr FITA, Jarostaw PIOTROWSKI
t Jan GAJ

Artykul zawiera relacj¢ z doswiadczen przeprowadzonych na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego w ramach warsztatéw zorganizowanych w 1997 roku
przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci. Piotr Fita i Jarostaw Piotrowski sa
stypendystami Funduszu, Piotr Fita jest uczniem IV kl. LO im. T. Koéciuszki

w Wieluniu, a Jarostaw Piotrowski jest uczniem II kl. III LO im. K. Baczynskiego
w Bialymstoku.

Co to jest krysztal fotonowy?

Podobnie jak prawdziwy krysztal, jest to struktura o przestrzennej
periodycznosci. W zasadzie powinna byé ona wykonana z materiatu
przezroczystego dla wiatla, natomiast skala periodycznoéci, ktéra
w prawdziwych krysztatach jest wyznaczona przez odleglosci
miedzyatomowe rzedu angstreméw (1078 cm), w krysztale
fotonowym powinna by¢ poréwnywalna z dlugoscia fali $wietlnej,
tysiace razy wieksza od odlegloéci miedzyatomowych.

Krysztalami fotonowymi interesuja sie twércy laseréw
pétprzewodnikowych i innych przyrzadéw optoelektronicznych, ze
wzgledu na potrzebe precyzyjnego kierowania §wiatta w strukturach
takich przyrzadéw tam, gdzie trzeba. Ciekawa wlasciwoscia, wspélna
z naturalnymi krysztalami, jest posiadanie przerwy energetycznej, to
Jest zakresu czestodcei, dla ktérego fala elektromagnetyczna nie moze
si¢ rozchodzi¢. W przypadku prawdziwych krysztaléw dotyczy to
oczywiscie czestosci fali elektronowej albo, inacze) méwiac, energii,
Jjaka moga przyjmowaé elektrony.

Najprostsza, jednowymiarowa postacia krysztalu fotonowego jest
zwierciadlo Bragga, czyli wiele identycznych warstw ulozonych na

przemian z dwéch materialéw o réznych wspétezynnikach zatamania.

Budujac strukture pétprzewodnikowa, w ktdrej miedzy dwoma
zwierciadtami Bragga znajduje sie studnia kwantowae, mozemy
otrzymaé laser promieniujacy prostopadle do powierzchni plytki
potprzewodnikowej, co z wielkim upodobaniem robia w ostatnich
latach optoelektronicy. Ich entuzjazm pobudza ogromny rynek

—w kazdym odtwarzaczu ptyt kompaktowych jest zadanie dla lasera
polprzewodnikowego.

Wiedza o rozchodzeniu si¢ swiatta w tego rodzaju strukturach

jest bardzo wazna dla opanowania ich wytwarzania. Bezpoérednie
pomiary pola fali §wietlnej sa jednak bardzo trudne ze wzgledu

na male rozmiary struktur i dlugoéei fali. Dlatego moze byé

bardzo interesujace wykonanie eksperymentéw akustycznych na
makroskopowych modelach krysztaléw fotonowych. Teraz mamy
juz do czynienia ze skala centymetrowa, a nie mikrometrowa, co
ogromnie ulatwia wykonanie doéwiadczen, a wnioski z takich badan
moga okazaé sie stosowalne rowniez do struktur fotonowych.

1

Konrad RUDNICKI

Istnieja zasady filozoficzne przyjete na
podstawie zawilego i abstrakcyjnego
myslenia. Istnieja tez inne, zgodne

z my$leniem ,na chlopski rozum”. Taka
jest tak zwana zasada brzytwy Ockhama
nakazujaca niemnozenie bytéw,
niewprowadzanie bytéw zbednych przy
naukowych rozwazaniach. Idzie w niej

o to, aby sprawy dajacej sie wyjasnié
prosto, kilkoma pojeciami, nie wyjasniaé
w sposdéb skomplikowany wielka liczba
pojeé, aby delikatne rozréznienia miedzy
pojeciami wprowadzaé tylko wtedy, gdy
sa rzeczywiscie potrzebne. Niepotrzebne,
zbedne byty nalezy odciaé jak brzytwa
(stad nazwa). Nieco wulgaryzujac sprawe,
zasada ockhamowskiej brzytwy nakazuje
nam raczej szczerze powiedzie¢ ,nie
Jjadam fasoli, bo mi nie smakuje”, zamiast
wymysla¢ argumenty, ze dziala ona Fle na
serce, dtugo si¢ trawi, powoduje wzdecia
itd. W sSwiadomym zastosowaniu do
naukowych rozumowan postugiwanie

sie ta zasada nie jest proste, bo jakie
kryterium pozwala na latwe odréznienie
bytéw (pojeé) rzeczywiscie istotnych

od zbednych? Skad wziaé przekonanie,

ze poza prostym zjawiskiem fizycznym
nie kryja sie niezmiernie skomplikowane
prawa fizyczne? Ponadto metodyka

pracy naukowej zaleca szukaé wyjasniert
zadowalajacych niezaleznie od tego, czy sa
one skomplikowane, czy proste. Oczywidcie
tu powstaje problem, co jest zadowalajace,
ale nie wchodZmy w te sprawy zbyt
gleboko. . .

W Zyciu zaréwno codziennym, jak

i ekonomiczno—politycznym ,ockhamistéw”
Jjest wielu. Zamiast sie zastanawia¢ nad
wplywem alkoholu na soki trawienne

i nad niewlasciwym w danej sytuacji
spozyciem pokarmu, prodciej jest
powiedzie¢ ,, Pelnia, panie. Stad wymioty”
{K.I. Galczynski Kolezyki Izoldy). Zamiast
szukaé wielorakich i zlozonych przyczyn
niepowodzen gospodarczych jakiegos
kraju, proiciej jest wytlumaczyé wszystko
szkodliwa dzialalnoscia tradycyjnych
wrogéw spoleczefistwa — komunistéw,
masonéw lub Zydéw.

Dzisiejsi naukowcy mniej dbaja

o niemnozenie bytéw. Fizycy nie uwazaja
licznych typéw kwarkéw, ktérych nikt
nigdy nie widzial i widzie¢ nie bedzie, za
byty zbedne. A matematycy zbiér pusty,



czyli nie majacy zadnego elementu, nie
sktadajacy sie z niczego, uwazaja za inny
byt niz zbiér, do ktérego nalezy zbidr
pusty. Tak wiec, biora na poczatek nic

i tworza z owego niczego zbiér, a nastepnie
z tego zbioru i z niczego tworza zbiory
coraz bardziej skomplikowane, nie dbajac

o zarzut, ze tworza byty zbedne. Co
wazniejsze, w ten wlasnie sposéb zbudowali
logiczne podstawy arytmetyki.

W réenych epokach éwiadomy

i podéwiadomy stosunek naukowcéw do
brzytwy Ockhama byl rézny. Tu cheg
przypomnieé, jak konsekwentne myélenie
zgodne z zasada ockhamowskiej braytwy
powstrzymalo na cale stulecie rozwdj
astronomii pozagalaktycznej.

W roku 1734 Emanuel Swedenborg

opisal po raz pierwszy nasza Galaktyke,
jako splaszczony uklad majacy wilasna
dynamike i sktadajacy sie z ogromnej
liczby gwiazd, z ktérych jedna jest nasze
Stofice. W roku 1761 Johann M. Lambert,
a w 1775 — réwniez Immanuel Kant,
wysuneli przypuszczenie istnienia wielu
podobnych ukladéw gwiazdowych.

Ich przypuszczenia poparli nastepnie
obserwacyjnie ojciec i syn — William

i John Herschlowie. Postugujac sie
pierwsza generacja wielkich ($rednica rzedu
metra) teleskopéw zwierciadlowych na
przelomie wieku XVIII i XIX sporzadzili
katalog 4014 obiektéw mglawicowych,
ktérych wiekszos¢ — zgodnie réwniez

z dzisiejszymi pogladami — uwazali

za odlegle uklady gwiazdowe, odkryli
fenomen ogolnego gromadzenia sig
wszystkich ,mgltawic pozagalaktycznych”
(to znaczy lezacych na sferze niebieskiej

z dala od Drogi Mlecznej), odkryli pas
supergalaktyczny, a takze postawili
hipoteze, ze nasza Galaktyka nalezy

do wielkiego uktadu galaktyk, ktérego
centrum znajduje si¢ w Pannie. Tak
powstala astronomia pozagalaktyczna. Na
nieszczedcie odkryli tez fakt, ze ,mglawice
pozagalaktyczne” (czyli w dzisiejszej
terminologii — galaktyki) unikaja na sferze
niebieskiej okolic Drogi Mlecznej, podczas
gdy w samej Drodze i jej poblizu spotyka
si¢ mglawice innych typéw (dzi$ powiemy:
mglawice gazowe i pylowe).

Powiedzialem ,na nieszczesdcie”, bo i jak
to mozna bylo interpretowaé? Polozenia
na sferze niebieskiej wyznaczaja kierunki

w przestrzeni. Obiekty skupione w dwu
czaszach biegunowych Drogi Mlecznej
zawieraja si¢ w przestrzeni w pewnym
stozku o wierzchotkn w drodkn sfery,

oW oku obserwatora”, czyli w naszej
Galaktyce. Poza stozkiem ukladaja sig¢ zas
inne obiekty — mglawice galaktyczne. Jezeli

Fale w krysztalach naturalnych

Krysztatem fotonowym jest tez kazdy prawdziwy krysztal, ale

w odniesieniu do odpowiednio krétkich fal elektromagnetycznych,

to jest promieni Renlgena, zwanych tez promieniami X. Mozna mieé
nadzieje, ze eksperymenty akustyczne pozwola nam bezpoérednio
obejrzet to, co w krysztale oswietlonym wigzks promieni
rentgenowskich odbywa si¢ na skale atomowa i jest nam znane
jedynie z teorii oraz doswiadczenii posrednich.

Eksperymenty akustyczne na strukturach periodycznych pozwalaja
tez lepiej wyobrazié sobie, jak zachowuje sie fala elekironowa

w prawdziwych krysztalach. Od dziesiatek lat wiadomo, ze powinna
mieé ona postaé wynikajaca z twierdzenia Blocha, to znaczy byé
iloczynem ptlaskiej fali harmonicznej i funkeji o periodycznosei
krysztatu. Nikt jednak bezposrednio funkeji falowej elektronu nie
widzial. Fale akustyczna mozemy tatwo zmierzyé i przekonaé sig,
jaka jest jej postaé¢. Ponizej opisujemy wyniki takich pomiaréw, do
ktérych wybraliSmy najprostsza posta¢  krysztalu akustycznego”,

a mianowicie

Akustyczne zwierciadlo Bragga

Jako modelu struktury periodycznej uzylismy rury PCW o srednicy
wewnetrznej] 33 mm i dlugosdei 0,79 m z umieszezonym w niej
katownikiem aluminiowym, na ktérym przymocowane byly
piericienie wyciete z rury PCW o érednicy nieco mniejszej od
érednicy wewnetrznej rury (rys. 1).

rura PCW

Sruba

mocujaca katownik

Rys. 1. Sposdb zamocowania pierécieni w rurze

Szeroko$é pierdcieni wynosita 10 mm, odstep miedzy ich srodkami
(tzw. stala struktury oznaczana dalej przez a) 40 mm; liczba
umieszczonych pierécieni wynosita 17 (rys. 2). Zrodlem fali padajacej
na strukture byt gloéniczek wysokotonowy zasilany z generatora
akustycznego umieszczonego na jednym z koiicéw rury. Dla
unikniecia powstawania fali stojacej w wyniku odbicia fali od
drugiego konca rury umieéciliémy tam zwitek waty, pochtaniajacy
w znacznym stopniu padajaca na niego fale. Pozwalalo to przyjac
w pierwszym przyblizeniu, ze w rurze nie wytwarza sie fala stojaca,
ktéra powstawalaby w wyniku naltozenia sie fali biegnacej z fala
odbita od wolnego konca rury.

plerémeme
a=40 mm kqtownlk

Rys. 2. Schemat struktury — widok z boku



Do pomiaru amplitudy fali wewnatrz struktury wykorzystalismy BIESIAL. & Soialasice pankEaliityis’

mikrofon zamkniety w dzwickoszczelnej puszce, z ktfﬁr.ej ‘ s3 galaktykami, to trzeba by uzna,
wyprowadzona byla sonda w ksztalcie dlugiej, cienkiej rurki 7e nasze polozenie we Wszechdwiecie
stalowej, uzyte) w celu doprowadzenia fali akustycznej do mikrofonu. jest wyréinione, ze nasza Galaktyka
Niewielka srednica rurki pozwala przyjaé, ze zaburzenie przez znajduje sie w wierzchotku stozka,

nia wprowadzane nie miato wpltywu na wynik pomiaru. Sygnal wszechobejmujacej struktury catego

z mikrofonu doprowadzany byt do wzmacniacza opartego na uktadzie § Kosmosu. Od czasu Kopernika i Giordana

TLO082, a nastepnie do woltomierza homodynowego (rys. 3). Za an.a a:stronomowie u“.raé‘a]i, ze nasze
pomoca woltomierza mierzyliSmy wartoéé amplitudy napiecia na polozenie we Wf‘ZEChéWI‘E{C’e musi .by ¢
wyjsciu wzmacniacza oraz jej dwie sktadowe: pierwsza — zgodna :;?egzltnl;: i:l:llien:':ia Zlem{a, Al .S}.oﬁce,
w fazie z sygnatem zasilajlqcym g.loénik —1 drugeg‘— bprz‘esunigtqvo /2 poloier:a. ¥Ta.ka. e ?ogﬁfvié‘;y;?:;:;zon:égo
wzgledem tego sygnalu, uzytego jako sygnal odniesienia. Amplituda aabtenitow b doin e

napiecia na wyjsciu wzmacniacza jest wprost proporcjonalna

do modutu zespolonej amplitudy fali akustycznej, natomiast jej
sktadowa zgodna w fazie odpowiada czesci rzeczywistej sygnatu,
a skladowa przesunieta — czeéci urojonej.

Jakie byly inne mozliwoéci? Otéz mozna
bylo przyjaé, ze galakiyki istnieja

nie tylko w wyréznionym stozku, ale

w calej przestrzeni Wszechéwiata. Coé
je jednak poza oméwionym stozkiem,
czyli w plaszezyinie Galaktyki, zastania

— N przed naszym wzrokiem. Ponadto trzeba
mikrofon ——HHE m by wtedy réwniez przyjaé, 7e mglawice
- galaktyczne sa zupelnie innej natury niz

puszka dzwiekoszczelna rura ze strukturg gltosnik wysokotonowy

rutiea doprowedisfage diwlek pozaga:la.ktyf:zne. Pierwsze lfezq W naszym
e s ukladzie gwiazdowym, drugie sa same
N | 1 ¢ Ldniesienie I > uktadami gwiazdowymi. Trzeba wiec

przyjac: istnienie galaktyk tam, gdzie ich
; ; akustyczny e widat isinien il :
zasilacz " woltomierz nie wida¢, 1stnienie czegod ekranujacego,
15V | [WAMACZNACZ| | homodynowy | | OSCHIOSKOP | | generator co wlasnie tam je zastania, oraz istnienie
dwu rodzajéw mglawic o zupelnie réinej
I > =+ ! . > I naturze. Slowem, az trzy zbedne byty.
/TR TIIEROY Brzytwa Ockhama nie pozwalala na

przyjecie tak abstrakcyjnej konstrukeji
myslowe;j.

Rys. 3. Schemat ukladu pomiarowego

Pomiaru dokonywalismy przesu“)fa,:jq:c w strukturze wolpy koniec Znacznie prostsza byla konstrukcja

sondy co 1 em 1 zapisujac wartosci odezytéw z woltomierza. QOba nastepujaca: nasza Galaktyka jest albo
sygnaly — odniesienia 1 odbierany z mikrofonu — obserwowalismy na calym Wszechéwiatem (dalej jest tylko
ekranie oscyloskopu, co miato charakter pomocniczy. pustka), albo niezmiernie odlegla od
innych podobnych uktadéw gwiazdowych,
tak ze ich sie nie da obserwowaé. To, co

— niedokladnoéé pomiaru potozenia sondy wzgledem konca rury, obserwujemy, to mglawice lezace wewnatrz
przy ktérej umieszczony byt glosnik. Potozenie sondy mierzone byto naszej Galaktyki. Jej struktura ma

linijka metalowa, co spowodowalo, ze jego warto$é obarczona byla wyréztflony stoaek, w kiotym si¢ majduja
R i mglawice pewnego typu (pozagalaktyczne),
€ ¢ : a poza stozkiem znajduja sie inne

Na blad pomiaru miaty wplyw nastepujace czynniki:

~ niedokladnoéé¢ ustawienia czestoéci generatora; byt to akustyczny (galaktyczne). Takie proste ttumaczenie
generator mocy, typ PO-21; podzialki na skali byly rozmieszczone zyskalo od razu wielu zwolennikéw.

co 100 Hz, jedn.ak dosé¢ duza odleglosé miedzy dzia.}kgmi pozwal}alz? O ile trudno znajdowaé kolejne argumenty
prowadzié¢ pomiary co 50 Hz z dokladnoscia ustawienia czestodci nie na korzyé¢ niepopularnej tezy, o tyle gdy

gorsza niz 30 Hz; jakas teza zaczyna znajdowaé uznanie,
dostarczanie dalszych argumentdw
bywa coraz tatwiejsze. Przypatrzmy sie
rozwojowi wypadkéw.

— gloénik przy pomiarach byl ustawiony w odleglosci okoto 3—-4 mm
od kofica rury. Rozklad pola akustycznego w plaszczyznie przekroju
rury przy glosniku mégt byé rézny od tego, jaki ustalal sie wewnatrz

rury; wyniki pomiaréw nie daja jednak przestanek potwierdzajacych w mk’“ 1815 znano juz linie widmowe
wplyw takiego efektu; w .Sl(‘mcfu 1w gwlazd.a.ch. W na..stgl:?nych
dziesiecioleciach stwierdzono, ze widmo

- fakt docierania do mikrofonu dzwiekéw nie tylko z wnetrza niektérych mglawic lezacych w Drodze
struktury, lecz takze poprzez obudowe (niedoskonata izolacja Mlecznej jest odbitym, rozproszonym na
akustyczna mikrofonu). Napiecie na wyj$ciu wzmacniacza mierzone mglawicowe]j materii, §wiattem gwiazdy
przy zatkanym wlocie rurki bylo na poziomie 3% napiecia oéwietlajacej dana mglawice. Podobne

widmo gwiazdowego typu dalo sie

mierzonego przy maksymalnym natezeniu dZzwieku dochodzacego do ; ;
zaobserwowaé w kilku mglawicach

mikrofonu przy otwartej rurce.




pozagalaktycznych. Nie bylo tam
wprawdzie widaé gwiazd oswietlajacych
mglawice, ale mozna bylo przyjac, e sa
one ukryte za warstwami mglawicowego
pytu (pyt w mglawicach byt ,uznanym
bytem”). Mialo to dwiadczy¢ o podobnej
naturze mgtawic galaktycznych

i pozagalaktycznych. Wprowadzenie po
roku 1880 fotografii do spektroskopii
astronomicznej przyniosto znajomosé
wielu dalszych widm mgtawic i umocnito
znacznie te teze. Az do poczatku

wieku XX spektroskopia byta jeszcze zbyt
niedoskonata, aby umozliwi¢ odréznienie
widma jednej bliskiej gwiazdy od
zbiorowego widma wielu gwiazd odlegtych,
tworzacych inna galaktyke. Podobiefistwo
widm niektérych mglawic galaktycznych
i pozagalaktycznych bylo wiec silnym
argumentem przeciw uznaniu mglawic
pozagalaktycznych za galaktyki.

Idea Wszechéwiata wyspowego stale jeszcze
fascynowala niektdrych, ale zbiorowy
zapal minal. Owszem, obserwowano
czasem poszczegolne, zwlaszcza

wieksze, mglawice pozagalaktyczne. Nie
pielegnowano jednak nawet teleskopéw
potrzebnych do systematycznych
obserwacji galaktyk. Statystyczne,

doéé prymitywne prace z wieku XIX,
dotyczace rozmieszczenia mglawic na
niebie, korzystaja przede wszystkim

z dawnych danych obserwacyjnych
Herschléw. Kompilacja dawnych danych
obserwacyjnych byl réwniez znany katalog
NGC.

Nastepnym powaznym ciosem dla
pionieréw astronomii pozagalaktycznej
bylo odkrycie w roku 1885 obiektu znanego
dzié jako supernowa (SN 1885a). Obiekt

~ mial wielkoéé¢ gwiazdowa 5,4 mag. Obiekt
jasniejszy niz szostej wielkosci, niernchomy
i pojawiajacy sie tam, gdzie przedtem nie
bylo widaé nic, zostal zgodnie z éwczesna
wiedza astronomiczna zaklasyfikowany
jako gwiazda nowa: ,nowa w Spiralnej
Mglawicy Andromedy”. W tym czasie
znano juz mniej wiecej wielkosci absolutne
gwiazd nowych. Nowo odkryta ,nowa”
majac taka widoma wielkosé¢ gwiazdowa,
jaka zobserwowano, musiala si¢ znajdowaé
wewnatrz nasze] Galaktyki, wewnatrz
naszego uktadu Drogi Mlecznej. Istniejacy
jeszcze zwolennicy traktowania mglawic
pozagalaktycznych jako galaktyk uwazali,
iz nowa, byé¢ moze, przypadkowo sie tylko
rzutuje na galaktyke, i w rzeczywistodci jej
odlegloéé nie jest odlegltoscia Mglawicy
w Andromedzie. Niestety, odkrycia
dalszych rzekomych nowych w galaktykach
NGC 4424 i 5253 (w roku 1895},
w NGC 2535 i 4321 (1901) oraz

Analiza wynikéw

Uzyskalidmy 19 serii pomiarowych dla réznych czestoscei fali
padajacej. Po przedstawieniu wynikéw na wykresach zaleznosei
amplitudy fali od polozenia w rurze stwierdzilismy, ze dla pewnych
czestosel fala jest silnie tlumiona — wystepuje przerwa energetyczna.
Dla ujecia tej obserwacji liczbowo obliczylismy wspétezynnik
transmisji dla kazdej z badanych czestosei, jako stosunek kwadratéw
amplitudy na koncu i na poczatku rury. Aby uniezalezni¢ sie od
wplywu modulacji z okresem struktury, do obliczenia przyjelismy
érednie wartoéci z czterech sasiednich punktéw pomiarowych na jej
poczatku 1 koncu. Wyniki przedstawia rysunek 4.
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Rys. 4. Zaleznosé wspdélezynnika transmisji w strukturze od czestodci

Widaé, ze w obszarze od okolo 4000 Hz do okoto 4450 Hz fala jest

silnie ttumiona.

Z periodycznoécei struktury wynika, ze fala przyjmie postaé
przestrzenna okreslona tzw. funkcja Blocha [1]:

U(z) = U(z)e*e,
gdzie U(x) jest funkejg periodyczna z okresem a,
tzn. U(z) = U(z + a), natomiast k jest wektorem falowym
(w naszym jednowymiarowym przypadku redukuje sie do skalarnej
liczby falowej).

Z okresowosci funkcji U(z) wynika, ze odezytujac wartos¢ np. czedci
rzeczywiste] sygnatu co okres funkeji U(z) (w naszym przypadku co
4 cm, a wiec co 4 punkty pomiarowe) wyeliminujemy wplyw funkeji
U(z) na postaé¢ funkeji W(z), gdyz U(z) bedzie stale. Tak uzyskane
dane powinny wiec, wedlug twierdzenia Blocha, reprezentowaé
funkcje €% pomnozong przez pewna stala, zalezna od tego, w jakiej
fazie funkcji U(xz) beda znajdowadé sie wybrane punkty.

W obszarze poza przerwa energetyczna wektor falowy & przyjmuje
tylko wartosci rzeczywiste, a wiec funkcja e** przedstawia fale
biegnaca o stalej amplitudzie. W obszarze przerwy energetyczne)
k staje sie liczba zespolona, a jej czesé¢ urojona odpowiada za
wyktadnicze thumienie amplitudy. Otrzymujemy wowczas iloczyn
fali sinusoidalnej przez czynnik wykltadniczo zanikajacy. Do tak
wybranych czesei rzeczywistych (zgodnych w fazie z sygnatem
zasilajacym gloénik) i urojonych (przesunietych o 7/2) naszych



danych uzyskanych poza przerwa energetyczna dopasowaliSmy
zaleznosc

f= Acos(kz — §),
gdzie A — amplituda fali, k — wektor falowy, 6 — przesuniecie fazowe,
a do danych wewnatrz przerwy energetyczne]j zaleznodé teoretyczna

f = Aexp(—p) cos(az — §),

gdzie A — amplituda fali, o — cze$¢ rzeczywista wektora falowego,
3 — cze$é urojona wektora falowego, § — przesuniecie fazowe.

Przyktadowe wykresy wynikéw doéwiadczalnych oraz dopasowane
zaleznoéci teoretyczne przedstawione sa na rysunkach 51 6. Na
podstawie dopasowania funkcji mozna okresli¢ interesujaca nas
wartoS¢ wektora falowego.
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Rys. 5. Poziom sygnalu mierzonego co okres funkcji U(x) dla czestoéci 4580 Hz (poza
przerws energetyczng)
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Rys. 6. Poziom sygnalu mierzonego co okres funkeji dla czgstosci 4080 Hz (wewngtrz
przerwy energetycznej)

W taki sposéb okresliliSmy rzeczywista i urojona czes¢ wektora
falowego, przedstawione na rysunku 7. Wida¢, ze w obszarze
czestosci 4000-4450 Hz wektor falowy ma rézna od zera czesé

5

w kolejnych galaktykach w ciagu
dalszych lat, zmniejszaly z czasem
prawdopodobiefistwo takiego tlumaczenia
prawie do zera.

»Ostateczny” cios zwolennikom
traktowania mglawic pozagalaktycznych
jako ukladéw gwiazdowych tego typu

co nasza Galaktyka zadal jednak

dopiero znakomity astrometrysta,
specjalista od pomiaréw ruchéw
wlasnych, A. van Maanen, ktéry
zastynal wczedniejszymi Swietnymi
pomiarami odleglosci katowych i zmian
tych odleglosei, czyli katowych ruchéw
wlasnych. Otéz w rokn 1916, poréwnujac
klisze ze zdjeciami mglawicy spiralnej

w Wiekiej NiedZwiedzicy (M 101) z lat
1899, 1908, 1910, 1914 oraz 1915, ten
stynny badacz wyznaczyl ruchy wilasne
niektérych jej jasniejszych ,,punktowych”
zgeszezen 1 stwierdzil, ze $wiadcza one
»bez watpienia” o ruchu obrotowym
tego obiektu. W tej samej pracy, jak

na ironie, przestrzega van Maanen

przed mozliwymi bledami w pomiarach
ruchéw wilasnych i wyciaganiem z tych
pomiaréw pochopnych wnioskéw. Potem,
w roku 1921 oglosil nastepna prace na
ten temat. Tym razem wyznaczyl ruchy
wlasne w czterech mglawicach spiralnych:
M 33, 51, 81 i ponownie w M 101.
Pomiary wykazywaly okresy obrotu

tych mgtawic rzedu 45 = 160 tysiecy

lat. Wynikalo stad, ze przyznanie tym
mglawicom polozenia w przestrzeni

poza obrebem naszej Galaktyki, a tym
samym odpowiednio wiekszych rozmiaréw
liniowych, zmuszaloby do przyjecia,

ze ich zewnetrzne obszary wirujac

maja predkosé liniowa wieksza od
predkodci §wiatla. Odtad zwolennikami
hipotezy Wszechswiata skladajacego sie
z widocznych, mglawicowo wygladajacych
galaktyk pozostali juz tylko nawiedzeni
fantasci.

Ale nie trwalo to dlugo. W nastepnym
roku Edwin Hubble pracujac na gérze
Wilsona na najwiekszym wdéwczas
teleskopie swiata o érednicy 252 cm
nastawil (pomyltkowo — jak twierdza
zlodliwi), w przeciwiefistwie do swoich
poprzednikéw, srodek pola widzenia nie
na zatloczone jadro spiralnej ,,mgtawicy”
w Andromedzie, lecz na peryferyjne czesci
jej ramienia spiralnego, co pozwolito

w nim odréznié poszczegdlne gwiazdy

i nast¢pnie metoda cefeid wyznaczyé,

z duzym jeszcze bledem, ale poprawnie
co do rzedu wielkosci, odlegloéé calego
obiektu. ,Mglawica w Andromedzie”
okazala sie galaktyka; pozostale mglawice
pozagalaktyczne — réwniez.




Wkrétce zdano sobie sprawg z istnienia
kilku bytéw uznawanych dotad za
zbedne. Po pierwsze — oprécz faktycznych
pytowych i gazowych mglawic nalezacych
do naszej Galaktyki trzeba przyjaé
réwniez istnienie galaktyk wygladajacych
mgtawicowo tylko ze wzgledu na wielkie
ich odlegloéci. Po drugie wypadalo uznac,
ze galaktyki sa rozmieszczone w calej
przestrzeni, réwniez w kierunkach, gdzie
lezy Droga Mleczna. A poniewaz ich tam
nie widaé, wynikla stad realnos¢ ciemnej
materii ekstyngujacej (pochlaniajacej,
rozpraszajacej) $wiatlo, rozmieszczonej

w plaszczyinie naszej Galaktyki. Kazdy

z tych ,zbednych” bytéw stal sie

z czasem podstawa innej galezi badan
astronomicznych. Najdiuzej przyszio
czekaé niewidocznym galaktykom skrytym
za masami ciemne] materii. Te zaczeto
odkrywaé dopiero po wypracowaniu metod
obserwacji w podczerwieni.

Gdy jakis poglad odnosi zwycigstwo, latwo

si¢ znajduje dodatkowe argumenty za jego

stusznoédcia. Nie negujac podobieiistwa
widm galaktyk do widm gwiazd (i widm
mglawic przez nie o$wietlanych)
dostrzezono stopniowo w tych widmach
istotne réznice. Stwierdzono, ze same
widma pozwalaja odrézniaé uklady
gwiazdowe od gwiazd pojedynczych. Tak
wigc argument zaczerpniety z widm obrécil
swoje ostrze w przeciwnym kierunku.

Sprawe rzekomych gwiazd nowych

w licznych galaktykach, ktérych do

roku 1922 odkryto juz 17, wyjasnit
ostatecznie najwybitniejszy XX-wieczny
przyrodnik-goetheanista Zwicky
(goetheanizm jest nie do pogodzenia

z brzytwa Ockhama), ktéry wraz

z Walterem Baadem stwierdzil, iz mamy
tu do czynienia z obiektami o znacznie
wiegkszej §wiatlodci (mniejszej wielkosci
absolutnej). Te obiekty nazwano
supernowymi, co otworzylo nowy dzial
astrofizyki zajmujacy sie tymi obiektami,
uwazanymi dzié za wazne stadium ewolucji
gwiazd.

Goetheanizm — metodologia badan oparta

na goetheanistycznej teorii poznania
przypisujacej mysleniu subiektywizm w tym
sensie, ze czlowiek moze mysleé (z pewnymi
psychologicznymi ograniczeniami) o tym,

o czym chee i obiektywizm w tym sensie,

ze dane mysli daja sie prawidlowo zestawic

w jeden tylko sposdb niezalezny od upodobarn
czlowieka.

A co z nad$wietlnymi predkodciami
wirowania wynikajacymi z pomiaréw
ruchéw wlasnych dokonanych przez
van Maanena? Byl on niewatpliwie

urojona, co oznacza ttumienie. Poza tym obszarem fala rozchodzi sig
praktycznie bez thumienia.
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Rys. 7. Wartoéé¢ wektora falowego w obszarze przerwy energetycznej

Co dalej?

Otrzymane wyniki w pelni potwierdzily nasza nadzieje, ze mozna
wiele dowiedzie¢ si¢ o krysztalach naturalnych i fotonowych
przeprowadzajac eksperymenty akustyczne na modelu. Naturalna
kontynuacja naszych badan moze sie rozwija¢ w strone struktur
dwu- i tréjwymiarowych, a takze poprzez modelowanie struktur
wystepujacych w przyrzadach pélprzewodnikowych, na przyktad
laserach.

J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czqsteczki ¢ ciata stalego, PWN, Warszawa 1979,

8. 244,

Rozwigzanie zadania M 835,
Niech N bedzie rzutem prostokatnym
punktu D na prosta M B. Mamy

|NB| = cos60° - |BD| = |AB|,
tréjkat ABN jest rownoramienny, skad
£BAN = 30° = ZBDN. Zatem
INAM =15° = ZAMN. Stad
IND| = |NA| = |[NM]|. Tréjkat MND
jest réwnoramienny 1 prostokatny, skad
LNDM = 45°, Ostatecznie

IMDC = ZBDN + ZNDM = 75°.

W rachunku rézniczkowym i caltkowym niektére sztuczki sa tatwe, niektdre
za$ piekielnie trudne. Glupcy piszacy ksiazki o wyzszej matematyce

~ a sg to zazwycza] ghupcy utalentowani - rzadko zadaja sobie klopot, by
pokazaé Czytelnikowi, jak proste w istocie sa rachunki. Wrecz przeciwnie,
obieraja droge najtrudniejsza z mozliwych, zdajac si¢ patac¢ zadza
imponowania swym ogromnym sprytem.

Jako osoba nadzwyczaj glupia i tepa, bylem zmuszony oduczyé sie
wszelkich zawilodci, a teraz pragne przedstawi¢ mym braciom-glupcom te
fragmenty przedmiotu, ktdre nie sa trudne. Opanujcie je sumiennie, reszta
przyjdzie sama. Co udalo si¢ jednemu glupcowi, uda si¢ 1 innym.

Sylvanus P. Thompson, we wstepie do Calculus made easy



Prawo Hubble’a i zdrowy rozsadek

Prasa klamie. Czy to hasto studentéw z 1968 roku pozostalo aktualne?
Prasa jest réznorodna i niezalezna od wtadzy, klamie za$ mniej nachalnie
i intensywnie niz wtedy, a zreszta od czego sady, gdy kto$ poczuje si¢
kiamstwami gleboko dotkniety. Przeto klamstwa prasowe w polityce

nie sa az tak wazkie jak kiedys. Inaczej jest, jesli klamstwo, lub mniej
dobitnie — szerzenie nieprawdy — dotyczy faktu nankowego. Tu, bardziej
niz w polityce, czytelnik spodziewa si¢ przeczytaé prawde. A chociaz

o nauce czyta mniej oséb niz o polityce, to nieprawda opublikowana

w wysokonakladowej gazecie rozprzestrzenia sie w sposéb znaczacy, nawet
jesli dotyczy nauki. Przyczynia si¢ to do oddalenia si¢ elit naukowych od
spoleczeiistwa, co pozostaje szkodliwe niezaleznie od ustroju.

Kilka lat temu w Magazynie Gazelty Wyborczej ze zdumieniem
przeczytalem (w artykule podpisanym przez mojego znakomitego kolegg
z Wydzialu Fizyki UW), ze sztandarowe dzielo obserwacyjnej astronomii

XX wieku — prawo Hubble’a

wyroznia nasza Galaktyke jako centrum

Wszechdwiata, o ile nie zastosujemy do jego interpretacji — zamiast fizyki
klasycznej — ogdlnej teorii wzglednosci. Po wyslaniu przeze mnie protestu
do Magazynu autor artykulu wyjaénil mi, ze oprotestowane stwierdzenie
nie pochodzi od niego, lecz jest wynikiem zmian redakcyjnych, nad
ktérymi nie mial kontroli, poniewaz przebywal chwilowo za granica.
Jednak Magazyn nie opublikowal ani mojego listu w tej sprawie, ani
sprostowania auntora, wiec pamietliwi czytelnicy tego skadinad ciekawego
artykutu biora zapewne falsz za prawde. Zreszta, mysle, ze wiele oséb
poznajacych prawo Hubble’a na poziomie elementarnym, ma intuicyjne
podejrzenie takie, jak redaktor Gazety Wyborczej, ktéry wprowadzil te
fatalna poprawke w artykule. Warto wiec chyba wyjasnié, dlaczego prawo
Hubble’a nie wyrdznia zadnego punktu we Wszech§wiecie.

Prawo Hubble’a stwierdza: galaktyki (przynajmniej te sasiednie) oddalaja
si¢ od nas z grubsza biorac z predkodciami wprost proporcjonalnymi do ich
odleglosci od nas. W jezyku klasycznych wyobrazen kinematycznych, po
umieszczeniu poczatku ukladu odniesienia w naszej Galaktyce, fakt ten

zapisuje sie jako

v = Hr,

przy czym, jeshi przez R oznaczymy funkcje przypisujaca galaktyce
znajdujacej sie w wybranej chwili {5 w punkcie ro polozenie r = R(ro, )
w chwili £, to v = dR/at. Wielkos¢ H, niefortunnie nazwana stalg
Hubble’a, na mocy prawa Hubble’a nie moze zalezeé od r, natomiast

nic nie stoi na przeszkodzie, by zalezala od ¢. I musi zaleze¢ od {, bo

przyciaganie grawitacyjne powinno zwalnia¢ tempo oddalania sie galaktyk,

H = H(t). To za$, ze w ogdle si¢ oddalaja, nie jest wynikiem dzialania
grawitacji, lecz zapewne tajemniczego dla wspélczesnej nauki Wielkiego

Wybuchu.

A jak wyglada prawo rzadzace rozszerzaniem sie Wszechéwiata nie

z punktu widzenia naszej, lecz innej galaktyki? Niech galaktyka ta
zajmuje w chwili ¢; polozenie 1o w naszym ukladzie odniesienia. Wtedy
w chwili ¢ bedzie zajmowa¢ polozenie ry = R(ryo,t). Promiefi wodzacy
poprowadzony z tej wybranej do dowolnej galaktyki w chwili ¢ bedzie dany

przez

l’r =r—r$m= R[I‘(],i] — R(I‘lo, f,)

Rézniczkujac wzgledem czasu przy ustalonych ro i rip, otrzymamy

predkoéé dowolnej galaktyki w ukladzie odniesienia wybranej galaktyki,
ktdra po skorzystaniu z prawa Hubble’a dana jest formula:

v = Hr— Hr, = Hr'

Prawo Hubble’a w ukladzie innej galaktyki wyraza sig wiec tym samym
wzorem, co w przypadku uktadu naszej Galaktyki. Wynika z tego,
ze intuicje kinematyczne czasem zawodza, a szerzenie nieprawdy chyba

warto prostowad.

Wojciech KOPCZYNSKI

dwietnym astrometrysta. Jednak
korzystajac z tego, ze klisze, na ktérych
dokonywal pomiaréw, pozostaly, pomiary
po $mierci van Maanena powtdrzono.
Stwierdzono wtedy brak jakichkolwiek
mierzalnych przesunieé. Okazalo sie

wigc — ku przestrodze potomnych

— ze nawet znakomici uczeni dokonujac
»obiektywnych” pomiaréw podlegaja
czasami autosugestii, gdy z géry zakladaja,
jakie wyniki maja otrzymac.

Tak wiec w roku 1922 astronomia
pozagalaktyczna, po mniej wiecej
stuletniej przerwie, ozyta. Wyniki obu
Herschléw zostaly tymczasem zapomniane.

Hubble’owi przyszlo wiec na nowo
odkrywaé gromady galaktyk, a Fritz
Zwicky stwierdzil po Zzmudnych pomiarach,
ze w gromadzeniu si¢ biora udzial
wszystkie galaktyki, nasza zaé Galaktyka
nalezy do wielkiej gromady (dzi$ sie utarlo
moéwié: do supergromady) w Pannie,

o czym wiedzieli juz przeciez Herschlowie.
Vera Rubin i Gerard de Vaucouleurs
ponownie odkryli pas supergalaktyczny.
Nastapilty 1 trwaja do dzi§ dalsze odkrycia
faktéw nieznanych w czasach Herschléw.

Czy z tego plynie moral, ze zasada
brzytwy Ockhama jest bledna? ~ Raczej,
ze zadnej zasady metodologicznej nie
mozna stosowaé automatycznie.

-]

Rozwiazanie zadania F 469.
Musi to by¢ réwnoleznik krétszy od 24 000 km,
gdyz tylko taki porusza sie podczas obrotu Ziemi
z predkoécia mniejsza niz 1000 km na godzing
Poniewaz réwnik ma 40 000 km i poniewaz
stosunek dlugoéci okregdw jest réwny stosunkowi
ich promieni, wiec z rysunku wynika, ze
24
cos @ < 0 = 0,6,

co daje szerokosé geograficzna ¢ > 53°08'.

Samolot musi wige lataé albo na pélnoc

od Torunia, albo na poludnie od Cie$niny
Magellana. To jednak nie wystarczy. Nie moze
tez przekroczyé poludnika 180° — dlaczego?



Idealne bryly Platona a chemia organiczna
Helena DODZIUK

Wysokosymetryczne wielodciany: tetrahedron (czworoscian) 1, tréjpryzman 2,
szescian 3, oktahedron (odmioécian) 4 1 dodekahedron (dwunastoscian) 5

mialy, wedlug Platona, uosabia¢ wyzsza harmonie $wiata. Omawial je réwniez
Pitagoras. Céz, wydawaloby sie, moga mie¢ one wspdlnego z chemia organiczna?

A jednak.
Do wielosciandw platonskich
zalicza sie zwyczajowo czworodcian,
szedcian, ofémiocdcian, dwunastodcian
i dwudziestodcian (jedyne piec
wielo§cianéw wypuklych, ktérych
wszystkie sciany sg jednakowymi
wielokgtami foremnymi i w dodatku
tyle samo écian zbiega sie przy
kazdym wierzcholku). Zadnych
wiedzy odsylamy do wezedniejszych 1 2 3 4 5
numeréw Delty, m.in. 5/1997.
o Do niedawna na podstawie bardzo licznych danych dodwiadezalnych
przyjmowano, ze podstawniki czterowiazalnego atomu wegla sa rozmieszczone
w narozach czworoécianu. Nie moglo byé wiec mowy o czasteczkach
organicznych, ktérych szkielet nasladowalby przynajmniej niektére bryty
Platona. Jednak ostatnio okazalo sie, ze jest to mozliwe. Czasteczka
tetrahedranu 1 (pokazana, jak to przyjete w chemii, bez wiazaii C-H) jest
zbyt naprezona, by mogtla by¢ trwatla, ale chemicy organicy zsyntetyzowali
Jego dwie pochodne 6, ktére maja wszystkie atomy wegla podstawione duzym
podstawnikiem. ;
Otrzymano réwniez tréjpryzman, kuban oraz po dwudziestu latach pracy
dodekahedran, ktorych szkielety weglowe odpowiadaja wieloécianom Platona.
Byto to mozliwe dzieki burzliwemu rozwojowi metod syntezy czasteczek
organicznych, fizykochemicznych metod badania struktury czasteczek, jak
réwniez metod teoretycznych, ktére pozwalaja na oceng mozliwoéei istnienia
trwalych hipotetycznych czasteczek. Obok czasteczek organicznych, ktérych
szkielety weglowe nasladuja platorniskie bryly, znane sa ich nieorganiczne
odpowiedniki zbudowane np. z atoméw krzemu, azotu i/lub fosforu.
Sl b N
] & ®
Czterowiazalny atom wegla to atom / N
o hybrydyzacji sp® (mlodszym
Cezytelnikom méwiono o nim w szkole
$redniej). Terminy matly podstawnik, R b
duzy podstawnik naleza do Zargonu & [ ]
zwyczajowo uzywanego przez chemikéw. e LN
Maly podstawnik to np. atom wodoru, i
a duzy podstawnik — np. grupa 6 ®to C albo Si T 8 9 10

tert-butylowa C(CHs)s.
Czasteczki 1-3 i 5 nalezg do grupy nasyconych weglowodoréw klatkowych
o wzorze ogdlnym Cy, Hy,. Zwiazki te zbudowane sa z atoméw wegla, z ktérych
kazdy polaczony jest z trzema atomami wegla i jednym atomem wodoru.
Zdawaloby sie, ze warunek ten bardzo ogranicza liczbe mozliwych izomeréw dla
danej wartodci n. Okazuje sie jednak, ze liczba struktur gwaltownie roénie ze
wzrostem wartosci n. Dla n = 21 3 istnieje tylko po jednej mozliwej strukturze
(zwiazki 1 i 2). Dla n = 4 obok kubanu 3 istnieje kunean 7 i oktabiswalen 8,
przy czym czasteczki opisane wszystkimi tymi strukturami sa znane. Dla n =5
mozliwych jest 9 réznych izomerycznych struktur, ale tylko pentapryzman 9
i diademan 10 zostaly zsyntetyzowane. Natomiast, mimo wielu préb, nie udalo
si¢ otrzymac wysokosymetrycznych czasteczek heksapryzmanu 11 i §cietego
tetrahedranu 12. Tak wiec, jedynym znanym zwiazkiem o wzorze sumarycznym
Ci2Hyo jest 13 pokazany na rysunku, dla wiekszych n znane sa jedynie
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Zadania

otrzymany po wieloletnich wysitkach dodekahedron 5 oraz pagodan 14, oba
o wzorze sumarycznym CagHag.

|

11 12 13 14

Po co w ogdle ludzie zajmuja sie synteza 1 badaniem struktury takich zwiazkow?
Wsréd roznych powoddéw podejmowania takich badan nie najmniejsze znaczenie
ma fascynacja ich pieknymi ksztaltami. Czasteczki te stanowia swoiste wyzwanie
dla chemika-syntetyka; z réznych przyczyn bardzo trudno je otrzymaé. Kiedy
uczeni prébuja po raz pierwszy zsyntetyzowaé tak nietypowe czasteczki, nic

na ogol nie wiadomo o mozliwosci ich zastosowan, jednak czesto okazuje sie,

ze moga by¢ one interesujace ze wzgledow praktycznych. Kuban otrzymano

po raz pierwszy w 1964 roku, ostatnio za$ ogloszono, ze przez dlugie lata

armia amerykanska prowadzita badania tej wysokoenergetycznej czasteczki i jej
pochodnych podstawionych jedna lub kilkoma grupami nitrowymi, liczac na
wykorzystanie jej np. w srodkach wybuchowych. Niemal jednoczesnie pojawity
sie doniesienia o mozliwosci wykorzystania innych pochodnych kubanu jako
lekéw antyrakowych lub wykazujacych dzialanie przeciw AIDS. Reasumujac
mozna powiedzie¢, ze czesto tak niepraktyczne, wydawaloby sie, przygody
intelektualne, jak prace nad synteza i wlasnosciami zwiazkéw o-szkieletach
weglowych nasladujacych idealne bryly Platona moga doéé szybko znalezé
bardzo konkretne zastosowania praktyczne.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 835. Punkty A, B, C, D leza kolejno na prostej i |AB| = |BC| = |CD|.
Punkt M jest okreSlony przez warunki ZMAB = 45° i ZM BC = 60°. Obliczyé
rozwartos¢ ZM DC.

Rozwiazanie na str. 6

M 836. Udowodnié, ze nie istnieja takie liczby dodatnie z1,..., z,, (n > 3), dla

ktérych réwnoczeénie spelnione sa réwnosci
n

x.-_n-? z 2 1 _n+2
Y Zl(‘i+l)2r.e Ta+l

=1

Rozwiazanie na str. 16

M 837. Niech g, bedzie liczba elementdéw zbioru {21, R 2™} zaczynajacych sig
(w systemie dziesigtnym) cyfra 1. Udowodnié, ze ciag (qf) jest zbiezny i znaleZé jego
granice.

Rozwiazanie na str. 16

Przygotowat Marek KORDOS

Tym razem fizyke reprezentowaé beda stare zadania lotnicze, w ktérych opér powietrza
pomijamy.

F 469. Samolot leci wzdluz réwnoleznika z predkoscia 1000 km na godzine, ze wschodn
na zachéd i posuwajac si¢ wstecz w czasie. Ktéry to réwnoleznik?
Rozwiazanie na str. 7

F 470. Samolot wystartowal z punktu A, przelecial 1000 km na poludnie, potem

1000 km na zachéd, wreszcie 1000 km na pélnoc i znalazl si¢ z powrotem w punkcie A.
Zlokalizowaé ten punkt.

Rozwiazanie na str. 11

9



Rys.1
Rys. 2
Rys. 3
/ B
|
Rys. 4

Maia ge

Wypelniamy przestrzen

Pudeltkami w ksztalcie czworoscianu foremnego (rys. 1) ani w ksztalcie naroza
szescianu (rys. 2) nie da sie szczelnie wypelni¢ przestrzeni. Powdd jest prosty:
katy dwuscienne czworoécianu to & 70°33’ — z takich katéw nie da sie usktadac
360°, a taka przeciez sume powinny mieé¢ katy dwudcienne przy kazdej krawedzi,
gdyby udato sie przestrzeii wypetni¢. Podobnie, kat dwuscienny przy dluzszych
krawedziach naroza to &~ 54°44’, a to tez nie pozwoli usktadaé¢ 360° nawet

z pozostalymi katami liczacymi po 90°.

Nadaja siec natomiast do wypelnienia przestrzeni pudetka w ksztalcie
czworoSciandw Hilla, a konkretnie tego z rysunku 3, ktéry nosi fachows nazwe
H\(%). Pozorny dowéd tego faktu jest na rysunku 4. Pokazane jest tam
rozbicie szescianu na szeéé czworoscianéw Hi( % ). Geometrycznie jest wszystko
w porzadku, wszystkie czworo$ciany sa przystajace, a szeScianami przestrzen
daje sie¢ wypelnié. Natomiast z punktu widzenia kartonowych pudetek jest Zle:
czworoéciany z rysunku 4 to trzy jednakowe pudetka 1 trzy ich odbicia lustrzane.

Zty dowdd nie oznacza, ze twierdzenie jest falszywe. Poprawny dowdd daje
rysunek 5. Z czworoécianu AA’ B’C" przez obrét o 180° wokét prostej
przechodzacej przez A’ i érodek odcinka AB' otrzymujemy czworodcian
B' A’ AFE, z niego zaé przez obrét o 180° wokdl prostej przechodzacej
przez A i érodek odcinka A'F otrzymujemy czworoscian F'IJAA’. Obroty
sa, jak wiadomo, przeksztatceniami dostepnymi dla tekturowych pudetek
(w odréznieniu od odbié lustrzanych).

Poniewaz obrét o 180° przeprowadza kazdy odcinek na réwny i réwnolegly do
niego, wiec réwne i réwnolegle sa odcinki AC”, B'E i F'A’, stad suma trzech
czworodcianéw okazuje sie graniastostupem pochylym o podstawie tréjkatne;j.

Z takich graniastostupdw, stawiajac jeden na
F E drugim, robimy rury o przekroju tréjkatnym,

a tymi rurami wypelniamy przestrzen w ten
sam sposob, jak tréjkatami wypelnia sie

plaszezyzne,

/N Znamy dzisiaj nieskoficzenie wiele ksatattow
pudelek czworosciennych wypelniajacych
przestrzen, ale nie wiemy, czy jest to pelna

7 B lista (1 wszyscy wierza, ze nie jest), wice pole

do wlasnych poszukiwan pozostaje szeroko

(o4 otwarte.

Matg Delte prazygotowat Marek KORDOS
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Klub 44

Regulamin

Gl

@

Rozwigzanie zadania F 470.

Kazdy zgaduje od razu, ze A to biegun
pdlnocny. Nie jest to jednak jedyne
rozwiazanie. Jako punkt A mozna

tez wziac kazdy z punktéw pdtkuli
poludniowej, ktéry

lezy o 1000 km na pdélnoc od
rownoleznika majacego dlugosé 1000 km

(szerokoéé poludniowa a2 88°34'),

lub 500 km, lub 250 km itd., slowem
1000

km dla dowolnej liczby naturalnej n
n

(obliczenie ciagu odpowiednich szerokosci
pozostawiamy Czytelnikom)

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje si¢ po przyslaniu rozwiagzania
co najmniej jednego zadania. .

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylaé do korica miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11 /1997 uplynal
31 stycznia 1998). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosé merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosé metody i1 elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspdlczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspélczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numern
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwezas otrzymuje ono wspdélczynnik trudnosci
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektdre z zadan mozna znalez¢ (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

7 rozwiazaniami w réznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozw:qzama dokladny odsylacz do literatury, otreymaja oceng
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym Zrddle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawaé Zrédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje oceng maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

7 chwila osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwdch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktdw (i zostanin czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
braé¢ udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartosé 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé¢ informacje o swoich wynikach, nalezy przysla¢ do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylame takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze by¢ wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze si¢ wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrécie ciekawsze rozwiazania i uogdlnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwoéé zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 355, 356

Redaguje Marcin E. KUCZMA
® - 355. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych (p, z,y), w ktérych p jest

liczba pierwsza, spelniajace réwnanie p* — y* = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz tréjkat ABC, ktérego katy sa znane (LA = a,
£B =f, ZC = ). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym

|AD| = an -|AB|, |AE|= an - |AC|. Punkty Pi,..., P, leza na boku BC, przy
; : czym |BPy| = |PiP;| = ... = |Paoa Po| = |PrC| = an -|BC|. Obliczyé sume
Termin nadsytania rozwiazan:
30 IV 1998 |£LDPLE| + |£ZDPE| + ...+ |£ZDP,E|.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/1997

Przypominamy tres$é zadan:

347. Funkcje f i g sa ciagle w przedziale (0;1) i rézniczkowalne w punktach wewnetrznych

tego przedzialu. Dowiesé, ze dla pewnej pary liczb #, y € (0;1) jest spelniona nieréwnosé

(f(z) + g(y) + 4zy)? > 1.

348. Niech n bedzie liczbg naturalng. Obliczyé, ile jest liczb (6n)-cyfrowych podzielnych przez 7,

o wszystkich cyfrach nieparzystych (zapis dziesietny).

347. Przyjmijmy oznaczenia: f(0) =a, f(1) =05, g(0)=c, Okreélona w ten sposéb funkcja f jest bijekcja zbioru A na
g(1) =d; F(z,y) = f(z)+ g(y) + 4zy; F(0,0) = A, zbiér B = {0,1,2,...,5°"—1}. W zbiorze B jest %(55"—-1) +1
F(0,1) = B, F(1,0) =C, F(1,1) = D. Zachodzi réwnoéé¢ (czyli £(5°7+ 6) ) liczb podzielnych przez 7; tworza one zbidr
A-B-C+D=(a+c)—(a+d)—(b+c)+ (b+d)+4=4, By ={M € B: M =0}.
z ktorej wynika, ze najwieksza z liceb A, —B, —C, D jest nie W arytmetyce (mod 7) mamy zwiazki: 3° = 5% = 1 oraz
mniejsza niz 1. Zatem max{A?, B%2,C? D?} > 1, i mamy 3t = 5fn—s (dla kazdego 1). Jedli wiec liceba N € A jest dana
teze zadania. (Analityczne wlasnosci funkeji f i g, dane wzorem (1), to
w zalozeniach, nie sa do niczego potrzebne.) 6n—1 Bn—1 Bn—1 268 g
N= a; -3 = 2b; +1)-3* =2 bi 3 4 —— =
348, Niech A bedzie zbiorem liczb postaci ; : Z - ) ; . 2
fn—1 i =
3 En=1
o . i ok ;
(1) N_Za,.m, gdzie a; € {1,3,5,7,9). E‘ZZbg-Ssn_‘:2-5-f(N)53f(N)‘
= ‘
=0

Mamy wyznaczy¢ liczbe elementdw zbioru
Ag = {N € A: N = 0}; tu i dalej wszystkie kongruencje sa
brane (mod 7). Kazdej liczbie N postaci (1) przyporzadkujmy

1l/e6
liczbe adie i
6n—1
SN =) b 51 gdaie by = L(ai— 1) €{0,1,2,3,4}.
=0

W materialach matematycznej ligi zadaniowej Klubu 44 mamy zanotowane
blisko 600 nazwisk: tyle oséb wlaczyto sie do zabawy (tak to nazywajmy

i traktujmy), przysylajac przynajmniej jeden raz rozwiazanie przynajmniej
Jjednego zadania. Oczywiscie, znaczna wiekszo$é uczestnikéw na tym nie
poprzestala, a najwierniejsi uczestnicza nieprzerwanie od kilkunastu lat.
Zreszta, niekoniecznie ,nieprzerwanie”. Czasem kto$ zniknie z naszego pola
widzenia, zdawaloby sie, Ze na dobre, po czym, po latach przerwy, przyéle
rozwiazanie jakiego$ zadania, ktére mu szczegdlnie przypadto do gustu —

i znéw przystepuje do zabawy. Wezesniej uczestniczyt jako uczen lub student,
teraz jako stateczny przedstawiciel zawodu czesto nie majacego nic wspélnego
z matematyka — przysyla listy z innego miasta, a bywa, ze z innego kraju.

To znaczy, ze nie rozstal sie z nami na dobre, ze nadal jest naszym wiernym
czytelnikiem. Wiaénie w minionym roku mieli$my kilka takich przypadkéw
wdzigeznego come back. Bardzo mile sa dla nas te sygnaly pamieci.

Jak co roku, omawiamy ponizej rozwiazania istotnie odmienne (i zwykle
ciekawsze) od naszych ,firmowych”, a takze znalezione uogdlnienia.
Odnotowujemy ponadto te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byty bardzo
nieliczne.

12

Zatem N € Ag wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) € Byg. Wniosek:
zbidr Ag liczy tyle samo elementdéw, co zbidr By, czyli

Lista uczestnikéw
ligi zadaniowe] Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 343 (WT'=1,32) i 344 (WT=2,65)
z numeru 61997

Witold Bednorz = 46,82
FPrzemyslaw Gadzinski =~ 5. 45,35
Tomasz Rawlik = 3-43,46
Adam Czornik - 2-41,29
Kraysztof Zapisek - 41,22
Maciej Mostowski - 38,72
Tadeusz Jozefczyk — 2-38,10
Konrad Patkowski - 36,27
Tomasz Kulpa = 1-34,45
Zbigniew Galias - 1-32,14
Witold Bednarek - 30,43
Bogumila Piotrowska = 29,86
Zbigniew Skalik - 26,19
Andrzej Dudek - 26,04
Wojciech Maciak - 25,46
Jan Ciach - 5-24,98
Adam Jaiwik - 24,30
Janusz Olszewski — 3-24,18
Kazimierz Serbin - 3-23,34
Piotr Kumaor - 3-22,96
Artur Arciszewski = 21,98
Michat Lewandowski 21,69
Rafal Pikula - 21,35
Marcin Sawicki = 21,20
Zbigniew Sewartowski - 21,13
Mieczyslaw Jedrzejowski - 21,10
Bartosz Putirycez - 20,31

Legenda (przykladowo): stan konta 3-22 96
oznacza, Ze uczestnik juz trzykrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (cawartej)
rundzie ma 22,96 punktéw.



Dwéch uczestnikéw w tej rundazie Zadanie 328. [Z - zbidr plaski; V P € Z: #{Q € Z: |PQ| =r} = 2, 1, 0 odpowiednio
praekroczylo prég 44 punktéw: dlar <1, r=1, r > 1; czy Z musi by¢ okregiem?] (wspdlczynnik trudnosci
Ev(?:;;g:;_p:or::zilze;;:?g)a Wretah WT=3,23; liczba poprawnych rozwiazaii LPR=2). M. Mostowski skonstruowal ten

sam kontrprzyklad, co w rozwiazaniu firmowym. P. Gadzinski wykazal, 7ze poléwke
dowolnej elipsy majacej dostatecznie maly mimosréd mozna uzupetni¢ do gladkiej
krzywej zamknietej Z o postulowanej whasnosci.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastgpujgce dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie n—1

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej Zadanie 330. [Liczba N = H[zn — 27) daieli si¢ przez n!] (WT=2,17; LPR=12).
20 punktdw;

: 7 . 2 @i 1=0
— przystali rozwigzanie co najmniej ; e = o : . 2
{ertinage: sudsuin & vocmiks $095; 1908 Efek'towny dc??vc‘ud a.lgebra.lczno-.komblna.to,oryczny [me. odwoluq@cy sig do za.dnycl}
lub 1997. faktow z teorii liczb) przedstawila Monika Walkowiak: N jest liczba wszystkich
Nie drukujemy wiec nazwisk tych macierzy nieosobliwych n x n nad cialem dwuelementowym; wynika to stad, ze gdy

uczestnikéw, ktdray rozstali sig z liga trzy  § poczatkowych wierszy takiej macierzy zostalo juz wybrane, wéwczas jest dokladnie
lata temu (lub dawniej); oczywiscie Jesli  gn _ 95 mojliwodci wyborn kolejnego wiersza, ktéry bylby od nich liniowo niezaleiny.
ktokolwiek z nich zdecyduje sig wrdcié N 4 g i 3 G :

do naszych matematycznych tamigtéwek, Macierze zlozone z tych sam?(ch wierszy (z dokl.adno‘saq do ich permutacji) mozna
jego nazwisko automatycznie wréci na uwazaé za réwnowazne, a kazda klasa réwnowaznosci ma moc n!; stad teza.

liste. Serdecznie zapraszamy!

[++]
3 3 1 L et
Weterani Klubu 44 M (w kolejnoéci Zadanie 334. [Ciag o wyrazach S, = Z r ( = ) jest zbiezny] (WT=3,28;
uzyskiwania statusu Weterana): k=0 n+ n+1
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), LPR=2). W rozwiagzaniu firmowym (bedacym adaptacja rozwiazania podanego

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

przez M. Kasperskiego, autora zadania) zostalo wykazane, ze granica ciagu (Sn)

1
jest réwna 1 — fel_l“s"dy. P. Gadzinski otrzymuje wynik w postaci innej catki:

P. Kumor, P. Gadziiiski (6), K. Jedziniak, I

J. Olszewski, L. Skrzypek (4), lim S, = f(l + z)"'e"*dz, poréwnujac liczby Sn 2z sumami Riemanna tej catki na
H. Kornacki, T. Wietecha )

(jesli uczestnik przekroczyl barierg 44 ograniczonych przedzialach. (Sprawdzenie, ze uzyskane wyniki sa réwne, nie jest

punktéw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje

Bl latwe!) W kazdej z tych metod korzysta sie, jawnie lub milczaco, z niebanalnych faktéw
to cyfra w nawiasie).

z ,uniwersyteckiej” analizy matematycznej. Na uwage zasluguje wigc znacznie prostsze

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M rozwiazanie, ktére podal W. Bednarek:
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk L YD oo 1 5 k
figurujacych na liscie powyzej): Poniewaz Sp, = EnTh, gdzie E, = ( ) —e T, = E = ( ) , wystarczy
ydwukrotni”: n = k\n+41
& Barioid, P.'.‘:lt?dI'JEJEWICZ, M. Haspacsid, wykazaé, ze ciag (Ty) jest malejacy — stad wyniknie jego zbieznosé, a tym samym
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza, Soertion sbisinnbl o S Nierd se b* k b kb~ hod dla Ticzh
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta, LOWIIEZ ZDICZN0SC CIALY (Sn). b <(b-a) (zachodzaca dla licz
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Piéro, dodatnich a < b) daje oszacowanie
5. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski; oo

- dnokrotni®: 1|/n+1\* n \* 1 n \"
pJednokrotm™ : Tﬂ+1 _T = Z = — s B <
T. Biegariski, W. Boratynski, . k n+2 n+1 n\n+1

=n+1

M. Czerniakowska, B. Dyda, P. Figurny,

M. Fiszeil", L. Gasir‘:sk'i‘ A Glluza.J i i oo n41\* 1 = A
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy, < 2 = =
mn

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz, n+2 n+1 Flmikl n+2 n+1
P. Kubit, A. Langer, R. Latala,

P. Lipitiski, P. Lizak, J. Eazuka, ! (“ + l)ﬂ Aok ( » )“,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega, n+1\n+2 nAn+1

R. Mazurek, H. Mikotajezak, M. Mikucki, 3 otrzymana réznica jest ujemna, co wynika z nieréwnosci Bernoulliego

J. Milczarek, R. Mitraszewski, n - -2 El ¢ Wat )
W. Ohasnaks, W. Pombe. M. Roxii (1+8)">1+nédlasé (n+1)7°. (,Elementarne, Watsonie”.)

M. R"—"kie""i“"'s A Ruszel, J. Siwy, Zadanie 335. [AABC: pole S, obwéd 2p; K € AB, L € AC; |AK|=Fk, |AL| =1
A. Smoleayk, 7. Surduka, T. Szymezyk, — gr _ 1010 AAK L; prosta K L przechodzi przez érodek kola wpisanego w AABC wtedy
W. Szymezyk, K. Trautman, P. Wach, i ’ . P 5 g
K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus, 1 tylko wtedy, gd:y 2p5' = .(k +1)S] (WT=1,27; LPR=25). Rozwiazanie flrrnlowe :
K. Zawistawski, P. Zmijewski. bylo niepotrzebnie skomplikowane (rachunek na wektorach!). Przysltane rozwiazania
sa w wiekszoéci znacznie prostsze: niech P bedzie punktem przeciecia prostej K L
z dwusieczna kata A i niech d bedzie odlegloscia punktu P od prostych AB i AC,
wéwczas 25" = (k + 1)d, wiec

2pS' = (k+1)S <= S =pd + d = promiei kola wpisanego <=

<= P = érodek kola wpisanego.

2n
Zadanie 338. [Dowies¢, ze Y (—=1)* (37)k™ = 0] (WT'=1,97; LPR=15). Przedstawiono
k=0

wiele dowodéw tej nietrudnej tozsamosci: rézniczkowanie funkcji (e* — 1)*" (jak
w rozwiazaniu firmowym); rézne dowody indukcyjne; argumenty kombinatoryczne.
Kazda z zastosowanych metod (takze i ta z rozwiazania firmowego) daje po niewielkiej

N
modyfikacji rezultat nieco ogdlniejszy: (—l)k(f) k™ =0, jesli N > n; zwrécili na to
uwage prawie wszyscy rozwiazujacy. <=0

[Wynik ten uzyskal juz L. Euler (Novi Comm. Ac. Petrop. 13 (1768), 28-30).]
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Zadanie 342. [Wielodcian, ktéry nie zawiera czworoscianu o objetosci 1, jest zawarty
w czworoscianie o objetodci < 8] (WT'=2,94; LPR=4). Uczestnicy ligi zostali tu
(przez omylke, nie celowo) ,wpuszczeni w maliny”: teza nie jest prawdziwa! (Staje
sie prawdziwa, gdy liczbe 8 zastapi¢ przez 27 — ale to juz inne zadanie; komentarz

w numerze 9/1997.) Blad zauwazyli: W. Bednorz, P. Gadzinski, P. Kumor,

T. Rawlik.

0
Zadanie 344. [A={ Y a?/ant1: 1 =ao > a1 > a2 > ... > 0}; inf A =7] (WT'=2,65;
n=0
LPR=6). P. Gadzinski oraz P. Zmijewski przyslali rozwiazania nie rézniace sie
istotnie od firmowego. W. Bednarek, W. Bednorz oraz P. Kumor prayslali
rozwigzania oparte na lemacie:

T

60> 61 S 2a B0 = ¥
=0 i
lemat latwo udowodnié przez indukcje. Zatem suma kazdego z rozpatrywanych
szeregéw (z ag = 1) jest > 4; ciag a, = 27" generuje sume réwna 4, wiec inf A = 4.
Autorzy rozwiazan ta metoda zwrdcili uwage, ze zadanie jest prawie identyczne
z jednym z zadan z XXIIT Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, a cytowany

lemat mozna znalezé w opracowaniach zadai z owej olimpiady. ..

2
ay 2'l—n,_

'

2% an

gdzie an, =2 —

Calkiem odmienne, intrygujace oryginalnodcia pomystu rozwiazanie przyslala Paulina
Domagalska: niech (a,) bedzie ciagiem nierosnacym (ao = 1), dla ktérego szereg
3" b, o wyrazach b, = a2 /an41 jest zbiesny; wéwczas takze szereg > an jest zbiezny
(kryterium poréwnawcze: b, > ay,). Niech s, = ag + ...+ an, wp =bo + ...+ bp;
Sp — 8, wp — w. Ustalmy n. Srednia arytmetyczna wazona liczb ¢; = a;i41
(i=0,...,n) branych odpowiednio z wagami p; = a;/s, jest nie mniejsza niz
$rednia harmoniczna tych liczb (z tymi samymi wagami): Zp;c.- > (Z: p;c,-_l)_l‘ Ta
nieréwnoéé¢ po prostym przeksztalcenin przybiera postaé:

2 2

] =
—>2 . wgranicy: w >
Sn4l — 1 8 —

> 4;

Wy =

ostatnia nieréwnosé (s? > 4s — 4, czyli (s — 2)? > 0) jest oczywista. Dla a, = 27"
mamy w = 4, wiec inf A = 4. Ladne!

Rozszerzona czaléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 241 zadaniach

Przemyslaw Gadzinaki - Sroda Slyslm 39,32
Zbigniew Galias — Krakdéw 36,75
Dariusz Wilk — Rzeszdw 25,57
Jarostaw Lazuka ~ Warszawa 1-21,27
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 1-17,37
Andrzej Idzik ~ Boleslawiec 1-17,05
Artur Gawryszezak — Dubeczno 1- 16,69
Jacek Konieczny — Poznan 8,47
Ryszard Zimny ~ Zychlin 7,40

Lista cbejmuje uczestnikdw, ktoray
przyslali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 1995-1997 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmnie) 7 punktdw. Jedynka przed
kreska wskazuje, ze uczestnik zdobyl juz
raz 44 punkty i obecnie wykonuje drugie
okrazenie.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liceby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnodé przekroczenia
44 punktdw):

P. Bala (3), A. Borowski (1),

A. Gluza (1), P. Gworys (3),

W. Kacprzak (1), J. Lipkowski (2},
D. Lipniacki (3), B. Mikielewicz (1),
L. Motyka (1), R. Musial (1),

P. Perkowski (2), T. Rawlik (1),

R. Repucha (1), A. Sikorski (3),

J. Stelmach (1), A. Surma (3),

L. Szalast (1), P. Wach (1),

T. Wietecha (2).

Oto najwazniejsze uwagl nasuwajace sie przy lekturze listéw naszych
Cazytelnikow:

Zadanie 223. [Réwnowaga wzgledem przechylu réznych plywajacych bryl]
(wspétezynnik trudnosci W1'=3,28, liczba poprawnych rozwiazan LPR=1).
Bezbledne rozwiazanie punktu b (réwnowaga pionowego walca) podal p. A. Idzik.
Jak sie okazalo, do wyniku podanego w Delcie 1/1997 wkradla sie pomylka

(zamiast prawidlowej liczby 2 pod pierwiastkiem jest 6). W liécie innego Czytelnika
przeczytalem: , Aby prostopadloécian znajdowal sie w stanie réwnowagi trwalej, jego
energia potencjalna przy wychyleniu powinna wzrosnaé”. W rzeczywistosci wzrosnaé
powinna fgczna energia potencjalna bryly i cieczy; analiza minimum tej lacznej energii
byta alternatywna wobec ,wzorcowej” metoda rozwiazania.

Zadanie 234. [Po jakim czasie spadnie kuleczka wosku, gdy bryle metalu

ogrzewaé z drugiego koifica?] (WT'=3,57, LPR=0). Fizyczne warunki zadania byly
niedoprecyzowane, co spowodowalo pewne zamieszanie. Jeden z Czytelnikéw przyjat
zalozenie o jednakowej temperaturze metalu i wprowadzil dodatkowa stala opisujaca
przekazywanie ciepta od plomienia do metalu. Takie rozwiazanie mogloby by¢
poprawne tylko przy niewielkich rozmiarach bryly i jej bardzo dobrym przewodnictwie
(zostalo ocenione na 0,5). Nieco nizsza ocene (0,3) uzyskalo rozwiazanie oparte na
dziwacznym zalozeniu, ze cieplo jest przekazywane tylko na grzanie wosku.

Zadanie 235. [Krystalizacja w goracym roztworze cukru na skutek dolania zimnej
wody] (WT'=1,15, LPR=4). Wyniki liczbowe uzyskane przez pp. P. Gadzinskiego,
A. Idzika, J. Lazuke i A. Nowogrodzkiego dosé¢ znacznie sie réznia miedzy soba,

a takze od wyniku ,wzorcowego”, co nalezy przypisaé¢ trudnodciom przy precyzyjnym
nakredleniu na wykresie stycznej lub siecznej, ewentualnie takze przesunieciu koloru na
stronie naszego czasopisma.
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Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 1998
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Zadania z fizyki nr 252, 253
Redaguje Jerzy B. BROJAN

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi
na poziomej powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gtadkie kule A i B (rys. 1)
o masach m4 1 mp oraz promieniach a i b, przy czym a < b, ¢ < a + b.

a) Obliczy¢ minimalna mase walca, przy ktérej sie on nie przewrdci.

b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe
polozenia tej kuli (zob. rysunek; zaktadamy, ze A i C si¢ nie zetkna), obliczyé
minimalna mase walca m, przy ktdérej si¢ on nie przewrdci.

253. Jak wiadomo, dla gazéw sktadajacych sie z czasteczek jednoatomowych

cieplo molowe w stalej objgtosci Cv jest w przyblizeniu réwne (3/2) R, natomiast

dla gazéw dwuatomowych Cv = (5/2)R. Przyblizenie to nie jest jednak dobre

w temperaturach bardzo niskich, gdyz wtedy obroty czasteczek ulegaja ,zamrozenin”
i pozostaja tylko ruchy wzdtuz trzech osi przestrzennych, co odpowiada Cv =~ (3/2)R
(niezaleznie od liczby atoméw w czasteczce). Przyjmijmy wiec dla uproszczenia,

ze gaz jest doskonaly (Scidle spelnia réwnanie pV = nRT'), a warto$¢ Cy wynosi
(3/2) R ponizej pewnej nieznanej temperatury 7" i (5/2) R powyzej tej temperatury.
Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetodci V4 i ciénienia po ogrzano ten
gaz izochorycznie zwigkszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do
poczatkowej wartosci cisnienia, objetos¢ okazala sie réwna 2Vy; powracajac do punktn
poczatkowego na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyé sprawnosé
tego cyklu (podaé wartosé liczbowa).

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1997
Przypominamy tresé¢ zadai:

244. Zrédlo dzwicku harmonicznego o stalej czestotliwosei fo spada pionowo z przyspieszeniem
T 4 e 1] Praysy

g=9,8m/s” i wchwili to mija z predkodciq vg nieruchomy mikrofon, ktéry o t = 5 s wezesniej
odebral dzwiek o cze rodct fi = 1200 Hz, a o t péZniej (w chwil ymetryczne]" wzgledem tq)
odebral déwigk o czestotliwosci fa = 800 Hz. Obliczyé fu i vo. Predkoéé diwigku w powietrzu jest

réwna ¢ = 340 m/s.

245. W przedstawionym obwodzie (rys. 2) zaréweczki sg jednakowe. Jak zareaguja (i cay zareaguja)
na zamkniecie klucza?

244. Oznaczmy czas lotu érédla déwigku od wyslania pierwszego sygnalu (odebranego przez
mikrofon w chwili o — ) do minigcia mikrofonu przez t;, a od miniecia mikrofonu do wyslania
drugiego sygnalu — przez t2. W ciagu czasu {; Zrédlo obnizy si¢ o odcinek hy, gdzie

1
h1 = vty — ng% = C(fl - t) §

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe znajdujemy

fi= z (—{C—’Uo)+ \/(C—U[J)'—Q-I-?gct)

g
i analogicznie

B (—(c+vo) +/(c+w)? + 25“*) .
g

W chwili wyslania pierwszego sygnalu #rédlo porusza si¢ z predkoscia vp — gt1, a w chwili
wyslania drugiego — z predkoscia vo + gt2. Ze wzoréw na zjawisko Dopplera mamy

[ c
R T

Przeksztalcenia algebraiczne prowadza do rozwiazania

2
vozc(go—\.-"goz—’r—l), gdzie : go—fl+f2 —E,

b 2 c
__2hfr ,r‘
\ f o A fg
Podstawiajac dane obliczamy vg = 88,7 m/s, fo = 1096 Haz.
245. Przed otwarciem klucza przez kazda z zaréweczek A i B plynal prad mniejszy niz
przez (', a zatem i napigcie na nich bylo mniejsze. Przy danej na rysunku biegunowosci
#rédla napigcia oznacza to, ze potencjal gérnego bieguna klucza (wezla ABC) byl wyzszy od
potencjalu dolnego bieguna (wezla DE). Przez zamkniety klucz prad poplynie wige w dél,

a to z kolei spowoduje - jak wynika z praw Kirchhoffa — przygasniecie zaréweczek € i D,
a rozjarzenie zardweczek A, B i E.
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Patrz w niebo

Ogdlna Teoria Wzglednosci przewiduje, ze gwaltowne
zmiany pola grawitacyjnego powinny rozchodzié¢ sie

w przestrzeni jako tzw. fale grawitacyjne. Zrédlem
kazdego impulsu tych fal mogloby by¢ np. zapadniecie
si¢ jadra masywnej gwiazdy w poczatkowe] fazie
wybuchu supernowej. Zaobserwowanie impulsu fal
grawitacyjnych byloby wydarzeniem niewatpliwie
bardzo waznym dla fizyki.

Pierwszej proby detekeji fal grawitacyjnych dokonal
w 1968 r. amerykanski fizyk J. Weber. Jako ,anteny
grawitacyjne” zastosowal on kilkumetrowe walce
aluminiowe delikatnie zawieszone w komorach
prozniowych dla wyeliminowania wplywu wszelkich
zewnetrznych drgan. Fala grawitacyjna miata

w tych walcach wzbudzié drgania — mierzalne, choé¢
o amplitudzie nie wigkszej niz rozmiary atomu!
Drgania wzbudzone niemal jednoczeénie w kilku
walcach dowodzilyby przejscia przez Ziemie fali
grawitacyjnej. Prace Webera przyniosty wynik

=

w zasadzie pozytywny, a jednak nikt ich dotychczas
nie potwierdzit.

Tymezasem dwie amerykanskie politechniki, Caltech
oraz MIT, zaplanowaty budowe dwéch nowych
detektoréw fal grawitacyjnych — tzw. projekt LIGO,
czyli Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory. Kazdy z nich to dwa prostopadle
usytuowane, czterokilometrowe tunele, a fala
grawitacyjna miataby deformowaé w nich ,linie
proste”, co pokazalyby biegnace w nich promienie
lasera. Klopot w tym, ze cale przedsiewziccie
zapowiada si¢ jako bardzo drogie. Budowa
1 eksploatacja mialtyby do roku 2001 kosztowad
365 mln dolaréw. Nic dziwnego, ze sa czynniki
przeciwne temu projektowi. Tylko czy to tak drogo?
Przeciez jest to raptem 365 Nagréd Nobla. Tak
czy inacze) sytuacja w dziedzinie obserwacji fal
grawitacyjnych nie jest jasna i nie wiadomo, jak dlugo
tak jeszcze bedzie.

Tomasz KWAST

Rozwigzanie zadania M 836. )
Przypusémy przeciwnie, e istniejg takie liceby. Wéwezas dodajac obie réwnodci otrzymujemy

e ™ n T

n i 4 T; e T % 1 > 2 - n
11+'|in3 Z(H]}:‘x‘_z i2 7 (i 4 1)2x; "Zif-a’-l—lj_n-}-l

i=1 i=1 i=1 i=1
Ostatnia réwnoéé latwo udowednié indukeyjnie. Nierédwnoéé to zastosowanie twierdzenia, iz Srednia
arytmetyczna jest nie mniejsza od geometrycznej. Aby wige byla réwnosé, sumy obu szeregéw musza

n—2 n+42 ; : i - 5 .
= , a to jest niemozliwe. Zatem przypuszczenie bylo falszywe,
n+41 n 41

byé réwne, czyli musi byé

co konczy dowdd.

@

Rozwigzanie zadania M 837.
Liczba 2™ zaczyna sie eyfra 1, gdy dla pewnej liczby naturalnej k mamy 10% < 2™ < 2. 10*%, czyli po

zlogarytmowaniu k < nlog,, 2 < k + log,, 2. Poniewaz dla kazdego k dokladnie jeden wyraz ciagu
arytmetycznego! — (nlog,, 2} zawiera si¢ w przedziale (k, k + log,, 2),
wiee ¢, = [nlog,, 2]. Mamy log,, 2 < 1, zatem mozemy skorzystac¢ z oszacowania

na — 1 < [na] < na, z ktérego wynika, ze lim (q—”> = log,¢ 2.
n

Luty

W lutowe wieczory w poludniowej stronie nieba widaé
Oriona, gwiazdozbidr uchodzacy za najwspanialszy
na calym niebie. Rzeczywiscie, uktad jego gwiazd
wyjatkowo tatwo zapada w pamiegc. Caly jego

obszar (i okolice) wypelniony jest sklebionymi
oblokami materii miedzygwiazdowe]j, przy czym
golym okiem widaé jedynie najjasniejszy fragment
tych oblokéw, Wielka Mglawice Oriona. W kierunku
tego gwiazdozbioru ciagnie sie tez jedno z ramion
spiralnych naszej Galaktyki, na brzegu ktoérego
znajduje sie Stonce. Otoczenie Oriona tez jest
efektowne: u géry po prawej gwiazdozbior Byka
zawierajacy stosunkowo bliskie gromady otwarte
gwiazd, Plejady i Hiady, a u dohu po lewej Wielki Pies,
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ktérego najjasniejsza gwiazda, Syriusz, jest zarazem
najjasniejsza gwiazda catego nieba. Syriusz stynie
tez z posiadania malego, stabego towarzysza, biatego
karta, jednej z najwczeséniej poznanych gwiazd tego
typu.

Wieczorem z planet widaé tylko Saturna w Rybach,

w zachodniej stronie nieba. Wenus znajduje sie

w Strzeleu i widaé ja pieknie rano, a okolo 20 I1
osiaga maksimum blasku. Mars i Jowisz sa doéé blisko
siebie w Wodniku, ale za blisko Storica, by bylo je
widaé. Pelnia Ksiezyca wypada 11 II, a néw 26 II

i nastapi wtedy catkowite za¢mienie Storica, ktore
jednak w Polsce widoczne nie bedzie. Ksiezyc zblizy

i d b 1ITido M 27 11.
si¢ mocno do Saturna i do Marsa TEK
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CYFROMANIA (2)

Rozwiazemy teraz zadanie podane w poprzednim numerze
[-limatiasu. Rozwiazanie sprowadza sie do odpowiedzi

na pytanie: Czy liczba 1998-cyfrowa zlozona z jedynek

i dwéjek moze dzieli¢ sie przez 29987

Okazuje sie, ze tak, przy czym jest tylko jedna taka liczba!
Popatrzmy najpierw na krétsze koncéwki o podobnej

whasnodci. Koncéwka jednocyfrowa podzielna przez

2' i zlozona tylko z jedynek i dwdéjek to 2. Nie dzieli

si¢ ona przez 2°, ale dopisujac na poczatku cyfre 1
otrzymujem) koncowk(; 2-cyfrowa 12 podzielna przez

22, 12 dzieli sig przez 2° 2 resth 22, podobnie jak 100.
Zatem 112 podzielne przez 2° jest zqdan@ kofcéwka,
3-cyfrowa. 112 duzieli si¢ takze przez 2'. Nie chcemy popsué
tej podzielnosci przez napisanie na poczatku jedynki,
dopisanie dwdjki daje wladciwa koricowke 4-cyfrowa. | tak
dalej. ..

Jezeli 2|ri i 0 < rp < 10% jest koricéwka k-cyfrowa, to rx
dzieli sie przez 25! 2 reszta 2%, wtedy rhp1 = 105 41y
(dopisanie na poczatku jedynki), lub bez reszty i wtedy
The1 = 2-10% 47y (dopisanie na poczatkn dwdjki).

Obliczenia wykonane przy uzyciu komputera wskazuja,
ze 1998-cyfrowa koncéwka jest réwna:

. 22221121222212211222112221212212121221111111111122211112121211221212
1112122112122122221222]12122112222211111112121112221221211121112121121222A

212122122212211212222122122122122122221112222222222222222222211112112222

112112121211122221111212211211222211222121211111212122122112121122111112
121211111112121222221221122212212221211221122122111222212122121212112111
211122222112222122112111121212121121121122112121121112112212221121222111
2122111122212112212121112121121122111112111211111212122112

Tak wigc potegi dwdjki, ktérych 1998-cyfrowa koiicéwka sklada si¢ tylko z cyfr 11 2, istnieja i jest ich nieskoficzenie wiele.
Przy tym kazda z nich ma taka koficéwke jak podana wyzej. TWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (1') T(5) = T(6), T(6) = T(7), T(7) = T(8), ... Ale 7 tych
implikacji nie bedzie zadnego pozvtku, dopokl nie
stwierdzimy, ze T'(5) jest prawda. W tym przypadku
sprawdzenie twierdzenia dla n = 5 spelnia role pierwszego
kroku indukeyjnego. Bez tego dowdd indukeyjny jest
bezwartosciowy. W naszym zadaniu T'(n) oznacza
nieréwnoéé
(%) 30n < 2" + 110,
: ; 5 ktéra dla n = 51 n = 6 jest falszywa. Dla n = 7 mam
udowodnione twierdzenie T'(n) ? 210 < 128 4+ 110 = 238, JDopiero teraz moiemy 7a.pr7q.f' do
Odpowiedz: Dla n > 5 7 NIE ! Tylko dla n = 1! pracy udowodnione implikacje T(7) = T'(8), T(8) = T/(9),
Popatrzmy na schemat: T(9) = T(10),...1 stwierdzié, ze merownom (*) jest

9 & ; ( prawdziwa dla wszystkich n > 7, co wykazalidmy
ée ¥ R B wimiees Pl indukcyjnie (a takze dla n = 1,2, 3, 4, co sprawdziliémy
bezpoérednio w poprzednim numerze I'-limatiasu).

Wyjasnienie oszustwa (1):

Niezwykle czesto pojawiajacy sie blad polegajacy na
niezrozumieniu istoty indukcji jest nastgpujacy:
Sprawdziliémy prawdziwosé dowodzonego twierdzenia T'(n)
dla n =1 i nudowodnilidmy drugi krok indukcyjny (czyli
implikacje T'(n) = T(n+1) ) dla n > 5.

Pytanie: Dla jakich n mamy w tym momencie

Sprawdzilidmy, ze zachodzi T(1) i pokazaliémy implikacje JWR

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCEAW; e-mail: jwr@ math.uni.wroc.pl
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