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O tréjkatach pitagorejskich o réwnych polach
Norbert HUNGERBUHLER

Wprowadzenie

_ ‘ ) Poszukiwanie tréjkatéw prostokatnych o bokach dhugosci catkowitej
e e e (tzw. tr6jkatéw pitagorejskich) to bardzo dawny $lad ludzkiego zainteresowania

Zajmuje si¢ gléwnie ukladami matematyka. Juz w starozytnym Babilonie 1 Egipcie znano wiele takich
nieliniowych 1‘6\:v1'_1a.|‘1 rézniczkowych ) tréjkqtéw,
czastkowych. Niniejszy tekst to wersja
Fi‘)sﬁ;-\’k“‘“ [6], przygotowana na prosbe  Jak wiadomo, dla dowolnych niezerowych liezb catkowitych m # n i A # 0 liczby
g (1) a=2xmn, b=2im?-n?), c=x(m?+n?
sa (z dokladnoscia do znaku, ktérym sie przejmowaé nie bedziemy) diugo$ciami
bokéw tréjkata pitagorejskiego. Taki tréjkat nazwiemy pierwotnym, jesli
NW D(a,b,c) = 1. Jak tatwo sprawdzié, dla A = 1 oraz wzglednie pierwszych
m, n rozne] parzystosci, otrzymujemy trojkat pierwotny. Co wiecej, wszystkie
trojkaty pierwotne mozna otrzymaé¢ w ten sposéb.

Tréjkaty pitagorejskie 1 ich wlasnosci interesowaly najrézniejszych autoréw
O tréjkach pitagorejskich pisalismy (zob. np. [1], [2], [8]). Byl wéréd nich Charles Lutwidge Dodgson, matematyk
w Delcie 11/1997 — red. o dosé szerokich zainteresowaniach, lepiej znany jako Lewis Carroll, autor
Przygod Alicji w krainie czaréw (1865). Na stronie 343 ksiazki Life and Letters
of Lewis Carroll [3] znalez¢ mozna nastepujacy zapisek z jego dziennika:

W poprzednim, grudniowym numerze 19-ty grud. (niedz.) — Siedzialem noca do 4-tej nad kuszacym problemem,

Delty, w artvkule Jacka Jakubowskiego s # - . 9
i Rl i nadestanym z N. Jorku: ,znalezé trzy réwne A-ty prost. o wymiernych bokach”.

zlogliwy chachlik umiescil Znalaztem dwa, o bokach 20, 21, 29 1 12, 35, 37; nie moglem znalezé trzech.

a nieréwnosé e® < 14

monetqg.

nie FWE

ralne (1 4 r) miedzy dwie

Carroll szukal wiec trzech tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach. Mimo

dziwe) nierdwnosci

o porazki postawil hipoteze, ze takich tréjek tréjkatow pitagorejskich istnieje
TR Tm——— nieskonczenie wiele. (Uwaga: dwie trojki uznajemy za identyczne, jesli boki
Adltcrow Cavtalnikin.: ) wszystkich tréjkatéw jednej z nich mozna uzyskaé, mnozac boki tréjkatéw

ftedakera drugiej tréjki przez pewna liczbe wymierna). Sprébujmy pomée pisarzowi
w rozwiazaniu jego zadania.

Tréjki tréjkatéw pitagorejskich o réwnym polu

Zacznijmy od znalezienia w mozliwie systematyczny sposéb dwdch trojkatow

pitagorejskich o réwnym polu. Wezmy tréjkaty o bokach réwnych odpowiednio
a; =2mny, b =m?- n%, ¢y =m® + nf .
as=2mny, bs=m?—ni cy=m?>+nd.

Dodatkowe zyczenie, by oba tréjkaty mialy jednakowe pole P, prowadzi do

rownania
; . 2 9% 2 2
(2) P = mni(m” — n{) = mna(m* — n3).
Dzielac obie strony przez m i zbierajac skladniki zawierajace m po lewe) stronie,
otrzymujemy

2 3 3 2 2
(3) m-(ny —ne) =nj — ns = (n; — n2)(n] + nins + n3).
Przy zalozeniu ny — ny # 0 mamy wiec

@

(4) m? = n} 4+ nins + n3.

Rozwiazujemy (4) jako réwnanie kwadratowe z niewiadoma n; i widzimy, ze
(5) ny = —3(na — \/4m? — 3n2).

Skoro wynik jest liczba calkowita, wyrdznik musi byé pelnym kwadratem, wiec
dla pewnego a € N zachodzi réwnosé

Nazwa: Mamlak o o 2 5
M. zam.: UkL 51 Peg (6) (2m)” — 3n; = a”.
Réwnanie diofantyczne (6) znane jest jako tzw. rdwnanie Pella. Dobrze wiadomo



Dla tych, ktérzy o réwnaniu Pella nie
wiedza i nie chea wiedzied wszystkiego,
proponujemy droge na skréty. Okreslmy
dwa ciagi liceb naturalnych pn i g,
wzorami rekurencyjnymi: po = 2, go = 1,

Prnt1 = TPn + 12¢n,

Ing1 = 4pn + Tqn .
Latwo wykazad przez indukcje, ze dla
kazdego n licgba p, jest parzysta,
niepodzielna przez 3 i pi -3¢2 =1.
Otrzymujemy wiec nieskoticzong serig
rozwiazan (pn /2, ¢» ) réwnania Pella (6)
dla szczegdlne) wartosci a = 1.

Czytelnik zechce sprawdszid,

ze nieskonczenie wiele tréjek pierwotnych
tréjkatéw pitagorejskich o réwnym polu
mozna otrzymad, wykorzystujac opisane
wyze] ciagi pn | gn Oraz wyznaczong
przez nie serig¢ rozwiazan réwnania Pella.

Nazwa: Grzdqciel
M. zam.: UkL u4 And

(zob. np. [7]), ze ma ono nietrywialne rozwiazania (tzn. ns ¢ {0, £m}), gdy m
jest liczba pierwsza postaci m = 6N + 1 (lub iloczynem takich liczh).

Kazde rozwiazanie réwnania Pella (6) prowadzi do rozwiazania wyjsciowego
réwnania (2). Istotnie, z (6) wynika, Zze ns i o sa tej samej parzystosci, zatem
z warunku (5) n; jest liczba catkowita. Mamy tez ny # no (w przeciwnym
przypadku liczba m dzielitaby sie przez 3).

A teraz zdarza sie cud. Cho¢ zaczelidmy od szukania dwdch tréjkatéw, w istocie
znalezliSmy trzy. Dlaczego? Otéz, réwnanie (2) oznacza, ze ny i ns sa réznymi
pierwiastkami wielomianu trzeciego stopnia p(x) = z(z — m)(z + m) + £. Trzeci
pierwiastek tego wielomianu spelnia, zgodnie z twierdzeniem Viéte’a, warunek

(7) ny+ns+n3 =0
(dla niewtajemniczonych: zapisujemy wielomian w postaci iloczynu czynnikow
liniowych i sprawdzamy wspétezynnik przy z2). Podobnie, nynang = —f—l == 0.

Wiynika stad, ze liczby calkowite ny, no i ng sa rézne od £m (bowiem

p(£m) # 0) i w dodatku maja rézne moduly. Zatem, tréjkaty pitagorejskie

D; (i = 1,2,3) o bokach 2mn;, m* — n? oraz m? + n? maja to samo pole

P = —mnjinang. Ich przeciwpostokatne ¢; sa rézne, wiec [); nie sa przystajace.

Znaleziona tréjka ma specjalna wlasnosé: z (7) wynika, ze przynajmniej

jedna z liczb n; jest parzysta. Latwo tez zauwazy¢, ze zadna z n; nie jest
wielokrotnoscia m. Gdy liczba m jest pierwsza, to przynajmniej jeden

z tréjkatéw D; jest tréjkatem pierwotnym. Zatem tréjka D, i = 1,2, 3, jest
wowcezas plerwotna — w tym sensie, ze nie ma liczby naturalnej, ktéra dzielitaby
jednoczesnie dlugosci wszystkich 9 bokéw znalezionych tréjkatéw.

Czy moze sie zdarzyé, ze dla réznych m otrzymamy te sama tréjke? Nie! By sie
o tym przekonaé, zauwazmy, ze dokladnie jedna z liczb n;, powiedzmy ny, ma
modul wiekszy od |m| (trzeba spojrzeé na wykres wielomianu p(z)). Tréjkat D,
ma wiec w naszej tréjce przyprostokatna o najwiekszej dlugoéei z. Jesli 2 i y sa
dlugosciami przyprostokatnych Dy, to z definicji bokéw D; mamy wtedy

EN, albom:,/%—yeN.

(tylko jeden z ulamkéw pod pierwiastkiem ma warto$é naturalna). Zatem, tréjka
wyznacza liczbe m.

=2

albom =

Dla kazdej liczby pierwsze) m = 6N + 1 otrzymujemy tréjke pierwotna
tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach. Ile jest takich m? Przypomnijmy
twierdzenie Dirichleta: kazdy ciag arytmetyczny, ktérego kolejne wyrazy sa
wzglednie pierwsze, zawlera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Istnieje
wiec nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci m = 6/ N + 1. Podsumujmy
dotychczasowe rozwazania.

Twierdzenie. Istnicje nieskorniczona rodzina trajek trajhetow pitagorejskich
o rownych polach. W szczegolnosci, dla réznych liczb pierwszych postaci

m = 6N + 1 otrzymujemy rézine irdjki pierwotne tréjkatow pitagorejskich

o polu P = mnl(n + 1), gdzie n il sq naturalnymi rozwigzaniami réwnania
m? =n?+nl+ 2.

Uwaga. Opisana metoda nie daje wszystkich trdjek pierwotnych. Wéréd
pominietych tréjek pierwotnych jest np. tréjka

a; = 4080 b; = 1001 ¢, = 4201
as = 1430 by = 2856 ¢ = 3194
g = 528 b3 = 7735 Cz = 7753

— dostaniemy ja, kladac we wzorach (1) A = 1 oraz (mi,n;) = (51, 40),

(ma,na) = (55,13), (s, n3) = (88,3). Wspdlne pole tréjkatéw to P = 2042040.
Mozna udowodnié, ze zadna tréjka o mniejszym polu nie jest pominieta.
Przyklad zostal znaleziony przy uzyciu programu Mathematica.
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Wzor Fermata

Carroll najwyrazniej nie wiedzial o spostrzezeniu Fermata poczynionym
w [4]: jedli z jest przeciwprostokatna, a b 1 d przyprostokatnymi tréjkata
prostokatnego o bokach wymiernych, to mozna otrzymaé nowy tréjkat
prostokatny o wymiernych bokach 1 tym samym polu, kladac
R L i , 2 —4b3d? _ 42%d

CTRmo-@) T T ne-d) T nm—d)
Iterujac powyzszy wzér n — 1 razy, otrzymamy n tréjkatéw prostokatnych
o réwnych polach i bokach dtugosci wymiernej. Pommnozenie wszystkich bokéw
przez odpowiednia liczbe catkowita zmieni dlugosci bokdéw w liczby calkowite
1, oczywiscie, nie naruszy warunku réwnosci pél. Nie mamy jednak pewnogei,
czy niektore z otrzymanych tréjkatéw nie beda przystajace. Zakonczmy wiec
niniejszy artykul zadaniem dla Czytelnikéw.

d}

Zadanie. Udowodnié, ze dla kazdego n € N istnieje nieskoiiczona rodzina

24 (1905-6), 7-19.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

Rozwazamy funkcje o wartoéciach rzeczywistych
okreslone na zbiorze {—1,1}", na ktéry mozna patrzeé
jako na zbiér wierzcholkéw n-wymiarowe] kostki
[-1,1]". Dla kazdego podzbioru A zbioru {1,2,...,n}
funkcje wy : {—1,1}" — R definiujemy wzorem

WAl Tyy@nsmy Tn) = n z;. Przyjmujemy, ze wy = 1.

€A
Funkcje w4 tworza tzw. uklad Walsha.
M 832. Udowodnié, ze dla A, B C {1,2,...,n}

zachodzi tozsamosé wa - wp = wazp, gdzie

A+ B=(AUB)\ (AN B) oznacza réznice symetryczna
zbioréw A1 B.

Rozwiazanie na str. 16

M 833. Udowodnié, ze dla kazdej funkcji f: {—1,1}" — R
mozna dobraé takie liczby rzeczywiste a ., ze

Z = ZAC{,l.z_.....n} aawa.
Rozwiazanie na sir. 15

M 834. Dla f:{—1,1}" — R zdefiniujmy funkcje
Lf:{—1,1}" — R wzorem

BBy By = %(f(—th,,.‘,x,,)-qr

+f(:l‘-1‘—:1’72_.$3,.h.$n) +"‘+f(-'ch-‘-exﬂ—lu_xn,])

(tzn. funkcje Lf otrzymujemy, uéredniajac wartosci f

w sasiednich wierzcholkach kostki). Udowodnié,

ze Lwa = (1 — 2card A)w., gdzie card A oznacza liczbe
elementéw zbioru A.

Rozwiazanie na str. 16

Uwaga. Powyzsze wyniki mozna wykorzystaé do wykazania
ergodycznodcel symetrycznego bladzenia losowego po wierzcholkach
n-wymiarowe] kostki (do sasiednich wierzcholkéw przechodzimy

z prawdopodobieristwem 1/n).

(pierwotnych) n-tek tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach.

a

Z angielskiego przetoziyl P.S.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 467. Od lat fizycy zastanawiaja sie, czy neutrino

ma masg spoczynkowa. Oszacowaé, jaka teoretycznie
najwigksza mase moze mieé neutrino i wyrazi¢ te mase

w elektronowoltach.

Przyjaé, ze liczba neutrin we Wszech$wiecie jest
poréwnywalna z liczba fotonéw promieniowania reliktowego
majacych widmo ciala doskonale czarnego o temperaturze
T = 2,74 K. Koncentracja fotonéw wynosi n = a ('}—5—)3,
gdzie a = 60,4 jest wspSlczynnikiem liczbowym, k - stala
Boltzmanna, natomiast h — stala Plancka. Przyjaé,

ze gestodé Wszech$wiata jest réwna w przyblizeniu gestodci
krytycznej pir = 5,5 - 10"27%%. masa za$ obserwowalnej
jasnej materii jest dziesigeciokrotnie mniejsza.

Rozwiazanie na str. 6

F 468. Kiedy w momencie gaszenia $wiatla otwieramy
oczy, widzimy przez chwile proces stygniecia wldkna
zaréwki. Oszacowaé czas tego procesu, gdy temperatura
wlékna spada od T} = 2800 K do 7> = 1000 K, tj. do
granicy odbierania wrazeii wzrokowych. Dane dotyczace
zaréwki i wlékna: moc zaréwki P = 100 W, promieii
przekroju widkna r = 1. 107* m, gestosé wolframu
p=19 300%, masa molowa wolframu p = 184 £
emisyjnoé¢ wolframu w poréwnaniu z cialem doskonale
czarnym k = 40%.

Prawo Stefana-Boltzmanna méwi, ze moc promieniowania
Jednostkowej powierzchni ciala doskonale czarnego
wynosi o - T*, gdzie 0 = 5,67 - 10™* Wm™2K™* jest

stala Stefana-Boltzmanna. Cieplo molowe cial stalych

w wysokich temperaturach wynosi C' = 3 R, gdzie
R=8,314]-K~'mol™" jest stala gazowa.

Rozwiazanie na str. 6 '



Ksiezyce Hipokratesa Witold BEDNAREK

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

1. Niech W bedzie wielokatem wpisanym w okrag o(O, R). Ksiezycem
Hipokratesa wielokqta W nazwiemy kazda figure ograniczona tukiem okregu
o(O, R) i pdlokregiem lezacym na zewnatrz wielokata W, opartym na jednym
z bokéw tego wielokata (rys. 1).

Uwaga. W naszych rozwazaniach zalozymy dodatkowo, ze O € W,

Niech ay, as, ..., a, oznaczaja diugosci bokéw wielokata W o polu S,
S1, Sa,...,S5, — pola ksiezycéw Hipokratesa; Ty, Ts,...,T, — pola odcinkéw
kota k(O, R) wyznaczonych przez boki wielokata W (rys. 2). Mamy wéwczas
2

Si+Ti=2 (“‘7’") dla k=1,2,...,n
oraz S+ (1 +To+ - -+ Tp) = 7R . Z tych réwnoéci wynika,
e (S1+S2+ - +8,)—S5=%(af + a3+ + a2 — 8R?). Wobec tego suma
pdl ksiezycéw Hipokratesa wielokata W jest réwna jego polu wtedy i tylko
wtedy, gdy
(1) aj + a3+ -+ a; = 8R*.
W tym artykule zajmiemy sie poszukiwaniem wielokatéw, ktérych pole jest
réwne sumie pél ich ksiezycow.

2. Hipokrates odkryl, ze suma pdl ksiezycow trdjkata prostokatnego jest réwna
jego polu (rys. 3). Istotnie, wobec twierdzenia Pitagorasa mamy
asy 2 :
al ot ot =90 =8 (?3) S
a R = as/2 jest dlugoscia promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
o przeciwprostokatne] as. (Zauwazmy, ze ksiezyc oparty na przeciwprostokatne)
degeneruje sie do tuku.)

Postawmy pytanie: czy istnieje trojkat nieprostokatny, ktorego pole jest réwne
sumie pol jego ksiezycodw?

Zalézmy, ze zachodzi warunek (1), tzn. a? + a3 + aZ = 8R%. Jak wiadomo,

4R = ajasaz/S oraz (wzér Herona) S = \/p(p — a1)(p — a2)(p — a3), gdzie p
oznacza polowe obwodu tréjkata. Z tych trzech réwnosci natychmiast wynika,
ze '

2(ai + a3 + a3)p(p — a1)(p — a2)(p — az) = afa3a3 .
Po przeksztalceniach otrzymujemy stad
(af — a3 + ag)(ai — a3 — a3)(ai + a3 — a3) = 0.
Powyzsza réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat dlugosci pewnego

boku tréjkata jest suma kwadratéow dlugoscei pozostatych bokéw. Oznacza to,
ze warunek (1) nie zachodzi dla zadnego tréjkata nieprostokatnego.

3. Poszukajmy teraz czworokatow spelniajacych warunek (1). Oczywiscie,
spelniaja go czworokaty zlozone z dwéch tréjkatéow prostokatnych wpisanych
w okrag — w szczegdlnosei prostokaty oraz deltoidy o katach prostych miedzy
bokami réznej diugosci (rys. 41 5).

Rozwazmy inny przypadek szczegdlny — trapez réwnoramienny. Przy
oznaczeniach z rysunku 6 mamy

g AENE 5 i YR 2y ), (m—a2\®_
I_+(?) .y yz_,_(?) =il (a:+y)°+( 3 ) =l
Po wyrugowaniu z tych réwnan z i y otrzymujemy

0 ﬂ.g(a% =+ alag)
da3 — (a; —as)?’




Rys. 5

Rys. 7

Rys. 8

Uwzgledniajac dodatkowo warunek (1) réwnoéci pél trapezu i jego ksiezycow,
otrzymamy po przeksztalceniach

(a1 = a2)*(2a3 — (af +a3)) = 0.
Warunek ten jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a2 (trapez jest

2 2 B - S
wowezas prostokatem) lub gdy asz =4/ 31—';—“1 (dtugosé ramienia trapezu jest

érednia kwadratowa dlugosei podstaw — ten warunek jest spetlniony np. dla
trapezu réwnoramiennego o bokach 7, 1, 5, 5).

4. Wiemy juz, ze pole tréjkata réwnobocznego nie jest réwne, a pole kwadratu
jest réwne sumie pdl odpowiednich ksiezycéw Hipokratesa. Okazuje si¢, ze nie
istnieja inne wielokaty foremne, ktérych pola bylyby réwne sumie pdl ksiezycdw
Hipokratesa. Oto dowdd.

Dhugosé boku n-kata foremnego oznaczmy przez a. Zaktadamy, ze n > 4. Mamy
(patrz rys. T) a = 2Rsin T, a wiec warunek (1) przybiera postaé

9 . 9T
8R>=n.a’ =4nR’sin® —.
T

Stad otrzymujemy sin7/n = \/2/n. Z drugiej strony, dla dodatnich « zachodzi
nieréwnoéé sin o < o, a zatem byloby sin7/n = /2/n < m/n, co prowadzi do
konkluzji n < 7?/2 < b, sprzecznej z zalozeniem n > 4.

5. Na koniec udowodnimy, ze dla kazdego n > 4 mozna w okrag wpisaé n-kat,
ktérego pole jest réwne sumie pdl jego ksiezycéw Hipokratesa. Rozwazmy w tym
celu okrag o érodku O 1 promieniu R oraz punkty Ay, As, ..., A, tego okregu,
ktére wyznaczaja katy wpisane aq, aa, ..., a, (patrz rys. 8). Korzystajac

z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéw A;0As, A20Ag, ..., A,OA;, mozemy
warunek (1) przepisaé¢ w postaci

(2R? — 2R? cos a1) + (2R? — 2R% cos ) + - - - + (2R? — 2R? cos vy, ) = 8 R?

lub réownowaznie

(2) costy +cosas + -+ cosa, =n—4.

Aby rozwiazaé nasz problem, nalezy podaé liczby dodatnie avy, s, ..., ay,, nie
wieksze niz 7, spelniajace réwnos¢ (2) oraz réwnosc

(3) oy +as+ oy, =27,

Przyjmijmy oy —as = ... = ap_z3=af(n—3), ap_2 = %ﬂ' —a; -1 = T,

R %ﬂ- Réwnosé (3) jest wowezas spelniona. Nalezy jeszcze wykazad,
ze istnieje liczba o € (0, ), dla ktdrej spelniona jest réwnosé (2), czyli

b=

o 5 .
(n—3)cosn_3 + cos (gﬂ—a) =n-—3
Rozwazmy funkeje f(a) okreSlona wzorem
T )
f(z)=(n—3)cos 3 + cos (gﬂ‘ — 3:) ;
Obliczmy f(%) 1 f(5). Mamy

TS T 7 2 i
f(g)_(11—3)cos6(n_3)+c053?r<(n—3)+cos3rr_n 35 .

7 drugiej strony, z nieréwnoéci cosa > 1 — a?/2, dla a > 0, wynika, ze

f (g) = (n — 3) cos ~——~—~“3(nﬂ-_ 3 > (n—3) (1 - % (ﬁ)i) =

T2

 18(n=3)°

Poniewaz n > 5, wiec prawa strona powyzszej nieréwnosci jest, jak latwo
sprawdzi¢, wieksza od n — 31, Funkcja f jest ciagha, a wiec ma wlasnoéé
Darboux: istnieje o € (F, %): takie, ze f(a) =n — 3% To spostrzezenie konczy
dowad.
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i Protokél posiedzenia Jury
Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Rozwigzanie zadania F 467.
Wypelni

> 90% brakujace] materii

Jury Konkursn Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:
Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy, Andrzej Makowski, Waldemar Pompe,
Pawel Strzelecki, Mieczyslaw Trad, Agnieszka Wojciechowska, Jarostaw Wréblewski,

neutrinaml ot E"/.}'IJ['.IJ'.'IJ'[_'\-
n oMy _ 0.9k,
na posiedzenin w dniu 12 wrzesnia 1997 roku w Zielone] Gérze, po zapoznaniu sie

Y b T -y .. . . i i .
z treécia prac i ich recenzji oraz wystuchanin wystapiefi autoréw postanowilo:

1) przyznaé zloty medal i nagrode w lacznej wysokosci 600 zlotych Grzegorzowi
Kapustce i Michalowi Kapustce z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
za prace O pewnych wlasnosdciach parzystokgtow wpisanych i opisanych na okregach,

2) nie przyznawaé srebrnego medalu,

3) przyznaé brazowy medal i nagrode w wysokodci 300 zlotych Maciejowi
Mostowskiemu z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie za prace

O wielomianach przyjmujacych w liczbach catkowitych wartodci bedace kwadratams: liczh
calkowitych,

4) wyrdznié¢ prace Pawla Golonkii Piotra Nowakowskiego z V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie, pod tytulem Wlasnosci czworodciandwi przyznaé jej
autorom nagrode w lacznej wysokosci 300 zlotych,

5) przyznaé nagrody w wysokosci 200 zl kazda opiekunom prac dopuszczonych do
finalu, Wojciechowi Boratyiskiemu i Tomaszowi Szembergowi.

(=) podpisy czlonkdw Jury

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac

z Matematyki. Zachecamy uczniéw zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazaii i nadsylania rezultatéw do redakcji Delty. Ponizej
przypominamy szczegélowy regulamin konkursu.

Regulamin Konkursu Ueczniowskich Prac z Matematyki
Nazwa: Plamciak i 3 y : ) )
M. zam.: UKL 55 Cne 1. Konkurs organ.lzowa.ny.Jest.co.roczr.ue przez Zarzacd G10w1.13,r P(_Jls.klego Towar'zyst\.v‘a
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.
2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typdw szkdl.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod adresem
redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyé
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly; imie, nazwisko
i adres opiekuna pracy.
ﬂ 5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o Zrdédlach, z ktérych
korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
Rozwigzanie zadania F 468, 6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu i kompetentnych
Na podstawi a Stefana-Boltzmanna  recenzentdw. Te spoérdd prac, ktére spelniaja warunki konkursu, zostana zakwalifikowane
nia widkna zarowki przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
eniu zardwki moe ta réwna jest  opiekunom przed koricem roku szkolnego.
energil wewnetrzne] wickna 8. Finaliéci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenia do
w jednaostce czasn udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
dQ _ _spm . 4T 9. Final polega na wygloszeniu (nie odezytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
L posiedzenia sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na
temat, ktéremu poswiecona byla praca.

¥nosi

EeT = 2xr- 1.

P i
Forowni

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprécz merytorycznej
praste réwnanie 1 wartosci pracy, réowniez samodzielnosé 1 oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody
pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
T2 ) Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu

A e ( LT otrzymuja dyplomy.

I XT3 4 12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesigczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gléwny PTM na wniosek Komitetu

ostatecznie + = 1.5 s Redakcyjnego Delty.

Calkujac otrzymujemy
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jak co roku w grudniu wreczono Nagrody Nobla. Tym
razem w dziedzinie fizyki nagrodzem zostali Steven Chu,
Claude Cohen-Tannoudji i William D. Phillips za
rozwinigcie metod chtodzenia i wiezienia atomdw za pomocq
swiatta laserowego.

Pomyst na pierwszy rzut oka wydaje sie dziwny.
Wrydawaloby sie, ze dwiatlo znacznie lepiej nadaje sie do
ogrzewania niz chlodzenia. Dosé¢ latwo jest znalezé kota
wygrzewajacego sie na sloiicu, natomiast wyzigbiajacych
sie na sloficn kotéw potoczny jezyk nie przewiduje. Nasi
swiezo ,uziebieni” noblidci nie byli zreszta az tak ambitni,
zeby zamraza¢ od razu calego kota. Na zaproszenie do
Sztokholmu wystarczylo kilka tysiecy atoméw. Oziebianie
wiaze sie ze zmniejszaniem $redniej energii molekul.
‘otony mozna wykorzystaé¢ do chiodzenia atomdw,
poniewaz niosa one nie tylko energie hv, ale réwniez

ped hv/c. Cala trudnosé polega na tym, aby atomy
absorbowaly tylko te fotony, ktdre by je spowalniaty,

a nie te, ktére moglyby je rozpedzaé. Wyobrazmy sobie,
ze potrafimy dac¢ atomom siatki na fotony, przy czym
atom zamiast wymachiwaé siatka, bedzie ja trzymaé prosto
w taki sposdb, ze automatycznie ustawi sie ona otworem
w kierunku ruchu atomu (tak jak to sie dzieje z luzno
trzymang siatka na motyle, gdy biegamy z nia po lace).
Wtedy tylko fotony nadlatujace naprzeciwko atomu beda
wpadaly do siatki, a wiec tylko te, ktérych zaabsorbowanie
zmniejsza ped atomu.

Dla atomu siatka na fotony sa jego elektrony. Jezeli energia
fotonu odpowiada energii przejécia elektronu ze stanu
podstawowego do stanu wzbudzonego, to taki foton
zostanie pochloniety. Natomiast 7Zle dostrojonego fotonu
atom nie potrafi zlapa¢. Pomysl polega na tym, aby uzyé
fotonéw o troche za malej energii hv_. Wtedy, zeby zlapaé
foton, atom musi poruszaé sie w jego kierunku z taka
predkoscia v, aby w wyniku efektu Dopplera czestosé
fotonu v, w ukladzie zwiazanym z poruszajacym sie
atomem odpowiadata energii £ przejicia atomu do stanu
wzbudzonego :

E=hv, =hv_(1+2v/c).
Ograniczeniem na minimalna temperature (minimalna
energie kinetyczna atomdw), mozliwa do uzyskania
za pomoca opisanego wyze] ,chlodzenia dopplerowskiego™,
jest naturalna szerokodéé wykorzystywanej linii widmowej.
Jezeli przesuniecie dopplerowskie zwiazane z ruchem
atoméw jest mniejsze od tej szerokodci, to selektywne
hamowanie przestaje dzialaé.

Whikliwe badania sredniej predkosci atomdw uwiezionych
w tzw. optyczne] melasie, utworzonej przez trzy
prostopadle skierowane pary wzajemnie przeciwbieznych
wiazek laserowych (o parami przeciwnych skretnosciach),
daty zaskakujacy wynik. Eksperyment okazal sie lepszy
od przewidywan — uzyskano temperatury nizsze o rzad
wielkosci od spodziewanych. Tak odkryto bardziej
efektywny sposéb chlodzenia. Mozna go przedstawié

za pomoca nastepujacej analogii. Wyobrazmy sobie
niecierpliwego inwestora gieldowego zainteresowanego
dwoma walorami Zeeman /2 i Zeem.f.-,n“‘("’. ktérych
ceny podlegaja sinusoidalnym wahaniom, przesunigtym

w fazie o m/2. Nasz niecierpliwy inwestor, obserwujac, jak
wartoéé posiadanych przez niego akcji np. Zeeman /2
maleje, nie wytrzymuje i przerzuca sie na rosnace akcje
Zeemant'/? po to tylko, zeby zobaczyé, iz trend sie
odwrdcil. Postanawia wiec naprawié swdj blad — oczywiscie
znowu w najmniej odpowiednim momencie. Takie

7

postepowanie musi wezesniej czy pééniej doprowadzié go
do bankructwa.

W naszym przypadku gielda jest optyczna melasa,

a dokladniej periodyczna zmiennoéé polaryzacji éwiatla

od lewo- do prawo-skretnej (z okresem réwnym polowie
diugosci fali $wietlnej). Zmianie wartoéci akcji odpowiada
zmiana energii potencjalnej zwiazanej z (zaleznym

od skretnosci $wiatla) oddzialywaniem atomu z fala
elektromagnetyczna, a nerwowym decyzjom inwestora

— pompowanie optyczne z jednego zeemanowskiego
podpoziomu stanu podstawowego do drugiego podpoziomu.
Atom wspinajac sie na ,wzgdrze” energii potencjalnej

traci swéj ped. Na szczycie ma najwieksza szanse
»przepompowania sie” do stanu, dla ktérego w tym
miejscu jest ,dolina” potencjatu, a wtedy musi rozpoczaé
wspinaczke od poczatku. Nic dziwnego, ze mechanizm

ten nazwano ,chlodzeniem syzyfowym”. W odréznienin
jednak od niezmordowanego Syzyfa atom grzeinie w koiicu
w jednej z dolin potencjalu.

Atomy oddzialuja z melasa poprzez ciagly proces
absorbowania i reemitowania fotonéw. Wydawaloby sie
wigc, ze energia odrzutu, zwiazana z emisja pojedynczego
fotonu, jest nieprzekraczalna granica spowalniania atomdw
za pomoca $wiatla laserowego. A jednak nie.

Proces pochlaniania-emisji fotonéw w optycznej melasie
mozna rozpatrywaé¢ jako bladzenie przypadkowe

w ograniczonej przestrzeni peddéw. Schwytany atom ma
skoficzone prawdopodobiefistwo znalezienia si¢ dowolnie
blisko punktu o zerowym pedzie (odpowiadajacym zerowej
temperaturze). Kolejna absorpcja fotonn wyrzuci go
jednak z tego miejsca. Okazuje si¢, ze (przy odpowiednim
dobraniu parametréw wiazek laserowych) atom emitujac
foton moze wpas¢ w stan bedacy superpozycja fal

de Broglie’a (fal materii) propagujacych sie w przeciwnych
kierunkach, dla ktérych amplitudy prawdopodobieristwa
absorpcji fotondw interferuja destruktywnie. W takim
wkoherentnym ciemnym stanie” atomy moga przebywaé
stosunkowo dlugo bez absorbowania fotonéw. Ich
temperatura moze by¢ dowolnie bliska zera bezwzglednego
i zalezy tylko od calkowitego czasu przebywania atomdw
w optycznej melasie. Im ten czas dluzszy, tym nizsza
koricowa temperatura.

Za ceng prawie calkowitego wyzbycia sie energii atomy
przestaja ,wiedzieé, co sie z nimi dzieje”. Juz tylko po
chlodzeniu dopplerowskim dlugosci fal materii sa dla

tych atoméw pordwnywalne z dlugoscia fali $wietlnej
uzywanej do chlodzenia, czyli trzy rzedy wielkosci wieksze
niz rozmiary atomu w normalnych warunkach. Natomiast
atomy w koherentnym tréjwymiarowym ciemnym stanie
Cohen-Tannoudji poréwnal do ,szesciokrotnego kota
Schrodingera” (a jednak kotal), gdyz stan taki jest
superpozycja szescin paczek falowych poruszajacych sie
kazda w inna strone (,zwykly” kot Schrodingera jest tylko
»podwéjny”: jednoczednie zywy i martwy).

Rozwiniete metody chlodzenia i pulapkowania atomdw
maja caty wachlarz zastosowan. Od badania podstaw
mechaniki kwantowej, przez studia wlasnosci atomdéw
do budowy superprecyzyjnych zegaréw atomowych,
czy wreszcie produkcji nowej generacji ukltadéw
scalonych. Udalo sie juz uzyskaé fontanny atomowe,
atomowe zwierciadla, stojace fale materii i wiele innych
przekraczajacych makroskopowa wyobraznie efektdw.
W najblizszych numerach wrécimy jeszcze do tego
goracego (brrr!) tematu.

Piotr ZALEWSKI
na podstawie Physics Today, Physical Review Letters i La Recherche



Mota delid

Wirtualny czworoscian

/\ Rozwiazmy zadanie:

/ \ Szescian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi 1 jest
przeciety takq plaszczyznq przechodzacq przez A,

e jej przeciecia ze scianami ABC'D i ABB' A’

tworzq z krawedzig AB taki sam kqt oo, Obliczyé

objetosé odcietej bryly.

S

Rive: 1 Rys. 2 Rys. 3 Bryly, na ktére plaszczyzna rozcina szescian, sa
dwie. Wystarczy jednak znac¢ objetosé jednej
z nich, by znaé réwniez objetos¢ drugiej, gdyz ich suma jest réwna 1. Bedziemy
D tutaj poszukiwaé objetosci bryly zawierajacej krawedz AB.

Dopdki kat « nie przekracza 45°, zadanie jest bardzo tatwe (rys. 1) — odcieta
bryta to czworoscian o trzech krawedziach wzajemnie prostopadtych,
wychodzacych z jednego wierzchotka. Objetos¢ zatem to jedna szdsta ich
Yol iloczynu, czyli

¢ Lt
gig @

Sytuacja, jaka powstaje, gdy kat ten przyjmuje wicksze wartosci, staje sie

skomplikowana tylko do chwili, gdy nie wpadniemy na pomyst, by czworoscian,
ktérego objetosé obliczylismy, narysowaé réwniez w pozostalych przypadkach.
Rys. 4 Teraz wystaje on wyraznie z szescianu, ale okazuje sie, ze to nic nie szkodzi.

W przypadku, gdy kat « przyjmuje wartosci wieksze od 45°, ale nie
Qprzekraczajqce 2 (gdzie g2 oznacza kat ostry, ktorego tangens jest réwny 2),
z szescianu wystaja dwa rogi, z ktdrych kazdy jest czworoscianem podobnym do

D (%4 catego (a nawet jednokladnym). Z rysunku 4 widaé, ze stosunek podobienstwa to

\ PP _ tga-1 _

A / B 31 = 77 tg =1l-ciga.

R W przypadku, gdy a przekracza s, rogi sa tak duze, ze az czeSciowo nakladaja
sie. Szczesliwie ich cze$é wspdlna jest tez podobna (a nawet jednoktadna) do
calosci. Tym razem stosunek podobienstwa (rys. 5) to

A’ B’ i R T g iy

2T RBQ T BRG pn

s Tak wiec postugujac sie czworoscianem, ktory istnieje tylko w naszej wyobrazni,

znajdujemy objetosé realnej bryty:

=1-2ctga.

.C" ]
V= 8 tg’ o1 — 2k + 13),
gdzie

0 gdy a <45° 0 gdya<p
i — ) = ‘
51 gdy a > 45H° So gdy a > @a

Rys. 5
. Malq Delte przygotowal Marek KORDOS



Inne spojrzenie

Rys. 1

0% obrotowa bryly to taka prosta,

ze bryla po obrocie wokdl niej o pewien
kat (rézny od 0°, 360° itd.) nalozy sie
na siebie. W praypadku rozpatrywanych
szesciandw katem takim moze by¢

np. 120°,

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Chodzi mianowicie o inne spojrzenie na szescian. Mozna go zobaczy¢ jako
przeciecie dwéch narozy tréjsciennych, z ktérych kazde sklada sie z samych
katéw prostych (rys. 1). Nie zawsze z przeciecia takich narozy powstaje szescian
— aby powstal, naroza powinny mie¢ wspdlna o$ obrotowa, by¢ ustawione
wierzchotkami na zewnatrz i krawedzie kazdego z tych narozy powinny trafiaé
w dwusieczne katéw plaskich drugiego.

Taka mnogos¢ warunkéw od razu sugeruje pytania, co by bylo, gdyby ktérys

z nich zastapi¢ innym. Mozna np. zadaé pytanie, co za bryle otrzymamy

z przecigcia narozy, gdy obrécimy jedno z nich wokdl osi obrotowej o jakis kat,
1 jaka ta bryla bedzie miala objetosé.

Zadanie jest dos¢ trudne. Nie rozwiazemy go tutaj do kofica, a tylko
rozdhubiemy ten problem.

Uwaga pierwsza. Nie warto interesowac sie wszystkimi katami — zauwazmy,
ze sytuacja powtarza si¢ co 120°, a nawet i w przedziale katéw (0, 120°)
sytuacja lustrzanie powtarza sie dla katéw « i 120° — o (dlaczego?).

Uwaga druga. Z kazda krawedzia dzieje sie podczas takiego przecinania to samo,
podobnie z kazda Sciana kazdego naroza — dlaczego?

Uwaga trzecia. Bryla otrzymana z przeciecia narozy powstaje tak: kazda
krawedz jednego naroza przecinamy z jakas $ciana drugiego naroza otrzymujac
w ogdlnosci 6 punktéw. Punkty te taczymy tamana, na ogét nie plaska
(rysunek 2 pokazuje to w przypadku szedcianu).

Uwaga czwarta. Odcinki krawedzi w przypadku szescianu (ezyli 0°) sa
najkrotsze. Bierze sie to stad, ze wtedy tacza one wierzcholek naroza z jego
rzutem prostokatnym na plaszezyzny $eian naroza, a to — jak wiadomo — jest
najkrétszy odcinek taczacy punkt z plaszezyzna.

Uwaga piata. Kazda ze Scian otrzymanej bryly jest (gdy pominiemy obrét o kat
60°) czworokatem majacym jeden kat prosty, boki z niego wychodzace réwne

1 przeciwlegly kat rozwarty (jak na rysunku 3) — dlaczego 7 Pewna wskazéwka
moze by¢ rysunek 4, gdzie zasugerowana jest konstrukcja jednej takiej éciany.

Pozostawiamy dokonczenie rozwiazywania problemu Czytelnikom obiecujac za
ciekawe rozwiazania nagrody ksigzkowe i publikacje. Sami zaé rozwiazemy
zadanie w pominietym przypadku 60° zakladajac, iz dtugoéé krawedzi szedcianu
jest 1.

Zauwazmy, ze przy obrocie jednego naroza o kat 60° krawedzie obu narozy
spotkaja sie. Zamiast szeScioodcinkowe] tamane] bedzie tréjodeinkowa, czyli
tréjkat, a ten zawsze jest plaski.

Otrzymana bryta bedzie wiec suma dwéch czworodcianéw o trzech krawedziach
wychodzacych z jednego wierzcholka, réwnych i prostopadtych (rys. 5). Objetosé
bryly bedzie zatem réwna jednej trzeciej szescianu dlugoéci tej krawedzi

- prawda 7 Pozostaje wiec obliczenie te] dlugodci.

Kolejne spostrzezenie jest takie: plaszezyzna tréojkata, ktéry powstal

z szescioodcinkowej tamanej, to plaszezyzna p — symetralna odcinka taczacego
wierzcholki narozy, dane zadania sa bowiem wobec niej (z doktadnogcia do
obrotu) symetryczne.

Skoro tak, to narysujmy przekréj zaréwno wyjéciowego szeScianu, jak

1 otrzymanej bryty ptaszczyzna zawierajaca o$ obrotowa narozy i prostopadta
do plaszczyzny p (rys. 6). Mamy (z podobiefistwa AAA'C' i AAOP)

AC” _ AP AC" - AO , 2
A4 T A0’ Sy czyli AP_\/:;Q\/S_E_

czyli AP =

i e : ; 9
Objetos¢ bryly jest zatem réwna —.
8 M. K.



Poszukiwanie nowych ukladéw planetarnych

Nazwa: Kwirciel (para)
M. zam.: Ukl. 47 UMa

Nazwa: Kwirciel (okres godowy)
M. zam.: UkL 47 UMa

Radomit ZAJACZKOWSKI

Niezwykle interesujace pytanie o mozliwo$¢ istnienia pozastonecznych

formacji planetarnych wreszcie doczekalo sie odpowiedzi. Dhugoletnie badania
prowadzone w tym kierunku przyniosty w ostatnich latach sukces — stwierdzono
istnienie planet wokél kilku gwiazd! Jak do tego doszlo? W jaki sposéb dostrzec
planete krazaca w niewielkiej odleglosci wokét gwiazdy, ktdra jest tysiace razy
jaséniejsza od niej? Zwazywszy, ze najblizsza Stoncu gwiazda oddalona jest

0 4,26 lat $wietlnych, stanowi to niezwykle twardy orzech do zgryzienia. Nawet
Kosmiczny Teleskop Hubble’a, dostarczajacy najwyzszej jakosci obrazéw, nie
jest w stanie bezpodrednio wykryé obecnoéé tego rodzaju obiektu.

Stonce
= ° o ®
Merkury  Wenus  Ziemia Mars
* 47 UMa @ 24My
H eovw 51 Peg
*_ @ 0.84M/ 55 Cnc
* @3 t Boo
* @ 0,88 My u And
* @ v 70 Vir
* . 10 My HD 114762
* 16 Cyg B & 1,7 My
o 1 2l ja.

Rys. 1. Masy i odlegloédci orbitalne odkrytych planet (M — masa Jowisza)

Obecnie mozliwosé taka daja podrednie techniki detekcji. Najwieksze znaczenie
ma spektroskopia wykorzystywana do pomiaru zmian predkosci radialnej
gwiazd, wokdt ktdrych kraza planety. Bowiem wraz z planeta porusza sie

tez gwiazda, co spostrzegamy jako naprzemienne przesuwanie sie jej linii
widmowych; raz w kierunku fal krétszych, innym razem w kierunku fal
dtuzszych. Ow dopplerowski ,taniec linii” powtarza sie z kazdym okresem
orbitalnym. Doktadne ustalenie przesuniecia dopplerowskiego linii widmowych,
a stad zmian predkosci radialne) gwiazdy, pozwala wyznaczy¢ elementy orbity
obiegajacej ja planety. Niestety, nie wiemy, pod jakim katem ,ogladamy” orbite
gwiazdy, dlatego mozemy okresli¢ tylko dolna granice masy planety, co stanowi
1stotna wade tej metody. Stosujac obliczenia statystyczne mozemy dodatkowo
stwierdzié, jakie jest prawdopodobienistwo, ze planeta bedzie mialta zalozona
mase. Oddzialywanie Jowisza na ruch Stonca objawia sie w postaci takich
okresowych zmian o amplitudzie 13 m/s. Wynika stad, ze poszukiwanie planet

o masie Jowisza wymaga instrumentéw o czultoscei rzedu pojedynezych m/s,

co jeszcze kilka lat temu bylto nieosiagalne. Decydujace znaczenie maja tu
parametry spektrografu stosowanego do otrzymywania widma gwiazdy, poniewag
to jego jakodé, w wiekszym nawet stopniu niz rozmiary teleskopu, wplynaé moze
na koncowa precyzje 1 bledy pomiaru.

Znaczny wzrost precyzjl przyniosto réwnoczesne otrzymywanie widma
gwiazdowego 1 widma poréwnania, ktérego zrédlo stanowita absorpeyjna
komérka molekularnego jodu umieszczona przed szczelina spektrografu. Swiatlo
gwiazd po przejsciu przez nia kierowane bylo do szczeliny. W ten sposéb
komérka dzialala jak filtr dajacy mnéstwo nadzwyczaj ostrych linii na tle widma
gwiazdy.

Pierwsza pozastoneczna planete wokél gwiazdy 51 Pegasi odkryli Michel Mayor
i Didier Queloz, wywodzacy sie z Obserwatorium Genewskiego. Od kwietnia
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Nazwa: Pruchwiel (samica)
M. zam.: Ukl 7 Boo

Nazwa: Pruchwiel (samiec)
M. zam.: UkL 7 Boo

1994 roku monitorowali oni radialng predkosé 142 kartéw typu widmowego
G i K z precyzja 13 m/s. Zostaly one wybrane z wiekszej prébki badanej

w nizszej precyzji w ciagu 15 lat. W pazdzierniku 1995 r. doniesli o odkryciu
planetarnego towarzysza wokol oddalonej o 13,7 pe, podobnej do Stonca gwiazdy
51 Peg. Duzym zaskoczeniem byta wynoszaca zaledwie 0,05 j.a. pélog orbity
ciala o minimalnej masie 0,47 My (masy Jowisza). W Ukladzie Stonecznym
nie ma tego rodzaju obiektéw 1 teoretyczne modele sugerowaly réwniez ich
brak w innych ukladach planetarnych. Réwnolegle R. Paul Butler i Geoflrey
W. Marcy zastosowali w Obserwatorium Licka wlasna technike pomiaru
predkosci radialnej gwiazd z bledami na poziomie 3 m/s. Po zbadaniu 120
kartéw typdéw widmowych F,G, KM wykryli planety wokdt 6 gwiazd.

Jeszcze przed wykryciem jakiejkolwiek planety zastanawiano sie, jakie czynniki
decydowaé¢ moga o rozmiarach orbit planet olbrzymoéw. Spodziewano sie,

ze planety olbrzymy powinny tworzy¢ sie tam, gdzie temperatura jest nizsza

od punktu kondensacji wody, co wynikalo z przyjetego scenariusza formowania
sie takich obiektéw. Wowezas to jasnos¢ gwiazdy okreslataby rozmiar orbit
planet olbrzymoéw. W takim przypadku typowe okresy orbitalne mogly okazac
sie znacznie krétsze, niz sie powszechnie uwazalo, gdyz przecietna gwiazda jest
chlodniejsza 1 ma mniejsza jasnos¢ niz Slonce. Rzeczywistosé okazala sie jeszeze
bardziej zaskakujaca.

Elementy orbitalne odkrytych planet znaczaco réznia sie od elementéw planet
Uktadu Stonecznego. Ich wartosci zawieraja sie w bardzo szerokim zakresie.
Cztery z nich zamieszezone w tabeli 1 wykazuja podobienstwo, tworzac grupe
obiektéw typu 51 Peg. Okrazaja one swoje rodzime gwiazdy okolo 100 razy
blize) niz Jowisz Stonce. Chociaz teoretycznie planety tego typu nie byly
przewidywane, to stosunkowo latwo daja sie wykrywaé. Duza masa na malej
orbicie sprawia, ze oddzialywanie grawitacyjne na gwiazde jest znaczace.
Ponadto krétki okres obiegu pozwala wielokrotnie poddaé¢ orbite obserwacjom
w krétkim przedziale czasu.

Tabela 1

Param. | P [dni] e Av [m/s] | a [j.a] | M sini [Mj]

51 Peg 4,23 0,015 57 0,05 0,47

v And 4,61 0,15 74 0,057 0,68

T Boo 3,31 0,015 469 0,046 3.8

55 Cne 14,64 0,050 7 0,11 0,84
Tabela 2

Param. | P [dni] e Av [m/s] | a [j.a] | M sini [Mj]

47 UMa | 1107,6 | 0,01 48 2,1 2.4
70 Vir | 116,7 | 0,404 315 0,43 6,6
16 Cyg B | 8194 | 0,57 44 1,6 1,7

Oznaczenia: P — okres orbitalny, e — mimoérdd orbity, Av — amplituda zmian predkodci radialnej,
a = poélos wielka orbity, M sini — dolna granica masy.

Tabela 2 przedstawia elementy orbit pozostatych planet lezacych dalej od swoich
gwiazd. Tylko 47 UMa ma jednoczesnie kolowa orbite 1 odlegloéé orbitalna
podobna do planet olbrzyméw w naszym ukladzie. Pozostate dwa ciala maja
bardzo duza ekscentrycznosé, co nie jest bez znaczenia. Przeciwnie, ksztalt
orbity najmasywniejszych planet w ukladzie jest bardzo istotny réwniez dla
pozostalych cial ukladu planetarnego. Gdyby np. Jowisz poruszal sie po
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ekscentrycznej orbicie, Ziemia i Mars pod wplywem jego oddzialywania moglyby
zostaé wyrzucone poza granice uktadu.

Szezegdlnie interesujacym przypadkiem jest planeta wokél 16 Cyg B odkryta
niezaleznie przez Williama D. Cohrana i Artie P. Hatzesa w Obserwatorium
Mc Donalda, oraz w trakecie badan planetarnych w Obserwatorium Licka. Jest
to uklad potréjny zlozony z pary karléw typu G, tworzacych uklad wizualnie
podwdjny, i odlegtego karta typu M. Obydwa karly typu G sa bardzo podobne
L o do Stoiica. Bardzo duza ekscentryczno$é orbity prébuje sie wyjaénié na wiele
N Siurmcik (c.o.-'mik dopridy) sposobéw‘. Jedna 2 teo?ii [%léwi, ZP jfast ona zwiq‘gal%a z forl.nowaniem ‘si@ planfety

M. zam.: UKL 70 Vir w ukladzie dynamicznie niestabilnej konfiguracji kilku gwiazd. Oddzialywanie
grawitacyjne trzech cial moze wyrzucié¢ jedno z nich z uktadu, a pozostale dwa
zblizy¢. Tak aktualnie wyglada uklad 16 Cyg. Zjawisko to moglo zaburzy¢ orbite
planety wokdt 16 Cyg B do obserwowanej obecnie postaci.

e S B W

Inny scenariusz przewiduje, ze jesh kilka jowiszowych obiektéw uformuje sie

w jakimg masywnym dysku, wéwezas mozliwa jest ewolucja uktadu do postaci,
w ktdrej 1stnie¢ moga obiekty w rodzaju planety 16 Cyg B. Numeryczne
obliczenia pokazuja, ze uktad jest stabilny do chwili dyssypacji dysku, péiniej
wzajemne oddzialywanie planet sprawia, ze staje sie on chaotyczny. Orbity
zaczynaja krzyzowac sie, co w krétkim czasie prowadzi do zderzenia sie planet.
W efekecie pojawia sie masywna planeta na ciasnej, ekscentrycznej orbicie,
czasami w towarzystwie innych planet na duzo szerszych orbitach.

Poszukiwania uktadéw planetarnych nie doprowadzily do wykrycia brazowych
kartéw wokét badanych gwiazd. Poniewaz znamy tylko dolne granice mas
planet, trwaja spekulacje na temat klasyfikacji tych obiektéw. Przykladem
niech bedzie podgwiazdowy towarzysz HD114762 odkryty w 1989 roku przez
Davida Lathmana i1 jego wspdlpracownikéw. Obiekt ma dolna granice masy
10 My i krazy w odleglosci okolostonecznej orbity Merkurego. Zrozumiale
jest, ze wobec braku takich cial w Ukladzie Stonecznym zaraz po odkryciu
wielu badaczy watpilo, ze jest on planeta. Czesciej utozsamiano go z kraicowo
malomasywnym przedstawicielem obiektéw gwiazdopodobnych — brazowym
kartem. Jednakze w obliczu odkrycia niewiele mniej masywnego ciala wokét
70 Vir, towarzyszacy HD114762 obiekt awansowal w poczet nowo odkrytych
planet (co nadal nie przesadza o tym, ze jest faktycznie planeta). Obiekty
powyze) 10 czy 20 My sklonni jestedmy uznawaé raczej za brazowe karly niz
planety. Réznica jest zasadnicza. Planety, jak sadzimy, formuja sie w dysku
T e mptii s Bl i) materii W'F)kéllgwiazcly. Bl'a{.aowe karly powstaja w taki sam sposéb jak gwiazdy,
przedstawia zaleznosé jasnosci kondensujac sie bezpoérednio z obloku gazowego. Skupiaja jednak za malo
absolutnych gwiazd od ich typu materii, by zainicjowaé wewnetrzne reakecje termojadrowe, bedace podstawowym
widmowego. Gwiazdy ,spalajace” ) e b . i
whdérmbldlide Grie disgriise wihns zrodiem energii gwiazd na ciagu gléwnym wykresu H-R.

SRR Opréez spektroskopii poérednia metoda wykrywania planet wokdt gwiazd

jest takze astrometria. Podejscie to opiera sie na skrupulatnych pomiarach
pozycji gwiazdy. Orbitalny ruch wokél barycentrum powoduje periodyczne
zmiany pozycji gwiazdy w plaszezyinie nieba. Naktadaja sie one na $redni ruch
gwiazdy wzgledem Ukladu Slonecznego ze sktadowa, ktéra odzwierciedla roczny
1 dzienny ruch obserwatora. Astrometria i spektroskopia stanowia wzajemnie
uzupelniajace sie podejécia. Dzieje sie tak dlatego, ze astrometria maksimum
czulodci ma dla planet na odleglejszych orbitach. Spektroskopia z kolei najlepiej
spisuje sie w stosunku do masywnych planet na ciasnych orbitach. Astrometria
Jjest najbardziej czula dla bliskich systeméw planetarnych, co wynika z tego,

ze widome rozmiary katowe orbit maleja ze wzrostem odlegloéci gwiazd od
Storica.

Dotychczas prezentowana czulo$é instrumentéw nie przyniosia przekonujah.cych
dowodéw na obecnoéé pozastonecznych planet, choé od lat pojawiaja sie takie
, ; ; sygnaly. Ostatni z nich zakomunikowal George D. Gatewood analizujac 50-letnia
Nazwa: Siurmciak (miody) : i e . iali e =
) ; seri¢ zdje¢ Lalande 21185 oraz dokonujac whasnych pomiaréw w ciagu 8 lat.
M. zam.: Ukl 70 Vir . . h et : ;
Doszedl do wniosku, ze gwiazda ma dwéch jowiszowych towarzyszy. Badania
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Nazwa: Zaba
M. zam.: Ukl Sloneczny

przeprowadzone w Obserwatorium Licka nie wykryly takich sygnaléw. Na
potwierdzenie wynikéw trzeba wiec bedzie jeszcze poczekad.

Kolejnym mozliwym do wykorzystania sposobem wykrywania planet sa
systematyczne obserwacje fotometryczne gwiazd 1 rejestracja ich czedéciowych
zac¢mien przez planety. Jednakze ze wzgledu na rzadko$é i krdtki czas trwania
takich za¢mien efektywnos¢ te) metody jest problematyeczna.

Innym zjawiskiem, ktdérego obserwacje umozliwia fotometria, jest
mikrosoczewkowanie grawitacyjne. Zachodzi ono wtedy, gdy swiatlo odlegle;
gwiazdy w drodze do obserwatora przechodzi w poblizu innej masy punktowej,
aby ulec grawitacyjnemu ogniskowaniu. Obserwuje sie wowczas pojasnienie
soczewkowane] gwiazdy, ktdrego skala czasowa zalezy od masy obiektu
soczewkujacego. Obecnoéé planet wokdl soczewkujacej gwiazdy objawia sie

w postaci deformacji krzywej blasku gwiazdy soczewkowanej lub jako dodatkowe
krétkotrwale maksima. Metoda pozwala tylko na jednorazowa detekcje, co

jest je] wada. Mozna ja jednak wykorzystaé do statystycznej oceny czestodci
wystepowania uktadéw planetarnych.

Niewatpliwie bezposrednie metody wykrywania planet sa jeszcze atrakcyjniejsze
niz opisane dotad metody posrednie. W niedalekiej przyszlosci zostana

z pewnoscia zastosowane do wykrywania promieniowania planet. Jedna

z najbardziej obiecujacych to obserwacje w podczerwieni za pomoca
interferometrow, gdyz w zakresie podczerwonym skupia sie najwieksza czeéé
promieniowania planety. Istotna przeszkoda jest cieplo emitowane przez

Ziemi¢ oraz czastki pytlu miedzyplanetarnego (swiatlo zodiakalne). Problem
rozwiaza¢ mozna przez umieszczenie calej aparatury na okotostonecznej orbicie
w odleglosci orbity Jowisza. Interferometr wykorzystywalby fakt, ze gdyby
odbieral §wiatlo gwiazdy akurat w fazach przeciwnych, to $wiatlto planety
polozonej nieco ,,0bok” odbierane byloby w fazach zgodnych. Swiatlo gwiazdy
byloby wiec wygaszone, a planety nie, i mozna by je zarejestrowaé. Gdyby taki
interferometr umiesci¢ na orbicie pobliskiej gwiazdy i skierowaé na nasz Uklad
Stoneczny, odnalaztby Wenus, Ziemie, Marsa, Jowisza i Saturna. Zastosowanie
instrumentéw o coraz lepszych parametrach powinno niebawem poprawié czuloéé
opisanych technik oraz otworzyé mozliwoéé odkrywania planet rozmiaréw Ziemi.
Rozwd]j technologii spowoduje zapewne mozliwoéé wykorzystania technik nie
bedacych dotychezas w uzyciu lub nie przynoszacych dotad spodziewanych
rezultatéw. Worek z planetami, ktéry rozwiazal Aleksander Wolszczan znajdujac
trzy takie obiekty wokét pulsara PSRB1257+12, a po nim Michel Mayor i Didier
Queloz odkrywajac towarzysza normalnej gwiazdy, moze niebawem okazaé sie
niezwykle zasobny.

Drzewa w s$rubke

A\

Piotr HAJLASZ

W Laponii, na pélnoc od Kregu Polarnego, prawie wszystkie drzewa sa
poskrecane. Jest to szczegdlnie widoczne, gdy drzewa sa martwe, odarte z kory.
Wéwczas wyraznie widaé ich wiékna. Nie sa one pionowe, lecz ukladaja sie

w linie rubowa. Co wiecej, wszystkie drzewa sa skrecone w te sama strone.
Oznacza to, ze rosnac ulegaly skreceniu — po prostu powoli obracaly sie tak,

ze w ciagu swojego zycia wykonaly kilka do kilkunastu obrotéw. Dlaczego?

Wyjasnienie wydaje sie proste. Latem Storice w Laponii caly czas znajduje

sie powyze] linii horyzontu. Poniewaz jednak igly i liScie drzew obracaja sie

w strone Slofica, wige powoduje to powstanie sity skrecajacej drzewo w jedna
strone (zgodna z ruchem Stonca) i w efekcie drzewo ulega skreceniu. Istotna

role odgrywa tu fakt, ze Stonice nie zachodzi. W Polsce podobnego zjawiska nie
obserwuje si¢ — na naszej bowiem szeroko$ci geograficznej w nocy galezie drzewa
odkrecaja sie, by ponownie, o wschodzie Slonica, zwrécié sie na wschéd.

Wyjasnienie byloby przekonujace, gdyby nie jeden maly szkopul. W Laponii
wszystkie drzewa sa skrecone w kierunku przeciwnym do ruchu Stonca. Czy ktoé
z Was, Drodzy Czytelnicy, zna rozwiazanie tej zagadki?
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kotica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszezamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb,

ktoére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) =i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

Termin nadsylania rozwiazai:
31 IIT 1998

i w ktérejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Zadania z fizyki nr 250, 251
Redaguje Jerzy B. BROJAN
250. Dlugopis pozostawia $lad na podlozu wtedy, gdy kat jego odchylenia od

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadania 241 (WT=2,20)
z numeru 6/1997

Przemyslaw Gadzinski— Sroda 51, 39,32

Jaroslaw Lazuka - Warszawa 21,27
Andrzej Nowogrodzki — Cheocianéw 17,37

Andrzej ldzik - Boleslawiec 17,05

prostopadle] do podloza nie przekracza wartosci a. Jesli poczatkowy kierunek
dlugopisu jest zmienna przypadkowa, to jakie jest prawdopodobieiistwo tego,

ze wirujacy dlugopis spadajac na stél pozostawi na nim §lad? Uwzgledniamy tylko
pierwsze uderzenie o stél. Srodek masy dlugopisu lezy w polowie jego dlugoéci

i porusza sie pionowo z predkoécia v, (przyspieszenie grawitacyjne nalezy pominaé),
a predko$é obiegowa konca dlugopisu wokél érodka jest réwna vs, przy czym
plaszczyzna tego ruchu jest pionowa. Liczbowa warto$é prawdopodobieiistwa podaé

dla v1 = 2 m/s, v2 = 3 m/s i trzech wartosci a: 40°, 60°, 85°.

251. W miejscowodci A wystepuje w danej chwili calkowite zaémienie Sloiica,
miejscowod¢ B lezy na granicy obszaru zaé¢mienia czedciowego, a miejscowosé C'
lezy w polowie odlegloséci miedzy A i B. lle wynosi w przyblizeniu stosunek natezen
o$wietlenia powierzchni Ziemi I /Ig?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1997

Przypominamy tre$é zadan:

242. Prawidlowa regulacja ukladu kierowniczego w samochodzie wymaga, aby kat skrece
przednich kdél byl nie nakowy. Wyjasnié przyczyne te) réznicy. Jeshi w dobrze w; I
+l+ samochodzie przy skreceniu prawego przedniego kola w prawo o 20° lewe przednie kolo skreca
— w prawo o 18°, to o jaki kat skreca lewe kolo przy skreceniu prawego w prawo o 40°7?

nienaladowane, a p

gl

Rys. 1

napis

242. Oznaczmy odleglosé przedniej osi od tylnej przez [, rozstaw
kél przez d, kat skrecenia wewnetrznego przedniego kola przez
«, a zewnetrznego przez 3 (rys. 2). Z réwnan
r+d
l
wynika tozsamosé ctg 3 — ctg o = d/l = const, czyli
ctg 3 — ctgaq = ctg 2 — ctg oz . Podstawiajac aq = 20°,
/1 = 18°, s = 40° obliczamy G2 = 33°.

ctgo = ?, ctg3 =

Rys. 2

243. Drgania elektromagnetyczne w obwodzie sa zlozeniem
ponizszych dwéch drgan prostych (harmonicznych):

1. Prad plynie przez cewki i boczne kondensatory, omijajac
srodkowy kondensator. Poniewaz dwie cewki polaczone
szeregowo maja indukecyjnoéé zastepcza 2L, a dwa kondensatory
- pojemnosé zastepcza C /2, wiec czestosé tych drgari jest réwna
wy =1/ VLC.

14

243. Trzy jednakowe kondensatory i dwie jednakowe cewki polaczono w obwdd przedstawiony
na rysunku 1. Poczatkowo lewy kondensator byl naladowany do napiecia U, pozostale dws:
d w zadnej cze
1e na kazdym z kondensatordw po zamknieciu klueza? Opér obwodu pominad

yly
zich granicach bedzie sie zmieniad

ci obwodu nie plynal. W j:

2. Przez boczne kondensatory plynie jednakowy prad (w danej
chwili np. ze zwrotem w gére), a przez érodkowy — o dwukrotnie
wiekszej wartosci i przeciwnym zwrocie (np. w dél). Aby znalezé
czestosé tych drgani, mozna zastapié¢ srodkowy kondensator
dwoma o pojemnosci po C'/2 polaczonymi réwnolegle — wtedy
obwdd rozpada si¢ na dwa ,oczka”, z ktérych kazde zawiera
szeregowo polaczone kondensatory C' 1 C'/2 oraz cewke L.
Obliczamy wo = 1/4/LCzast = \/3/LC.

Szczegdlowa analiza warunkéw poczatkowych prowadzi

do nastepujacych wzoréw na napiecia na poszczegdlnych

kondensatorach:
T

U U U
Uiewy'= =1 cos(wit) + T cos(wat) + 2

o
U= 3(1 — cos{wat)),

U U J
Uprawy = —3 cos(wyt) + E cos(wat) + g

Poniewaz czestosci wy i wo sa niewspdlmierne, wiec mozna
wybraé chwile t, w ktdrej wartosci obu cosinuséw sa dowolnie
bliskie —1 lub pierwszy jest bliski +1, a drugi —1, lub na
odwrét. Dlatego napiecia na bocznych kondensatorach zmieniaja
sie w zakresie od (—1/3)U do U, a na érodkowym — od 0

do (2/3)U. Dodatni zwrot napie¢ przyjelismy jako zgodny

z napieciem poczatkowym (plus na goérze).



1-44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 341 (WT'=1,63) i 342 (WT=2,94)
z numeru 5/19987

Zadania z matematyki nr 353, 354
Redaguje Marcin E. KUCZMA

353. Dowies¢, ze kazda liczbe calkowita dodatnia da sie przedstawié w postaci sumy
pewnej liczby skladnikéw catkowitych dodatnich nie majacych dzielnikéw pierwszych
réznych od 21 3, przy czym zaden z tych skladnikéw nie dzieli si¢ przez zaden inny
skladnik.

354. Udowodnié nierdwnosé
2 sin #

tg (sin # ———
g (ing) < 14 cos? 8

dla 8 € (0,7).

Zadanie 354 zaproponowal pan Jdzef Banas z Rzeszowa.

Rozwiazania zadaii z matematyki z nnmeru 9/1997

Witold Bednorz — Tychy 42,85 3 . P T
Tomasz Rawlik ~ Braunschweig 42,27 Plz“-{pomlnamy tresc za-(.la-ll.
Przemyslaw Gadzinski — Sroda 31, 41,38 . |
Macia] Mastowski = Warssawd, 31,04 345. Liczhy rzeczywiste a, b, ¢ spehniaja réwnanie ——— + ——— + ——— = 0.
Konrad Paikowski - Gdanisk 36,27 2 * i e — ¢ ca — b4 ab — o2
@ b P
Dowiesé, e s — + E———
(e — a“ ) (ca — b2)? (ab — c2)?
346. Rozwazamy zdanie:
(=) Kaz =logcian wypukly, ktdry nie zawlera zadnego czworodcianu o objetodar 1, jest
F W pewnym voroscianie o ol ol mniejszej niz V.
dla ¥V = 27 zdanie {*) Jest prawdziwe
e (#) jest prawdziwe dla jakiejkolwiek liczby V' mniejs 1
345. Przyjmijmy oznaczenie: przechodzi przez punkt D. Zatem odleglosé punktu P od
al bt ot plaszczyzny ABC jest wieksza niz odlegloéé punktu D od
Pir(a,b,c) = + - 4 : ; PR i :
ik (a, (bc — a2)* T (ab— 2)F tej plaszczyzny, i wobec tego objetosé czworodcianu ABC P

dla 3,k € {0,1,2} oraz dla dowolnej tréjki liczb a, b, ¢, dla
ktérej mianowniki sa rézne od zera. Nalezy wykazad, ze jezeli
Foi(a,b,e) =0, to Pi2{a,b,e) = 0. To zad wynika z nietrudnej
do sprawdzenia tozsamoéci Fpy - P11 = Pia.

346. (a) Niech W bedzie wielodcianem spelniajacym przeslanke
zdania (*) dla V' = 27 i niech A, B, ', D beda czterema

jego wierzcholkami wyznaczajacymi czworoécian ABC' D

o maksymalnej objetosci. Oznaczmy przez A', B', C'', D' obrazy
punktéw 4, B, €', D w jednokladnosci j o skali —3 wzgledem
srodka ciezkosci czworodcianu ABCD. Kazdy wierzcholek tego

jest wieksza od objetosci czworoscianu ABC' D, whrew jego
wyborowi. Sprzecznoéé konczy dowdd.

(b) Przypuéémy, ze zdanie (=) jest prawdziwe dla pewnej
liczby dodatniej V. Niech R bedzie promieniem kuli K g
opisanej na czworoscianie foremnym 1’5 o objetadci 1. Wezmy
kule K+ o dowolnym promieniu r < R, wspdlérodkowa

z . Istnieje wielodcian wypukly W za{ivart.y we wnetrzu
kuli K i zawierajacy kulg K. Kazdy czworoécian zawarty

w wielodcianie W ma objetosé mniejsza niz czworoécian Th
(najwigkszy czworoscian wpisany w kule Kp), czyli mniejsza

czworoscianu jest obrazem srodka ciezkosci przeciwleglej sciany.
Objetosic¢ czworoscianu ABC' D jest mniejsza niz 1, wiec objetosé
czworodcianu A’B'C' D’ jest mniejsza niz 27. Wykazemy,

ze czworoscian A'B'C' D' zawiera wszystkie wierzcholki
wielodcianu W — i w konsekwencji zawiera caly ten wieloécian,

a wiec spelniona jest konkluzja zdania (*).

Frzypusémy, ze pewien wierzcholek P lezy poza czworodcianem
A'B'C'D' - lezy wiec po zewnetrznej stronie plaszczyzny
ktdrejs z jego écian — na przyklad A'B'C’. Ale plaszczyzna
A'B’C", bedaca obrazem plaszczyzny ABC w jednokladnosci j,

=

Rozwigzanie zadania M 833.

niz 1. To znaczy, ze dla wielodcianu W spelniona jest przeslanka
zdania (). Wielodcian W jest wobec tego zawarty w pewnym
czworodcianie T' o objetosci mniejszej niz V.

Najmniejszym czworoécianem zawierajacym kulg Ky jest
opisany na niej czworoscian foremny T5; jego objetosé jest

27 razy wicksza od objetosci czworoscianu foremnego T
wpisanego w kule K, réwnej (r/R)%. Tak wiec

V > vol(T) > vol (Ty) = 27 vol (Ty) = 27(r/R)>.

Poniewaz liczba r mogla byé dowolnie bliska R, wynika stad,
ze V' > 27. Zatem odpowied? na pytanie (b) brzmi: nie.

Tezy dowodzimy przez indukcje (przypadek n = 1 Czytelnik rozpatrzy samaodzielnie). Oto krok
indukeyjny. Niech f:{—1,1}"+t! — R, funt g, hi{=1,1}" — R zdefininjmy wzorami
glEpasnstar=>F0wr T, =1) s e G e T g f [ PRIy St )
1« TN | 0 : S, = £y % sy il ¢t
Na mocy zalozenia indukcyjnego 1stnieja liczby rzeczywiste (aa)acir,z,...ny 1{282)acqi2,. . .n}»
takie, ze
: —,
= a aw g, i a gt
ACTL,2,vam) AC{12,. 0}
Poniewaz dla 4 C {1,2,...,n} oraz liceb »; = £1 mamy
) AT B e Ba) dla #pi1 =
Wau{ntrd3 {1 Tn  Tug1 ) = . . 3 x
—wWalT1, .., Ta) -dlaz,g; = -1,
L r o
¢ aadtaa a'a—a 4
— 1+ - 7 A 3
= w4 , Wau{n+41}
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Patrz w niebo

Galaktyka jest niewatpliwie obiektem bardzo
skomplikowanym, zaréwno nasza, jak i inne. Sklada
sie z gwiazd o bardzo réznym wieku, rozmieszczonych
wedlig roznych — cho¢ dosé icisle okreslonych — regut
1 takze wedlug réznych regul poruszajacych sie. Zbiér
gwiazd Galaktyki majacych okredlony sklad chemiczny,
wiek, rozmieszcezenie i ruch to tzw. podsystem

lub populacja. Scidlej méwiac, o przynaleznosei

do populacji decyduja cechy fizyczne gwiazdy,

a o przvnaleznosci do podsystemu jej polozenie

i ruch, ale okazalo sie, ze miedzy tymi cechami
zachodzi silna korelacja. Stare gwiazdy o niskiej
zawartosci ciezkich pierwiastkéw (populacja IT)
rozmieszczone sa w Galaktyce w przyblizeniu
sferyeznie symetrycznie 1 tworza uklady o takiej tez
symetril (centralne zgeszczenie, gromady kuliste),
stanowia wiec podsystem sferyczny. Na drugim koiicu
skali sa mlode gwiazdy o zwickszonej zawartosci

tzw. zargonowo ,metali” (populacja I), rozmieszczone
w dysku Galaktyki i poruszajace sie w jej pltaszczyznie
(gwiazdy tworzace ramiona spiralne, asocjacje,
gromady otwarte), stanowia wiec podsystem plaski.

-3

Rozwigzanie zadania M 832,

Podzial na populacje czy podsystemy nie jest zreszta
ostry, ale to juz szezegdly techniczne. Tak czy inaczej
niezwykle moze sie wydawad, ze te sktadowe Galaktyki
do dzié zyja jakby kazda swoim zyciem, choé sie
przeciez przenikaja.

No dobrze! Galaktyka jest obiektem skomplikowanym,
ale jej sktadowe juz takie byé nie powinny. Tymezasem
dzieki Kosmicznemu Teleskopowi Hubble’a
stwierdzono, ze gromada NGC 1850 w Wielkim
Obloku Magellana zawiera obie populacje gwiazd. Coé
takiego nie ma prawa istnie¢! Wyjaénienie nasuwa

si¢ whaéciwie jedyne: naprawde widzimy w tym
kierunku dwie gromady, starsza na tle mtodszej.
Sytuacja odwrotna jest malo prawdopodobna,

gdyz pyl zawarty w mlodej gromadzie musialby te
druga znaczaco przestonié. Co wiecej, gromady te sa
zapewne powiazane genetycznie. Mianowicie: wybuchy
supernowych w gromadzie starszej mogly rozepchnaé
babel materii miedzygwiazdowe], ktéry natrafiwszy
na wielki oblok gazowo-pylowy zainicjowal powstanie
w nim gromady mlodych gwiazd.

Tomasz KWAST

Dla (w1, 22,...,25) € {—1,1}" mamy
(wa - welr1,Za,. ..., Ty} = | | ry | I = I | x ( | [ _r:,-) —
1I€A ieD IEALE tEANE
= wWasp(ri, P00 T0) [:l:Lj|3.

czego nalezalo dowiesd,

Rozwiazanie zadania M 834.
Nazwa: Czlowiek Funkcja w4 przyjmuje w wierzcholkach kostki wartosci £1. Jesli zmienimy znak jednej wspél

wierzchalka, to wartoéé w a4 zmieni znak wtedy 1 tylko wtedy, gdy numer tej wspé ednej nal

M. zam.: Ukl Sloneczny ' : helioabt ¥, gd) _ )

. U Sto y do oru A, Zatem w (n — card A) sasiednich wierzcholtkach wartoéd funkcji w4 jest ta sama, co

w wyjciowym wierzcholku, a w

1
Lwa = — ([n -
n

I znéw mamy Nowy Rok. Od 4 I Ziemia oddala sie
od Storica, a mimo to idzie ku wioénie, gdyz coraz

Styczen

bardziej zwieksza sie nastonecznienie. Wplyw zmian
odleglosci Ziemi od Stonica na klimat nietrudno ocenié.
Orbita Ziemi jest elipsa o mimoérodzie ¢ = (0,016.
Odleglos¢ peryhelium Ziemi wynosi a(1 — ¢}, aphelium
a(l + e), gdzie a oznacza wielka péloé orbity, czyli
jednostke astronomiczna. Stosunek $rednich oéwietlen
Ziemi w tych dwdch polozeniach jest kwadrateqm
(odwrotnego) stosunku odlegloéci, czyli (}{'—Z) i
Wreszcie stosunek temperatur (gdyby temperatura
byta zalezna tylko od tego $redniego oswietlenia Ziemi)

musi byé pierwiastkiem czwartego stopnia z ostatniego

16

card A — przeciwna. Stad

”
card 4w + card A - [—w,\'}) = (1 — Zcard _.1) w4

wyrazenia, czyli 4/ 1—1‘—2 2 1 + e. Jedli uznaé, ze na
Ziemi mamy érednio 300 K, to zmianom odlegloci
od Stoiica powinny towarzyszyé zmiany temperatury
0 300 e = 4 K. Sezonowe zmiany temperatury sa
wieksze, musza wiec mie¢ inna przyczyne.

Marsa i Jowisza przestaliSmy widzieé, zachodza niemal
Jednoczesnie ze Storicem. Wenus zdazyta tak sie
przesunac, ze gdyby obiegala Storice w plaszczyznie
orbity Ziemi, to 16 I mozna by ja widzieé na tle tarczy
Stonca. Saturna nadal widaé w pierwszej potowie nocy
w Rybach. Pelnia Ksiezyca wypada 12 1. Ksiezyc
zakryje Saturna 5 I 1 Aldebarana 9 1, ale z Polski
zobaczymy tylko jego zblizenia do tych cial.

TK.



CYFROMANIA (1)

Jako punkt wyjécia naszych rozwazaii weZmiemy
nastepujace

ZADANIE: Czy istnieje potega dwéjki, ktdrej
1998-cyfrowa koncéwka sklada sie tylko z jedynek
1 dwdjek?

Aby odpowiedzieé na to pytanie, trzeba zrozumieé, jakie
reszty z dzielenia przez 10178 = 21998 . 51998 qaia potegi
dwéjki. Reszty z dzielenia poteg dwdjki przez 2'°?* znamy
dos¢ dobrze — sa one réwne zeru, jesli tylko wykladnik jest
nie mniejszy niz 1998,

Cala zabawa polega na zrozumieniu ciagu r, reszt

z dzielenia 2" przez 5'7°%, lub ogdlniej, ciagn ry n reszt
z dzielenia ™ przez 5*, przy ustalonym ki przy a > 1
niepodzielnym przez 5.

Zacznijmy od k = 1. Poniewaz a* dzieli sie przez 5
z reszta 1, clag ri,. reszt z dzielenia a" przez 5 jest
okresowy z okresem 4, jednak nie musi to by¢ okres
najmniejszy. Wtedy reszty ry , powtarzaja sie co
czwarta, ale moze co druga, a moze sa wszystkie réwne.
W zaleznosci od reszty z dzielenia a przez 5 mozliwe sa
nastepujace ciagi reszt ry ,:
10,3, 0, L 1,058, 1,01, 1,3, 1L AT, 1, 13 X Ly
B4 8124831403 1,0431,2431,3431,.
30 A L S T A S S5 e
4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1, ...

Najmniejszy okres ciagu reszt oznaczmy przez (1. Oznacza
to, ze liczby r11, r12...., r1,0, = 1 sa parami rézne.

o . . . ]
Dla k = 2 clag reszt r2, z dzielenia o™ przez 5° ma okres
5.0, gdyz z «®* =1 (mod 5) wynika a*“* = 1 (mod 5%).

Najmuniejszy okres Oz moze byé réwny 504, ale moze tez
- # L4 1 3 2
byé¢ réwny O, jedli ¢t =1 (mod 5%).

Dla wiekszvch k& jest podobnie. Trzeba uwzglednié fakt,
ze jezeli dla pewnego k > 1 zachodzi 5%||b — 1 (tzn. b — 1
dzieli si¢ przez 5%, ale przez 5%*! juz nie), to 5EHL| 68—,
Istotnie, z podzielnosci 5%||b — 1 wynika, ze b jest postaci
5%¢ 4 1, gdzie ¢ nie dzieli sie przez 5. Wiedy
B —1=(5%+1)—-1=

= 5kl 4o 52t 2 o 53kH13 | stktl b | ook 5
Wiszystkie skladniki tej sumy dziela sie przez 55!,
natomiast przez 512 dziela sie ostatnie cztery, a pierwszy
nie.

Jedli przez O oznaczymy najmniejszy okres ciagu reszt

Ty 2 dzielenia a™ przez 5% to Oy jest jedna z liczb 1, 2, 4.

JTeéli przy tym 5'[[a®t —1,to Oy = O3 = ... = O; oraz
Ok41 = 50% dla k > 1. Na pewno Oy jest dzielnikiem
liczby 4 - 5%~1,

W przypadku ¢ = 2 mamy O; = 4. Przy tym 5[[2* — 1.
Zatem Oy = 4- 57!, Ciag reszt r,, = 119085 z dzielenia 2"
przez 57" ma okres diugoéci 4 - 51997
z reszt parami réznych i niepodzielnych przez 5. Poniewaz
reszt z dzielenia przez 5'°°% ktére sa wzglednie pierwsze
z 51998 jest wlasnie 4 - 5'%°7 kazda z tych reszt wystepuje
w ciagu 7y.

i okres ten sklada sie

Potega dwéjki o duzym wykladniku musi dzielié sie przez
21998 ale przy dzieleniu przez 5'%°® moze dawaé dowolna
reszte niepodzielna przez 5. Stad otrzymujemy nastepujaca
charakteryzacje:

WNIOSEK: Liczba 0 < r < 10'?°® mogze byé¢ 1998-cyfrowa
koicéwka potegi dwéjki o wykladniku nie mniejszym niz
1998 wtedy i tylko wtedy, gdy r nie dzieli si¢ przez 5 oraz
21998y Jedli przy tym w jest najmniejszym wykladnikiem,
dla ktérego 2" ma kofcéwke r, to pozostale wykladniki

o tej wlasnosci sa postaci

w+4-577 .5 gdzie s=1,2,3,4,...

Uwaga: Liczbe r uwazamy za 1998-cyfrowa uzupelniajac
ja w razie potrzeby zerami poczatkowymi.

W nastepnym numerze [-limatiasu uzyjemy powyzszej
charakteryzacji do rozwiazania podanego na poczatkun
zadania.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (1)

ZADANIE: Dowieéé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi nieréwnosé
(*) 30n < 2" 4 110.
Rozwigzanie: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
1° Dla n = 1 sprawdzamy bezpoérednio
30 < 24110 =112.
2° Zaldzmy, ze 30n < 2™ 4 110. Udowodnimy
nieréwnoédé 30(n + 1) < 2™+ 4 110.
Stosujac zalozenie indukeyjne otrzymujemy ciag
nieréwnosci:
30(n +1)

30n +30 < 2" +110 4+ 30 =
=21 L1104 30 = 2%« 2" 4 170,

przy czym ostatnia nieréwnos$é zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnoé¢ (+) zostala ndowodniona dla n > 5.

Pozostaje sprawdzié, ze

dla n =2 mamy 60 < 4 4 110 = 114,

dla n = 3 mamy 90 < 8 + 110 = 118,

dla n = 4 mamy 120 < 16 + 110 = 126.
Tym samym nieréwnoséé () jest ndowodniona dla
wszystkich liczb naturalnych n.
W szczegdlnoscl wykazalismy, ze dla n = 6 zachodzi
nieréwnosé 180 < 174.

Dla tych, ktérzy czuja sie oszukani — wyjadnienie za

miesigc. JWR
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