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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS
01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.
W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy dr'Oga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.
Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.
Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, Dl' 10201084-77578-270-1-111
WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u
1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 - 1400
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate
krajowa ze zleceniem

za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507,2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.
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Wybór artykulów z Delty

ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem

hUp:/ /sunsite.icm.edu.pl;-deIta/

Wydawca:
Uniwersytet Warszawski

Okladki wykonala
Anna Ludwieka

Zadania

ponadto

Dalekie cyfry 7r

dyscyplin wiedzy;

W nastepnym numerze:

NUMERU 10(281)

SPIS

Cena 1 egzemplarza 2 zl 50 gr
Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.



Kwestia uzytecznosci i stosowalnosci astronomii, fizyki
czy matematyki to temat na dlugi i powazny artykul
z filozoficznymi podtekstami - samo stwierdzenie,
ze kazda z tych dyscyplin ma rózne zastosowania,
jest bowiem tyle oczywiste, co banalne. Pytanie: do
czego to sie przyda? towarzyszy prawie wszystkim
badaniom naukowym: i tym, które sluza, niemal
wyla,cznie zaspokojeniu ludzkiej ciekawosci, i tym
o bezposrednich, praktycznych celach.

Obok zastosowan oczywistych i zamierzonych istnieja,
zastosowania niezamierzone, niespodziewane. Czasem
rezultaty badan przydaja sie w niezaplanowany sposób,

czasem do samych badan przydaja sie nieoczekiwane, .
pochodza,ce spoza danej dziedziny, narzedzia.

Postanowilismy takie sytuacje obja,c wspólnym mianem
nietypowych zastosowan. Teksty w tym numerze to
przyklady pochodza,ce, naszym zdaniem, z tego wlasnie,
dosc pojemnego, worka. Chcielismy, by przygotowana
przez nas panorama przypominala widok roztaczaja,cy
sie w pogodny pazdziernikowy poranek z beskidzkiego
szczytu: calego swiata wprawdzie nie widac, szczególy
sa, zamglone, lecz mimo to widok jest zaskakrija,co
szeroki i róznorodny, a sine kreski na horyzoncie moga,
stac sie dla kogos celem przyszlych wedrówek.

Redakcja

Komputery na DNA

L. Adleman byl jednym z twórców
metody szyfrowania okreslanej skrótem
RSA; patrz Delta 3/1997.

Droga w grafie jest droga Hamiltona,
gdy przechodzi przez kazdy wierzcholek
dokladnie jeden raz. Problem dróg
Hamiltona polega na znalezieniu ogólnej
efektywnej metody, pozwalajacej
stwierdzic istnienie takiej drogi w grafie
spójnym.

nm3 to nanometr szescienny, a gestosc
to stosunek liczby bitów, które mozna
zapisac na danym nosniku, do jego
pojemnosci.

Czasteczke kwasu dezoksyrybonukleinowego (DNA), polimer zbudowany
z nukleotydów czterech rodzajów, mozna sobie wyobrazic jako skierowany
lancuch zlozony z czterech liter: A (adenina), T (tymina), C (cytozyna)
i G (guanina). Ludzka czasteczka DNA sklada sie z 3 . 109 nukleotydów.

W ostatnich 20 latach bardzo rozwinely sie metody manipulacji lancuchami
DNA. Oddzialujac enzymami, mozna je dzis rozcinac w wybranym miejscu,
sklejac (pasujacymi do siebie literami), rozmnazac i wybierac te, które zawieraja
okreslony ciag nukleotydów itp. W 1994 roku metody te znalazly zaskakujace
zastosowanie: Leonard Adleman z Uniwersytetu Poludniowej Kalifornii rozwiazal
prosty przypadek starego problemu, znanego pod nazwa problemu dróg
Hamiltona w grafie.

Adleman rozwazal graf z 7 wierzcholkami i 14 krawedziami. Na poczatek
stworzyl siedem 20-literowych lancuchów DNA reprezentujacych wierzcholki.
Do reprezentowania krawedzi wybral takze 20-literowe lancuchy, skomponowane
tak, ze pierwszych 10 liter "krawedzi" to 10 ostatnich liter wierzcholka,
z którego krawedz wychodzi, natomiast ostatnie 10 liter to 10 pierwszych liter
wierzcholka koncowego dla danej krawedzi. Dzieki temu lancuchy odpowiadajace
sasiednim krawedziom mogly sie laczyc, podobnie jak lancuchy odpowiadajace
wierzcholkom mogly sie laczyc z lancuchami krawedzi powiazanych z tym
wierzcholkiem - mniej wiecej tak, jak pasujace do siebie klocki Lego. Stosujac
metody manipulacji czasteczkami DNA, o których byla mowa wyzej, Adleman
wypreparowal najpierw wszystkie drogi w grafie, nastepnie rozmnozyl te, które
zawieraly wszystkie wierzcholki, az wreszcie z tych ostatnich wybral drogi
zawierajace kazdy wierzcholek tylko jeden raz. Co prawda "obliczenia" trwaly
tydzien (tradycyjny komputer zrobilby to w ulamku sekundy), ale okazalo
sie, ze komputer zbudowany z DNA jest mozliwy. Otworzyl sie nowy kierunek
intensywnych badan.

Pierwsze dane sa przytlaczajace. Ocenia sie, ze w czasteczkach DNA mozna
przechowywac dane z gestoscia 1 bitjnm3 , podczas gdy nasze komputery
przechowuja je z gestoscia 1 bitj1012 nm3. Co wiecej, komputery oparte na DNA
moga dzialac 1200000 razy szybciej niz obecne superkomputery, zuzywajac przy
tym 1010 razy mniej energii!

Od pierwszego eksperymentu Adlemana technologia pracy z DNA rozwinela sie
na tyle, ze zamiast oceanów czasteczek DNA wystarcza gramy, a zamiast ton
kosztownych enzymów wystarczy stosowac ich sladowe ilosci.

Prace trwaja. Jesli nawet nie nalezy sie spodziewac, ze w tym wieku probówki
pelne DNA zastapia elektroniczne maszyny, to wyniki Adlemana i innych
otwieraja szeroko drzwi do swiata komputerów na DNA przeznaczonych do
okreslonych zadan wymagajacych ogromnej liczby równolegle prowadzonych
obliczen.

Francesc ROSSELLÓ
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Fourier, falki i FBI
sygnalów prostszych, ale przy okazji odnalezc ów
utracony w przypadku szeregów Fouriera czas, sa
tak zwane falki (po angielsku wavelets). Funkcje
.,p nazywa sie falka (czasem matka-falka), jesli
uzyskane z niej przez skalowanie i przesuniecie funkcje
.,p(2n x + k) , gdzie n i k sa calkowite, stanowia baze
przestrzeni L2. Jak udowodnila Ingrid Daubechies
w 1987 roku, istnieja matki-falki znikajace poza
pewnym przedzialem domknietym (patrz rysunek).

P.S.

prawnuczkawnuczkacórka

matka falka

Uzyskane z nich córki, wnuczki, prawnuczki itd. maja
waziutkie nosniki i strome wykresy. Dzieki temu
"falkowy" szereg funkcji nieporównanie lepiej od
szeregu Fouriera odzwierciedla np. jej nieciaglosc czy
gwaltowna zmiane wartosci na malym przedziale.
Rózne sygnaly z pomoca falek mozna kodowac,
kompresowac i czyscic z niepotrzebnych szumów duzo
oszczedniej - wystarczy brac duzo mniej wyrazów
odpowiedniego szeregu. W dodatku, gdy kodujemy
np. zdjecie, to matki-falki odpowiadaja tylko za
ogólny zarys widocznego obiektu, a wnuczki czy
prawnuczki - za drobne detale. Jesli nie interesuja nas
pojedyncze wlosy sfotografowanej osoby, to wystarczy
zapomniec o falkach dalekich generacji. Wieksze
charakterystyczne cechy obrazu nie ulegna przez to
znieksztalceniom. Za to w przypadku kodowania
obrazu w postaci szeregu Fouriera podobny zabieg
móglby miec zgubne konsekwencje.

Dzieki tym zaletom falki moga sie pochwalic
spektakularnymi zastosowaniami. Jest wsród nich
m.in. stworzenie przez FBI wielkiej komputerowej
bazy danych z odciskami palców (przedtem 200
milionów kompletów odcisków przechowywano w tej
instytucji po prostu na kartonowych fiszkach) albo
oczyszczenie z szumów starych, bezuzytecznych
wczesniej z punktu widzenia muzykologów, nagran
Brahmsa wykonujacego wlasne utwory - dzieki falkom
wiadomo przynajmniej, co gral artysta. Falki stosuje
sie tez do wykrywania lodzi podwodnych wsród
licznych szumów tla morskiego, do badania pradów
oceanicznych i opisu wielkoskalowego rozkladu materii
we Wszechswiecie.

Dluga lista zastosowan falek, wyroslych sposród
abstrakcji analizy funkcjonalnej, moze byc istotnym
powodem rewizji pogladów dla osób sadzacych, ze
racje bytu maja tylko badania naukowe o wyraznym
praktycznym celu.

-"

W 1822 roku Jean Baptiste Joseph Fourier w swojej
Analitycznej teorii ciepla pisal, ze choc równanie
przewodnictwa cieplnego ma szczególnie prosta
postac, to jednak ... znane metody nie dostarczaja
zadnego ogólnego sposobu jego calkowania; nie mozemy
zatem wnioskowac o wartosci temperatury po uplywie

okreslonego czasu. Jednakze liczbowa interpretacja
jest niezbedna (. .. ) - jak dlugo jej nie mamy, mozemy
mówic o niepelnosci i bezuzytecznosci rozwiazan.

Najwazniejszy zapewne w zyciu Fouriera pomysl
polegal na tym, by rozwiazania jednowymiarowego
równania dyfuzji, opisujacego np. rozchodzenie sie
ciepla w metalowym precie, szukac w postaci szeregu

ao(t) +L (an(t) cos nx + bn(t) sin nx).
n

sin nx (n = 1,2, ... ) i cos nx (n = O, 1,2, ... ) stanowia
baze zlozona z wektorów parami prostopadlych,
zupelnie tak, jak wektory (1, O,O), (0,1, O), (O, 0,1)
w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Wspólczynniki szeregu Fouriera funkcji f mozna wiec
uwazac za wspólrzedne wektora f w pewnej bazie.
Znajduje sie je tak, jak w geometrii euklidesowej
- obliczajac iloczyny skalarne f i wektorów bazy. To
bardzo uzyteczna analogia.

Niestety, lokalne wlasnosci funkcji przenosza sie na
globalne wlasnosci jej szeregu Fouriera. Na przyklad,
nieciaglosc funkcji powoduje, ze jej szereg Fouriera
musi zawierac nieskonczenie wiele skladników;
wnioskowanie w druga strone jest na ogól zadaniem
bardzo trudnym, a o dokladnym umiejscowieniu owej
nieciaglosci nie ma co marzyc. Dlatego, gdy kodujemy
w postaci szeregu Fouriera zapis nagrania godzinnego
koncertu, to zaburzenie nagrywania w ostatnich trzech
minutach wplynie na caly szereg Fouriera. Mówiac
inaczej, szereg Fouriera sygnalu dzwiekowego zawiera
wprawdzie pelna informacje o czestosciach dzwieków
skladajacych sie na ów sygnal, ale jest to informacja
starannie ukrywajaca zaleznosc czestosci calego
sygnalu od czasu.

Swoistym panaceum pozwalajacym nie tylko
zakodowac zawily sygnal w postaci sumy wielu

Pomysl ten prowadzi do ogólnej metody calkowania
równania dyfuzji, m.in. dzieki temu, ze kazda w miare
porzadna funkcja okresowa (a co za tym idzie, kazdy
poczatkowy rozklad temperatury wzdluz preta)
daje sie przedstawic w postaci sumy odpowiedniego
szeregu sinusów i cosinusów - takiego, jak wyzej, tylko
o wspólczynnikach niezaleznych od czasu t. Szeregi
tej postaci nazywamy szeregami Fouriera; przydaja
sie one nie tylko do rozwiazywania jednowymiarowego
równania dyfuzji, ale takze do bardzo wielu innych.
rzeczy.

W przestrzeni L2( -71",71") funkcji calkowalnych
z kwadratem na odcinku (-71",71") wyposazonej"
w iloczyn skalarny (I, g) = J f( x )g( x) dx funkcje
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Igla Buffona

I·.n ..__.nnn.nn.n.n ...

Prawdopodobienstwo (tZW. geometryczne) okreslimy
wzorem P(A) = IAI/lnl (gdzie lXI oznacza pole X).

P.S.

Rzucanie igla na podloge (albo poliniowany arkusz
papieru) mozna wiec traktowac jako sposób
wyznaczania przyblizen liczby 7r. Na ten nieco dzienny
pomysl wpadl w 1777 roku Georges Leclerc de Buffon,
przyrodnik, filozof i hulaka, skadinad znacznie
bardziej znany jako autor, wspólnie z paubentonem
i Lacepede'em, 44-tomowej Historii naturalnej. Kazdy
z tych trzech panów ma dzis w Paryzu, w Dzielnicy
Lacinskiej tuz obok Ogrodu Botanicznego, ulice swego
lmlema.

Definicja jest o tyle rozsadna, ze nie wyróznia zadnego
z polozen igly.

Gdy igla dotyka do szczeliny w podlodze samiutkim

koniuszkiem, to wtedy mamy -/r2 = cos O. Zatem,
igla bedzie przecinac jedna ze szpar podlogi wtedy

i tylko wtedy, gdy x < ~ cos O. Zdarzenie Z jest wiec
podzbiorem prostokata n zawartym pod wykresem

funkcji x(O) = ~cos O (rys. 2). Wynika stad, ze
'Ir/2

f ~cos O dO

P(Z) = o 'Ir S = 2d
'2 . 2 S7r

Jesli dodatkowo mamy s = 2d, to wtedy P(Z) = 1/7r.
Z prawa wielkich liczb wynika zatem, ze jesli rzucimy
igle duzo razy, to stosunek liczby n wszystkich rzutów
do liczby k tych rzutów, w których igla przeciela jedna
ze szczelin, bedzie w przyblizeniu równy 7r.

Rys. 2

s

s

s

Rys. 1

X .-------.--- ••••• jt .•• ..t •••• _ ••• h-:
8:

Rozwazmy nastepujacy problem: upuszczamy igle
o dlugosci d na podloge z jednakowych, równolegle
ulozonych desek o szerokosci s > d (rys. 1). Jakie jest
prawdopodobienstwo zdarzenia Z polegajacego na
tym, ze po upadku igla bedzie przecinac jedna ze szpar
w podlodze?

Z uwagi na symetrie problemu polozenie igly
mozna opisac dwiema liczbami: odlegloscia x jej
srodka od najblizszej szczeliny oraz katem O miedzy
igla a kierunkiem prostopadlym do wszystkich
szczelin. Wszystkie polozenia igly to prostokat

n = {(O, x): o ~ O ~ ~, o ~ x ~ n, który bedzie
nasza przestrzenia zdarzen elementarnych.

x

Jak podejmowac decyzje?

Wsród szczególnie ciekawych i istotnych problemów,
których rozwiazania maja olbrzymie zastosowanie
w wielu dziedzinach nauk i w praktyce, sa tak zwane
problemy decyzyjne. Mozna je krótko sformulowac
w sposób nastepujacy: "Jaka podjac decyzje na
podstawie posiadanej wiedzy o danym zjawisku?" .
Poczynajac od zastosowan medycznych, zagadnienie
takie mozna postawic jako np. stwierdzanie na
podstawie wyników pomiarów EEG, czy dziecko ma
szanse zachorowania lub czy jest chore na epilepsje.
Innym przykladem jest kompleksowa analiza sytuacji
rynku w celu przewidzenia zmian cen akcji danego
waloru na gieldzie papierów wartosciowych.

Stajac przed problemami decyzyjnymi nalezy zdac
sobie sprawe z mozliwych trudnosci zwiazanych
ze znalezieniem wlasciwej odpowiedzi. Blednosc
podjetej decyzji kojarzy sie glównie z brakiem
reprezentatywnosci badz niepelnoscia posiadanej
wiedzy. W istocie, umiejetne wykorzystanie posiadanej
wiedzy dla poprawnej klasyfikacji (podejmowania
decyzji) jest zadaniem niezwykle zlozonym.

Jednym z naj czestszych sposobów reprezentacji
wiedzy jest traktowanie jej podmiotów jako obiektów
opisanych przez pewne cechy. Najczesciej mamy

do czynienia z tablicami danych, gdzie wiersze
reprezentuja obiekty, kolumny zas - wartosci cech je
opisujacych. Problem decyzyjny jest wtedy okreslony
przez wyodrebnienie jednej z cech (kolumn) jako
decyzji. Wykrycie faktycznych zaleznosci miedzy
warunkami (pozostalymi cechami) a decyzja na
podstawie obserwacji znanych obiektów, a wiec
wiedzy szczatkowej, nie jest jednak latwe, chociazby
wobec braku wiedzy o wszystkich istotnych cechach.
Dlatego, miedzy innymi w celu poprawy efektywnosci
procesu decyzyjnego, pelne zaleznosci zastepowane
sa czesto zaleznosciami przyblizonymi. Innym
problemem, pojawiajacym sie w szczególnosci
dla wspomnianych na poczatku przykladów,
jest zbyt duzy rozmiar informacji w stosunku do
dostepnej mocy obliczeniowej komputerów. W takich
przypadkach niemozliwe jest zastosowanie dotychczas
opracowanych metod wykrywania zaleznosci.
Rozwiazaniem moze tu byc rozbicie (dekompozycja)
duzych tablic. Wnioskowanie o stanie globalnym
na podstawie lokalnej analizy tak otrzymanych
próbek wydaje sie byc zwiazane ze zrozumieniem
i przelozeniem na jezyk komputerowy procesów
myslowych samego czlowieka.

Piotr SYNAl(, Dominik SLEZAK
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Swieta Rozalia i starcy

Archetypem niespodziewanych korzysci plynacych
ze wspierania badan naukowych moze byc historia
Johanna Friedricha Bottgera (1681-1719). Jak na
alchemika przystalo, byl on do reszty pochloniety
poszukiwaniem sposobu przemiany mniej szlachetnych
metali w zloto, czyli ówczesna awangarda badan
podstawowych. Wysilki te protektoratem swoim
objal August II Mocny, król Polski i elektor Saksonii,
gdzie rzecz cala miala miejsce. Nie trzeba chyba
dodawac, ze wdrozenie ewentualnych wyników bylo
dla monarchy co najmniej równie istotne, jak one
same. Te jednak nie nadchodzily. Jednakze, przy okazji
wytwarzania potrzebnych do doswiadczen naczyn,
dzieki dodaniu do glinku boraksu (uwodnionego
czteroboranu sodowego Na2B407·H20), Bottgerowi
udalo sie - jako pierwszemu w Europie - otrzymac
biala porcelane. Elektor Saksonii zasugerowal
wdrozenie wynalazku, podczas gdy alchemik chcial
kontynuowac poszukiwania kamienia filozoficznego.
August przedstawil mu jednak propozycje nie do
odrzucenia zapewniajac piecioletnie finansowanie
w ramach programu ZOMZ*. W ten sposób, juz
rok pózniej (1710) powstala dzialajaca do dzis
manufaktura w Misni, produkujaca slynna porcelane
saska, a idea przemiany mniej szlachetnej substancji
w zloto doczekala sie zaskakujacej, ale za to skutecznej
realizacji.

Od tamtych czasów w nauce zmienilo sie bardzo wiele,
ale czy powody jej finansowania równiez? Nadal mozni
snia o potedze, a rozsadni dostrzegaja zadziwiajace
bogactwo zastosowan. Wielkie programy badawcze
sa tego dobrym przykladem. O poklosiu badan
struktury materii pisalismy szeroko w specjalnym
numerze Delty 6/1996 poswieconym czterdziestoleciu
CERN (Europejskiego Osrodka Fizyki Czastek
Elementarnych). Glównymi beneficjentami, tak
odkrywanych tajemnic natury, jak udoskonalonych
i specjalnie tworzonych technologii, sa medycyna,
technika oraz rózne dziedziny nauk przyrodniczych.
Tu chcialbym opisac blizej tylko jedno, moim zdaniem
zaskakujace, zastosowanie, a mianowicie uzycie
aktywacji neutronowej do badania autentycznosci lub
historii arcydziel malarstwa. Neutrony latwo wnikaja
w materie, gdzie moga byc wychwytywane przez
jadra atomowe, zmieniajac je w jadra radioaktywne.
W zaleznosci od rodzaju jadra ulegajacego przemianie
powstaja nuklidy charakteryzujace sie róznymi
czasami zycia. Pomiar 'zmieniajacej sie w czasie
radioaktywnosci badanego dziela pozwala na
otrzymanie mapy gestosci wystepowania szeregu
pierwiastków wchodzacych w sklad farb uzytych
przez artyste, przy czym ujawnia sie informacja
równiez z glebszych warstw obrazu. Pozwala to na
stwierdzenie, jakich barwników uzyto w procesie
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tworzenia, a tym samym odróznienia kopii od
oryginalu lub stwierdzenie przemalowania dziela.
W ten wlasnie sposób odkryto np., ze znajdujacy
sie w New York Metropolitan Museum obraz
pt. "Swieta Rozalia wstawia sie za dotknietymi
zaraza mieszkancami Palermo" Anton van Dyck
(1599-1641) namalowal na obróconym do góry nogami
autoportrecie.

Innym wielkim programem badawczym wzbudzajacym
bardzo duze emocje jest eksploracja Kosmosu. Trudno
negowac korzysci plynace z wyniesienia na orbite
sztucznych satelitów Ziemi. Bez nich nie bylby
przeciez mozliwy obecny rozwój telekomunikacji,
telemedycyny (diagnozowania na odleglosc),
monitorowania pogody na obszarach niezamieszkalych,
szacowania urodzaju, przewidywania ognisk epidemii
chorób roznoszonych przez insekty (np. malarii) oraz
chorób roslin, poszukiwania zlóz bogactw naturalnych,
monitorowania lowisk, kontroli zbrojen, nawigacji.
W dodatku badaniami kosmicznymi powinni
interesowac sie nie tylko zafascynowani nowinkami
technicznymi. Okazuje sie, ze wyniki tych badan
moga przyniesc ulge ludziom starszym, dotknietym
chor~bami swojego wieku. Astronauci - mlodzi, zdrowi
ludzie - w stanie niewazkosci doswiadczaja procesów
przypominajacych starzenie sie w przyspieszonym
tempie. Dotyczy to np. demineralizacji kosci
przypominajacej osteoporoze. Dotychczasowe badania
tego typu zjawisk w stanie niewazkosci rzucaja
zupelnie nowe swiatlo na analogiczne procesy
zachodzace na Ziemi. Techniki medyczne, opracowane
w celu utrzymywania astronautów w dobrym zdrowiu,
znajda zastosowanie w rehabilitacji i geriatrii. Sporo
utrwalonych pogladów fizjologicznych okazalo sie
bledne. W szczególnosci rewizji zostala poddana
ustalona przed pól wiekiem opinia dotyczaca
sposobu organizacji zmyslu równowagi. Odkryto
nieznany wczesniej system regulacji cisnienia krwi
i innych plynów ustrojowych oraz stwierdzono,
ze w stanie niewazkosci utrzymuje sie róznica
przeplywu krwi poprzez górne i dolne platy pluc
w przeciwienstwie do stwierdzen, jakie mozna
znalezc w podrecznikach. Wynika stad, ze wiele
diagnostycznych i terapeutycznych zalecen opiera sie
na pogladach nie odpowiadajacych rzeczywistosci.
Technologie kosmiczne znajduja równiez zastosowanie
w pediatrii i to prenatalnej. Sondy uzywane do
monitorowania fizjologii kosmonautów zostaly
zminiaturyzowane do tego stopnia, ze moga byc
uzywane do podpatrywania plodu, a w przyszlosci
opracowywane technologie pozwola na diagnozowanie
i leczenie niektórych schorzen przed narodzeniem.

P.Z.

* zakaz opuszczania miejsca zakwaterowania



Badania na modelach analogowych

Niektórych zagadnien technicznych nie mozna
rozwiazac czysto teoretycznie. Mozna natomiast
uzyskac rozwiazania za pomoca modelowania
fizycznego badz analogowego. Modelowanie analogowe
polega na tym, ze jakies zjawisko fizyczne bada sie na
modelu zupelnie od niego odmiennym. Przykladem
tutaj sa badania przeplywu wód podziemnych
w osrodku gruntowym (filtracji), które przeprowadza
sie na modelach elektrycznych, np. na analizatorze
pola AP-600. Wykorzystuje sie bowiem fakt,
ze równania opisujace ruch potencjalny cieczy (a taki
wystepuje w gruncie) i przeplywu pradu elektrycznego
w polu elektrycznym maja te sama postac. Okreslone
parametry hydrodynamiczne odpowiadaja wielkosciom
elektrycznym, np. natezenie pradu elektrycznego
odzwierciedla przeplyw filtracyjny.

Analizator pola AP-600 stanowia trzy tzw. szafy:
glówna - oporowa wraz z ukladem sterujacym,
szafa warunków brzegowych oraz szafa Liebmanna,
wykorzystywana przy badaniu filtracji nieustalonej .

Rozpatrzmy zjawisko plaskiego przeplywu
filtracyjnego w gruncie pod budowla pietrzaca
(jazem). Przeplyw wody w gruncie wywolany jest
tu róznica poziomów wody górnej i dolnej. W celu
przeprowadzenia badan na modelu analogowym
dokonuje sie schematyzacji obszaru, przeprowadza
stosowne obliczenia i "buduje" ten model. Po
sprawdzeniu poprawnosci dzialania modelu
przystepuje sie do wlasciwych badan. Po wykonaniu
doswiadczen wyniki badan (wielkosci elektryczne)
przelicza sie na wartosci hydrodynamiczne.

woda górna . ~ I woda dol""

warstwa przepuszczalna ..

..
///////////////////////////

warstwa nieprzepuszczalna

Przeplyw przez jaz

Schematyzacja obszaru polega na okresleniu obszaru
(zasiegu) filtracji, ustaleniu wspólczynników filtracji
poszczególnych warstw i ich miazszosci oraz warunków
brzegowych. Strop warstwy nieprzepuszczalnej jest
ograniczeniem obszaru filtracji. Wydzielony obszar
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dzieli sie na elementy obliczeniowe, w srodkach których
zaklada sie punkty wezlowe. Woda przeplywajac
w gruncie z jednego punktu wezlowego do sasiedniego
natrafia na opór osrodka. Ten opór modeluje sie za
pomoca opornika, którego wartosc wylicza sie stosujac
odpowiednia skale analogii. Po obliczeniu wartosci
wszystkich oporników umieszcza sie je na plycie szafy
glównej analizatora. Nastepnie zadaje sie warunki
brzegowe. Do wezlów od strony wody górnej i wody
dolnej, a wiec w miejscach gdzie znamy wysokosc
energii potencjalnej, doprowadza sie z szafy warunków
brzegowych stosowna wartosc potencjalu (najczesciej
1 V i O V).

Wykonanie doswiadczen na modelu polega
na mierzeniu (rejestracji) wartosci napiec
w poszczególnych wezlach dla danego wariantu
badan. Pomiary te wykonuje sie z pomoca selektora,
który przekazuje kolejno odczytywane wartosci
do woltomierza. Poszczególne wartosci napiec
przelicza sie nastepnie poprzez odpowiednia skale
analogii na wartosci hydrodynamiczne. Kolejnym
krokiem jest wykreslenie linii stalych cisnien, tj. linii
ekwipotencjalnych, na zasadzie interpolowania
pomiedzy poszczególnymi wartosciami w wezlach.
Linie pradu, a wiec linie, po których poruszaja sie
czastki cieczy, wrysowuje sie w taki sposób, aby byly
ortogonalne do linii ekwipotencjalnych. W ten sposób
powstaje siatka filtracyjna.

Na podstawie siatki filtracyjnej oblicza sie wielkosc
przeplywu filtracyjnego. Jezeli ten przeplyw jest
zbyt duzy, nalezy wydluzyc droge filtracji, co mozna
osiagnac stosujac przeslone filtracyjna o odpowiedniej
dlugosci. Siatka filtracyjna bedzie miala wtedy inna
postac.

Barbara JA WOROWSKA



Ciagle wersje zasady szufladkowej Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta w naj prostszej wersji
glosi, ze gdy w n szufladach jest przynajmniej n + 1
przedmiotów, to w pewnej szufladzie sa co najmniej
dwa przedmioty. Fakt jest oczywisty, a przy tym
niezmiernie uzyteczny - nie sposób zliczyc, ile razy
wkraczajacy, niby Deus ex machina, w rozwiazania
róznych problemów.

Zapewne wiele osób uwaza zasade szufladkowa
Dirichleta za narzedzie, którego zastosowania
ograniczaja sie do matematyki dyskretnej czy wrecz
tylko do rozwiazywania zadan olimpijskich ukladanych
ku pognebieniu zarozumialych geniuszy. Niemniej
jednak w wielu rozumowaniach pojawiajacych
sie w bardzo róznych dzialach matematyki,
w sytuacjach, gdzie na pierwszy rzut oka ani szuflad,
ani przedmiotów nie widac, mozna sie doszukac
analogii z zasada szufladkowa Dirichleta. Trzeba tylko
odpowiednio elastycznie myslec o tym, co ma byc
przedmiotem, a co szuflada, i jak te obiekty liczyc lub
raczej mierzyc. Oto trzy przyklady, wszystkie dobrze
znane.

Przyklad 1. Udowodnimy, ze gdy pomaluje sie
ponad polowe powierzchni sfery, to bedzie istniala
taka srednica, która ma pomalowane oba konce.
Gdyby tak nie bylo, to przy wykonywaniu symetrii
srodkowej wzgledem srodka sfery punkt pomalowany
zawsze trafialby na punkt nie pomalowany.
Zatem, symetryczny obraz N zbioru P wszystkich
pomalowanych punktów sfery skladalby sie wylacznie
z punktów nie pomalowanych. Zbiory P i N sa wiec
rozlaczne, maja równe pola, i mieszcza sie razem
na sferze. To jednak nie jest mozliwe, gdy pole P
przekracza polowe pola powierzchni sfery.

Mozna tez udowodnic (prosze spróbowac), ze jesli
sfere malowalismy 2n razy, za kazdym razem malujac
polowe jej powierzchni, to istnieje punkt, który
pomalowalismy przynajmniej n razy.

Przyklad 2. Udowodnimy slawne twierdzenie
Poincarego o powracaniu. Zalózmy, ze D jest
ograniczonym obszarem przestrzeni euklidesowej,
a T : D -+ D odwzorowaniem ciaglym, wzajemnie
jednoznacznym i zachowujacym miare Lebesgue'a
(komu sie slowa miara Lebesgue'a nie podobaja, niech
mysli o objetosci w przestrzeni trójwymiarowej).
Ostatni warunek oznacza, ze dla dowolnego P C D
zbiory P i T(P) maja równe miary. Twierdzenie
o powracaniu orzeka, ze w dowolnym zbiorze otwartym
U C D znajdzie sie punkt x, który pod dzialaniem
iteracji przeksztalcenia T powraca do U, to znaczy,
dla pewnego n naturalnego mamy Tn (x) E U. A oto
dowód. Wszystkie zbiory

U, T(U), T(T(U)), ... , Tn(U),

sa zawarte w D i maja te sama (dodatnia)
miare· Zatem, nie moga byc parami rozlaczne,
bo w przeciwnym razie nie pomiescilyby sie
w ograniczonej szufladzie D. Dla pewnych k > l
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przeciecie Tk (U) nT1 (U) jest wiec niepuste, czyli
przeciecie U n Tk-l(U) tez jest niepuste. To zas
jest juz tylko przeformulowana teza twierdzenia
o powracamu.

Sila powyzszego dowodu lezy w jego ogólnosci.
Korzysta sie w nim jedynie z tego, ze przeksztalcenie
T zachowuje pewna miare (np. objetosc), oraz
z faktu, ze w szufladzie ograniczonej miary nie zmiesci
sie nieskonczenie wiele jednakowych przedmiotów
o dodatniej mierze.

W mechanice teoretycznej wspomina sie zazwyczaj
o zaskakujacych konsekwencjach twierdzenia
Poincarego. Na przyklad, kostka rozpuszczonego
w herbacie cukru powinna po pewnym czasie wrócic
niemal do wyjsciowego stanu.

Wyjasnienie tego paradoksalnego stwierdzenia lezy
w tym; ze - nawet przy zalozeniu, iz mechanika
klasyczna dokladnie opisuje zachowanie wielkiej liczby
czastek wodnego roztworu sacharozy - wspomniany
pewien czas jest dluzszy od czasu istnienia
Wszechswiata. Z punktu widzenia zas mechaniki
statystycznej jest to jedynie wartosc oczekiwana czasu,
który powinien uplynac, by przyna,jmniej raz zaszlo
znikomo prawdopodobne zdarzenie losowe polegajace
na zestaleniu sie rozpuszczonej kostki cukru.

Przyklad 3. Liczby z odcinka [0,1] wrzucamy do
róznych szuflad w ten sposób, by do tej samej szuflady
wpadaly wszystkie pary liczb, których róznica jest
liczba wymierna (prosze sie zastanowic, dlaczego to
poprawny przepis). Nastepnie tworzymy zbiór Z, który
zawiera dokladnie jedna liczbe z kazdej szuflady.

Ustawmy teraz wszystkie liczby wymierne z przedzialu
[-1,1] w ciag Wl, W2, Wa,· .. Obrazy ZI, Z2 Za, .

zbioru Z w przesunieciach o wektory Wl, W2, Wa, sa
rozlaczne - w przeciwnym przypadku znalezlibysmy
dwa elementy Z o wymiernej róznicy, wbrew
zalozeniu, ze elementy zbioru Z pochodza z róznych
szuflad. Suma S wszystkich zbiorów Zi miesci sie,
oczywiscie, cala w przedziale [-1,2]. Poniewaz
wszystkie poprzesuwane kopie Zi zbioru Z maja
taka sama dlugosc, jak Z, a jest ich nieskonczenie
wiele, oznacza to, ze zbiór Z powinien miec dlugosc
(scislej, miare Lebesgue'a) równa zeru. Skoro tak,
to zbiór S powinien takze miec zerowa dlugosc:
ISI = IZd + IZ21 + IZal + ... = o.

Z drugiej strony, suma rozlacznych, poprzesuwanych
kopii zbioru Z zawiera caly przedzial [0,1] (bo
kazda liczbe z tego przedzialu wrzucilismy do którejs
szuflady). Zatem dlugosc zbioru S powinna byc nie
mniejsza od 1.

Skad sprzecznosc? Z prostego powodu: nie kazdemu
podzbiorowi odcinka mozna w rozsadny sposób
przypisac liczbe, która bedzie jego dlugoscia (miara
Lebesgue'a). Mówiac inaczej, nie kazdy podzbiór
odcinka [0,1] jest mierzalny.

P.S.



P.S.

Skad wiadomo,
czy procesor jest dobry

W 1993 roku firma Intel wprowadzila do sprzedazy
procesor Pentium. Dzis w takie wlasnie procesory
wyposazona jest wiekszosc sprzedawanych na
calym swiecie komputerów osobistych. W tym
samym roku Thomas Nicely, profesor matematyki
w prowincjonalnym Lynchburg College (Virginia,
USA), postanowil poprawic dostepne numeryczne
oszacowania wartosci tzw. stalej Bruna B.

Aby powiedziec, co to jest stala Bruna, trzeba
najpierw przypomniec jedna definicje. O dwóch
liczbach pierwszych mówimy, ze sa blizniacze, jesli
róznia sie o 2 (jak np. 3 i 5, albo 17 i 19, albo
Pl = 824633702441 i P2 = 824633702443). Do dzis
nie wiadomo, czy takich par jest skonczenie, czy tez
nieskonczenie wiele. Najwieksze, które obecnie znamy,
to 697053813.216352 ± l . Wkrótce po pierwszej
wojnie swiatowej norweski matematyk, Viggo Brun,
udowodnil jednak, ze suma odwrotnosci wszystkich
liczb pierwszych blizniaczych

B = (l + l) + (l + l) + (-1..+ -1..)+ ...3 5 5 7 11 13 '

to liczba skonczona. Dzieki obliczeniom róznych
pasjonatów wiadomo dzis, ze B ~ 1,90216057778
(i jest to wiedza calkowicie bezuzyteczna).

Nie to jednak jest naj ciekawsze. Gdy w czerwcu
1994 roku Nicely analizowal pierwsze wyniki swych
obliczen, stwierdzil ze zdziwieniem, ze uzyskane
przezen wartosci 7r( n) (liczby liczb pierwszych
nie przekraczajacych n) sa dla niektórych n inne
od opublikowanych. Po licznych poszukiwaniach
bledu w oprogramowaniu, znalezieniu usterki
w kompilatorze jezyka C++ firmy Borland itd.
okazalo sie w koncu, ze przyczyna niezgodnosci
jest prozaiczna: procesor Pentium nie potrafi po
prostu dzielic, a dokladniej - wartosci l/pl i l/p2 dla
podanych wyzej dwunasto cyfrowych blizniaczek Pl

i P2 daje z dokladnoscia jedynie 9 miejsc po przecinku
(zamiast obiecanych przez producenta 19).

Firma Intel poczatkowo nie zareagowala na wiesci
Nicely'ego i dopiero rozpropagowanie informacji
o usterkach Pentium w Internecie zmusilo ja do
rozpoczecia wymiany procesorów na zyczenie klientów.
Nicely zas, który w przedziale [1,1014] znalazl w koncu
135780321665 par liczb pierwszych blizniaczych,
uzywa teraz do kazdego rachunku przynajmniej dwóch
róznych komputerów.

Historia Nicely'ego to jedynie przypadek. Niemniej
jednak programy do poszukiwania duzych liczb
pierwszych (albo znajdowania dalekich cyfr rozwiniecia
dziesietnego 7r) sa uzywane czesto przez samych
producentów sprzetu do testowania wlasnych
produktów. Np. gazetowa wiadomosc z wrzesnia
1996 roku o tym, ze 21257787 - l jest najwieksza
(wówczas znana) liczba pierwsza, zawdzieczala swoje
pochodzenie testom nowego CRAYa.

7

Pogawedka o semantyce jezyków
programowania

Skomplikowane konstrukcje jezyka programowania
wysokiego poziomu sa zwykle objasniane przez
odwolywanie sie do pojec translatora (programu
tlumaczacego) danego jezyka. N a przyklad lamiglówka
var a,b,c, :integer;
procedure p(var xl ,x2 ,x3: integer;

procedure f(parl : integer ;var par2, par3: integer» ;
var loc: integer;
procedure q(yl: integer ;var y2, y3: integer) ;

begin
yl:=y3;y3:=y2;y2:=loc;
f(y2, y3 ,y1)

end;

begin
xl:=xl+l;loc:=xl;
if xl<6 then p (xl, x2 ,x3 ,q) eIs e f(xl ,x2 ,x3) ;

end;

procedure r (zl : integer; var z2 ,z3: integer) ;
begin
end;

begin
a:=1;b:=2;c:=3;
p(a,b,c,r) ;
write(a,b,c) ;

end

jest czesto objasniana w terminach stosu rekordów
aktywacji, dowiazania statycznego, adresu kodu
procedury itd. itp. Co bardziej dociekliwi moga zatem
zapytac: "Po co jezyk wysokiego poziomu, skoro gdy
chcemy go naprawde zrozumiec, musimy i tak zejsc
na nizszy poziom?". Co wiecej, szybko okazalo sie,
ze np. PASCAL w wersji jednego translatora nie
musi byc tym samym, co PASCAL w wersji innego.
W koncu, jaki ten PASCAL jest naprawde? Czy, na
przyklad, deklaracje zmiennych maja znaczenie tylko
w kontekscie nastepujacych po nich instrukcji, czy tez
maja jakies znaczenie niezaleznie od kontekstu, jako
rzeczy same w sobie?

Stworzenie niezaleznych od komputera metod
definiowania znaczenia poszczególnych konstrukcji
jezyka programowania bylo traktowane na przelomie
lat 60/70 jako powazne wyzwanie intelektualne.
Pierwsze zadowalajace rozwiazanie (tzw. semantyka
denotacyj na) zostalo zaproponowane w latach 70.
przez informatyków i matematyków z Uniwersytetu
w Oxfordzie.

Czy mozna udowodnic w jakims sformalizowanym
systemie wnioskowania - bez odwolywania sie do
pojec translatora - ze program powyzej wypisze
to i to? Takie formalne systemy sa. Wykazanie ich
niesprzecznosci jest bardzo trudne i prowadzi do
bardzo subtelnych semantyk jezyków programowania,
a takze do zagadnien zwiazanych z okreslaniem typu
obiektów. Nawet mocno wyabstrahowane wersje
pojawiajacych sie tu problemów sa na tyle trudne, ze
do ich badania uzywane sa metody z teorii dziedzin,
rachunku ..\, logiki intuicjonistycznej, teorii kategorii,
teorii gier, czy teorii zlozonosci obliczen.

Michal GRABOWSKI



Wyznaczanie odleglosci Slonca w nocy

T.K.

T.K.

Znajomosc odleglosci cial niebieskich to jedno z najwazniejszych zagadnien
w astronomii. Juz Kopernik znal dosc dobrze stosunki rozmiarów orbit
planet, ale dlugo jeszcze nie znane byly ich absolutne rozmiary. Dla Ukladu
Slonecznego wygodna jednostka odleglosci jest srednia odleglosc Ziemi
od Slonca, zwana nawet po prostu jednostka astronomiczna. W ogóle rozmiary
Ukladu Slonecznego w jednostkach astronomicznych znane sa od dawna, ale ile
metrów ma sama jednostka astronomiczna?

Zanim wynaleziono radar i lasery, jedyna mozliwosc mierzenia odleglosci
w Ukladzie Slonecznym dawala metoda paralaksy geocentrycznej. Polega
ona na tym, ze obiekt obserwowany z dwóch miejsc na Ziemi (rozdzielonych
mozliwie duza odlegloscia) jest widoczny w nieco róznych miejscach na tle
nieba. Pomiar tego pozornego przesuniecia (paralaksy) i znajomosc rozmiarów
Ziemi pozwala okreslic odleglosc obiektu juz w metrach - na takiej zasadzie
dziala tez klasyczny dalmierz. Niestety, nie dawalo sie to zastosowac do Slonca
chociazby dlatego, ze Slonca nie widac na zadnym tle - w dzien przeciez
nie widac gwiazd. Szczesliwie okazalo sie, ze istnieja planetoidy zblizajace
sie do Ziemi bardziej niz jakakolwiek z planet. Np. Eros zbliza sie niekiedy
na 0,12 jednostki. Jego paralaksa jest wtedy latwa do zmierzenia, bo jest on
obiektem praktycznie punktowym i jego polozenie na tle gwiazd (a wiec w nocy)
mozna okreslic bardzo dokladnie. Tak wlasnie wyznaczono odleglosc Erosa
w 1901 i 1931 r. - w metrach! No, a odleglosc Slonca? Z tym juz zaden problem.
Jak wspomnielismy, mechanika nieba podaje precyzyjnie stosunki wszelkich
odleglosci w Ukladzie Slonecznym, wiec wyznaczenie absolutnej odleglosci Erosa
jest wlasciwie równowazne wyznaczeniu odleglosci Slonca.

Obserwacje astronomiczne prowadzone pod ziemia - brzmi to jak kiepski zart.
A jednak jest nosnik informacji o Wszechswiecie, który naj korzystniej jest
rejestrowac wlasnie tam - sa to mianowicie neutrina. Czastki te, produkowane
w ogromnych ilosciach we wnetrzach gwiazd, sa niezwykle przenikliwe.
Wydostaja sie niemal swobodnie z wnetrza kazdej gwiazdy (a najblizsza jest
Slonce), przenikaja swobodnie przez cala Ziemie i jedynie dzieki swojej liczbie
moga zostac zaobserwowane. Fizycy bowiem stwierdzili, ze stosunkowo wysokie
jest prawdopodobienstwo zajscia reakcji

37CI + v -+ 37Ar + e .

Pierwsze eksperymenty wykorzystujace te reakcje wykonal Raymond Davis
w 1968 r. Gleboko w kopalni (by odizolowac urzadzenie od zaklócajacego
wplywu czastek promieniowania kosmicznego) zainstalowal cysterne
z czterochlorkiem wegla, która przez kilka tygodni poddana byla w ten sposób
dzialaniu jedynie neutrin slonecznych. Powstajacy w tej reakcji argon jest
nietrwaly, wiec po dluzszym czasie w cysternie ustala sie stan równowagi: tyle
samo w jednostce czasu atomów argonu powstaje co rozpada sie. Na podstawie
liczby atomów nietrwalego argonu, zawartych w cysternie, mozna ocenic
strumien neutrin. O subtelnosci tego eksperymentu swiadczy fakt, ze w cysternie
znajduje sie naraz nie wiecej niz 100 (slownie: sto!) atomów argonu i ze sa
sposoby ich policzenia.

Pózniej podobne obserwacje przeprowadzono z uzyciem galu, który w wyniku
reakcji z neutrinami (o innej energii) przechodzi w german. Obecnie astronomie
uprawia sie tez pod woda. Detektorem neutrin jest basen o scianach gesto
wylozonych fotopowielaczami zdolnymi rejestrowac kazdy blysk w wodzie.
Neutrino o dostatecznie wysokiej energii moze pewnemu elektronowi, obecnemu
w wodzie, przekazac taka energie, ze okreslona przez nia predkosc elektronu
bedzie wieksza od predkosci swiatla w wodzie. Elektron emituje wtedy
tzw. promieniowanie Czerenkowa i te wlasnie blyski rejestruja otaczajace basen
fotopowielacze. Takimi detektorami stwierdzono np. w 1987 r. przybycie neutrin
wyemitowanych przez supernowa w Wielkim Obloku Magellana.

Astronomia pod ZIemIa

Rozwiazanie zadania M 824.
Nie. Podobna wlasnosc ma osmioscian
foremny, czyli bryla wypukla
o wierzcholkach w srodkach scian

ustalonego szescianu.

A moze Czytelnicy znaja inne przyklady?

Rozwiazanie zadania F 462.
Obliczajac krytyczne B w temperaturze
cieklego helu otrzymujemy B = 0,67T.
Pole magnetyczne na powierzchni

. J1.o1 .
przewodnika B = -- Jest tym

2rrr
samym polem, które niszczy stan
nadprzewodnictwa. Stad

J1.o1r = -- = 3 mm.
2rrB

Rozwiazanie zadania M 823.
Ustalmy w przestrzeni taki kartezjaI\ski
uklad wspólrzednych, by wektor V, mial
druga i trzecia wspólrzedna równa zeru,
a pierwsza dodatnia (jedna z osi ukladu
ma ten sam zwrot i kierunek, co VI)'

Latwo zauwazyc, ze wówczas wektory
V2, V3, ... ) Vn musza miec pierwsza
wspólrzedna ujemna na mocy zalozeI\
zadania. Jezeli usuniemy z kazdego z nich
pierwsza wspólrzedna tworzac w ten
sposób n-l wektorów na plaszczyznie,
to iloczyny skalarne tych wektorów sie
zmniejsza, a wiec powstale wektory na
plaszczyznie beda nadal tworzyly katy
rozwarte. Zatem n-l::; 3 (dlaczego?),
wiec n ::; 4, co bylo do udowodnienia.

Rozwiazanie zadania F 461.
Zamieniajac jednostki otrzymujemy
E = 4,86.1017 J. Z zasady zachowania
energii mamy E = 1)omc2 , skad

E
m = -- = 24000 kg = 24 tony.

1)OC2

Dla porównania: w elektrowniach
weglowych trzeba spalic 3 miliony razy
wiecej wegla dla uzyskania tej samej ilosci
energll.
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Kamera Schmidta

T.K.

T.K.

Technika fotograficzna, choc tak dobrze opanowana i powszechnie stosowana,
jest do dzis nieco tajemnicza. Procesy fizykochemiczne, które sa odpowiedzialne
za powstanie obrazu, nie sa do konca poznane. Wiadomo, ze pod wplywem
swiatla czasteczki bromku srebra staja sie w pewnym stopniu mniej trwale
(tworzac tzw. obraz utajony), tak ze wywolywacz powoduje wytracenie sie
srebra (a wiec zaczernienie) w tych miejscach emulsji, na które padlo swiatlo,
a utrwalacz wyplukuje z emulsji nie naswietlony bromek srebra. Na tym
poziomie wtajemniczenia w sztuke fotografii nie ma problemów. Co wiecej,
znamy wiele "kuchennych" przepisów na otrzymywanie doskonalych zdjec, ale
z ich uzasadnieniem nawet specjalista mialby klopoty.
Zimno wszystko konserwuje, dlatego zrozumiale jest, ze klisze fotograficzne
nalezy równiez przechowywac w lodówce. Niska temperatura zapewnia
spowolnienie wszelkich procesów chemicznych, a wiec tez samorzutnego
rozpadania sie czasteczek bromku srebra. Okazalo sie jednak, ze wygrzewanie
klisz prowadzi do wyraznego zwiekszenia ich czulosci. Jest to proces dosc
klopotliwy. Mianowicie przeznaczona do uczulenia klisze utrzymuje sie
w temperaturze 50 - 70°C przez jeden do trzech dni w komorze prózniowej lub
wypelnionej obojetnym gazem (i, oczywiscie, swiatloszczelnej). Czulosc kliszy
wzrasta - jak sie wydaje - dzieki temu, ze prazenie usuwa z jej emulsji resztki
wody i tlenu. Klisza powinna byc uzyta jak najszybciej po takim przygotowaniu,
gdyz jej uczulona emulsja bedzie natychmiast chlonac tlen i wilgoc z atmosfery.
Praktyka pokazuje, ze nie kazdy typ kliszy reaguje na taki zabieg wzrostem
czulosci, kazdy natomiast reaguje spadkiem trwalosci, dlatego klisze uczulone
nie nadaj a sie do dalszego dlugotrwalego przechowywania. Tak czy inaczej,
z racji coraz powszechniejszego zastosowania pólprzewodnikowych urzadzen
elektronicznych, prazenie klisz jest chyba technika wymierajaca.

Prazona klisza

Optyka geometryczna dowodzi, ze kazdy, najbardziej nawet precyzyjny, uklad
optyczny tworzy obraz przedmiotu o jakosci spadajacej w miare wzrostu
odleglosci od osi optycznej ukladu. Np. lustro paraboloidalne, stanowiace
obiektyw wiekszosci teleskopów, skupia w punkcie jedynie wiazke swiatla
równolegla do jego osi. Z zastosowaniem dodatkowych korektorów mozna
uzyskac uzyteczne pole widzenia teleskopu rzedu kilkudziesieciu minut (rzadko
wiecej niz stopien). Ale naprawde duze pole widzenia ma teleskop pozbawiony
osi optycznej.

Takim genialnym wynalazkiem jest teleskop o specjalnym przeznaczeniu zwany
kamera Schmidta (1930). Obiektywem kamery jest lustro sferyczne, a wiec
nie majace osi optycznej! Wiazka swiatla (wpadajaca przez otwór mniejszy
od lustra - rysunek) zostalaby skupiona na powierzchni ogniskowej bez wzgledu
na kierunek, z jakiego przychodzi (w granicach okreslonych, oczywiscie, przez
rozmiary teleskopu), ale jednakowo zle wskutek aberracji sferycznej lustra.
Mozna jednak temu zaradzic umieszczajac w srodku krzywizny lustra szklana
plyte o tak dobranym ksztalcie, by równolegla wiazka swiatla stala sie lekko
rozbiezna. Promienie odleglejsze od osi wiazki skupiaja sie wtedy nieco dalej
od lustra, niz gdyby plyty nie bylo. W ten sposób plyta korekcyjna kompensuje
aberracje sferyczna lustra, a dzieki umieszczeniu w jego srodku krzywizny
sluzy jednakowo wszystkim wiazkom swiatla wpadajacym do teleskopu (fakt,
ze padaja one na plyte pod nieco róznymi katami, jest nieistotny). W rezultacie
kamera Schmidta tworzy dobry obraz obszaru nieba o rozmiarach kilku
stopni, majac zarazem duza swiatlosile. Dzieki temu kamera Schmidta stala
sie idealnym przyrzadem do wykonywania przegladów nieba czy masowego
fotografowania obiektów o niskiej jasnosci powierzchniowej, tj. mglawic
i galaktyk. Jak widac ze schematu kamery, jej powierzchnia ogniskowa jest
tez sferyczna. Klisza musi wiec byc wygieta, co zapewnia kaseta o stosownie
wyprofilowanym dnie. Wygiecie to jest jednak tak niewielkie, ze - jak dowodzi
praktyka - klisze nigdy nie pekaja.

Rozwiazanie zadania M 825.
Dla kazdego i = 1,2, ... ,n mamy
Xi < Xl + X2 + ... + In , a poniewaz
p - l > O, wiec

<-1 < (Xl + XO + ... + Xn)"-l

Mnozac te nierównosc stronami przez
Xi i sumujac wzgledem i = 1,2, ... l n l

a nastepnie wylaczajac przed nawias
wspólny czynnik (Xl + Xo + ... + Xn)"-l,

dostaniemy teze zadania.

lustro
sferyczne

plyta
korekcyjna

WIf§I!!/IIJIf/l!lff!lt~/I/lJlI!I!'/IA
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Zamek w drzwiach Woda plynaca do góry

M.K.
Jesli ktos nie wierzy, ze to dziala, moze przekona go modyfikacja

- spiralna rurka owinieta wokól osi urzadzenia,

Dlaczego rura jest sztywna?
Jesli powierzchnie w pewnym jej punkcie przetniemy
wszystkimi plaszczyznami zawierajacymi prosta
prostopadla do powierzchni w tym punkcie, to
wsród otrzymanych krzywych bedzie taka, która ma
krzywizne najwieksza i taka, która ma naj mniejsza.
Co wiecej, gdy krzywizny otrzymanych krzywych sa
rózne, to krzywe majace ekstremalne krzywizny sa
prostopadle. Gauss dowiódl (nazywa sie to theorema
egregium, czyli twierdzenie wspaniale), ze
przy zginaniu powierzchni bez zmiany dlugosci zadnej
krzywej na niej iloczyn ekstremalnych krzywizn równiez
nie ulega zmianie.
Jesli wiec jakas powierzchnia (np. rura) powstaje
z plaskiego materialu, to zawsze w kazdym punkcie
jedna z jej ekstremalnych krzywizn musi byc zero,
by iloczyn byl taki sam jak na plaszczyznie (gdzie
rozwazane krzywizny sa równe zeru). Zatem do zgiecia
rury (wygiecia tworzacej walca) potrzebne jest
rozciagniecie materialu, z którego jest ona wykonana.

M.K.

Ponoc rzeczywiscie wynalazkiem Archimedesa
jest sruba jego imienia. Matematyczna jej nazwa,
a wlasciwie nazwa jej idealizacji, brzmi helikoida
- jest to powierzchnia powstala przez równomierny
obrót prostej wokól ustalonej, prostopadlej do
niej osi i równoczesne jednostajne i prostoliniowe
przesuwanie sie tejze prostej wzdluz tej osi. Jesli
zamiast prostej wezmiemy odcinek przecinajacy os

w swoim srodku,
otrzymana
powierzchnie
wykonamy z blachy,
os z mocnego preta
i calosc umiescimy
w rurze, to otrzymane
urzadzenie bedzie

Tak to mniej wiecej wyglada. pompowalo wode·

Nalezy mianowicie ustawic os ukosnie i krecic korba
przymocowana do osi tak, jakby to byla maszynka
do miesa. Woda, która znajdzie sie wewnatrz
urzadzenia, bedzie po blasze stale splywala w dól
próbujac zrekompensowac podnoszacy ja do góry
obrót. Ale uda sie jej to nie w calej pelni i po pewnej
(jakiej?) liczbie obrotów wyleje sie góra. W taki
sposób ubodzy wiesniacy egipscy p'rzepompowuja
do dzis wode z nizszego do wyzszego kanalu
nawadniaj acego.

Tak wiec innych rozwiazan z uzyciem slizgajacych sie
po sobie krzywych w mechanice nie ma i nie bedzie.

M.K.

Zapewne wielu Czytelników Delty ma przy drzwiach
zamek typu podobnego do przedstawionego na
rysunku.

Zamek ten demonstruje zastosowania mechaniczne
wszystkich mozliwych krzywych, które slizgaja sie
po sobie. Sa to: prosta, okrag i linia srubowa.
Prosta reprezentuje rygiel wsuwajacy i wysuwajacy
sie z zamka. Okrag to obracanie sie zarówno klucza,
jak i galki pozwalajacej od wewnatrz zamknac
drzwi. Linia srubowa to sruby mocujace obudowe
zamka i ich nakretki (wkrety do drewna juz nie - one
specjalnie maja sie zaprzec w drewnie). Kazdy z nas
zna wszystkie te trzy sytuacje. Ale nie kazdy wie,
ze innych krzywych slizgajacych sie po sobie nie
ma. Jest to konsekwencja bardzo waznego rezultatu
geometrii rózniczkowej - twierdzenia Freneta-Serreta.
Dlatego uzycie w urzadzeniach mechanicznych
jakiejkolwiek innej ksztaltki wymaga zastosowania
sprezyn lub tp. sciskajacych przesuwajace sie po sobie
czesci.

Twierdzenie Freneta-Serreta mówi o krzywiznie
i skreceniu krzywej. Ujmujac rzecz jakosciowo:
krzywizna mierzy, jak bardzo krzywa w otoczeniu
danego punktu nie jest prosta, skrecenie zas - jak
bardzo nie jest plaska. Okazuje sie, ze
krzywizna i skrecenie wyznaczaja krzywa
z dokladnoscia do przemieszczenia.
To znaczy, ze jesli wiemy, jak zmieniaja sie krzywizna
i skrecenie wzdluz krzywej, to wiemy tez, jak ta
krzywa wyglada z dokladnoscia do izometrii nie
zmieniajacej orientacji.

Z twierdzenia tego rzeczywiscie bez trudu mozna
uzyskac istnienie jedynie trzech rodzajów krzywych
slizgajacych sie po sobie. Do tego bowiem, aby sie
mogly slizgac, musza byc w kazdym swoim punkcie
tak samo wykrzywione, a wiec tak samo nieplaskie
i tak samo nieproste.

Gdy krzywizna jest stale zero, to krzywa jest prosta
(to wynika juz nawet z naszej jakosciowej definicji)
- jest ona wtedy takze plaska. Gdy jest plaska
(skrecenie jest stale zero) i ma stala krzywizne,
to musi byc okregiem, poniewaz okrag spelnia te
warunki, a w mysl twierdzenia Freneta-Serreta
rozwiazanie jest tylko jedno, wiec innych niz okregi
rozwiazan w tym przypadku nie ma. Podobnie stale
i niezerowe krzywizna i skrecenie to wlasnosc linii
srubowej, a istnienie innych wykluczone jest przez
twierdzenie.
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Rozpowszechniony poglad, ze
sila tarcia przeciwstawia sie ruchowi
jest nieprecyzyjny i bez uzupelnienia go, np. przez
dodanie

... wzgledem siebie stykajacych sie powierzchni,
moze prowadzic do nadinterpretacyjnych
nieporozumien.
Oto przyklady sytuacji, gdzie sila tarcia jest tym
czynnikiem, który umozliwia wystapienie ruchu.

1. Chodzenie - sila tarcia powoduje, ze noga, na
której stoimy, nie przesuwa sie wzgledem podloza do
tylu, ale to my przesuwamy sie do przodu. Fatalne
efekty braku lub zmniejszenia tarcia obserwujemy
np. podczas gololedzi.

II. Ruch pojazdów kolowych z wlasnym
napedem (np. samochód) - sila tarcia pomiedzy
kolami a podlozem powoduje, ze kola toczac sie po
podlozu napedzaja pojazd, a nie tylko obracaja sie
wokól wlasnej osi. Zmniejszenie tarcia (np. bloto,
piasek) powoduje tzw. buksowanie - kola sie kreca,
a pojazd stoi (to samo mozna zaobserwowac, gdy
jesienia tramwaj jedzie po mokrym i pokrytym liscmi
torowisku) .
Cos na ten temat mozna znalezc w Delcie 1 z 1995 roku.

P.K.

III. Mechanika techniczna

a. Przekazywanie napedu za pomoca przekladni
pasowej:
- pasy plaskie, powszechnie stosowane w XIX wieku
(np. Ziemia obiecana), ale uzywane do dzis;
- pasy okragle (np. w "noznej" maszynie do szycia),
sila tarcia jest zwiekszana przez klinowanie sie pasa
w trapezowym rowku;
- pasy klinowe (samochody, pralki itp.), tym rózniace
sie od poprzednich, ze maja, zgodnie z nazwa, przekrój
trójkatny lub trapezowy.

b. Przenosniki tasmowe (Turoszów, Belchatów
itd.); tarcie tasmy o beben napedza tasme, tarcie
transportowanych elementów o tasme jest przyczyna
ich ruchu.

c. Sprzegla cierne (np. samochodowe, ale takze
sprzegla elektromagnetyczne w obrabiarkach,
automatyce itd.).

d. Sprzegla jednokierunkowe, tzw. wolne kolo
(np. w rowerze); tarcie przenosi naped tylko w jedna
strone dzieki ciernemu klinowaniu sie elementów
posrednich (rolki lub kulki) pomiedzy powierzchniami
sprzegla.

e. Przekladnie cierne rozmaitych typów o przelozeniu
stalym i zmiennym (tzw. wariatory, umozliwiajace
regulowanie przelozenia w bardzo szerokim zakresie,
lacznie ze zmiana kierunku obrotu walka przy
nie zmieniajacym sie napedzie). Znalezc je mozna
w nieslychanie wielu miejscach, choc przewaznie
takich, do których tzw. zwykly czlowiek nie zaglada;
bardziej znana moze byc oparta na wariatorze jedna
z konstrukcji automatycznej skrzyni biegów.

kule

stozki

pierscien

pierscien
zewnetrzny

pierscien
wewnetrzny

kule,
styk zewnetrzny

kula

walec, krazek •'--~
~ ,','

JL

- kule,
1 styk wewnetrzny

~L walec, krazek ~

~ / J l ". ~ ,

--- ~ -- .--,~--" -

t ' k J I.S oze ,

,'" krazki,
, r osie centryczne

j.Jl:. ,Jl~ __

stozki

"

~ij1 krazki,
.' ~ osie ekscentryczn

..l''<

\m l~''& "m=" Y
walec, krazek $: ---ih' il . krazki,

.. oSiecentryczne1r lrr

Tarcie - przyczyna ruchu

Przekladnie cierne o zmiennym przelozeniu (podana jest nazwa
elementów przestawianych, strzalkami jest oznaczony ich ruch).
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Kazde z tych zjawisk samo w sobie jest trudne do
modelowania, a polaczone razem stanowia powazne
(w zasadzie ciagle otwarte) wyzwanie, zarówno
w sferze doboru opisujacych je równan, jak i obliczen.
Warto dodac, ze równanie osrodków porowatych,
przydatne z punktu widzenia Wlochów do opisu
procesu parzenia kawy, Holendrom przydaje sie
do modelowania przesiakania wody przez waly
przeciwpowodziowe.

jedynie skutek kompresji pod wplywem cisnienia, lecz
glównie osadzania sie na filtrze drobnych czasteczek
oderwanych od struktury. Czasteczki te tworza cienka,
nader ciasno upakowana warstwe. Z tego powodu
uzycie wyzszego cisnienia niekoniecznie przyspiesza
proces filtracji (patrz rysunek). Do tego interesujacego
zjawiska dochodzi penetracja przez wrzatek suchego
jeszcze mialu, reakcje chemiczne zachodzace pod
wplywem temperatury (ok. 95°C) i powodujace
wyzwalanie sie substancji aromatycznych, oraz dyfuzja
w porowatej strukturze.

o parzeniu kawy

Parzenie kawy jest czynnoscia pozornie prosta. Jednak,
podobnie jak wspólistnieja obok siebie herbaty
popularne z torebek i szlachetne, wyrafinowane napary
herbat z Chin, Indii czy Japonii, tak istnieja metody
nadawania filizance kawy aromatu satysfakcjonujacego
najbardziej nawet wyrafinowane podniebienie.
Najczesciej uzywa sie w tym celu cisnieniowego
ekspresu. Poniewaz poszukiwania metody
otrzymywania naj pelniejszego aromatu bynajmniej
nie ustaly, a badania eksperymentalne w tej dziedzinie
wyczerpaly juz swój potencjal, pojawil sie pomysl
opracowania modeli matematycznych procesów
zachodzacych podczas parzenia kawy. Modele
takie dalyby mozliwosc poszukiwania optymalnych
parametrów parzenia za pomoca przeprowadzanych na
ich podstawie komputerowych symulacji, a wiec bez
tak duzych nakladów, jak rzeczywiste eksperymenty.

Tu znowu okazuje sie, ze sprawa nie jest calkiem
prosta. O jakosci decyduje proporcja ilosci plynu
do zawartych w nim substancji aromatycznych. Ta
z kolei zalezy od szybkosci przeplywu, okreslanej
przez cisnienie p i przepuszczalnosc warstwy
kawy. O ile jednak cisnienie w ekspresie jest
stale, przepuszczalnosc szybko maleje, powodujac
ustabilizowanie sie przeplywu q na (nizszym od
poczatkowego) poziomie qoo. Co ciekawe, nie jest to

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 823. W przestrzeni trójwymiarowej dane sa takie niezerowe wektory VI, V2, .•• , Vn,

ze kazde dwa z nich tworza kat rozwarty. Udowodnic, ze n :::;4.
Rozwiazanie na str. 8

Zadanie zaproponowal p. Michal Wojciechowski.

M 824. Czy z faktu, ze pewne trzy prostopadle przekroje wypuklego wieloscianu
majacego srodek symetrii sa kwadratami, wynika, ze wieloscian ten jest szescianem?
Rozwiazanie na str. 8

M 825. Udowodnic, ze jesli p > 1, a liczby Xl, X2, ..• , Xn sa dodatnie, to

xi + X~ + ... + X~ :::; (Xl + X2 + ... + Xn)P •

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 461. W Polsce roczne zuzycie energii elektrycznej wynosi E = 135 TWh
(terawatogodzin). Oszacowac, ile uranu potrzeba byloby do wyprodukowania
takiej ilosci energii, gdyby elektrownie weglowe zastapic calkowicie elektrowniami
atomowymi. Wiadomo, ze podczas rozszczepienia 10= 0,089% masy spoczynkowej uranu
zostaje zamienione na energie cieplna. Sprawnosc elektrowni atomowych wynosi okolo
T/ = 25%
Rozwiazanie na str. 8

które niszczy stan nadprzewodnictwa, zalezy od temperatury:

Dla niobu Bo = 0,85 T.
Rozwiazanie na str. 8

F 462. Przewód wykonano z niobu, który jest nadprzewodnikiem w temperaturze
ponizej Tk = 9,25 K. Obliczyc minimalny promien przewodu, którym mozna przesylac
prad 1= 104 A w temperaturze cieklego helu T = 4,2 K. Krytyczne pole magnetyczne,

B = Bo [1 - (~ r].
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Ksztalty z Clem

Problem odtwarzania ksztaltu z zacienienia lub

tez problem SFS, od angielskiego shape from

shading, mozna sformulowac jako pytanie: Jak
odtworzyc ksztalt gladkiej powierzchni na podstawie
bialo-czarnego zdjecia tej powierzchni? Zmieniajaca
sie od punktu do punktu intensywnosc obrazu
na zdjeciu nosi miano zacienienia. Problem SFS
pojawil sie w latach piecdziesiatych biezacego
stulecia w fotoklinometrii jako zagadnienie
wyznaczania ze zdjec topografii Ksiezyca. W polowie
lat siedemdziesiatych problem SFS znalazl sie
w centrum zainteresowania specjalistów od wizji

komputerowej próbujacych wyposazyc roboty
w zdolnosc odtwarzania trójwymiarowej sceny zdarzen
z dwuwymiarowych zdjec na potrzeby swobodnego

poruszania sie po scenie, jak technicznie okresla
sie obserwowana czesc przestrzeni. W polowie lat
osiemdziesiatych wariant problemu SFS pojawil sie
w radaroklinometrii jako zagadnienie interpretacji
obrazów uzyskanych za pomoca radarów.

Podstawa do rozwazania problemu SFS jest
okreslenie zwiazku miedzy ksztaltem powierzchni
i zacienieniem. Zwiazek ten okresla równanie

irradiancji obrazu. Irradiancja obrazu jest
technicznym okresleniem intensywnosci obrazu.
Terminem pokrewnym jest radiancja sceny, czyli

intensywnosc wypromieniowywania przez scene
swiatla. Irradiancja obrazu jest proporcjonalna do
radiancji sceny, ze wspólczynnikiem proporcjonalnosci

nie przekraczajacym 1.

Aby problem SFS byl efektywnie rozwiazalny,

trzeba - jak sie okazuje - przyjac pewne zalozenia
upraszczajace. Fundamentalne zalozenie glosi,
ze obserwowana powierzchnia jest gladka. Ponadto
przyjmuje sie, ze powierzchnia nie zaslania sama
siebie, a takze, iz swiatlo wielokrotnie odbite od

powierzchni wnosi pomijalny wklad w obraz. Na
ogól zaklada sie tez, ze zródlo swiatla i urzadzenie,
w którym powstaje obraz, znajduja sie w duzej

odleglosci od obserwowanej powierzchni. Przy
tym ostatnim zalozeniu mozna uwazac, ze obraz

powierzchni jest efektem padania równoleglej wiazki
promieni, z których kazdy jest prostopadly do
plaszczyzny obrazu. Co wiecej, zacienienie pochodzace
od malego plata powierzchni zalezy wówczas wylacznie
od orientacji tego plata w przestrzeni, a nie od
bezwzglednej pozycji powierzchni w przestrzeni.
Powyzsze zalozenie jest w praktyce spelnione,
o ile - przykladowo - zródlem swiatla jest Slonce,
urzadzeniem, w którym powstaje obraz, jest aparat
fotograficzny zainstalowany na pokladzie lecacego
wysoko nad Ziemia samolotu, a obserwowana

powierzchnia jest fragment powierzchni Ziemi.
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Ustalmy w przestrzeni kartezjanski. uklad

wspólrzednych tak, aby osie x i y znajdowaly sie

w plaszczyznie obrazu. Oznaczmy przez u(x, y)

wysokosc powierzchni nad plaszczyzna obrazu
w punkcie (x, y). Kazdy punkt powierzchni ma zatem

postac (x, y, u(x, y)), a obrazem punktu (x, y, u(x, y))
jest punkt (x, y). Przy przedstawionych powyzej
zalozeniach upraszczajacych równanie irradiancji
obrazu przyjmuje postac

(au au )E(x,y) = R x,y, ax(x,y), ay(x,y),l,p(x,y)

gdzie E(x, y) jest irradiancja obrazu w punkcie

(x, y), R jest tak zwana funkcja refiektywnosci, l jest
wektorem jednostkowym okreslajacym kierunek zródla

swiatla, a p(x, y) jest wewnetrzna reflektywnoscia
powierzchni, czyli albedo w punkcie (x, y, u(x, y)).

Pochodne czastkowe (aujax)(x, y) i (aujay)(x, y)

jednoznacznie wyznaczaja wektor normalny do

powierzchni w punkcie (x, y, u(x, y)) dany wzorem

v . (au au )n = r;;!' gdzIe v = - ax (x, y), - ay (x, y), 1

Wektor ten okresla orientacje w przestrzeni
plaszczyzny stycznej do powierzchni w punkcie

(x, y, u(x, y)). Plaszczyzna ta ograniczona do malego

otoczenia punktu (x, y, u(x, y)) w dobrym przyblizeniu
pokrywa sie z platem powierzchni zawartym w tym
otoczeniu. W efekcie mozna przyjac, ze pochodne

(aujax)(x, y) i (aujay)(x, y) wyznaczaja orientacje

malego plata powierzchni wokól (x, y, u(x, y)). Przy
z góry zadanych R, l i p(x, y), równanie irradiancji
obrazu wyznacza wszelkie dopuszczalne orientacje

plata prowadzace do obrazu o jasnosci E(x, y)

w punkcie (x, y).

Jako warunek na u( x, y), równanie irradiancji obrazu

jest równaniem rózniczkowym czastkowym pierwszego
rzedu o dwóch zmiennych niezaleznych. Jak sie
okazuje, przy ustalonych R, l i p, równanie takie ma

na ogól - dla dowolnej (nieujemnej) irradiancji E
- nieskonczenie wiele rozwiazan lokalnych okreslonych
we fragmencie dziedziny obrazu. Moze tez istniec
wiele rozwiazan globalnych, okreslonych na calej

dziedzinie obrazu, a moze tez i nie byc zadnego
rozwiazania globalnego. Dla jednoznacznosci okreslenia
rozwiazanie globalne musi spelniac dodatkowe

warunki brzegowe. Wyznaczanie rozwiazan globalnych,
spelniajacych rozmaite warunki brzegowe, okazuje
sie byc problemem ciekawym matematycznie, który
w przeciagu ostatnich kilkunastu lat byl i nadal jest
przedmiotem intensywnych badan.

Wojciech CHOJNACK!



M.K.

Takie postawienie sprawy pozwolilo na badanie
równiez krysztalów, których nie ma: jedno- czy
dwuwymiarowych. Podstawowym pytaniem bylo: ile

jest róinych rodzajów krysztalów? Wobec tego trzeba
bylo odpowiedziec na pytanie, kiedy dwa krysztaly
sa tego samego rodzaju. Uznano, ze wtedy, gdy
reprezentuja ten sam rytm, czyli odpowiada im ta
sama grupa.

XIX-wieczni badacze predko odkryli, ze istnieje

cos realnego, odpowiadajacego dwuwymiarowym
krysztalom - mianowicie arabeski, czyli sposób
zdobienia palaców i swiatyn przez ortodoksyjnych
muzulmanów, którym religia zakazywala czynic obrazy
zywych stworzen. W najwspanialszym z palaców
muzulmanskich zachowanych w Hiszpanii znaleziono
arabeski reprezentujace az 16 rodzajów. Bylo to
tak duzo, ze wielu myslalo, iz to juz wszystkie
dwuwymiarowe krysztaly. Okazalo sie jednak, ze nie.
W 1890 roku Fiodorow (geolog) w czasopismie
geologicznym opublikowal dowód, ze dwuwymiarowych
krysztalów jest dokladnie 17 rodzajów. I wtedy juz
poszlo szybko równiez z najbardziej interesujacymi,
trójwymiarowymi krysztalami. Okazalo sie, ze jest ich
230 rodzajów.

Uporawszy sie z matematyczna strona zagadnienia
powrócono do jej fizycznych zródel. I wtedy
stwierdzono, ze rzeczywistych krysztalów jest znacznie
mniej - zaledwie 32 rodzaje. Czyli przyroda nie
realizuje wszystkich teoretycznych mozliwosci. Nie

koniec na tym - przyroda realizuje (choc trzeba
przyznac, ze wyjatkowo niechetnie, czyli rzadko)
równiez takie krysztaly, które z matematycznego
punktu widzenia krysztalami nie sa. Pierwszy taki
krysztal odkryl w 1982 roku Daniel Shechtman (Haifa,
Izarael) pracujacy goscinnie w National Bureau of

Standards w Maryland (USA). Krysztal taki zdarza
sie w stopie glinu z manganem AI6Mn. Tego rodzaju
krysztaly moga równiez wypelniac przestrzen, ale
nie rytmicznie. Fizycy (np. Linus Pauling) dlugo nie
mogli pogodzic sie z taka rozbieznoscia miedzy fizyka
a matematyka, ale fakty okazaly sie nieublagane.
N a pocieche mozna sobie powiedziec, ze takie

nibykrysztaly sa male (2 p,m) i nietrwale (wystarczy
podgrzac je do 400°C, aby staly sie zwyklymi,
przyzwoi tymi krysztalami).

Z niewiadomych powodów fizycy zawsze zakladali, ze krysztal, czyli forma,
w jakiej istnieja ciala stale, ma bardzo regularne wlasnosci geometryczne:
krysztaly danej substancji moga w sposób rytmiczny wypelnic przestrzen bez
zadnych luk. Wystepujace w tym okresleniu nietypowe slowo rytmicznie nalezalo

rozumiec w ten sposób, ze istnieje grupa przeksztalcen o tej wlasnosci, iz obrazy
pojedynczego krysztalka we wszystkich przeksztalceniach grupy wypelniaja
przestrzen, natomiast obrazy w dwóch róznych przeksztalceniach moga miec
wspólny co najwyzej brzeg.

Grupa przeksztalcen to taki ich niepusty zbiór, w którym
wraz z kazdymi dwoma przeksztalceniami jest ich zlozenie
i przeksztalcenia do nich odwrotne.

Krysztaly i arabeski

Ten rytm jest w krystalografii
nazywany pl,

ten pg, a tu wcale nie ma rytmu,

ten nazywa sie p2, a ten p4.

Na którym z rysunków wystapil Jak ulozyc rytmiczna posadzke
juz ten rytm? z takich kafelków?
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Skala decybelowa - logarytmiczna skala
stosunku dwóch wartosci energii lub
mocy (takze wyrazanej za pomoca
cisnienia akustycznego lub np. pradu
czy napiecia w elektrotechnice). Jedna
wartosc wyrazanej wielkosci uznaje sie
za wartosc odniesienia, zwana wartoscia
progowa·

Bel, B - pozaukladowa bezwymiarowa
jednostka logarytmiczna np. poziomu
cisnienia akustycznego; 1 B odpowiada
cisnieniu p spelniajacemu warunek
2logplPo = 1, gdzie Po = 2 . 10-5 N/m2

jest progiem slyszalnosci odpowiadajacym
natezeniu dzwieku 10-16 WIcm2 przy
czestotliwosci 1 kHz. W praktyce uzywa
sie jednostki dziesiec razy mniejszej
- decybela 1 dB = 0,1 B. Nazwe przyjeto
dla upamietnienia Alexandra Grahama
Bella (1847-1922), amerykanskiego fizyka
i fizjologa, wynalazcy telefonu.

Zwiazek miedzy wielkosciami
gwiazdowymi M (tzw. magnitudo)
a jasnosciami I dwóch gwiazd wyraza
sie wzorem M1 - M2 = -2,5IoghII2,

czyli róznica pieciu wielkosci gwiazdowych
odpowiada stukrotnemu stosunkowi
jasnosci.

o czego sluzy logarytm?

- No jak to do czego!? Do rozwiazywania równan logarytmicznych.
- A te równania to po CO?
- No jak to po co!? Zeby zastosowac logarytm.

Powyzszy sad uzyskalby bezwzgledna wiekszosc glosów w dowolnym parlamencie
(oprócz tych, w których nikt w ogóle nie wiedzialby, o co chodzi). Moze
tylko jakis inzynier sposród seniorów zglosilby poprawke o odwolanie
sie do suwaka logarytmicznego w preambule do Ustawy o Logarytmie.
Inicjatywa oparcia sie na tym najbardziej humanitarnym przyrzadzie do
liczenia (który - w odróznieniu od kalkulatorów - uzmyslawia np. dlaczego
statek przeplywajacy 279 mil w ciagu doby porusza sie z predkoscia
12 wezlów, a nie 11,625 wezla) mialaby moze jakies szanse. Niestety, poprawki
matematyczno-fizycznej mniejszosci, zmierzajace do uznania publicznej
uzytecznosci logarytmu wyrazajacej sie mozliwoscia sprowadzania mnozenia
do dodawania, dzielenia do odejmowania, potegowania do mnozenia, a wiec
w szczególnosci zamiany postepu geometrycznego na arytmetyczny, zostalyby
odrzucone (nikt nie chcialby wziac odpowiedzialnosci za zmniejszanie tempa
postepu).

Nie wszystko jednak byloby stracone. Niespodziewanie bowiem logarytm (oprócz
niewygodnej mantysy) ma cenna ceche. Mianowicie - uwaga - logarytm jest
e-k-o--l-o-g-i-c-z-n-y!

Panie Marszalku, Wysoka Izbo! Po pierwsze: wobec tozsamosci
loga x = loge xl loge a dowolny logarytm jest kombinacja logarytmów
naturalnych. Ale to dopiero poczatek. Najwazniejsze jest to, ze logarytm walczy
z halasem, a pozwalajac widziec w ciemnosciach oszczedza energie, czym
przyczynia sie do ochrony srodowiska naturalnego czlowieka.

Walka z halasem odbywa sie przy pomocy, przepraszam za wyrazenie, imbecyli,
tzn. chcialem powiedziec: decybeli, na mocy prawa (Webera-Fechnera). Glosi
ono, ze przyrost wrazenia jest proporcjonalny do logarytmu stosunku energii
bodzców.

Tylko dzieki temu jeszcze nie calkiem ogluchlismy w naszym halasliwym swiecie.

Przejdzmy teraz do widzenia w ciemnosciach. W pogodna bezksiezycowa noc
nawet nieuzbrojonym okiem widzimy tysiace gwiazd. Juz w starozytnosci
starano sie uporzadkowac je wedlug malejacej jasnosci. Powstala
szesciostopniowa skala obejmujaca wszystkie widoczne na niebie gwiazdy, od
najjasniejszych, którym przypisano pierwsza wielkosc gwiazdowa, do ledwie
widocznych - szóstej wielkosci. Kiedy w XIX wieku podjeto trud ilosciowego
ujecia tej wczesniej jedynie jakosciowej skali, okazalo sie, ze z bardzo dobrym
przyblizeniem jest ona logarytmiczna.

Okazuje sie, ze dzieki logarytmowaniu sygnalu optycznego przez nasz zmysl
wzroku potrafimy obserwowac obiekty o intensywnosci rózniacej sie okolo bilion
razy.

Panie Marszalku, Wysoka Izbo! W ostatnich slowach mojej wypowiedzi pragne
zaapelowac o rozwage. Jezeli nie chcemy byc glusi i slepi, to szanujmy logarytm
naturalny. Postuluje objecie go ochrona gatunkowa, szczególnie w okresie
rozmnazania. Dziekuje za uwage.

P.Z.
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Patrz w niebo

Srednia gestosc Ziemi wynosi 5,5 g/cm3, a gestosc
centralna (tj. w srodku) 18 w tych samych
jednostkach. U planet typu Ziemi jest dosc podobnie,
planety olbrzymie zas wykazuja wiekszy kontrast
gestosci - srednia gestosc jest wyraznie mniejsza,
a centralna niewiele sie rózni od ziemskiej. Slonce,
przecietna gwiazda ciagu glównego, jest obiektem
jeszcze bardziej niejednorodnym: gestosc srednia
wynosi 1,4, a centralna 158.

Z biegiem czasu gwiazdy ciagu glównego zuzywaja
wodór, naj intensywniej w centrum, gdzie gestosc
i temperatura sa najwyzsze. Powstaje tam helowe
jadro, które - jesli masa gwiazdy jest dostatecznie
duza - moze zostac tak scisniete, ze hel "zapali sie"
i zaczna powstawac nastepne ciezsze pierwiastki.
Sama gwiazda przy tym puchnie stajac sie czerwonym
olbrzymem. Ewolucja prowadzi wiec do powstania
obiektu jeszcze bardziej niejednorodnego: srednia
gestosc spada, a centralna rosnie. W centrum
czerwonego olbrzyma tworzy sie bialy karzel o gestosci
105-107, który zostaje odsloniety, gdy rozdeta otoczka
gwiazdy zostanie odrzucona np. jako mglawica
planetarna.

Czy sa do pomyslenia obiekty jeszcze bardziej
niejednorodne, a konkretnie: czy w centrum normalnej
skadinad gwiazdy moze pojawic sie gwiazda
neutronowa (gestosc rzedu 1015)? Chyba tak, tylko
ze takie supergeste jadro nie powstanie tam droga
stopniowej ewolucji, lecz musialoby sie zjawic tam

Pazdziernik

z zewnatrz. Mozliwosci takie zaproponowali juz
dosc dawno Kip Thorne i AIlna Zytkow z California
Institute of Technology (A.Z: obecnie w Cambridge
UK) oraz ostatnio Peter Leonard z Los Alamos
National Laboratory. Nawiasem mówiac, Anna Zytkow
to absolwentka astronomii UW, a rozwazane przez
nich wszystkich obiekty znane sa pod kryptonimem
TZO, tj. Thorne-Zytkow Objects. Tak wiec
zaproponowano trzy mechanizmy powstania TZO.
Po pierwsze, w gestej gromadzie gwiazdowej samotna
gwiazda neutronowa moze zwyczajnie zderzyc sie
z czerwonym olbrzymem i ugrzeznac w nim. Po drugie,
jezeli gwiazda neutronowa i zwyczajna tworza ciasny
uklad podwójny, to zwyczajna ewoluujac do stadium
czerwonego olbrzyma moze swoja towarzyszke ogarnac.
Wreszcie, jezeli uklad podwójny tworza dwie normalne
gwiazdy i jedna z nich wybucha jako supernowa,
to utworzona w wybuchu gwiazda neutronowa moze
- wskutek asymetrii eksplozji - zostac "wstrzelona" do
towarzyszki. W kazdej sytuacji pojawienie sie goracego
"ciala obcego" w centrum czerwonego olbrzyma musi
zaklócic jego normalne zycie - przede wszystkim
wzrosnie jego centralna temperatura, nasili sie
produkcja ciezkich pierwiastków, co powinno przejawic
sie w widmie gwiazdy. Jednak obiekt taki dlugo zyc
nie powinien, gdyz albo wskutek na.dmiaru mocy jadra
jego warstwy zewnetrzne zostana rozdmuchane, albo
wskutek zwiekszonej grawitacji jadra zapadna sie.
Znalezienie gwiazdy na etapie TZO moze wiec byc
nielatwe, a dopóki do tego nie dojdzie, obiekty TZO
pozostana w sferze hipotez.

Tomasz KWAST

Gdy na godzine lub dwie przed pólnoca zwrócic sie w kierunku poludnia, to
na wysokosci 38° (w kazdym razie dla Warszawy, a w ogólnosci na wysokosci
90° minus szerokosc geograficzna) bedzie sie mialo punkt równonocy wiosennej,
czyli punkt Barana. Niestety, w poblizu tego bardzo waznego punktu nieba nie
lezy zadna jasna gwiazda (jak Gwiazda Polarna w poblizu bieguna). Jest jeszcze
gorzej, mianowicie jezeli ktos nawet zlokalizuje na niebie bardzo niepozorny
gwiazdozbiór Barana, to sie oszuka, bo punkt Barana lezy teraz w gwiazdozbiorze
Ryb (tez zreszta malo wybitnym). Przyczyna tego balaganu jest precesja,
zjawisko polegajace na zataczaniu sie osi ziemskiej wokól osi ekliptyki, tak jak os
baka zatacza sie wokól kierunku pionowego. Kiedy w Starozytnosci wprowadzono
pojecie punktów równonocy, to ten wiosenny rzeczywiscie lezal w gwiazdozbiorze
Barana. Precesja jest zjawiskiem malo rzucajacym sie w oczy, punkt Barana
wedruje po ekliptyce w tempie niecalej minuty luku na rok, ale to wystarczylo,
by w ciagu 2000 lat przesunal sie o caly gwiazdozbiór. A nazwa pozostala.

W pazdzierniku opozycje ma Saturn (10 X), tzn. znajduje sie po przeciwnej
stronie nieba niz Slonce i widac go przez cala noc. Jowisz jest w Koziorozcu
i widac go w pierwszej polowie nocy. Wenus i Marsa (w Wezowniku) nie widac.

Ksiezyc zakryje 15 X Saturna, a 19 X Aldebarana, ale w Polsce w obu
przypadkach bedzie wtedy dzien. Pelnia Ksiezyca wypada 16 X. Z meteorów
mozna próbowac obserwowac Giacobinidy (to od nazwiska odkrywcy komety)
9 X, Orionidy 15-26 X a pod koniec miesiaca zaczna sie Taurydy.

T. K.

16

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen
rozwiazan zadan

335 (WT=1,27) i 336 (WT=1,74)
z numeru 2/1997

Toma.sz Wietecha. - Ta.rnów 44,82
Jerzy Witkowski - Ra.dlin 42,15
Krzysztof Za.piaek - Warsza.wa. 41,22
Ja.rosla.w La.zuka. - Wa.rsZ&wa. 40,79
Ma.rcin K&lIpeuki - Wa.rszawa. 39,78

Pa.n Wietecha. pokonal byl
czterdziestoczteropunktowy limit juz
dwukrotnie; w trzeciej zas rundzie zebral
42,33 p. i z takim stanem przed przeszlo
dwu laty rozsta.l sie z lig'l. Cieszymy sie,
ze nie na. sta.le - bo oto przyslane po tej
przerwie kolejne rozwiaza.nia. da.ly trzeci'l
"gwia.zdke" i a.wa.ns do grona Weteranów
Klubu 44 M.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen
rozwiazan zadan

235 (WT=1,15) i 236 (WT=3,18)
z numeru 3/1997

Przemyslaw Ga.dzinski - Sroda. S1t-ska. 36,12
Ja.roslaw Lazuka. - Warszawa. 15,28
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 14,25



Redaguje Marcin E. KUCZMA

o sumie 8 < (3. Przyjmijmy bn = ~ dla
a,~ a~~ an+1

11.=0

n = 0,1,2, ... tak wiec 1 = bo ~ h ~ b2 ~ ..• , i wobec tego
00 2 00 2

""' bn 1 ""' an+1 1 ( 1 ) 1 ( 1 )a::; ~ bn+1 = ~ ~ an+2 = ~ 8 - ~ < al (3 - ~ .n=O n=O

Otrzymana nierównosc, przepisana w równowaznej formie

(~ _ ~) 2 + a _ (32 < O,al 2 4

pokazuje, ze 4a < {32. Skoro {3jest dowolnie wybrana liczba
wieksza od a, mozemy przejsc do granicy ((3 -.. a+),
otrzymujac: 4a ::; a2• A poniewaz a > O, zatem a ~ 4.
Na poczatku stwierdzilismy, ze a ::; 4. Wniosek: kres dolny,
o który chodzi w zadaniu, jest równy 4.

Zadania z matematyki nr 347, 348

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 35/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

44--,•
Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 1997

Klub 44

347. Funkcje f i g (o wartosciach rzeczywistych) sa ciagle w przedziale (O; l)
i rózniczkowalne w punktach wewnetrznych tego przedzialu. Dowiesc, ze dla pewnej
pary liczb x, y E (O; l) jest spelniona nierównosc (f(x) + g(y) + 4xy)2 2: 1.

348. Niech n bedzie liczba naturalna. Obliczyc, ile jest liczb (6n)-cyfrowych
podzielnych przez 7, o wszystkich cyfrach nieparzystych (zapis dziesietny).
Zadanie 348 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Rozwiaz.ania zad?-,n z m~tematyki z numeru 6/1997 344. Obliczyc kres dolny zbioru liczb bedacych sumami szeregów
Przypommamy tresc zadan: postaci
343. Niech (g(n): n = 1,2,3, ... ) bedzie rosnacym ciagiem =

wszystkich dodatnich liczb calkowitych, które nie sa kwadratami ""' a; d . _ 1 > O dl _ 2 3liczb calkowitych. Dla liczby rzeczywistej x oznaczmy przez r(x) ~ an+l l g Zle ao - l an-l _ an > a n_l) ) ,.
jedyna liczbe calkowita lezaca w przedziale (x - l; x + l ).Dowiesc, n=O

ze gen) = n + r(,Jn) dla n = 1,2,3,.

343. Ustalmy n ~ 1 i przyjmijmy: m = g(n), k = m-n.
W zbiorze {l,2, ... ,m} jest n liczb nie bedacych kwadratami;
jest wiec k liczb bedacych kwadratami, a najwieksza
z nich jest k2. Liczba m nie jest kwadratem, i wobec tego
k2 < m < (k + 1)2, czyli k2 + 1 ::; m ::; k2 + 2k. Zatem liczba
n = m - k spelnia dwustronne oszacowanie

(k - t)2 < k2 - k + 1::;n ::; k2 + k < (k + t)2.
To znaczy, ze k = r(y'n), i na mocy okreslenia liczb m, k
mamy teze zadania.

344. Dla ciagu an = 2-n rozwazana suma ma wartosc 4. Zatem
kres dolny zbioru wartosci badanych sum jest liczba a ::; 4.
Poczatkowy wyraz kazdego z rozwazanych szeregów jest
liczba ~ 1. Zatem a ~ 1.
Wezmy dowolna liczbe (3 > a. Istnieje dla niej ciag liczb
dodatnich 1 = ao ~ al ~ a2 ~ ... wyznaczajacy szereg

Zadania z fizyki nr 244, 245 Redaguje Jerzy B. BROJAN
A

B
c

E

244. Zródlo dzwieku harmonicznego o stalej czestotliwosci fa spada pionowo
z przyspieszeniem g = 9,8 m/s2 i w chwili to mija z predkoscia Vo nieruchomy
mikrofon, który o t = 5 s wczesniej odebral dzwiek o czestotliwosci f1 = 1200 Hz,
a o t pózniej (w chwili "symetrycznej" wzgledem to) odebral dzwiek o czestotliwosci
h = 800 Hz. Obliczyc fa i Vo· Predkosc dzwieku w powietrzu jest równa c = 340 m/s.

245. W przedstawionym obwodzie zaróweczki sa jednakowe. Jak zareaguja (i czy
zareaguja) na zamkniecie klucza?

Rozwiazanie zadania z fizyki z numeru 6/1997
Przypominamy tresc zadania:
241. Szesc jednakowych pretów polaczono przegubowo tworzac
szkielet czworoscianu, który postawiono na gladkiej poziomej plycie.
O ile przesunie sie górny wierzcholek czworoscianu pod wplywem
sily F skierowanej w dól, jesli stala sprezystosci (stosunek sily
do wydluzenia lub skrócenia) jest dla kazdego z pretów równa k?
Pominac sile ciezkosci i zalozyc, ze deformacja czworoscianu jest
niewielka.

241. Wprowadzmy kat a miedzy wysokoscia czworoscianu

a jego krawedzia boczna; zatem cos a = yfi73, sin a = V1f3.
Wyznaczamy sile F1 sciskajaca kazdy z trzech gómych pretów:

F FF1=---=-.
3cos a y'6

Pozioma skladowa tej sily jest równa F1 sin a, a stad sila
rozciagajaca kazdy z trzech dolnych pretów wynosi

F2 = F1 sina = ~.
V3 3y'6

W wyniku dzialania sily F1 kazdy z gómych pretów ulega
skróceniu o .6.11= Fd k, a w nastepstwie tego górny wierzcholek
czworoscianu przesuwa sie w dól o .6.Y1 = .6.h/ cos a. Wynikiem
dzialania sily F2 jest wydluzenie kazdego z dolnych pretów
o .6.12= F2 / k, czyli kazdy z wierzcholków podstawy oddali
sie od srodka 0.6.8 = .6.12/V3; z kolei pociagnie to za soba
obnizenie górnego wierzcholka o .6.Y2= .6.8 tg a. Szukane
przesuniecie górnego wierzcholka .6.y jest suma .6.Y1 i .6.Y2, a po

podstawieniach otrzymujemy sF.6.y=­
9k
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