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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
Jjednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zt 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Whplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1997 r. wynosi 7 zt 50 gr.

3. Whplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
~Ruch” 5.A. wladciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastgpuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sig
poczty zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje ,RUCH" S.A. Oddzial Krajowe] Dystrybucji Prasy w PBK S A.
XIIT Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedziatku do piatku w godz. 8°% — 14°9.
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, ktdrej koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 IIT 20 11 na II kwartal,
5VI 20V na III kwartal,
5IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowsg, przyjmowane od oséb zamieszkalych za granica,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdéwienia lub wptlaty na 30 dni przed terminem realizac)i.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH"” 5. A.

Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71

wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17 wewn. 2366,

Cena 1 egzemplarza 2 z 50 gr

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakcji osobidcie lub korespondencyjnie,



Historia pewnej matury
Rafat KOYODZIEJ

Pewnego razu w pewnej szkole pewien uczen pisal prace maturalna z 1054 roku

z matematyki. Poniewaz nie rozwiazal zadnego zadania, wydawaé by | Barbara MOCHEJSKA
sie moglo, ze mature obleje. Na szezecie w brudnopisie znalaz! sie
szlfic roz?viqzania!. zadan.ia. Z geometl‘i.i. Tl'udno.by}o go c.)cenié,. g,:dyﬁ jednym z najbardziej spektakularnych
opieral sie na twierdzeniu, ktérego nie znal ani nauczyciel, ani jego zjawisk obserwowanych na niebie.

blizsi 1 dalsi znajomi. W miejscu, w ktérym przedtem

nie dostrzegano zadnego obiektu,
pojawia sie niespodziewanie ,nowa”,
bardzo jasna gwiazda, ktéra moze byé
widoczna nawet w dziefi. Stopniowo
gwiazda traci na jasnosci, aby po kilku
latach z powrotem stac sie niewidoczna.

Supernowa

Wybuch gwiazdy supernowej jest

Twierdzenie 1.
Na tréjkacie ABC' opiszmy trdjkat A’B'C’, a na nim z kolei
taki trajkat A” B"C" (kolejnosé wierzcholkow jak na rys. 1), aby
odpowiednie boki trajkgta A" B"C" byly réwnolegle do bokow
trajkgta ABC. Wiowczas zachodzi rownosé

CAJ' CJ’B."

Podczas ostatnich dwéch tysiecy lat
pojawienie si¢ supernowych zostato
zauwazone i odnotowane kilkakrotnie.
Na podstawie pozostalosci, ktérym

to mianem okresla sie mglawice
powstate w wyniku wybuchu gwiazdy,
potwierdzono szesé takich eksplozji,

w latach 185, 393, 1006, 1054, 1572

1 1604. Supernowa z 1572 r. zostala
opisana przez Tychona Brahego. Jemu
zawdzieczamy pomiary jej polozenia

1 krzywa zmian blasku. Ostatnia
supernowa, obserwowana miedzy
innymi przez Keplera, wybuchta na
kilka lat przed wynalezieniem teleskopu.
Rys. 1 Od tego czasu nie obserwowano

juz zadnej supernowej] w naszej
Galaktyce — supernowa z 1987 r.,

C B - C'A"

Poniewaz od prawdziwosci postawione] przez ucznia hipotezy

zalezala Zar6Wno jego przys?h.)s?, jak 1 repu acja nauczyciela Sdaians deakbnsle sobio: Eiee

- znalazl sie i dowéd, a wlasciwie dowody: analityczne, oparte na e ;
asliwvel Lkl TEraliie il S i wybuchta wprawdzie blisko, ale jednak

uciazliwych rachunkach. Trudno jednak przypuszczaé, aby intuicja poza Galaktyka, w Wielkim Obloku

maturzysty postepowala mozolna droga wskazang przez Kartezjusza:

! Magellana.
e punkt to para liczb,
¢ prosta to réwnanie liniowe, Skoro z odleglosci migdzygalaktycznych
¢ punkt wspdlny dwu prostych to rozwiazanie uktadu réwnan FUPEIICIE moze by¢ widoczna
liniowych, itd. golym okiem, to latwo sie domyéleé,

| ze jej jasnos¢ musi byé niezwykta.

Poniewaz twierdzenia nie znalazlem w literaturze, z drugiej za$ Rzeczywiicie, jasnoéé gwiazdy
strony syntetyczne sformulowanie obiecywalto eleganckie rozwiazanie, po wybuchu wzrasta gwaltownie
postaralem sie twierdzenie ,zobaczyd”. Okazuje sie, ze latwiej je o kilkanascie wielkosci gwiazdowych
zrozumied, traktujac rysunek 1 jako plaski cienn pewnych obiektéw 1 osiaga wartos$¢ setek milionéw jasnoéci
lezacych w przestrzeni trojwymiarowej. Stonca. Moc promieniowania takiej

gwiazdy jest wiec poréwnywalna

z mocy calej przecietnej galaktyki,
sktadajacej sie z wielu miliardéw
gwiazd. Oczywiscie, supernowa nie jest
w stanie dhugo §wiecié tak intensywnie
1 — jak wspomnieliémy — po kilku
tygodniach wyraznie stabnie, a po kilku
latach staje sie niewidoczna golym
okiem.

Cu

4 lipca 1054 r. w gwiazdozbiorze Byka
w poblizu ¢ Tauri pojawila si¢ nowa
gwiazda. Na podstawie chinskich kronik

Rys. 2




wiemy, ze byla widoczna w dzien

przez 23 dni, a dopiero po 653 dniach
zniknela z nocnego nieba. Potwierdzaja
to zdarzenie kroniki japonskie

i arabskie. Niestety, nie znaleziono
zadnych informacji europejskich na

ten temat. Natomiast w péinocnej
Arizonie, na terenach zamieszkanych

w XI-XIII w. przez Indian, odnaleziono
dwa rysunki przedstawiajace sierp
Ksiezyca 1 jasna gwiazde tuz pod

nim. Przypuszcza sie, ze ta gwiazda
jest supernowa widziana rankiem

5 lipca 1054 1., gdyz Ksiezyc w takiej
w przyblizeniu fazie znajdowal sie
wtedy okoto 2° nad nig.

Prawie 700 lat pozniej, w roku 1731,
angielski lekarz i mitosnik astronomii,
John Bevis odkryt mgtawice w poblizu
¢ Tauri. W 27 lat po nim, 12 wrzesnia
1758 r., francuski poszukiwacz komet,
Charles Messier, odkryl ja ponownie
podczas obserwacji komety z tego
roku. Zdarzenie to stalo sie dla niego
inspiracja do stworzenia katalogu
mglawic, gromad i galaktyk (choé to
pojecie wtedy jeszeze nie istnialo),
aby inni poszukiwacze nie mylili

ich z kometami. Mglawica ta zajeta
pierwsze miejsce w jego katalogu.

Dtugo nie bylo zgodnosci miedzy
astronomami co do natury nowo
odkrytego obiektu. J. Herschel uwazal,
ze jest to gromada gwiazd na granicy
rozdzielczoscei teleskopu. J.E. Bode
okreslil obiekt jako mglawice bez
gwiazd. Lord Rosse w 1884 r. zwrdcil
uwage na budowe zewnetrznych czedci
mglawicy i przyréwnatl je do tapek
kraba, od czego powstala wkrotce

jej oficjalna nazwa. Pomylit sie
jednak sadzac, ze te lapki skladaja

sie z taficuchéw gwiazd. Wreszcie

w 1913 r. na podstawie widma
mglawicy stwierdzono, ze sklada sie
ona z gazu, a nie z gwiazd. Kilka lat
pozniej, w 1921 r., C.O. Lampland
odkryl, ze mgltawica Krab rozszerza sie.
Predkosé ekspansji oceniono na 0,2 na
rok, co przy odlegloéci okolo 6300 lat
éwietlnych odpowiada predkosei rzedu
1000 km/s. Mglawica musiata wiec
powsta¢ w wyniku eksplozji. Z tempa
jej ekspansji W. Baade w 1942 r.
obliczyt jej wiek na 760 lat, co pdzniej
zostalo zmienione na 900 lat. Dzis

nie ulega watpliwosci, ze mglawica
Krab jest pozostaloscia po tytutowe]
supernowej.

Najpierw udowodnimy nastepujacy

Lemat.

Ustalmy na plaszczyinie punkty A, B, A’ i B'. Niech C bedzie
dowolnym punkiem prostej A'B’. Przez punkiy A’ i B' poprowadimy
proste réwnolegle odpowiednio do BC' i AC (patrz rys. 2). Niech C”
oznacza punkt przeciecia skonstruowanych prostych. Miejscem
geometrycznym punktow C” jest prosta ¢ réwnolegta do prostej AB.

To wlaénie powyzszy lemat mozna ,zobaczy¢” w trzech wymiarach.
Popatrzmy (rys. 3) na kat tréjscienny, w ktérym przez ¢ oznaczymy
$ciane naprzeciw wyréznionej krawedzi p.

kierunek B
patrzenia ’\\

Rys. 3

Rozwazmy punkty A’, B’ € p. Punkty A i B wybierzmy na réznych
$cianach kata tréjsciennego w ten sposéb, zeby odcinek AB
byl réwnolegly do §ciany ¢. Poprowadzmy przez odcinek AB
plaszezyzne m do przeciecia z prosta p w punkcie C, nastepnie
oznaczmy przez D, E, F' i G punkty wspdlne krawedzi kata
dwusciennego 1 plaszczyzn réwnoleglych do  poprowadzonych
z punktéw A’ i B’; oznaczenia takie, jak na rysunku 3. Zastanéwmy
sie, jak reaguja punkty D, E, F' i G na zmiane polozenia
punktu C' € p. Caworokat DEF (G jest zawsze trapezem, kierunek
pary rownoleglych bokéw nie zmienia sie i jest taki, jak kierunek
odcinka AB. Z twierdzenia Talesa wynika zatem, ze
DE A'X
GF ~ B'X
gdzie X = pNc jest wierzcholkiem rozpatrywanego kata
trojéciennego. Znaczy to, ze kazde dwa trapezy DEFG sa
jednokladne wzgledem punktu X, w szczegdlnoscl kierunek DF' nie
zmienia si¢, a to oznacza, ze patrzac na rysunek 3 w kierunku DF

= const ,



z bardzo odlegtego punktu na plaszczyinie ¢ widzimy wiasnie
rysunek 2. (Prosta DF widzimy jako punkt C".) m

W dalszych rozwazaniach zamiast o stosunku dlugoéci odcinkéw
bedziemy czesto méwié o stosunku pdl tréjkatéw o jednakowych
wysokosciach i podstawach odpowiednio réwnych rozpatrywanym
odcinkom — przy oznaczeniach z rysunku 4 mamy bowiem

AB _ P

BC P
Bedziemy réwniez oznaczaé przez Ix stosunek pdl trojkatéw
polozonych tak, jak na rysunku 5
P(Th) P(Is)
P(Ty) P(Ti)’
(Tréjkaty oznaczamy kolejno: T1, T3, T3, T4; indeksy rosna, gdy
punkt porusza sie po obwodzie najwigkszego tréjkata od punktu X

w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara — rys. 5.)
X

Btli=

Rys. 4 Rys. 5

Dowdd twierdzenia.

W nowych oznaczeniach réwnoéé z tezy twierdzenia to réwnosé
Ton=:1.

Zakltadam, ze Czytelnik zna dowdd twierdzenia w przypadku, gdy
punkty A, B, C sa érodkami bokéw tréjkata A’ B'C”

Wszystkie pozostate przypadki sprowadzimy do tego trywialnego.
Latwo sprawdzié, ze zgodnie z definicja mamy

IA” 'IBH - Icu — ]_‘
Ustalmy teraz punkty A, B, A’, B’ i C’, to znaczy zalézmy, ze sig
nie zmieniajg. Przy zmianie polozenia punktu C na odcinku A’'B’
wyrazenie ig, , oczywiécie, nie zmienia wartosci. Z drugiej strony,
zZ udowodmonego lematu i twierdzenia Talesa wynika, Ze stosunek
ﬁ,g,, nie zmienia sie. Wobec tego wyrazenie

F(13) Rifa) . (1) . P@y) - AB" A'BY
P(T;) P(Ty) ~ P(Ty) P(T:) ~ AC' A'C”
ma stata wartoéé, niezaleznie od potozenia punktu C' na AB.

Analogicznie Ig» = const. Zatem trzeci stosunek, Icn, jest takze
staly, bowiem

IAnz

1
Icn = ———— = const .
"= Ian Igu

Wystarczy teraz przesunaé punkt C' do §rodka odcinka A'B’.

Podobnie postepujemy z punktami A i B. Ostatecznie, przekonujemy

sig, ze stosunek Ic» ma zawsze taka wartos¢, jak w przypadku
trywialnym, gdy A, B, C sa érodkami bokéw tréjkata A’B'C’. m

A swoja droga ciekawe, czy wlasnie taki dowod wymyslit
wspomniany na poczatku maturzysta.

3

Obecnie wiemy, ze supernowa staje
sie gwiazda w poznej fazie ewolucji
o masie wiekszej od 8 mas Stonca.
Gwiazda taka wytwarza w swoim
wnetrzu zelazne jadro, w wyniku czego
zachodzace tam reakecje termojadrowe
ustaja, poniewaz z zelaza nie da sie
syntetyzowac kolejnych pierwiastkow
bez dostarczania energii. Powoduje to
kurczenie sie gwiazdy pod wplywem
wtlasnej grawitacji i wzrost temperatury
w jadrze. Gdy temperatura dostatecznie
wzroénie, promieniowanie v rozbija
jadra zelaza na neutrony i protony.
Proces ten pochlania duzo energii,
powoduje wiec gwaltowne zapadniecie
sie gwiazdy, majace charakter

implozji. Opadajace na jadro warstwy
zewnetrzne ogrzewaja sie i odbijaja

od niego tworzac wkrétce mglawice
otaczajaca niezwykle zwarty obiekt
centralny, gwiazde neutronowa.

W czasie, gdy po raz pierwszy
powiazano mglawice Krab z wybuchem
supernowej, rozwagzania teoretyczne juz
sugerowaly, ze koficowym produktem
eksplozji moze byé gwiazda neutronowa.
Jednak dopiero w latach 60. udato sig

7z cala pewnoscia potwierdzié obecnosé
gwiazdy neutronowej w centrum
mglawicy. Mianowicie, jezeli gwiazda
na poczatku obracala sie powoli

i miala stabe pole magnetyczne,

to jej zapadniete jadro — wskutek
zasady zachowania momentu pedu

1 zachowania strumienia magnetycznego
— ma szanse obracac sie bardzo szybko
i mieé potezne pole magnetyczne. Taka
szybko rotujaca gwiazda neutronowa
omiatajaca otaczajacy ja gaz swolm
silnym polem magnetycznym bedzie

w nim wywolywac emisje réznych
rodzajéw promieniowania, ktére

z daleka moze by¢, przy szczesliwym
usytuowaniu obserwatora, odbierane
jako blyski (impulsy) pojawiajace sie

w rytmie rotacji gwiazdy. Gwiazda
neutronowa moze w ten sposéb ujawnié
swoje istnienie jako tzw. pulsar.
Pierwszy pulsar odkryty zostal

w 1967 r. (pani Jocelyn Bell i Anthony
Hewish - péZniej Nagroda Noblal),

a juz w roku nastepnym zarejestrowano
pulsy radiowe o okresie okolo 0,033 s
dobiegajace z centrum mglawicy

Krab. Tak wiec symbol M 1, nadany
przypadkowo nieznanemu obiektowi
mglawicowemu przez Messiera, oznacza
obecnie gwiazde zmienng CM Tau,

lub pulsara NP 0532, a w sumie

jeden z najosobliwszych obiektéw

w Galaktyce.




Struktura cieczy
Henryk DROZDOWSKI

Uzycie stowa ,struktura” w stosunku do cieczy
moze sie wydawaé dziwne, gdyz pojecie to kojarzy
sie z pewna trwalodcia ksztattu. Czyz plynnosé nie
jest wyrazem braku struktury? Jeszcze do niedawna
zaktadano, ze struktura cieczy charakteryzuje sie
catkowitym brakiem uporzadkowania. W budowie
swojej clecz miala by¢ w pelni analogiczna do silnie
zgeszezonego gazu. Wspdlezesna fizyka przytacza
argumenty, ze tak nie jest i ciecze maja chwilowa,
wewnetrzna architekture czasteczkowa. Odkrycie
uporzadkowania bliskiego zasiegu znacznie ulatwilo
zrozumienie wielu strukturalnych wlagciwosel stanu
ciektego. Wyjasnimy, o co chodazi.

Istnienie trzech standéw skupienia materii thumaczy
sie fizycznie wzajemna zaleznodcia miedzy termiczna
energia kinetyczna czasteczek a potencjalnag

energia ich wzajemnych oddzialywan. W niskich
temperaturach, w ktorych energia kinetyczna

Jjest nieduza, materia istnieje w stanie stalym,

w formie krystalicznej powstalej pod wplywem
energii potencjalnej czasteczek. Energia termiczna
powoduje jedynie drobne perturbacje w sieci
krystalicznej, nie naruszajac jednakze wzajemnego,
dalekozasiegowego uporzadkowania czasteczek.
Dlatego tez charakterystyczna dla stanu stalego

Jjest anizotropia struktury. Z drugiej strony,

w wysokich temperaturach duza wartos¢ energii
termiczne] powoduje zniszezenie regularnych wigzan
krystalicznych 1 substancja przechodzi w stan
gazowy, w ktérym energia potencjalna wzajemnych
oddzialywan czasteczek jest zaniedbywalna.
Chaotyczna natura ruchéw termicznych powoduje
zniszezenie wzajemnego uporzadkowania czasteczek,
ktére spotykaja sie jedynie w czasie przypadkowych
zderzen. Stan ciekly znajduje sie miedzy tymi
dwoma granicznymi stanami materii 1 niezbedne

w jego przypadku jest uwzglednienie zaréwno energii
termicznej ruchu czasteczek, jak i energii potencjalnej
ich wzajemnych oddziatywan. Kazda czasteczka cieczy,
oprécz wykonywania beztadnych ruchow termicznych,
stale oddzialuje z wieloma sasiadami i dlatego

tez istotna jest korelacja miedzy jej polozeniem

a polozeniem sasiadéw. Korelacja tego typu nosi
nazwe uporzadkowania bliskiego zasiegu.

Do badan struktury cieczy najczescie] wykorzystuje
si¢ promienie Rontgena. W pomiarze stosuje sie
monochromatyczna, rownoleglta wiazke takich
promieni, ktéra kieruje sie na ciecz mierzac
intensywnoéé promieniowania rozproszonego

pod réznymi katami. Promienie rentgenowskie
rozpraszane sa przez elektrony, a wiec otrzymany
na rentgenogramie obraz dyfrakeyjny (rys. 1) jest
odbiciem rozktadu gestosci elektronowej wokot
czasteczki cieczy.

Monochromatyczne promieniowanie — promieniowanie o jednakowe]
dlugoéci fali lub dlugoéciach fali mieszczacych sie w bardzo waskim
zakresie,

Monochromatyczne promieniowanie rentgenowskie uzyskuje

sie poprzez wybranie za pomocg kolimatora promieniowania
rentgenowskiego odbitego od krysztalu pod okreslonym katem.
Krysztal jest tu odpowiednikiem siatki dyfrakcyjnej uzywanej dla
swiatla.

1,5°C

13°C

30°C

62°C

83°C

Rys. 1. Rentgenogram wody w réznych temperaturach.

Funkcja rozkladu radialnego okreéla przypadajace na jednostke
objetodei prawdopodobienistwo, ze w danej odleglosci r od érodka
rozwazane) czgsteczki znajduje sie 4rodek innej czasteczki.
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Rys. 2. Szkic poloZenia atoméw i funkcje rozkladu radialnego dla
a) gazu, b) cieczy jednoatomowej i ¢) ciala krystalicznego.

Do dalszego opracowania tych obrazéw dyfrakcyjnych
stosuje sie radialne funkcje rozkladu. Dla krysztatu



(rys. 2¢) uzyskuje sie widmo liniowe odleglosci
miedzyczasteczkowych, podczas gdy dla gazu

(rys. 2a) prawdopodobieristwo znalezienia czasteczek
w okreslonej odlegtosci od siebie jest stale,
poczawszy od pewnej odleglosci zwiazanej z ich
rozmiarami — rys. 2b.

Pogladowy przyklad geometrycznej konstrukeji funkeji
radialnej w przestrzeni dwuwymiarowej, dla cieczy
sktadajacej sie z jednego rodzaju atoméw, pokazano
na ponizszym rysunku.

]
g®(n)
1
2
1 £ 3
: i & |

Rys. 3.

Bezpoérednim dowodem istnienia uporzadkowania
bliskiego zasiegu w cieczach jest obecno$é wyraZnie
widocznych pikéw, przynajmniej pierwszego i drugiego,
w funkeji rozkladu radialnego, ktére odpowiadaja

tzw. sferom koordynacyjnym.

Sfera koordynacyjna — powloka wyznaczona przez czasteczki
znajdujace sie w tej samej odleglosci od wybranej czastki centralnej;
liczbe takich czasteczek nazywamy liczba koordynacyjng danej sfery.

Strukture cieczy charakteryzuja trzy parametry:
minimalna odlegloéé miedzy czasteczkami, promienie
sfer koordynacyjnych i liczby koordynacyjne.
Obecnie istnieja dwa podstawowe modele struktury
cieczy. W pierwszym z nich uwaza sie, ze w cleczy
wystepuja obszary ,krysztalopodobne” zawierajace
uporzadkowane zespoly czasteczek oraz obszary

sgazopodobne” | w ktérych czasteczki sa rozproszone
chaotycznie. Kazda czasteczka spedza czedé czasu
uwieziona w obszarach krysztalopodobnych, czes¢ zas
— wyzwolona w obszarach gazopodobnych. W drugim
modelu (zdefektowanego krysztatu) przyjmuje

sie, ze topnienie krysztalu polega na wytworzeniu
coraz wiekszej liczby defektdw sieci przestrzennej.

Ze wzrostem temperatury rosénie liczba pustych
weztéw (luk) w sieci 1 przy pewnej gestosci tych luk
(w okreslonej temperaturze) struktura zatamuje sie,
co prowadzi do wystapienia plyniecia substancji, czyli
powstania fazy cieklej.

Dyfrakcja promieniowania rentgenowskiego oraz
dyfrakcja neutronéw daly dowdd na istnienie lokalnego
uporzadkowania krysztalopodobnego w kazdej

cieczy. Oznacza to, ze cze$é czasteczek jest zwiazana
w postaci submikroskopowych krystalitéw. Liczba

i rozmiar tych krystalitéw rosnie w miare zblizania
sie do temperatury topnienia, czyli im blizej, w skali
temperatur, ciecz 1 krysztal sasiaduja ze soba.

W wodzie widaé bezpoérednio wptyw obecnosci
takich krystalitéw dzieki temu, ze 16d jest lzejszy od
wody. Anomalia ta jest zwiazana z azurowa budowa
lodu. Czasteczki wody w fazie stalej maja w swym
najblizszym otoczeniu cztery sasiednie, rozmieszczone
jak wierzcholki czworoscianu foremnego, ze wzgledu
na rozmieszczenie tadunku w same] czasteczce

wody (rys. 4).

1

10 .

303

Rys. 5. Poréwnanie (zmodyfikowanej czynnikiem 4w R?) funkcji
rozktadu radialnego wody w réznych temperaturach (linie
ciggle) z funkcja rozkladu radialnego lodu (shupki; przy stupkach
wyznaczajacych kolejne sfery koordynacyjne lodu podano
odpowiadajace im liczby koordynacyjne).



Wystepujace w wodzie krystality powinny mieé Taki obraz cieczy mozemy sobie wytworzyé na

strukture zblizona do struktury lodu. Rentgenowska podstawie dostepnych danych do$wiadczalnych. Nie
funkeja rozkladu radialnego (rys. 5) ukazuje wazrost Jest on wolny od luk i brakdw, stad jest jeszcze ciagle
lodopodobnego uporzadkowania wody w miare uzupelniany i doskonalony nowymi wynikami badan.

zblizania sie do temperatury topnienia.

Pozwala to wyjasni¢ anomalny wspdlczynnik

rozszerzalnodei cieplne] wody w zakresie temperatur Literatura

od 0 do 4 stopni Celsjusza. W tym przedziale 1. J. Hirschfelder, C.F. Curtis, R.B. Byrd, Molecular

temperatur wzrost gestosci wody (w miare Theory of Gases and Liquids, Wiley, New York 1967.
2. F. Franks, Woda, WNT, Warszawa 1988.

wzrostu temperatury) zwiazany ze zmniejszaniem
sie liczby i wielko$ci azurowych krystalitow
przewaza nad ,normalnym” zmniejszaniem sie

tej gestosci (powodowanym wzrostem odleglosei
miedzyczasteczkowych na skutek rosnacej energii
termicznej czasteczek).

%]

. H.N.V. Temperley, J.S. Rushbrooke, Physics of Simple
Liquids, North Holland, Amsterdam 1968.

4. A. Januszajtis, J. Kalinowski, Molekularna budowa cial,

Wyd. Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1975.
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i Zadania

Krzysztof OLESZKIEWICZ
M 816. Dla liczby rzeczywistej a okreslmy funkcje W, : (2, 00) — (2, 00) wzorem

Wa(x]:(z+\/;z—_4) +(r_ 32_4) _

2

Udowodni¢, ze dla kazdego z € (2,00) mamy Wo(Wy(z)) = Wap(z) i zastosowaé te
wlasnoéé do wyznaczenia rozwiazan rzeczywistych réwnania z° — 3z = 3.
Rozwiazanie na str. 15

M 817. Dla liczby naturalnej n funkcja W, okreslona w poprzednim zadanin wyznacza
wielomian (wartodci wielomianu na nieskoficzonym zbiorze (2, o) okreélaja go na calej
prostej). Udowodnié, ze wspélczynniki wielomianéw W, sa liczbami catkowitymi.
Rozwiazanie na str. 16

M 818. Udowodnié, ze jesli wielomian P spelnia réwnanie P(z® — 2) = P(z)? — 2 dla
kazdej liczby rzeczywistej x, to jest jednym z wielomiandéw —1, 2, Wi, Wa, Wa, ...
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jarostaw KULPA

F 457. Wiadro o masie m = 0,5 kg stol na wadze. Do wiadra wlewa sie strumien

wody @ = 0,5 kg/s z wysokoéci h = 2 m, przy czym wiadro jest na tyle szerokie,

ze zaniedbujemy zmiany wysokosci w wiadrze. Obliczyé wskazanie wagi, gdy w wiadrze
znajduje sie¢ dokladnie m = 0,5 kg wody.

Rozwiazanie na str. 12

F 458. Obliczy¢ gérne ograniczenie na promieri mglawicy, z kiérej mdégt

sig uformowaé Uktad Stoneczny. Wyrazié¢ ten promien w latach éwietlnych

(1 rok $wietlny = 9,46 - 10'® m). Przyjaé, se masa mglawicy byla poréwnywalna

z masa Ukladu Slonecznego M = 2 - 10°° kg, oraz e temperatura gazu byla mniejsza
niz T' = 3 K. Masa czasteczki wodoru jest réwna m = 3,34 - 10727 kg.

Rozwiazanie na str. 12
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Jézef Pilsudski nauczycielem matematyki

Ten, malo znany, szczegdl biograficzny tak wspomina
sam Marszalek — w swym slynnym artykule ,Dno oka”,
ogloszonym w ,,Glosie Prawdy” z dnia 7 kwietnia 1929 r.:

Przypominam sobie z bardzo dawnych czaséw, gdym
wypadkowo, zastepujac swego kolege, mial coé w rodzaju
korepetycji chlopca, chcacego zlozy¢ egzaminy z czterech
klas gimnazjalnych, i pami¢gtam dobrze, jak musialem jemu
wykladaé algebre, ktéra rozpoczynala swa wedréwke po
gléwkach chlopcéw juz w klasie trzeciej. Osobiscie, bedac
bardzo zdolnym chlopcem, nie moglem sobie przypomnieé,
aby te poczatki algebry stanowily dla mnie jakakolwiek
trudnoéé. Jakiez jednak bylo moje zdumienie, gdym nie
mégl tego biednego chlopeca przekonaé, ze jezeli dodamy do
a b, to suma bedzie a + b, gdyz ten nieszczesliwiec uwazal,
ze to bedzie ab, czyli zmienial dodawanie na mnozenie.
Pracowalem nad tym zagadnieniem cierpliwie dwa dlugie
tygodnie co dzien, tracac z dniem kazdym cierpliwosé

i moznoéé posiadania jakiejkolwiek wzglednosci

Obrecze

problemdw.

dla tego biedaka. Biedny chlopak w koiicu drugiego
tygodnia, przy podejsciu do tej tak prostej dla mnie
kwestii, zaczynal potnieé¢ tak gwaltownie, ze zdawalo

mi sie zacznie mdleé. Sama jednak kwestia nieszczesnej
abstrakcji, zwiazana z pojeciem wielkosci a i b, nie ndawala
mu sie ani razu, gdyz jego biedny umysl przerabial to
ciagle na zwykle litery ai b. A méj kolega nie przyjezdzal
i z obowiazku musialem to nieszczescie ciagnaé dalej.

W koficu po dwéch tygodniach stracilem zupelnie
cierpliwos¢ i ja, ktéry nigdy dziecka palcem nie dotknatem,
zdecydowalem, ze jedyna forma nauczania takiego hebesa
jest siec go rézgami, tak, by przynajmniej mechanicznie
odzwyczail sie od glupiego mieszania liter z wielkosciami
matematycznymi.

Opowieéé ta pobudza do rozmyélai nad rola uzdolnien
matematyczno-dydaktycznych w dzialalnosci spolecznej
1 politycznej.

Mieczystaw KARPINIEC

Od kilkunastu lat duza popularnoéé zdobyla galaZ geometrii zwana geometrig
intuitywng (po polsku lepiej wygladaloby intuicyjng, ale niech tam). Galaz ta zajmuje
si¢ elementarnie sformulowanymi problemami, ktérych na pierwszy rzut oka nie widaé,
jak ugryié. Wyodrebnila za$ sie z tego powodu, by wywalczy¢ dla swoich wielbicieli
prawo do zawodowego zajmowania sie wlasnie jej problemami. Nie wchodzac w
dyskusj¢ nad jej miejscem w matematyce sprébujmy sami pozmagaé sie z jednym z jej

Rzut oka na szeécian obracajacy si¢ wokél prostej przechodzacej przez jego
przeciwlegle wierzcholki (rys. 1) przekonuje nas, ze ma on talie. Mozna wiec zapytaé

o najmniejszy promieifi okregu nalozonego na te talie — dalej nazwiemy go obrecza — i o
to, czy na pewno taka obrgcz nie zsunie si¢ z szedcianu. Wnikliwe obserwacje pozwalaja
stwierdzié¢, ze jest to okrag opisany na przekroju szescianu bedacym szedciokatem
foremnym (rys. 2), a spojrzenie na szescian z kierunku prostopadlego do tego przekroju

pozwala uzasadni¢, dlaczego obrecz nie spada (rys. 3). Rachunki zas pozwalaja

Rys. 1

Rys. 5

stwierdzié, ze obrecz na szeécianie jednostkowym ma promien lzé i zdumieé sie, ze taka
sama obrecz, tylko inaczej zalozona, z szeScianu spadnie.

To bylo ciekawe. Zajmijmy si¢ wiec pytaniem, jakie sa obrecze dla innych wieloéciandw.
/ Rysunek 4 pozwala stwierdzi¢, ze dla czworoScianu foremnego o krawedzi 1 obrecz

/ istnieje 1 ma promien {_;é; jest ona okregiem opisanym na kwadratowym przecieciu
tego czworoécianu. Nie narysowalem obrazka dotyczacego oSmioscianu foremnego

o krawedzi 1, tylko zrobilem rachunki: promies jest % Dla dwunasto$cianu i

/ dwudziestoscianu z kolei nie obliczylem promieni, tylko wykonalem rysunki rzutu tych
bryl na plaszczyzng obreczy (rys. 51i 6); w obu przypadkach obrecze to okregi opisane
na jednym i wpisane w inny dziesieciokat.

Jest rzecza oczywista, ze nie tylko wielosciany foremne maja obrecze. A czy w ogdle
istnieja wielodciany wypukle, na ktére obreczy nie da sie nalozyé?

Marek KORDOS

Rys. 6
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Historia o pewnym kotku

Byt sobie raz kotek. Miat skomplikowane imie:

ParametricPlot[{
{Cos[t] ’ Sin[t] Yo
{0.5+Cos[t]/5, 0.2+8in[t]/5},
{-0.5+Cos[t]/5, 0.2+8in[t]/5},
{0.2+t/5, -1/2},
{0.2+t/5, -1/4},
{0.2+t/5, -3/8},
{-0.2-t/5, -1/2},
{-0.2-t/5, -1/4},
{-0.2-t/5, -3/8},
{1/sqrt[2], t/13 + 1/sqgrt[2]},
{-1/sqgrt[2], t/13 + 1/sqrt[2]},
{t/20-1/sqrt[2], -t/20+2*Pi/13 + 1/Sqrt[2]},
{-t/20+1/8qrt[2], -t/20+2*Pi/f13 + 1/Sqrt[2]},
{-3/20, -3/4+t/30},
{-1/20, -3/4+t/30},
{1/20, -3/4+t/30},
{3/20, -3/4+t/30}
}, {t,0,2*Pi},
AspectRatio -> Automatic,
Axes -> False ]
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Straszyt domownikow: zeszmacony, utyttany, podrapany:
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Poniewaz go dobrze karmiono, nabierat
coraz bardziej obfitych ksztattow:
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ale po kazdej takiej kilkudniowej wyprawie wracat
do swoich poprzednich ksztattéw:
Co sie dziato w marcu, trudno ujg¢ stowami.
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i znéw byt mitym, spokojnym kocurkiem.

Matg Delte przygotowat Michat SZUREK



Niniejszy tekst stanowi zapis odczytu
PTM wygloszonego przez Autora w VIII
LO w Katowicach w dniu 18.02,1997 r.

Pierscien to zbidr P, w ktérym okreslone
sa dodawanie i mnozenie spelniajgce
nastepujace warunki:
1. Zbiér P tworzy wraz z dodawaniem
grupe abelowgq.
2. Mnozenie jest lgczne.
3. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania.

Kto nie wie, co to grupa, niech zajrzy
np. do Delty 9/1995. Pierscieni tworza
np. liczby catkowite czy tez wielomiany
jednej zmiennej o wspdlezynnikach
rzeczywistych (albo wymiernych, albo
caltkowitych).

Pierscieni przemienny, 2 jedynka i bez
dzielnikéw zera nazywamy piercieniem
calkowitym (lub dziedzing calkowitosci).

Liczba k > 1 jest krotnoécia pierwiastka a
wielomianu g, jesli istnieje taki
wielomian h, ze

g=(X —a)*r oraz h(a)#0.
Inacze] méwiac, krotnoéé to najwyzszy
wyktadnik potegi jednomianu X — a
dzielacej wielomian g.

Sumy kwadratow wielomianéw
i funkcji wymiernych

Kazimierz SZYMICZEK

Sumy kwadratéw i liczba Pitagorasa

W elementarnej teorii liczb dowodzi si¢ twierdzenia Lagrange’a mowiacego, ze
kazda dodainia liczba catkowita jest sumqg kwadratow czterech liczb calkowitych.
Wynika stad natychmiast, ze réwniez kazda dodatnia liczba wymierna jest suma
kwadratow czterech liczb wymiernych.

Oczywiscie, kazda dodatnia liczba catkowita (wymierna) jest suma kwadratéw
liczb catkowitych (wymiernych), bowiem dla dowolnych naturalnych n, m mamy
n=n-1% oraz 2 = mn - (%)2 Istota twierdzenia Lagrange’a jest zatem to,

ze kazda liczba catkowita (wymierna), ktéra w ogdle jest suma kwadratéw liczb
catkowitych (wymiernych) daje sie przedstawié jako suma akurat czferech takich
kwadratéw. W zwiazku z ta wlasnoscia liczby 4 nazywamy ja liczbg Pitagorasa
pierécienia liczb catkowitych Z (a takze ciala liczb wymiernych Q). Pojecie
liczby Pitagorasa mozna wprowadzi¢ dla kazdego piericienia.

Definicja 1

Niech K bedzie dowolnym pierscieniem. Liczbg Pilagorasa pierécienia K
nazywamy taka najmniejsza liczbe naturalna p = p(K), ze kazdy element a
pierécienia K, ktory jest suma kwadratéw elementow pierscienia K, mozna
przedstawié¢ jako sume p kwadratéw elementéw K. Jesli taka liczba p nie istnieje,
to przyjmujemy, ze p(K) = oo.

Na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy p(Z) = 4 = p(Q). Jest tez jasne,
ze dla ciala liczb rzeczywistych R i liczb zespolonych C mamy p(R) = 1 = p(C).

Wielomiany jednej zmiennej

Rozpatrzmy teraz pierscien R[X] wielomianéw jednej zmiennej X
o wspélezynnikach rzeczywistych. Postaramy sie znalezé liczbe Pitagorasa tego
pierécienia. Przede wszystkim wiec nalezy rozpatrzyé te wielomiany g € R[X],
ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratow wielomianéw:

g=gi+--+4g:, g €R[X].
Podstawiajac tutaj w miejsce zmiennej X dowolna liczbe z € R otrzymamy
g(z) = g1(2)? + -+ gn(z)? > 0. A wiec kazdy wielomian g € R[X],
ktéry jest suma kwadratéw wielomianéw pierscienia R[X], przyjmuje
tylko wartoéci nieujemne. Wynika stad w szczegdlnosci, ze najwyiszy
wspétezynnik wielomianu g jest liczba dodatnia. Rzeczywiscie, jesli
g=cX"+c1 X" 1 4...4epic<0, to z réwnodei

= n €1 tn

g(z) =cx (1+a+ st ca:_")

wynika, ze dla duzych dodatnich z € R wielomian ¢ przyjmuje wartodci ujemne.

Lemat 1
Niech g € R[X]. Jedli g(z) > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, to krotnosé
kazdego rzeczywistego pierwiastka a wielomianu g jest liczba parzysta.

Dowdéd

Jedli a € R jest pierwiastkiem wielomianu g o nieparzystej krotnosci,

to g = (X — a)?**+1h, gdzie h(a) # 0. Stad wynika, ze wartoéci wielomianu g
— whrew zalozeniu — zmieniaja znak przy przej$ciu przez a. m

Twierdzenie 1

p(R[X]) =2.
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Na przyktad,
a:4+4=(.1:2+2m+2)(x2-2:|:+2);

ogdlnie istnienie takiego rozkladu wynika
z Zasadniczego T'wierdzenia Algebry,
ktére glosi, ze wielomian stopnia > 1
o wspdtczynnikach zespolonych ma
zespolony pierwiastek.

W ciele R(X) obowiazuja dokladnie takie
same reguly dla dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia ulamkéw, jak w ciele
liceb wymiernych.

Dowéd
Kazdy wielomian g € R[X] mozna przedstawi¢ jako iloczyn wielomianéw
stopnia 1 oraz wielomiandw stopnia 2 z ujemnymi wyréznikami. Jedli wiec
g € R[X] jest suma kwadratéw wielomianéw, to na podstawie Lematu 1
i wezeéniejsze] uwagi o najwyzszym wspolezynniku takiego wielomianu, daje sie
on przedstawié w postaci

g=d(X —a))®™ (X —ap)™ (X2 4+ 20X +¢1) (X2 +2bm X + cm),
gdzie d,ay,...,ag, b1, c1,...,bm, cm sa liczbami rzeczywistymi,
d > 0 i wyrézniki 4b? — 4¢; sa ujemne. Kazdy tréjmian kwadratowy
o ujemnym wyrézniku jest suma kwadratéw dwéch wielomiandw,
bo X2 +2bX + ¢ = (X 4 b)® + (Ve — b2)2. Stad i z tozsamosci
(1) (A% + B?)(C? 4+ D?) = (AC - BD)? + (AD + BC)?
wynika przez indukeje, ze iloczyn (X2 4+ 26X +c¢1) - (X2 + 2b,n X + ¢ ) jest
suma kwadratéw dwéch wielomianéw. Poniewaz c(X — ay)?*t .. (X — )"
jest kwadratem wielomianu, wiec takze g jest suma kwadratéw dwdch
wielomianéw.

Udowodnilidmy wiec, ze p(R[X]) < 2. Wystarczy teraz wskazac taki

wielomian g € R[X], ktéry jest suma kwadratéw wielomianéw nalezacych

do R[X], ale sam nie jest kwadratem w R[X]. Wezmy np. wielomian X? + 1.
Gdyby byl on kwadratem wielomianu, to bylby kwadratem wielomianu stopnia 1
i wobec tego mialby pierwiastek rzeczywisty, a tak, oczywidcie, nie jest. m

Cialo Q liczb wymiernych jest cialem ulamkdw pierscienia Z liczb calkowitych.
Podobnie mozna dla pierécienia R[X] wielomianéw utworzy¢ jego ciato

utamkéw R(X), ktére nazywa sie ciatem funkeji wymiernych o wspélezynnikach
rzeczywistych 1 zawiera wszystkie utamki -}, gdzie f,g € R[X] oraz g # 0. Liczbe
Pitagorasa ciala funkcji wymiernych R(X) zainteresowani Czytelnicy znajda
teraz z latwoscia, dowodzac, ze p(R(X)) = 2. (Wskazéwka: prosze zauwazy¢,

ze dla dowolnych f,g € R[X], g # 0, mamy f/g = (1/9)* fg.)

Wielomiany dwéch zmiennych

Wyznaczenie liczby Pitagorasa piericienia R[X, Y] wielomianéw dwéch
zmiennych X 1Y o wspélczynnikach rzeczywistych okazuje si¢ bardzo trudne.
Rozpatrzymy tak zwany wielomian Motzkina

Fozd] oL XAV EL TAPL . Gyipa.
ktérego wlasnosci sygnalizuja, Ze nie ma analogii w wyznaczaniu liczby
Pitagorasa miedzy pierscieniami wielomianéw jednej i dwéch zmiennych.

Lemat 2
f(z,y) > 0 dla kazdych z,y € R, tzn. wielomian f spelnia podstawowy warunek
konieczny na to, by mégt by¢ suma kwadratéw wielomiandow.

Dowdd
Na podstawie twierdzenia o éredniej arytmetycznej i geometrycznej mamy

2,4 4,2
1+ 2%y + 2%y > 3 1-x3y4-x4y3:x2y2.

3
Stad wynika, ze f(z,y) = 1 +22y* + 2¥y? —32%y* > 0. m
Lemat 3
Wielomian f jest suma 4 kwadratéw funkeji wymiernych.
Dowdd

Zamiast wielomianu f wygodniej bedzie rozpatrzyé wielomian (X2 + 1)f. Tak
jak wielomian f przyjmuje on tylko nieujemne wartosci i wobec tego ma szanse
by¢ suma kwadratéw wielomianéw. Zauwazamy najpierw, ze

(X2 +Df=(X2+ 1)+ XYY+ (X2 +1)(X? -3)XY? =

= XY 414+ X2V X2 4 (X -2X2 - 3)X%Y2,

Stad, zapisujac —3X2Y? jako —2X?%Y? — 2X?Y? 4+ X?Y?, otrzymujemy
(T f=( =1+ (A =X+ (X2 = 12X R,

Ll
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Rozwiazanie zadania F 457. Waga

= 0,75 roku $wietlnego

Literatura:

1. J.W.5. Cassels, On the representation

of rational functions as sums of

squares. Acta Arith. 9 (1964), 79-82.

2. JW.5. Cassels, W.J. Ellison, and
A. Pfister, On sums of squares and

on elliptic curves over function fields.

J. Number Theory 3 (1971), 125-149.
3. M.D. Choi, Z.D. Dai, T.Y. Lam, and

B. Reznick, The Pythagoras number

of some affine algebras and local

algebras. J. Reine Angew. Math. 336

(1982), 45-82.
4. A. Pfister, Zur Darstellung

definiter Funktionen als Summe von

Quadraten. Invent. Math. 4 (1967),
229-237.

5. Y. Pourchet, Sur la représentation en
somme de carrés des polynémes & une
indéterminée sur un corps de nombres

algébriques, Acta Arith. 19 (1971),
89— 104.

Wykazaliémy wiec, ze dla pewnych trzech wielomianéw A, B i C' mamy
(X2 +1)f = A? 4+ B? + C?. Mnozac obie strony tej réwnosci przez (X +1)
dostaniemy, dzieki tozsamosci (1),
(X24+1)2.f=(AX - B)?? +(BX + A)? + (CX)* + C2.
Dzielac obie strony tej tozsamoéci przez (X2 + 1)? otrzymamy tezg¢ Lematu. m

Lemat 3 nie jest catkiem satysfakcjonujacy. Wydaje sig, ze rozpatrywanie
wielomianu (X2 4+ 1) f zamiast f bylo péjéciem na latwizne i dalo niezbyt
elegancki rezultat — przedstawienie wielomianu f w postaci sumy kwadratéw
funkeji wymiernych zamiast sumy kwadratéw wielomiandw. Te pretensje sa
jednak przedwczesne.

Twierdzenie 2
Wielomian f nie daje sie przedstawié jako suma kwadratéw wielomianéw
piericienia R[X,Y].

Dowod

Przypuéémy, ze f = f(X,Y) = ff +---+ f2, gdzie f; = f;(X,Y) € R[X,Y],
Poniewaz f ma stopien réwny 6, wiec stopnie wszystkich wielomianéw f; nie
przekraczaja 3. Z réwnoéci f(X,0)=1 otrzymujemy fZ(X,0)+ --+f2(X,0)=1,
skad wynika, ze f;(X,0) sa wielomianami statymi. Jedli wiec f;(X,0) = a; € R,
to takze f;(0,0) = a;, to znaczy: a; jest wyrazem wolnym wielomianu f;.

Podobnie sprawdzamy, ze f;(0,Y) sa wielomianami statymi oraz

fi(0,Y) =a; = f;(0,0). Wobec tego wielomian f; — a; dzieli si¢ zaréwno

przez X, jak i przez Y; majac stopien nie wickszy niz 3 musi byé postaci
fi=aj+(bj +¢;X +d;Y)- XY,

gdzie a;, b;, ¢j, d; sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Poréwnujac wspétezynniki

jednomianu X2Y? w hipotetycznej réwnoéci f = f2 + - - -+ f2 otrzymujemy

b2+ ---+ b2 = —3, sprzecznoéé. m

Wielomiany wielu zmiennych

Problem wyznaczenia liczby Pitagorasa ciala funkeji wymiernych n > 2
zmiennych K, := R(X,,..., X,) nad cialem liczb rzeczywistych jest bardzo
trudny i jest otwarty dla n > 2.

Wiadomo, ze p(K,) > n+ 1 (J.W.S. Cassels, 1964) oraz p(K,) < 2" (A. Pfister,
1967). Dla n = 2 te oszacowania wykazuja, ze p(K3) = 3 lub 4. Ustalenie
faktyczne] wartosci p(K2) okazalo sie byé niezwykle skomplikowanym
zagadnieniem. W 1971 roku J.W.S. Cassels, W.J. Ellison i A. Pfister wykazali,
ze rozpatrywany wczesnie] w tym artykule wielomian Motzkina nie jest suma
trzech kwadratéw w K5 i tym samym udowodnili w kofcu, ze p(K3) = 4. Ich
dowdd wykorzystuje bardzo zaawansowane techniki teorii krzywych eliptycznych
1 nie daje sie przenies¢ na przypadek n > 2.

Przypuszcza sie, ze p(K,) = 2" dla wszystkich n, ale dla n > 3 nie uzyskano
zadnego postepu w kierunku dowodu tej hipotezy.

Jest rzecza interesujaca poréwnaé liczbe Pitagorasa piericienia catkowitego A

i jego ciala utamkéw K. Z tatwoscia stwierdza sie, ze p(K) < p(A). Ponadto,
dla A = Z oraz dla A = R[X] mamy odpowiednio K = Q oraz K = R(X) i, jak
wiemy, w obydwu przypadkach mamy p(K) = p(A).

Nie jest to jednak obowiazujaca reguta. M.D. Choi, Z.D. Dai, T.Y. Lam

i B. Reznick udowodnili w 1982 roku, ze pierscien wielomianéw n zmiennych
(n >2) A=R[X},...,X,] nad cialem liczb rzeczywistych ma nieskoriczong
liczbe Pitagorasa, podczas gdy dla jego ciala utamkow K = K, mamy
oszacowanie Pfistera p(K,) < 2". W tej samej pracy udowodniono takze inny
zaskakujacy rezultat: p(Z[X]) = co. Z drugiej strony, Y. Pourchet udowodnil,
ze p(Q[X]) = 5.
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Przy okazji artykutu Kazimierza Szymiczka
Twierdzenie Waringa

W latach 70. XVIII wieku Edward Waring wysunal
hipoteze, ktérej szezegdlnym przypadkiem jest
twierdzenie Lagrange’a, méwiace o tym, ze kazda
liczba naturalna jest suma czterech kwadratow liczb
naturalnych. Hipoteza ta orzekala, ze

dla dowolnego naturalnego wyktadnika k > 1 istnieje
liczba naturalna m o tej wlasnosci, ze kazda liczba
naturalna jest sumq k-tych poteg m liczb catkowilych
nieujemnych.

Twierdzenie Lagrange’a orzeka zatem, ze dla k = 2
hipoteza Waringa jest prawdziwa — stosowna liczba
jest m = 4.

Od 1909 roku wiemy, ze hipoteza Waringa jest
twierdzeniem — udowodnit to David Hilbert. Nie
jestesmy jednak pewni, czy znamy wzor pozwalajacy
dla kazdego k obliczyé najmniejsza warto§é m.
Wiadomo bowiem juz od dawna, ze
m22+((3)]-2
Latwo to uzasadnié. Wezmy pod uwage liczbe
[(2)¥]- 2% — 1. Jest ona mniejsza od 3*, wigc w jej
pr‘zedstawieniU jako sumy k-tych poteg wystepuja
tylko potegi dwdjki i jedynki.

Poniewaz

()7 2-1=2- (3] -+ ).

wiec do jej uzyskania jako sumy k-tych poteg potrzeba
tyle razy napisaé 2% ile wynosi pierwszy nawias,

1 tyle razy 1, ile wynosi drugi, co konczy uzasadnienie
podanego oszacowania.

We wszystkich przeliczonych przypadkach mozna

w tym oszacowaniu zastapi¢ nieréwnosé przez rownosé.
Tak wiec liczba trzecich poteg potrzebna do uzyskania
dowolnej liczby naturalnej to 9 (to maksimum realizuje
np. 23), liczba czwartych poteg to 19 (np. 79) itd.

az do k = 471 600 000. Ale czy réwnoéé zachodzi

dla kazdego £7 W 1957 roku Kurt Mahler wykazal,

ze istnieje taka liczba K, ze dla wszystkich k > K

W oszacowaniu jest réwnosc.

Tak wiec dla Was, Czytelnicy, pozostalo jedynie
odpowiedzieé¢ na nierozstrzygniete do tej pory pytanie,
czy K jest mniejsze od 471 600 000 - co zamykaloby
problem — czy tez nie. Powodzenia.

Jak to zostalo wymyslone?

Stwierdzenie, ze

jeslip i q sq sumami dwoch kwadraléw [liczb
catkowitych], to p - ¢ teZ mozna przedstawic jako

sume dwdch kwadratow [liczb caltkowitych] i to dwoma
sposobami,

mozna znalezé juz w pracach Diofantosa, zyjacego

w III wieku. OczywiScie, nie jest to prawda — czasami
oba sposoby okazuja sie jednakowe.

Te dwa sposoby to
(a® 4 b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? =
= (ac + bd)? + (ad — be)®.
Dzis, gdy znamy liczby zespolone, wiemy, ze jest
to prawda nie tylko dla liczb catkowitych, i wynika

z przemiennosci mnozenia liczb zespolonych. Mamy
bowiem

(21)? - (22)° = (21 - 22)%,
skad wynika

21| - |22 = |21 - 22
Podstawiajac z1 = a + 1b, 2z = ¢ + id otrzymujemy
pierwszy sposob, natomiast z; = a +1ib, zo = d + ic
daje nam drugi sposdb.
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No dobrze, ale jak odkryl te prawidtowoéé Diofantos?
Przeciez nie znal liczb zespolonych.

Odpowiedz, ze wystarczy rozwinaé lewa i prawa strone
1 okaze sie, ze jest dobrze, jest nie na temat. Do tego
bowiem, aby te strony rozwijaé, trzeba je mieé, czyli
jakims sposobem wpasé na pomyst takiej réwnosci.
Tymeczasem sam Diofantos nie zostawil nam w tej
kwestii zadnych wskazdowek.

By¢ moze zrobil to tak:
(a2 + b2)(c? + d?) = a%¢? + a®d® + b2 + b2d® =
= (a®c? — 2abed + b%d?) + (a®d? + 2abed 4 b2c?) =
= (ac — bd)* + (ad + bc)? .

Diofantos jest postacia tajemnicza nie tylko dlatego, ze
nie znamy zadnych szczegdléw jego biografii. Sposéb
pisania przez niego prac przypomina czasy Babilonu
czy Sredniego Panstwa Egipskiego, ktére to czasy
juz dla Diofantosa byly odlegte o 2 tysiace lat. Pisal
wprawdzie po grecku, ale to taka sama wskazéwka,
jaka dzis stanowiloby stwierdzenie, ze ktoé pisze swe
prace po angielsku.
Wyglada wiec na to, ze ciekawo$¢ na temat jak on na
to wpadt mozemy zaspokajaé jedynie sami zrecznie na

to wpadajac. Marek KORDOS



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i1 Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadai 2 numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwdéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoéei danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/1997

Przypominamy tres¢ zadan:

237. Jedne scian o boku a pol

237. Oznaczmy réznice wysokosci srodka szedcianu i pretéw przez h. Jest ona dana wzorem
h = hy — hy (zob. rys.), przy czym h; = (a{\/i_l} cos . Aby wyznaczy¢ ha, podzielmy d na
czescl dy i dp i rozwiazmy uklad réwnan
d=dy +ds, hy = dy tg(45° — o) = dp tg(45° + o).

Po przeksztalceniach otrzymujemy hy = (d/2) cos 20. Zatem

h = (a/V2) cosa — (d/2) cos 2a = —du? + (a/V2)u + (d/2),
gdzie u = cos . Widzimy, ze h(u) jest funkcja kwadratowa osiagajaca maksimum
dla u = a/2d\/2. Poniewaz fizycznie interesujacy jest tylko przedzial 0° < a < 45°
(12u> 1;‘\/5), wigc wnioskujemy, ze:
a) réwnowaga w polozeniu o = 0 jest trwala dla a < 2d+/2 i nietrwala dla a > 2dv/2
(oczywiscie, aby szescian zatrzymal sie na pretach, musi byé spelniony warunek a2 > d),
b) jesli 2d < a < 2d/2, to dla kata o danego wzorem cosa = a,!2d\/§ wystepuje dodatkowe
polozenie réwnowagi nietrwalej.

238. Zderzenia sa niesprezyste wiedy, gdy energia kinetyczna przechodzi w energie drgan
czasteczek lub na odwrét. Zatem pierwiastek 4 jest gazem jednoatomowym, a pierwiastek B
- dwuatomowym.

W niskich temperaturach drgania czasteczek ulegaja ,zamrozeniu” (energia kinetyczna jest za
mala, aby je wzbudzi¢), zatem dla obu gazéw zderzenia beda sprezyste.

W wysokich temperaturach energia kinetyczna bedzie wystarczajaca do wzbudzenia stanéw
elektronowych (przejécia elektronéw na inna orbite), a wiec dla obu gazéw zderzenia beda
niesprezyste.

Podczas zderzen atomdéw A z czasteczkami B czasteczki moga zostaé pobudzone do drgan,
czyli zderzenia beda niesprezyste.

W charakterze uzupelnienia podajemy za Encyklopedig Fizyki wartosci typowych energii:
poziomy elektronowe — kilka eV,

poziomy oscylacyjne (zwigzane z drganiami czasteczek) od 0,1 do 0,001 eV,

poziomy rotacyjne (zwigzane z obrotami czasteczek) od 102 do 1075 eV.

Poniewaz érednia energia termiczna w temperaturze T jest rzedu kT, gdzie k &~ 107 eV /K
jest stala Boltzmanna, wiec widzimy, ze — zaleznie od dokladniejszej wartosci energii

drgani czasteczki — mozliwe jest ,zamrozenie” tych drgan poprzez obnizenie temperatury.
Wzbudzenie pozioméw elektronowych bedzie natomiast wymagalo podwyzszenia temperatury
do kilkudziesieciu tysigcy kelwindw.

Pozioméw rotacyjnych mozemy nie braé¢ pod uwage ze wzgledu na bardzo mala wartoéé

ich energii (niesprezysto$é zderzeri moze byé niezauwazalna). Mozna tez przyjaé, ze energia
kinetyczna czasteczek obejmuje energie ich ruchu obrotowego — przy takiej interpretacji
zderzenia ze wzbudzeniem poziomdéw rotacyjnych uznalibyémy za sprezyste.
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339. Niech R bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem A.

Mamy réwnoéci:

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadai z matemetyki z numeru 4/1997

Przypominamy tre§é zadain:

339. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i @ leza odpowiednio na pélprostych AB
1 AD™, przy czym |AP| = [CD|, |AQ| = |BC|. Wykazaé, ze érodek odcinka PQ lezy na prostej AC,.
340. Dowiesé, ze dla hiczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnaodé
1l fa4+b+c ST Lofi = s /
|l ——Z 3 abe | > = oo S i
\—= *+ Ve )5;{(\;5 i\_f.w\,u)

Q

IQAl =|BC|,  |AR|=|AP|=|CD|, C
|£LQAR| =180° — |£QAB| = |£BCD|;
wynika z nich, ze tréjkat QAR przystaje do tréjkata BC'D,

i wobec tego

|LARQ| = |LCDB| = |LBAC|.
To znaczy, ze prosta RQ jest réwnolegla do AC. Prosta AC
polowi odcinek PR, wiec na mocy twierdzenia Talesa polowi

takze odcinek PQ. Stad teza.

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 331 (WT'=2,60), 332 (WT=1,80),
z numeru 12 /1996

Piotr Zmijewski — Léd# 45,42
Barttomiej Dyda — Wroclaw 44,40
Krzysztof Zapisek -~ Warszawa 41,22
Jarcelaw Lazuka - Warszawa 37,78
Jersy Witkowski - Radlin 37,03

Witamy w Klubie dwéch nowych
czlonkdéw: panéw Zmijewskiego oraz Dyde
(numery 81 i 82 w Klubie 44M)

340. Nie tracac ogélnodci przyjmijmy, ze a > b > ¢ > 0. Gdy ¢ = 0, nieréwnosé dana
do udowodnienia sprowadza si¢ do nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczna i $rednia
geometryczna liczb a, b. Dalej zakladajmy wigc, ze ¢ > 0. Oznaczmy: a/c = 22, b/c = y?;
wéwczas = > y > 1, a dowodzona nieréwnosé, pomnozona stronami przez 6/c, przybiera postaé:
2% + 4% +1+43(cy)*/® > 2y + 20 + 22y
Przenosimy wszystko na lewa strong i przeksztalcamy otrzymana réznice, wprowadzajac
w pewnym momencie oznaczenie g = (2y)1/6:
22 + 4% - 20y — 2z — 2y+1 -1-3(::‘1;)2"3 =
=(e-9)? - 2(VZ - V)’ - 4V/zy + 1+ 3(zy)?/* =
=(VZ-VI)’lVa+V¥)* -2 - 4¢° + 1+ 3¢* >

>3¢* -4’ +1=(g-1)*(3¢* +2¢+1) > 0.

Rozwigzanie zadania M 816. Oznaczmy f(z) = . Wéwezas odwrotnodé liczby f(x) to

T =+ T2 — 4

Wy(z)? —4 = (f(z ]h + fix R e (f(z 3 f(z) -t Y
Zaten
———— a RESR R o
Welz) + v/ Wiy(x)? — 4 Wiy(x) \/ Wy ()2 — 4
Wa(Wyi(x)) + — =
a9 <>
1) + Fl2)~% + (f(z)* = f(z)"2)\° FY + f(2)~% = (f(2)* = f(z)"P)\"*
— ( - \’. e _I_ . — - -
P! 2
= fin =R flz)~2? Wanlr)
Latwo sprawdzi¢, ze Wa(z) = 2*
wte podstawienie typu x = ay + b
wanie powyzsze] metody




Patrz w mniebo

m Linie absorpcyjne w widmie gwiazdy powstaja w materii rozciagajacej

sie miedzy fotosfera gwiazdy (emitujaca $wiatlto o widmie ciaglym)
Rozwiazanie zadania M 817. a obserwatorem. Zazwycza] wiekszos¢ te] materii stanowi atmosfera gwiazdy,
S _ln' - OOANE egesto jednak §wiatlo przechodzi jeszcze przez materi¢ migdzygwiazdowa,
R S —— ktéra wzbogaca widmo gwiazdy o swoje linie. Jak odréznié linie gwiazdowe

od miedzygwiazdowych? Jezeli gwiazda jest sktadnikiem uktadu podwdjnego,
to okresowo zmienia sie jej predkosé wzgledem Ziemi, a wtedy w wyniku
zjawiska Dopplera jej linie widmowe okresowo przesuwaja sie na przemian
ku czerwieni 1 ku fioletowi — natomiast linie miedzygwiazdowe pozostaja
nieruchome. Dzieki temu wtasnie linie miedzygwiazdowe zostaly odkryte
(J.F. Hartmann, 1905). Jezeli gwiazda jest pojedyncza, to caly uklad
_ jej linii na ogdl nie bedzie pasowal do uktadu linii miedzygwiazdowych
W.(2cost) = 2eosnt, wskutek roznych predkosci gwiazdy i1 oblokéw materii miedzygwiazdowej.
Ponadto linie miedzygwiazdowe sa ostrzejsze od gwiazdowych (bo materia
L 1)t =2 cost - 2cosnt miedzygwiazdowa jest zimna) i duzo jest wéréd nich linii wzbronionych
(bo materia miedzygwiazdowa jest bardzo rozrzedzona).

Wskazdwka: Poniewaz to

Tl

Nie warto dowodzié, ze poznanie skltadu chemicznego materii rozproszonej
ma ogromne znaczenie dla poznania w ogdle ewolucji materii i jej obiegu we
Waszechéwiecie. Totez mozna uznaé, ze trzy lata temu rozpoczal sie chyba nowy
etap tych badan, gdy mianowicie teleskop Hubble’a umozliwil zaobserwowanie
po raz pierwszy miedzygwiazdowych linii pierwiastkéw naprawde ciezkich, takich
jak cynk, oléw, tal, gal, german, krypton, cyna, arsen, wystepujacych w iloéciach
rzedu jeden atom na dziesiatki miliardéw atoméw wodoru. Z tego, co wiemy
obecnie o nukleosyntezie, pierwiastki najliejsze (woddr, hel i lit) powstaty przede
wszystkim podczas Wielkiego Wybuchu. Pierwiastki od helu do cynku powstaja
i w centrach gwiazd w wyniku syntezy termojadrowej. Z kolei pierwiastki jeszcze
ciezsze tworza sie w rezultacie wychwytywania neutrondw, z tym ze moze
sie to odbywaé spokojnie i powoli w jadrze gwiazdy lub gwaltownie podczas
wybuchu supernowej. Wreszcie supernowe wybuchajac wzbogacaja materie
miedzygwiazdowa w owe pierwiastki ciezkie. Nasza obecna wiedza o ewolucji
gwiazd wydaje sie wprawdzie dos¢ dobrze ugruntowana i ogdlnie zgodna
z obserwacjami, niemniej jednak mozliwo$é bezposredniego wyznaczania iloéci
ciezkich pierwiastkéw w materii miedzygwiazdowej stanowi nowy i zarazem
bardzo subtelny sposéb konfrontowania teorii z obserwacjami, sposéb, ktéry
dotychczas byl niewykonalny z powodéw czysto technicznych.

Rozwigzaniec zadania M 818.

R = P(z) — W, jes

stopnia r < n. Z zalozenl zadania mamy

P O Tomasz KWAST
= (Walz)+ R(z)) -2,
a poniewaz ¢~ — 2 = Wa(r), wiec na L A
; S 5 wlerpie
mocy te iia M 816 otrzymujemy q rl LR
IR T Uwazny obserwator moze zauwazyé, ze Jowisz, ktéry juz od dluzszego czasu jest
Riz® = 2) = R(z)® = 2W.(z)R(z) widoczny praktycznie przez cala noc, cofa sie. Okreélenie to oznacza, ze porusza

Gdy wielomian R nie jest nian si¢ na niebie w strong przeciwna niz Slofice w swoim ruchu rocznym. Wszystkie

i to stopiei SILE planety obiegaja Sloiice w tg sama strong (gdyby patrzeé z Gwiazdy Polarnej, bylby

to kierunek przeciwny do ruchu wskazéwek zegara), dlaczego wiec Jowisz sig cofa?
Otz nie zapominajmy, ze ruch planet obserwujemy z Ziemi, ktéra tez sie porusza,

a poniewaz jest blizej Stoiica niz Jowisz — porusza si¢ szybciej. Sa zatem okresy,

np. whasnie teraz, gdy Ziemia i Jowisz znajduja si¢ po tej samej stronie Slofica i Ziemia
Jowisza po prostu wyprzedza. Poniewaz plaszczyzny orbit Ziemi i innych planet tworza
niewielkie katy, planeta w okresie swojego ruchu wstecznego cofa si¢ nie dokladnie

»po swoich §ladach”, lecz zatacza dosé plaskie petle na niebie. Fakt ten znany byl
astronomom od starozytnodci, a wytlumaczyl go w ten naturalny sposéb Kopernik.

9 VIII Jowisz znajdzie si¢ niemal dokladnie po przeciwnej stronie Ziemi niz Slorice

— konfiguracja taka nazywa si¢ opozycja. Ksigzyc, ktérego pelnia wypada 18 VIII,
zblizy sie do Wenus 6 VIII, do Marsa 9 VIII, do Jowisza 17 VIII i do Aldebarana

25 VIII, a ponadto — uwaga! — 22 VIII zakryje Saturna. Nastapi to okolo godziny 4
(czasu letniego), wigc posiadacze lepszych lunet tej nocy chyba sie nie wyépia.
Blyskajace na niebie meteory to gléwnie Perseidy. Mozna je widzie¢ niemal przez caly
miesiac z maksimum okolo 12 VIIL. TK.
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Jeszcze raz o izometriach

W pierwszym numerze EPSILONA pisalismy o tym,

ze jesli funkcja z plaszezyzny w plaszczyzne zachowuge
odlegltosé (euklidesowq) 1, to jest izometrig. Analogiczne
twierdzenie prawdziwe jest takze dla funkcji z R™ w R"
dla n > 2. Oczywiscie, problem mozna sformulowaé

dla dowolnej przestrzeni metrycznej (to znaczy takiej,
w ktorej okreslona jest odlegloéé miedzy jej elementami)
i nietrudno wykazaé¢, ze wéwczas rozwiazanie moze

by¢ inne. Wystarczy wziaé¢ R i funkcje, ktéra liczbie
przyporzadkowuje jej czesé caltkowita.

Odlegtos¢ euklidesowa na plaszczyinie zapisujemy
analitycznie:

d((z1,22), (y1,92)) = /(21 = 91)? + (22 — v2)?;

podobnie robimy to w przestrzeni R", czyli zbiorze ciagéw
n-elementowych. Naturalnym uogélnieniem jest zbidr
ciagéw nieskoriczonych; jezeli rozwazaé bedziemy zbidr

o0
ciagéw, dla ktdérych szereg Z z? jest zbiezny, a odlegtosé

=1

. 1/2
okreslimy jako (Z(i-‘;‘ = y,')z) , to otrzymamy
=1

przestrzeni metryczng, oznaczana przez matematykéw ls.
Ze wezgledu na dobér metryki mozna te przestrzei
traktowac jako unogélnienie R™.

W przestrzeni {» z tego, ze funkcja zachowuje odleglodé 1,
nie wynika, ze zachowuje wszystkie odlegloéci. Oto

idea konstrukcji przykladu; wykorzystamy pewne fakty

z matematyki wyzszej.

Wiadomo, ze w przestrzeni I istnieje podzbiér A gesty

i przeliczalny, to znaczy taki, ze domkniecie A jest cala
przestrzenia 1 elementy A mozna ponumerowaé liczbami
naturalnymi. W szczegdlnodci kazdemn elementowi «
nalezacemu do l; mozna przyporzadkowaé taki a, € A,
ze odleglo$é miedzy an i z jest mniejsza niz % Oznaczmy
to przyporzadkowanie przez f.

Niech teraz b, bedzie elementem I» - czyli ciagiem

- zdefiniowanym nastepujaco: n-ty wyraz ciagu to 712-,
pozostate za$ réwne sa 0. Latwo sprawdzié, ze dla

réznych ki n elementy by i b, sa odlegle o 1. Z okreslenia
funkcji f wynika natomiast, ze jesli dwa elementy I sa
odlegte o 1, to ich obrazy przez funkcje f sa rézne. Jezeli
teraz weimiemy funkcje g : A — Iz, ktéra element a,
przeksztalca na b,, to nietrudno dostrzec, ze funkcja go f
zachowuje odleglosé 1. Izometria jednak ona nie jest
(dlaczego?)

Mozna zadaé pytanie, co sie stanie, gdy (w przypadku
przestrzeni l;) dodamy zalozenie o ciagloéci funkcji
zachowujacej odleglosé 1. Ot6z jeszcze 10 lat temn problem
ten byl otwarty i nic mi nie wiadomo o tym, by ostatnio
ktoé go rozwiazal. .. K.C

Andrzej Turowicz (1904—1989) byl ksiedzem

i jednoczeénie profesorem matematyki. Znal wielu stawnych
polskich matematykéw, w szczegdlnosci ze Lwowa,

i opowiadatl o nich barwne anegdoty. Ale i on sam byl
bohaterem oryginalnych historii. ..

Gdy przed kolokwium habilitacyjnym (1963) ojciec
Turowicz zapytal prof. Wazewskiego, jak taki egzamin
wyglada, gdyz chcial sie przygotowaé, otrzymal odpowieds:
»10 ¢6z, w najgorszym razie zostanie ksiadz meczennikiem,
a przeciez ksiadz o niczym innym nie marzy?”.

Whiosek o nominacje profesorska Turowicza czekal

prawie rok na opini¢ wojewddzkiego komitetu PZPR

w Krakowie (wydanie pozytywnej opinii przez komitet bylo
konieczne dla nadania wnioskowi dalszego biegu). Komitet
zwlekal. W koiicu, po ponagleniu przez sekretariat PAN,
wydano werdykt: ,stwierdzono, ze docent Turowicz nie
wyzyskiwal swojego stanowiska dla robienia propagandy
religijnej”. Podobno, gdy wniosek dotart juz do Rady
Panstwa, do Dyrekcji Instytutu Matematycznego PAN
nagle zatelefonowal éwczesny I sekretarz KC PZPR,

W. Gomulka, z pytaniem, dlaczego docent Turowicz
mieszka w opactwie w Tyficu. Odpowiedziano mu, ze to
wynika z papieréw dolaczonych do wniosku, na co on
odrzekl: ,a, no to dobrze”.

Ongi$ z wizyta do Instytutu Matematycznego PAN

w Krakowie, gdzie profesor Turowicz pracowal, przybyl
z wizyta rumuriski matematyk; obecnoéé ksiedza

w instytucie bardzo go zaskoczyla. Gdy nastepnego dnia
przyszedl i ksiedza profesora nie bylo, zapytal: 4 gdie
towariszcz pop?

Idziemy do szkoly

Dawno temu, na noworocznej herbatce pracownikéw
Instytutu Matematyki UJ, Dyrektor zadal zagadke: ilu
pracownikéw ma Instytut? Dal wskazdwke, ze jest to ladna
liczba. Z kilku miejsc rozlegly sie glosy, ze 77 — i byla to
odpowiedi dobra.

EPSILON ma prawie siedem lat. Pierwszy numer,
przygotowany jesienia 1990, wyszedl drukiem w marcowym
numerze Delty w roku 1991. Numer siedemdziesiaty siédmy
ukazuje si¢ w sierpniu, a 1 wrzeénia siedmiolatki ida do
szkoly.

Idziemy do szkoly i my! Czas na nas — trzeba sie nauczyé
pisac i czytaé! W kilku najblizszych numerach Delly
Czytelnicy nie znajda EPSILONA. Wydawanie naszej
kolumny zostaje zawieszone na czas nieokreélony. Trudno
sprecyzowad, na jak dlugo; moze tylko na kilka miesiecy,
moze do +oo?

Na jakié czas zniknie zatem w Delcie winieta z krakowska
czapka, symbolami ¢ i §, i kwantyfikatorami takimi, jak je
pisza matematycy na calym $wiecie i jak je pisali nawet
w okresie zimnej wojny od USA po ZSRR - wszedzie,

z wyjatkiem polskich szkél i polskich podrecznikéw
szkolnych (cho¢ np. w podrecznikach Zofii Krygowskiej
symbole kwantyfikatoréw w ogdle nie byly uzywane,
Autorka pisala je stowami).

Sami jesteSmy bardzo ciekawi, czy (ewentualnie kiedy)
spotkamy sie jeszcze na tamach Delty?

Redakeja BPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem . -

Osiagnawszy tyle wydai, ilu pracownikéw liczy} Instytut Matematyki UlJ, koledzy z EPSILONA postanowili udaé sie na
wypoczynek. Dzigkujac im za dotychczasowa wspdlprace jestedmy przekonani, ze nie ukryli swych piér na diugo.
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