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O zbieznoSci
ciggéw sum Riemanna,

wzorach Stirlinga, Wallisa i...

Grzeqorz RZADKOWSKI

W niniejszym artykule proponujemy Czytelnikom ciekawy

1 stosunkowo prosty dowdd wzordw Stirlinga i Wallisa.

Po przebrnieciu przez niezbedne przygotowania techniczne
otrzymamy nie tylko obie stawne réwnosci, ale tez swego rodzaju
maszyne do produkowania innych, podobnych.

Zalézmy, ze funkcja f(z) jest ciagla na przedziale domknietym [a, b].
Podzielmy ten przedzial na n réwnych czesci punktami
Ty =a+ ki’ig (k=0,1,2,...,n). Suma Riemanna funkcji f, dana

(1) PN e,
k=1

to suma pél prostokatéw o wysokosciach f(x) i jednakowych

ograniczonej od gory wykresem funkeji f(x), od dolu osia z-déw,

a z bokéw prostymi 2 = a i 2 =b. Gdy n — oo, to granica ciagu sum
b

Riemanna jest wladnie owo pole, czyli catka [ f(z)dz.
a

Zastanéwmy sie, jak szybko ciag sum Riemanna zmierza do swojej
granicy. Zalézmy, ze funkcja f(x) ma na przedziale [a, b] ciagla
pochodna (a na koncach przedzialu, czyli w punktach ¢ = a1z = b,
ma pochodne jednostronne). Réznice miedzy catka a suma Riemanna
moiemy zapisa¢ nastepujaco:

ff(a,)d:c——Zf.ck)_Z / fzr))dz.

Oznaczmy przez t;, $rodek przedziatu [zp_y, zk] (tzn. niech

hpr= M) 1 zastosujmy wzor na calkowanie przez czesei do
kazdej z calek po prawej stronie (2), by po nietrudnym rachunku
otrzymad

[ (@ = sy ae = f =By ()= He)de=

Tk

(e~ Tan)) - / (2 —t)f (2) de

Th=1

Po zsumowaniu wzgledem k 1 pomnozeniu obydwu stron przez n
otrzymujemy

b
[ #

f(b))—nZ/ z— 1) f (z) de

Dyski
protoplanetarne

Michat ROZYCZKA

Wspélczesna teoria ewolucji ukladéw
planetarnych opiera sie na zalozeniu,

iz powstaja one jednoczesnie ze swymi
gwiazdami centralnymi z gestych oblokéw
materii miedzygwiazdowej, w ktérych nad
wszystkimi pozostalymi sitami przewazyly
w pewnym momencie sily samograwitacji.
Zalozenie to ma dzi§ mocna podstawe
obserwacyjna. Po pierwsze, na geste
obloki zbudowane z czasteczek wodoru
oraz tlenku wegla i innych zwiazkéw
chemicznych (tzw. obloki molekularne)
przypada ponad polowa masy oérodka
miedzygwiazdowego (budulca na gwiazdy
i planety jest wiec w naszej Galaktyce
wystarczajaco duzo). Po wtdre, najgestsze
obloki molekularne (a wigc te, w ktérych
sﬂy samograwitacji sa najsﬂme_]sze}

maja masy poréwnywalne z masami
gwiazd. Po trzecie wreszcie, mlode
gwiazdy wystepuja wylacznie w oblokach
molekularnych lub w ich bezposrednim
sasiedztwie.

W najgestszych oblokach obserwuje sie
ruchy, ktére moga byé zinterpretowane
jako obrét wokél dobrze okreslonej osi.
Zgodnie z teoria, samograwitacyjne
kurczenie si¢ (tzw. kolaps) obloku
obdarzonego ruchem obrotowym prowadzi
do powstania niewielkiego, stacjonarnego
obiektu centralnego otoczonego rozleglym
dyskiem (tzw. dyskiem akrecyjnym).
Wnetrze dysku jest réwniez niemal
stacjonarne (wszelkie ruchy poza ruchem
obrotowym wokél obiektu centralnego
OdbyWB.JQ. 51Q z predkosciami duzo
mniejszymi niz lokalna predkosé orbitalna).
Faza kolapsu jest bardzo krétka, trwa
bowiem nie wiecej niz 10° lat.

Uformowany juz dysk podlega dalszej
powolnej ewolucji, w ktérej trakcie
znajdujaca si¢ w nim materia czesciowo
osiada na obiekcie centralnym (proces

ten nosi nazwe akrecji), czesciowo

za$ jest wywiewana w przestrzen
miedzygwiazdowa. Podczas trwajacej kilka
milionéw lat fazy akrecji centralny obiekt
dysku przeksztalca sie w protogwiazde,
ktéra od zwyklej gwiazdy rézni sie jedynie
tym, iz w jej wnetrzu nie zachodza
Jjeszcze reakcje jadrowe. Jednoczesnie

w calym dysku z pierwiastkow i zwiazkéw
chemicznych, ktére w macierzystym
obloku znajdowaly sie w stanie gazowym,
powstaja ziarna pylowo-lodowe.

Pod wplywem grawitacji ziarna te
przemieszczaja sie nast¢pnie w poblize
plaszczyzny réwnikowej dysku.

Jesli chaotyczne ruchy skladowej gazowej
dysku (turbulencja) nie sa zbyt silne,
wedréwka ziaren jest procesem bardzo
szybkim: na dotarcie do plaszczyzny




réwnikowej ziarna (nawet te powstale
tuz przy powierzchni dysku) potrzebuja
nie wiecej niz stu lat. W plaszczyinie
réwnikowej wyksztalca sie bardzo

cienki dysk pylowy, ktérego grubosé
moze byé nawet stokrotnie mniejsza od
grubosci dysku gazowego. Dysk o tak
znikomej grubodci wykazuje naturalna
tendencje do rozpadu na fragmenty

o masach rzedu 10'° kg, ktére pod
wplywem samograwitacji w ciagu paru
tysiecy lat skupiaja si¢ w planetozymale
— obiekty o rozmiarach kilkudziesieciu
kilometréw. Jesli natomiast turbulencja
jest silna (to znaczy: jeéli predkosdci
ruchdw chaotycznych sa poréwnywalne

z predkoscia déwieku), cienki dysk
pylowy nie wyksztalca sig. W takim
przypadku planetozymale powstaja
wskutek przypadkowego zlepiania si¢
ziaren pylu chaotycznie krazacych po calej
objetodci dyskn, czas zad potrzebny do ich
utworzenia jest znacznie dluzszy i wynosi
okolo stu tysigcy lat.

W toku dalszej ewolucji dysku
nieelastyczne zderzenia miedzy
planetozymalami prowadza do powstania
protoplanet. Trwajaca od dziesiecin do
kilkuset milionéw lat faza powstawania
protoplanet jest najdluzsza z faz
ewoluncji dysku protoplanetarnego.
Planetozymale, ktére przetrwaly ja

w nienaruszonym stanie, moga by¢
obserwowane w uformowanym juz ukladzie
planetarnym jako komety lub planetoidy.

Jak zatem widaé, wedlug wspdlczesnie
rozwijane]j teorii dysk protoplanetarny

jest kluczowym ogniwem w laficuchu
przemian prowadzacych od obloku materii
migdzygwiazdowe]j do otoczonej planetami
gwiazdy. Pigknym potwierdzeniem

tych teoretycznych przewidywan sa
prowadzone od kilku lat obserwacje dyskéw
protoplanetarnych, ktérymi zajmiemy sig
w dalszej czesci tego artykulu.

Obecnosé dysku przy mlodej gwiezdzie
Inb protogwieidzie najlatwiej jest wykryé
prowadzac obserwacje w podczerwieni.
Objawia sie on jednak wtedy nie jako
obiekt o okreélonym ksztalcie i rozmiarach,
lecz tylko jako ,garb” w podczerwonej
czesci widma (rys. ]) Promieniowanie
podezerwone po czgsci powstaje w samym
dysku kosztem energii grawitacyjnej gazu
i pyiu opa.da.chego na cialo centralne,

po czesa zad jest przetworzonym
promieniowaniem ciala centralnego.

W miare wyczerpywania sie gazu i pytu
podczerwony garb maleje az do zupelnego
zaniku w widmie dojrzalej gwiazdy

z catkowicie juz uformowanym ukladem
planetarnym.

Obserwacje w podczerwieni s3 wymownym,
lecz jednak tylko posrednim dowodem
istnienia dyskéw protoplanetarnych. Dzieki
obserwacjom prowadzonym w zakresie
widzialnym (przede wszystkim za pomoca

Teraz przechodzimy do granicy po obu stronach poprzedniej
rownoscl, wykorzystujac zaleznoscé

nli{gonz f (z —te)f'(x)de = 0.

(Czytelnik sprobuje samodzielnie udowodnié, ze tak istotnie jest przy
zalozeniu ciaglosei [/ w
technicznych to wzdér

(3 lim n(/f:c)da:—b “fok))
k=1

Podamy teraz kilka jego interesujacych zastosowarni. Wezmy pod
sin Tz
2

[a,b].) Koticowy efekt naszych przygotowarn

T (f(@) = £(5)).

uwage funkcje f(z) = In

przedziale [0, 1], ktadac f(0) =
ciagla na przedziale [0, 1]. Czytelnik zechce sprawdzié, ze f ma
na [0, 1] réwniez ciagla pierwsza pochodna. Suma Riemanna
funkeji f ma postaé

Zf() [hl(smism?—{ smﬂ)—h 12- i
2n 2n 2n n intl”

W dalszym ciagu wykorzystamy dwa znane wzory, ktére Czytelnik
(o ile ich nie zna) moze sprébowaé udowodnié sam lub wyszperaé

w réznych zbiorach zadan z analizy matematycznej, np. [1] i [2]. Oto
one:

1 okreslmy jej wartoéci na calym

In —. Tak okreélona funkcja jest

™ 27 '371' nw
(5) sin—sin—sin —...sin — =

2n 2n 2n 2n

n : gl 1
S, lim = -,
211— | n—oo n e

Stosujac je do wyrazenia calki funkeji f oraz jej sumy Riemanna,
dostaniemy zaleznosci

1o, (k) 1 ! - /n!
(6) —Zf(—):—ln \/___l nl_Inn_n Liggo 1, X0 ’
T F=i n T n n n

2ne nn - 2n

1 n
(7) ff{x)dx:nlirrc}o%Zf(%)=l—ln2.
0 k=1

Obie powyzsze réwnosci wstawiamy do wzoru (3) i spokojnie
rachujac mamy kolejno:

- |
limn(l—l S O 5 B 11112+11n-’-’-‘!~)=11nE
2 n n n

n—oo nn ) 9!

i
lim (n_llnnhlnﬂln&_lmz) =
2 n® 2

=00 2
e"n!
lim In{ ——] =0
=00 ('\//2_7?;71"')
lub inaczej
!
(8) i . S

n—oa \/2rnnte "

Otrzymali$my w ten sposéb wzdr Stirlinga (8) wielokrotnie
wykorzystywany w réznych artykulach w Deleie (np. na str. 4).

Zastosujmy teraz nasz wzor (3) do funkeji f(z) = In (1+s)sin gz

okreslonej na przedziale [0, 1] (z dodatkowa umowa, ze f(0) = In %)



Funkcja ta, podobnie jak poprzednia, jest na przedziale [0, 1] ciggta
wraz ze swa pochodna. Bez wdawania sie w zbedne szczegdly
rachunkowe (Czytelnik w razie potrzeby zdola je niewatpliwie
samodzielnie uzupelni¢) powiemy tylko, ze suma Riemanna f i jej
caltka oznaczona wygladaja nastepujaco:

n 2
1y r(E)=mp - tn Gl
n n n 2P (2n)!

k=1

/fx)dx_]ln

wzor (3) zas po kosmetycznych zablega{:h przybierze tym razem
postaé

dx+fln(1+3,)d1:_ln2

lim 2 (n!)?
ey Ty A
Powyzszy wzor to jedna z postaci znanego wzoru Wallisa
wykorzystywanego czesto w podrecznikowych dowodach wzoru
Stirlinga (patrz np. [3]). Tutaj otrzymaliémy oba wzory niezaleznie.

Zastosujmy jeszeze z ciekawosci wzér (3) do kilku innych funkeji.
(2 + z)sin 5z

Wezmy, na przyktad, f(z) = okreslona na

x
przedziale [0,1] z f(0) = In 7. Rozumowanie podobne do poprzednich
prowadzi w tym przypadku do wzoru

o 8%nl(2n)! *\/E
an\/—22n+1(3ﬂ)! i

n

sin Sx m
=ln—32" 0)=In—
Dla f(z) =1In Z0+2) na przedziale [0,1] z f(0) = In 2
otrzymujemy:
21'1 |
(9) TN L) Y

n—oco 2y/n7 (2n)%"

czyli wzor Stirlinga (8), w ktérym podstawiono 2n zamiast n.

sin Tx

Dla f(z) =In IF(-Q-_—%IS na przedziale [0,1] z f(0) = InZ 7 mamy
z kolei

2n 12?n | |
(10) lim \on).Le),

n—oo \/3ng 331 (n)2n (21?)' -

Dzielac stronami (10) przez (9) otrzymujemy jeszcze jeden
interesujacy wzor

lim 24" (3n)!n! \/?:

neoo 337 (20))2 ~ 2
Widaé, ze wyzej opisany sposéb prowadzi do uzyskania wielu
ciekawych 1 uzytecznych wzoréw. Wyprowadzenie dalszych
pozostawiamy inwencji Czytelnika.

Literatura:

(1] J. Bana$, S. Wedrychowicz, Zbidr zadasi » analizy matematyczne;.
WNT, Warszawa 1993.
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Warszawa 1979.
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Rys. 1. Podczerwone nadwyzki w widmach
ukladéw protoplanetarnych éwiadczace

o obecnosci dyskéw akrecyjnych. Liniami ciaglymi
oznaczono widma samych obiektéw centralnych.
teleskopu Hubble’a) oraz w zakresie
radiowym przez radioteleskopy pracujace
na falach milimetrowych mamy réwniez
dowody bezposrednie: od paru lat
niektére (nieliczne na razie) dyski
mozemy po prostu ogladaé. Pigkna
kolekcje zdjeé¢ dyskéw (uzyskana za

¢ pomoca teleskopu Hubble’a) krazacych

wokét mlodych gwiazd i protogwiazd

w gromadzie , Trapez” (gwiazdozbiér
Oriona) mozemy obejrze¢ na oktadkach.
Typowa masa takiego dysku jest
zblizona do tzw. minimalnej masy
mglawicy slonecznej, ktéra otrzymuje
sie poprzez ,uzupelnienie” pierwiastkéw
wystepujacych w naszym ukladzie
planetarnym tak, by ich proporcje
wagowe odpowiadaly proporcjom
obserwowanym na Sloiicu, i ktéra wynosi
0,01 Mg. Promienie dyskéw wahaja sie
od kilkudziesigcin do kilkuset jednostek
astronomicznych (jedna j.a. jest réwna
$redniemu promieniowi orbity Ziemi).
W niektérych przypadkach rozrzedzona
materia gazowa 1 pylowa bywa jednak
obserwowana az do odleglosci 2000 j.a.




od obiektu centralnego. Tak duze

masy 1 rozmiary wskazuja na to,

iz mamy do czynienia z obiektami
mlodymi, znajdujacymi sie w fazie

akrecji. Na podstawie réznego typu
obserwacji mozna oszacowaé, iz w mlodych
gromadach typu Trapez podobne dyski ma
70-80% gwiazd.

Przykladem dysku zaawansowanego
ewolucyjnie jest dysk krazacy wokét

w pelni juz uformowanej, podobnej

do Slorica, lecz znacznie od niego
mlodszej gwiazdy # Pictoris (3 Pic).

Po raz pierwszy sfotografowano go

w 1984 r., niedawno za$ jego nowe zdjecia
o znacznie lepsze] rozdzielczosci nadestal
teleskop Hubble’a. Calkowita masa
dysku @ Pic nie przekracza 107° Mg
(okolo masy Jowisza lub 300 mas Ziemi).
Podobne, mato masywne dyski ma

co najmniej 20-30% gwiazd o wieku
zblizonym do 2 Pic. Tak jak w dysku

B Pic, dominuje w nich materia pylowa;
na materie w stanie gazowym przypada
jedynie znikomy ulamek masy. Poniewaz
czas zycia ziaren pylu jest znacznie
krétszy niz wiek dysku typu 8 Pic,
musimy przyjac, iz sa one nieustannie
wytwarzane, najprawdopodobniej
wskutek zderzei jakich$ wiekszych,
licznie wystepujacych w dysku obiektéw. .
Jest to posredni dowdd istnienia
planetozymali, a zatem i stusznosci
hipotez opisujacych zaawansowane etapy
ewolucji dyskéw protoplanetarnych.

Inna wskazéwka przemawiajaca za
obecnoscia planetozymali w dyskach typu
A Pic sa nieregularnie powtarzajace sie¢
rozblyski w liniach widmowych niektérych
pierwiastkéw, jakie zaobserwowano

w samej # Pic. Jak wynika z obliczeil
teoretycznych, takie wlasnie rozblyski
towarzysza zderzeniom planetozymali

7 gwiazda centralna. Mamy tez powody,
by przypuszczad, iz dysk 8 Pic wszedl
juz w faze formowania planet. W swej
wewnetrznej czesci jest on mianowicie
wyraznie wygiety — w taki sposéb, jakby
podlegal on zakléceniom grawitacyjnym
generowanym przez okrazajacy gwiazde
centralna obiekt o masie zblizonej do masy
Jowisza.

Fakt, iz starsze dyski sa wyraZnie mniej
masywne od mlodych, jednoznacznie
wskazuje na dzialanie przewidzianych
przez teori¢ proceséw prowadzacych do
utraty masy z dysku. W swej obecnej
postaci teoria nie jest jednak w stanie

ani przewidzie¢ tempa utraty masy, ani
nawet jednoznacznie wskazaé procesow

za te utrate odpowiedzialnych. Zgodnie

7 obserwacjami etap ewolucji, na ktorym
dochodzi do intensywnej utraty masy,
przypada na poczatek fazy akrecji. Jest to
etap niezmiernie ciekawy z teoretycznego
punktu widzenia 1 bardzo wazny z punktu
widzenia ewolucji uktadu planetarnego
(bez znaczacej ntraty masy z dysku obiekt

’

Probabilistyka 1 wybory

W EPSILONIE (70) w Delcie 1/1997 mozna przeczytaé obszerny
tekst Krzysztofa Ciesielskiego o niebezpieczenstwach plynacych

z nieumiejetnego interpretowania danych statystycznych. Podane
przyktady dotycza m.in. ostatnich wyboréw prezydenckich; dorzuémy
do nich swoje trzy grosze.

Z druga tura wspomnianych wyboréw wiaze si¢ probabilistyczna
ciekawostka. Otdz pewien znany polityk — dla krétkosci nazwijmy
go X — stwierdzil, Zze nie widzi powodu, by bra¢ udzial w drugiej
turze wybordw, skoro prawdopodobiernistwo, ze to wlasnie jego

glos rozstrzygnie o wyniku, jest réwne 1/17000000. Co X mial

na my$li? Po chwili namystu stwierdzamy, iz musial przyjac,

ze wyborcy sa nierozréznialni. Dla polityka to bardzo naturalne
zalozenie — w ostatecznym rachunku jest mu bowiem wszystko
jedno, czy wygrywa glosami profesoréw, urzednikow administracji
sredniego szczebla, czy tez np. gospodyn wiejskich 1 cyklistow.

A skoro wyborcy sa nierozréznialni, to drugie réwnie naturalne
zalozenie mowi, ze wszystkie wyniki drugiej tury wybordéw maja
réwne prawdopodobienstwa. Gdy wyborcéw jest 17 mln (taky
mniej wiecej liczbe glosujacych przewidywano przed druga tura),
to wynikéw jest 17000 001. Zatem istotnie, prawdopodobienstwo,
ze obaj kandydaci otrzymaja réwne liczby gloséw, a wybory beda
nierozstrzygniete (o ile X nie pofatyguje sie na spacer do urny), jest
przy powyzszych zalozeniach réwne 1/17 000000 z dokladnoécia do
czternastu miejsc po przecinku,

Dla wiekszosci z nas zalozenie o nieodréznialnosci wyborcéw jest
jednak dosé¢ absurdalne. W koncu nieomal wszystkim zona nie myli
sie z tesciowa, a wlasne dziecko z jego nauczycielka matematyki.
Sa nawet tacy, ktérym polityk X nie myli sie z politykiem Y

(choé nie wiem, czy nadal mozna tu méwié o wiekszosci).
Przyjmijmy przeto inny model probabilistyczny: kazdy z 17 mln
wyborcow oddaje glos niezaleznie od pozostalych, wybierajac

z prawdopodobienstwem 1/2 jednego z dwéch kandydatéw. Mamy
wiec do czynienia ze schematem 17 mln préb Bernoulliego
prawdopodobienistwem sukcesu (albo, jak beda chcieé niektorzy,
porazki) réwnym 1/2. Jakie teraz jest prawdopodobienstwo p
zdarzenia polegajacego na tym, ze obaj kandydaci otrzymaja réwne
liczby gloséw? Jak wie tzw. kazdy mlody czlowiek,

_ () L
P=\n)22m

No dobrze, ale ILE to wlasciwie jest? Gdy do przyblizenia silni
wykorzystamy przypomniany na str. 2 wzér Stirlinga, to okaze sie,

7 p = 0,000193515. ..~ 0,0002.

Wynik jest wiec zaskakujaco duzy (zalecam przepytanie tych
znajomych, ktérzy wiedza dobrze, co to schemat Bernoulliego;

dla mnie byto to doswiadczenie ciekawe pod wzgledem zaréwno
rozmaitoécl uzyskanych odpowiedzi, jak i stopnia ich nietrafnosci).
Gdy nieco skomplikujemy nasz model i przyjmiemy, ze liczbha
wyboreéw nalezy do przedzialu — powiedzmy — (16 - 105, 18 - 106)

i moze by¢ z réwnym prawdopodobienstwem parzysta lub
nieparzysta, to p, oczywiscie, zmaleje, ale tylko okolo dwéch

razy. Wynik bedzie wiec i tak ponad tysiackrotnie wiekszy od
postulowanego przez X-a.

gdzie n=17000000:2 = 8500000.

A jak to jest naprawde? Ktéz to wie... Klopoty ze stosowaniem
rachunku prawdopodobienstwa polegaja m.in. na tym, ze na takie
pytania zaden odpowiedzialny matematyk nie odpowie w wiazacy
sposdb. Jedli zas odpowiada, to znaczy, ze zamiast matematyka

chwilowo zajal sie filozofia. Pg



Spektroskop za zlotéwke centralny najprawdopodobniej nie méghby
przeksztalci¢ si¢ w gwiazde). Jak za chwile
zobaczymy, dla obserwatora zewnegtrznego
jest to takze etap bardzo malowniczy.

Plyta kompaktowa dziata jak siatka dyfrakeyjna. Golym okiem
widaé na niej ,tecze” powstajace w swietle odbitym.

Bardzo tatwo zrobié sobie z takiej plyty spektroskop. Wystarczy W wielu (prawdopodobnie we wszystkich)
wyciaé z niej pitka do metalu czastke (rys. a) i umiescié¢ ja przypadkach wyplyw masy z dysku

w pudelku wykonanym z cienkiej tekturki lub grubego czarnego prowadzi do uformowania si¢ dwéch
kartonu, tak jak to przedstawiaja rysunki b i c¢. Pudelko sklejamy waskich (skolimowanych) strug gazu,

ktére ciagle jeszcze nie maja polskiej
nazwy i ktére chcac nie cheac musimy
za literatura fachowa nazywaé¢ dzetami
(ang. jets). Najwyrazniej widaé

lub spinamy zszywaczem. Kawalek plyty przylepimy do podloza
— za brzezki! - cienkimi paseczkami tasmy klejacej. Szczeling — na
przyklad o szerokosci 0,5 mm - mozna wycia¢ w tekturce zyletka

lub ostrym nozem. Wygodnie umiesci¢ ja na dodatkowej pokrywce to w ukladzie protoplanetarnym
- w ten sposéb mozna wykonaé kilka wymiennych szczelin o réznych oznaczonym symbolem HIH30 (fot. na
szerokosciach (rys. b). Jezeli zachowaé¢ w przyblizeniu wymiary przedniej okladce). Dzigki jego

przedstawione w milimetrach na rysunku ¢, przez otwér bedzie Dbserwaqtom wLadon}o_‘ lihd;ﬁi‘pm‘l,)si??‘liq
mozna ogladaé dwa widma: jaéniejsze, mniej rozciagniete widmo N N SO0 SO, DUBKO

. o o . : obiektu centralnego. Na ile blisko - tego
pierwszego rzedu i ciemniejsze, ale szersze widmo drugiego rzedu. na razie nie wiemy; w ukladzie HH30

na pewno blizej niz 15 j.a. Wiadomo
réwniez, ze mechanizm zasilajacy dzety

nie przez caly czas pracuje z jednakowa
wydajnoscia; zamiast ciaglej strugi

materii (lub na jej tle) obserwujemy
bowiem szereg mglawicowatych tworéw
nazywanych w fachowej literaturze wezlami
(ang. knots).
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a)

szczelina

Najjasniejsze wezly niektérych ze znanych

dzi§ dzetéw zostaly zaobserwowane juz

otwor prawie p6l wieku temu przez George’a

do oglqdania Herbiga i Guillermo Haro i otrzymaly
widma nazwe obiektéw Herbiga-Haro (w skrocie

— obiektéw HH). Wéwczas nie zdawano

sobie jednak sprawy ani z istnienia

b)

dzetéw, ani nawet z tego, ze obiekty HH

= sa Scile zwigzane z mlodymi gwiazdami.
Tradycyjne nazwy wezléw bywaja dzié

i [—4——- Y€yl Y ywaja
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rozciagane na cale dzety, a nawet, jak
15‘1_ w przypadku HH30, na cale uklady
- ptyta

- el —Y» 40 protoplanetarne.
—[10_}
40

i Poré“’rnuj‘qg zc‘!chia. ?vy_konane w odstepie
4 co najmniej kilku miesiecy mozna

zaobserwowaé przemieszczanie sie wezléw.
Poniewaz przeceniona plyta kompaktowa kosztuje ponizej 10 zlotych, §§ Stad oraz z obserwacji spektroskopowych
a mozna z niej zrobié¢ 10 takich spektroskopdéw, pojedynczy “_"adgmo’ tlz 3“dpli“@°y e dizefl‘e oddala
egzemplallz kosthwalby wlaénie okoto jednej zlotéwki. Stad — moze ZIECEO ;:;L;:::;‘ doy;aiuzseﬂrim?:c(lziilkimi
nie do konca uczciwy — tytul. predkosei ucieczki z powierzchni obiektu
centralnego). Dzieki takim predkodciom
dzety i stowarzyszone z nimi lancuszki
weziéw — obiektéw Herbiga-Haro

W warunkach domowych mozna za pomocg naszego spektroskopu
przeprowadzié nast¢pujace badania:

1. Obejrze¢ widmo ciagle zaréwki. Najwygodniej uzyé zardwki ~ osiagaja bardzo duze odleglodci od
matowej albo patrzeé na zaréwke zwykta przez torebke foliowa centréw swych macierzystych dyskéw
~ aby rozmazaé obraz wiékna. (do 9 lat $wietlnych w przypadku
2. Obejrzeé widmo Stoiica — takze patrzac na nie przez folie dzetu H11; przypomnijmy, iz jest to
lastykowa. W widmie drugiego rzedu widac slady prazkéw kilkaset razy wiccej niz promieni duzego
[)1 ¥ 2 b CE0 iy dysku protoplanetarnego). Niestety, ciagle
Fraunhofera. Jjeszcze nie wiemy, co rozpedza dzety do
3. Obejrze¢ widmo liniowe $wietlowki. tak duzych predkosci ani co sprawia, iz sg
4. Zbadac absorpcje kolorowych celofanéw. Jako zrédta uzyjemy one tak waskie. Najprawdopodobniej ;
matowej zaréwki, a badane prébki umieszezaé bedziemy przed w obu przypadkach istotna role odgrywaja
szezeling przyrzadu. Mozna przy tym zaslaniaé tylko polowe Bota fHgnctyconc. .Obs.'mwaqe.dzewf‘f’
: 3 , i o w ktérych widaé wiecej szczegéléw niz
szezeliny, aby madce poréwnaé \-?}d.mcl) swiatta przechodzacego w HH30 (np. HH34 i HH47 pokazanych na
przez absorber z widmem odniesienia. fotografiach na okladce), pozwalaja jednak

: : et i ik e juz dzisiaj na zidentyfikowanie takich
Nasz spektroskop jest, niestety, dogé ciemny i nie nadaje sie Bl Triaplywi aasy, Lsre w nicdalokiei

do ogladania widma neonéwki czy typowych szkolnych rurek perspektywie moga poméc w rozwiazaniu
Geisslera. Jerzy GINTER [ obu zagadek.




Rozwigzanie zadania M 813,
Niech w; = —I—l—l dlae= 1,2 50 m.

ab sprowadzamy zadanie

Z twierdzemia cosinuséw wnioskujemy,
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Zatem kule o srodkach A,,

=i ISt i :
niach +/2/2 maja rozlaczne

wnetrza, 7 drugie] strony sa one zawarte
w kuli o drodku O i promieniu 1 + "f":

wige z poréwnania objetosel wynika, ze

tymalnego. Jak je poprawié?

Przypominamy, ze
1
£ oz Y ¥ _ =
sinhy = = (e e )
natomiast

coshy = % (e"’ +e"“') .

Geometria Minkowskiego
Wojciech KOPCZYNSKI

Za date powstania szczegdlnej teorii wzglednosci (STW) przyjmuje sie rok 1905,
w ktérym ukazal sie artykul Alberta Einsteina Zur Elektrodynamik der bewegter
Korper — w ttumaczeniu polskim O elektrodynamice ciat w ruchu. W artykule
tym zostala zawarta w zasadzie cala tresé fizyczna STW, zwlaszcza za$
zaleznos¢ pomiaréw czasu i dlugoéci od obserwatora uwidoczniona w efektach
dylatacji czasu i skrécenia dlugosci Lorentza-Fitzgeralda. Te i inne efekty
relatywistyczne okazaly si¢ konsekwencjami przeksztalceri Lorentza, Yaczacych
wspéhrzedne czasoprzestrzenne (¢, z,y, z) jednego obserwatora inercjalnego ze
wspéhrzednymi (¢, 2', 3/, 2’') innego takiego obserwatora. (Przez obserwatora
inercjalnego rozumiemy takiego obserwatora, dla ktérego ruchy swobodne sa
ruchami prostoliniowymi i jednostajnymi.) Przeksztalcenia Lorentza maja postaé

i t—Vz ' z—-Vi ' !

P = e, e | =, e

A= =

przy czym: uzylem ukladu jednostek, w ktérym predkoéé swiatla jest ¢ = 1;
przyjatem, ze obserwator o wspoétrzednych primowanych porusza sie z predkoécia
V' w dodatnim kierunku osi «; oraz ze w chwili mijania si¢ obserwatoréw
wszystkie ich wspdlrzedne wynosza zero.

Formulujac STW Einstein nie uzywal pojecia czasoprzestrzeni — zbioru zdarzen,
operowal oddzielnie pojeciami czasu i przestrzeni, mimo ze kazdy obserwator
inercjalny — jak sugeruja to przeksztalcenia Lorentza — ma swéj wlasny czas

1 przestrzen. Pojecie czasoprzestrzeni pojawilo sie podezas odezytu wygloszonego
w 1908 roku przez Hermanna Minkowskiego w Kolonii. Minkowski pokazal,

ze do opisu STW wygodnie jest postugiwaé sie szczegdlna czterowymiarows
geometria, nazwana pozniej jego nazwiskiem.

Osoby stykajace sie po raz pierwszy z geometria czasoprzestrzeni
czgsto nie umieja sobie poradzi¢ z dylematem: jak pogodzié geometrie
z caterowymiarowoscig. Fachowcy radza uzmystowié sobie, ze aby opisaé
zdarzenie nalezace np. do historii pewnego punktu materialnego, trzeba podaé
cztery liczby — jedna okreslajaca czas zajécia zdarzenia i trzy okredlajace jego
polozenie. Laikom rada ta rzadko pomaga. Mozna sprébowaé wiec innej drogi
i zamiast opisywaé czterowymiarows czasoprzestrzei, zajaé sie dwuwymiarowa
czasoprostg. 1 to jest chyba whasciwy sposéb, bo wszystkie istotne cechy
4-wymiarowe] geometrii Minkowskiego widoczne sa w jej 2-wymiarowym
wariancie. Zajme si¢ wiec geometria czasoprostej, tj. zbiorem zdarzen nalezacych
do historii pewne]j prostej spoczywajacej wzgledem pewnego obserwatora
inercjalnego. Na czasoproste]j z przeksztalceri Lorentza pozostaje to, co istotne,
P t— Ve i z—Vt
g 2 A g
a o wspéhrzednych y i z mozna zapomnieé. Do sparametryzowania tych
przeksztalcen wygodnie jest uiy¢ — zamiast predkoéci V — kqta hiperbolicznego
1, okreslonego wzorem
v
Vi-Vv?’
Stosujac wzory trygonometrii hiperbolicznej cosh? v — sinh® Pp=1
i tgh ¢ = sinh ¢/ cosh 9 szybko otrzymuje

sinh ¢ =

cosh ) = tghy =V,

1
VI-V?’
a przeksztalcenia Lorentza przybieraja postaé

t' =coshty -t —sinhyp-z, 2'=—sinhey-t+coshy-a.

Wzory te jako zZywo przypominaja wzory na obrét kartezjanskiego ukladu
wspolrzednych wokdl jego poczatku. Aby sie o tym przekonaé, nalezy podstawié
¥ = i¢ oraz ¢t = it. Korzystajac wtedy z tozsamoséci cosh i¢ = cos ¢ oraz
sinhi¢ = isin ¢, otrzymuje

6



7' =cos¢-T—sing-x, 2 =singd -7+ coseh-x,
czyli wzory na obrét.

Kat hiperboliczny 1 jest bardzo wygodnym sposobem parametryzacji
3&- przeksztalcenn Lorentza. Przy skladaniu przeksztalcen Lorentza katy
Rozwiazanie zadania F 455. Slady hiperboliczne dodaja sie — podobnie jak dodaja sie zwykte katy przy sktadaniu
zostawiane przez gwinzdy sa praecicciami - obrotéw. W ten sposéb kat hiperboliczny przejmuje role predkosci z fizyki

stozkéw (powstalych przez obrét

: : ; przedrelatywistycznej. Jesli mamy trzech obserwatoréw, obserwator 2 porusza
proste] przechodzgce] przez érodek 5 el b t 1 dl{ i 1% . ) b ¢ 3 :
ukladu optycznego 1 gwiazde wokdl osi si¢ wzgledem obserwatora 1 72 pre _C'SCIEE Lise gl"xbls a obserwator o porusza sig¢
réwnoleglej do osi éwiata) % plaszezyzna  wzgledem obserwatora 2 z predkoscia Vo = tgh ¢s, to predkosé obserwatora 3
blony fotograficanej. Przecigcie stozka wzgledem obserwatora 1 dana jest w fizyce przedrelatywistycznej wzorem
i plaszczyzny moze wyznaczad prostg, sl . A 5 3 4 i
Kbl jahsll pldkscasna BRVRST AL V =W + Va, a w fizyce relatywistycznej uwiklanym wzorem 1 = 11 + 1)5.
symetrii stozka lub jezeli stozek jest

S i Geometria Minkowskiego przejmuje z geometrii euklidesowe) pojecia afiniczne,
].I'i'l?'i'ﬂr.."d_\-"ﬁ[li-l._\ tzn. ma }\?11 rozwarclia m. % N % [ = N X b3 . . .
W opisanym przypadku tylko druga a wiec pojecia punktu, prostej i prostych réwnoleglych (ktére nigdzie sie nie
mozliwosé wehodzi w gre (dlaczego?). przecinaja). Rozni si¢ zas od geometrii euklidesowej pojeciami metrycznymi,
s ""‘.ll"”“ ks ’i‘.'”az;l’i’n"'[‘]"‘E:H:""]'/I‘f:'(_’m a wiec takimi jak dlugosé odcinka (wektora), pojecie kata miedzy prostymi
rowniku niebileskim, tzn. mus eé 7 2 s 3
deklinacje 0 stopni. i twierdzenie Pltﬂ-gorﬂsa.
Warto zauwazy¢, ze odpowiednikiem kwadratu wektora o poczatku w punkcie
(0,0) i koiicu w punkeie (z, 7), czyli
z? + r? 4
jest w geometrii Minkowskiego liczba
T ;
ktéra zwana jest interwalem 1 ktéra przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak
ujemne. W zwiazku z tym wektory dzielimy na: czasowe — dla ktérych liczba
ta jest ujemna, zerowe — dla ktérych wynosi zero i przestrzenne — dla ktérych
jest dodatnia. Koiice wektoréw zerowych w czasoprostej leza na tzw. prostych
zerowych @ = 4t (W czasoprzestrzeni za$ tworza tzw. stozek Minkowskiego).

Majac juz pojecie kwadratu u? wektora u, mozna stworzyé¢ pojecie iloczynu
skalarnego wektoréw u i v, stosujac wzoér
t 2u-v=(u+v)?-—u-v2,

Wektory u, v, takie ze u . v = 0, nazywamy prostopadtymi. Latwo zauwazy¢,
\ ze do wektora czasowego moze by¢ prostopadly tylko wektor przestrzenny,
natomiast wektor zerowy jest prostopadly tylko do wspdlliniowego z nim
wektora zerowego (uwaga: wymiar = 2). O8 z jest prostopadla do osi t,
" a poniewaz wszyscy obserwatorzy inercjalni sa réwnoprawni, wiee dotyczy to
(¢ takze osi 2’ 11'. Gdy wykonasz rysunki tych osi postugujac sie przeksztalceniami
Lorentza, Twoja euklidesowa intuicja powie Ci, ze te stwierdzenia nie moga by¢
jednoczesnie prawdziwe dla obu par osi. Cheac wyczué geometrie Minkowskiego,

) _ powiniene§ wiec czedciowo odejsé od euklidesowe] intuicji.
f— g
=z = Aby mozna bylo zbudowa¢ na czasoprostej tréjkat prostokatny, jedna z jego
i przyprostokatnych musi byé czasowa, a druga przestrzenna. Skieruje wzdluz
v tych przyprostokatnych osie ¢ 1  odpowiadajace pewnemu obserwatorowi
inercjalnemu. Przeciwprostokatna moze byé czasowa, zerowa lub przestrzenna.
bt W przypadku gdy przeciwprostokatna jest czasowa, mozna wzdluz niej skierowaé

of t' pewnego obserwatora inercjalnego (rys. 1), a odpowiednik wzoru Pitagorasa
przybierze postaé t'? = #? — z?. Na przeciwprostokatnej jest ' = 0, wiec
przeksztalcenia Lorentza daja z = Vi, czyli

t'=vV1-Vit<t,
Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi dylatacji czasu: czas
w ukladzie poruszajacym sie biegnie wolniej.

W przypadku gdy przeciwprostokatna jest przestrzenna, mozna wzdluz niej
skierowaé o§ &’ pewnego obserwatora inercjalnego (rys. 2), a odpowiednik wzoru
Pitagorasa przyjmie postaé z'> = 2? — 1%, Teraz na przeciwprostokatnej t = Vz,

ezl '=v1-Viz<ze.

Rys. 2 Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi skrécenia
Lorentza-Fitzgeralda: pret poruszajacy sie jest widziany jako krétszy.

T




Czasteczka wody ma trwaly moment
dipolowy. Jest tak dlatego, ze elektrony
znajduja si¢ blizej jadra tlenu.

Maoia de

Zamki z piasku

Zapewne kazdy choé raz, bedac dzieckiem, budowal zamki z piasku na brzegu
morza, jeziora lub rzeki. Wystarczy wypelni¢ piaskiem kubelek lub inny
pojemnik, ostroznie odwrécié go, a nastepnie postawié na ziemi i delikatnie
podnieéé. Piasek dosé wiernie zachowa jego ksztalt. Potocznie nazywa sig

to stawianiem babek. Zamek mozna takze formowaé za pomoca twardych
przedmiotéw, na przyklad ciskajac piasek dwiema listwami, lub rzezbi¢ go

w ubitej pryzmie mokrego piasku. Pozostawienie zamku na pastwe Sloiica

i wiatru grozi jego zniszczeniem. Wysychajac zacznie si¢ rozsypywaé. Mozna
go uratowaé zwilzajac jego powierzchnig. Budujac malownicze fortece na plazy
warto zastanowié sie, co sprawia, ze sa one wzglednie trwale.

Spoistoéé ziaren mokrego piasku wynika z obecnoéci ladunkéw elektrycznych

na ich powierzchni oraz specyficznych wlasnosci wody. Nawet jesli catkowity
tadunek ziarna jest zerowy, moze ono wytwarzac¢ pole elektryczne w otaczajace]
je przestrzeni, jeéli na jego powierzchni znajduja si¢ rozseparowane tadunki
elektryczne. Pole dipola elektrycznego zmienia sie¢ z odlegloscia jak 1/7%,
podczas gdy pole coulombowskie zmienia si¢ jak 1/7?, a wiec pole dipola maleje
szybciej. W przypadku mokrego piasku decydujace znaczenie ma obecno$é wody
pomiedzy jego ziarnami. Z powodu swej specyficznej budowy czasteczki wody
maja trwaly moment dipolowy, ktéry oddziatuje z polem elektrycznym ziaren.
Powoduje to zwiekszenie sie lepko$ci wody znajdujacej si¢ pomiedzy ziarnami
piasku. Jeéli odleglosci miedzy ziarnami sa duze, rozdziela je szeroka warstwa
wody, ktérej czasteczki w przewazajacej czesci nie czuja istnienia stabego pola
elektrycznego — w takiej sytuacji ziarna piasku ptyna wraz z woda. Dodatkowo,
na powierzchni mokrego piasku (na granicy z powietrzem) sp6jnosé ziaren

jest zwiekszana przez sily napiecia powierzchniowego. Kiedy piasek wysycha,
znika woda znajdujaca sie miedzy ziarnami, decydujaca o jego spoistosci.
Ponadto tadunki przemieszczaja si¢ na powierzchni ziaren. Powstaje wtedy

tzw. podwéjna warstwa Helmholtza, w ktdrej jony dodatnie znajduja sie blizej,
a ujemne dalej od powierzchni. Dzieki niej ziarna suchego piasku lekko si¢
odpychaja. Jeéli do wody dodamy nieco gliceryny, pojawi si¢ ekranowanie
tadunkéw znajdujacych sie na ziarnach i przez to zmniejszy sie spoisto§¢ piasku.
Paradoksalnie, im wiecej gliceryny (a wiec cieczy o duzej lepkosci), tym bedzie
ona (tzn. spoisto§é piasku) mniejsza.

lw
>~
1

¥ o -y E
S P

Uklad dwéch ladunkéw o przeciwnych znakach, ale takich samych wartoéciach
bezwzglednych g, rozsunietych na odlegloéé a, nosi nazwe dipola elektrycznego. Natgzenie pola
w punkcie p znajdujacym si¢ na osi dipola w odleglodci r od jego srodka (r > a) wynosi:

q q 1 a ( 1 a ) aq
E = - o —_4 =] = ——-—]=2—,
r— 22  (r+2)2 q(,.z""ra) Tz = 3
a wiec maleje szybciej niz pole coulombowskie. Dla duzych r natezenie pola zanika niezaleznie

od polozenia punktu p. Momentem dipolowym P nazywamy wektor o dlugosci P = ga
skierowany od ujemnego do dodatniego ladunku.

Zapewne kazdy z codziennego doswiadczenia wie, Ze znacznie drobniejsze niz
ziarna piasku czasteczki kawy czy, na przyklad, toneru do kserografu przyciagaja
sie, nawet gdy sa suche. Sily odpowiedzialne za to przyciaganie maja takze
elektryczna nature, choé mechanizm tego zjawiska jest inny niz w przypadku
mokrego piasku.
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Cztery sposoby obliczenia dlugosci linii $rubowej

Zajmiemy si¢ nastepujacym pouczajacym zadaniem.

Obliczyé diugosé linii okreslonej w sposcb paramelryczny rownaniami
r=sacostguyi=igsing, z=-rcf,

gdzie a, ¢ to dodatnie stale, natomiast t € [0, 67].

Oto rozwiazanie, a raczej kilka réznych rozwiazaii. Parametr ¢ interpretujemy
jako czas. Punkt (z,y, z) porusza si¢ po walcu. Po uplywie czasu ¢ punkt
znajdzie sie w A na wysokosci ct. Po uplywie kolejnych 27 jednostek czasu
punkt znajdzie sie w B na wysokosei e(t + 27). Stad AB = ¢27. Zatem zwoje
spirali sa odlegle o c27.

Pierwszy sposéb. Rozcinamy walec wzdluz linii PQ (patrz rys. 2). Powstaje
prostokat o podstawie dlugosci 2wa. Zwoje spirali przechodza na odcinki,
bo £ = £ = const. Stad wynika, ze szukana dtugoéé linii srubowej to

at
3vV4r2a? + 472e? = 67/ a? + 2.

Drugi sposcb. Wektor wodzacy
poruszajacego si¢ punktu ma postaé

Rys. 1. Dlugoé¢ tuku QR jest réwna at,
RA=¢t, AB=c¢ 2w,

7(1) = [acost, asint, ct].
Predkosé #(t) korica wektora w chwili ¢
P P znajdujemy rézniczkujac #(t) wzgledem t,

¥(t) = [—asint,acost,c].
Zatem szybkos¢ konca wektora 7(1)
w chwili ¢ wynosi

B v(t) = \/(—asint)? + (acost)? 4 ¢2 =
=v/a? + ¢? = const .
A Teraz szukana dlugoéé linil srubowej
Q R @  obliczamy ze wzoru

Droga = czas - szybkoéé = ¢ 12 4 ¢2.
Rys. 2 g ¥y 6wy a’ + c

Trzect sposcb. Predko$é punktu w chwili ¢, tj. w punkcie A, jest wypadkowa
predkosci obrotowej i predkosci podnoszenia.

Mamy (patrz rys. 3) AK = [a,c] 1 AK = +/a? + ¢? = const. Stad, jak przed
chwila,

Droga = czas - szybko&¢ = 67/ a2 + 2.

Czwarty sposcb. Diugoéé linii obliczamy caltkujac szybkosé poruszajacego sig
punktu.

\J

G
Diugosé linii = / V@) + ()2 + ()2 dt =
0

A N
Rys. 3. G
AM - predkoéé podnoszenia, 7
s = —asint)? + (acost)? + c2dt =
AN - predkoéé obrotowa, \/( ] =+ ( ] +
0

aK - predkosd wypadkowa,
szybkoéé podnoszenia

6
AM:?:-:. =/\/a2+czdt=(i?r\ff{3+(r3.
: 0

szybkoéé obrotowa

A T‘ = Robert HAJEASZ



Opor zastepczy wielokata i zlota proporcja
Krzysztof REJMER

Zlota proporcja w naturalny sposdb pojawia sie w wielu zagadnieniach
geometrycznych, ale nie tylko. Opdr zastepeczy prostej, nieskoiiczonej sieci
& zbudowanej z opornikéw o jednostkowym oporze (patrz Delta 6/1997) jest

Rozwiazanie zadania M 814. réwny wlasnie wspétczynnikowi zlotej proporcji. W przyrodzie mozna ja

Niech X bedzie dowolnym punktem odnalezé w zagadnieniu filotaksji. A oto jeszcze jeden przyklad, w ktérym zlota
plaszezyzny. Oznaczmy przez n(f,1)  proporcja i liczby Fibonacciego pojawiajg sie w naturalny sposéb. Z opornikéw
fesbe dyvyeh modiiszek, kiore w chwill € 6 jednostkowym oporze zbudowano wielokat w taki sposb, ze oporniki tcza

53 W Odieglosc] nle WIgHSZe) nlZ n oc . . " . . . ’ . " - .

puikti X, Fatwo sprawdbie, 4 Jego kolejne wierzchotki oraz wierzcholki ze srodkiem. Jaki jest opér takiego

1 uktadu mierzony miedzy dowolnym z wierzchotkéw i érodkiem 7 Jak si¢ on

2o MR nlts s zmienia, gdy liczba wierzcholtkéw dazy do nieskonczonosci?

bo w clggu minuty modliszka przebywa 4 J ! S :

najwyzej 10 metréw, a zatem kazda Ten malo znany problem ma ciekawe rozwiazanie, ktére przedstawimy dla
modliszka, ktéra w chwili (¢ + 1) znajduje wielokatéw o nieparzyste] liczbie wierzchotkéw. Rysunek pokazuje dwa

sic w odlegloscl nie wicksze) niz » od X, painrogteze takie wielokaty: tréjkat i pieciokat wraz z réwnowaznymi im sieciami

w chwili ¢ byla odlegla od X o nie wigce] K 5 ! y E Vi i s v ik
alh p 4 ¥k podabnie jalk wezpnthie zbudowanymi wylacznie poprzez szeregowe i réwnolegle laczenie opornikéw.
4

¥ chwila t

at+ 1 (dlaczego?). Czynnik L wyraza
B p 2 R

modliszki, ktdre zabila mie

fakt, ze na kazda zywa w chwili t 4+ 1
modliszke przypada co najmnie] jedna
zabita miedzy chwila t a ¢ + 1. Zatem

L
n{0,15) < ;)—m_ln.'l 4) <

1
< ;u{’_’l']: 13)< ... <

(FaY

: 50 (
E—M-n.[].n.,u) <

B
o
i
B
0
C
Ly
A c
A
1 w(150 4 1)* D
K T e g o]
— 32768 T
czyli po kwadransie zadna modliszka nie B
sie przebywad w punkcie X. Punkt i -
ten mozna w a¢ dowolnie, co koticay B E :
dowdd. (Por. zadania o saloonach o) L i
mlecznych z Delty 8/1996.)
D
)
1
L)
a) b) :
A c E

a) Wielokaty opornikéw.
b) Sieci zastgpcze opornikéw. Punkty B i C maja ten sam potencjal, podobnie punkty D i E majg
ten sam potencjal.

Opdr mierzony jest pomiedzy punktami A 1 O. Réwnowaznoéé wynika

anie zadania M 816. Poniewsz g gymetrii; z jej powodu niektére pary punktéw maja ten sam potencjal, a zatem
e jeden ek o 65na, usunaé taczacy je opornik (lub polaczyé je dowolnym oporem) bez
zmiany oporu calodci uktadu. Na rysunku te usuniete oporniki zaznaczone sa
przerywanymi liniami. Oznaczmy przez r operacje obliczania oporu zastepczego
dla dwéch réwnolegle polaczonych opornikéw (polega ona na podzieleniu
iloczynu obu oporéw przez ich sume), a przez s operacje obliczania oporu
zastepczego dla polaczenia szeregowego (czyli po prostu ich sume). Opory
zastgpcze dla pierwszych trzech wielokatéw mozna zapisaé nastepujaco

znika.

1
RS = Irl = "2-,
11 5
Rs = 1?’585?1 = ﬁ,

Ry = 1?’%3%?‘%5%?1 = %,
Wielkoé¢ § jest wynikiem réwnoleglego potaczenia dwéch jednostkowych
oporéw. Kolejne operacje w powyzszych ciagach symboli mozna wykonywaé
zaczynajac zarowno od lewej, jak i od prawej strony, co widaé z symetrii
wyrazen. Nie wolno natomiast zaczaé rachunkéw od érodka wyrazenia; zeby
zrozumie¢ dlaczego — wystarczy popatrze¢ na réwnowazne wielokatom sieci
zastepcze. Méwiac inaczej, istnieja tylko dwa poprawne sposoby rozmieszczenia
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Rozwiazanie zadania F 456.
rzystamy 2 pojecia kata
hiperbolicznego v, ktéry w ukladzie
jednostek, takim ze ¢ # 1, wyraza sig
WZorem
I v
tghyy = —
c
(dla przejécia migdzy dwiema kolejnymi
gy lami). Poniewaz kat hiperboliczny
je elkodcia addytywna, wiec
dla przejécia miedzy N-ta gwiazda
a obserwatorem wynosi on
¥ = Ny,
czyli odpowiednia predkoéé wynosi

V =c-tgh (.‘\".-\rl gh 1)
c

JtoV — ¢

Gdy N — o<

nawiaséw; sa to takie rozmieszczenia, przy ktérych we wnetrzu kazdej pary
nawiasoéw znajduje sie co najwyzej jedna para nawiasoéw (oczywiscie, moze ona -
zawieraé w swoim wnetrzu inna pare) i jedna operacja laczenia opornikéw.
Zauwazmy, ze kazdy opor zastepezy powyzszego ciggu (oprécz, oczywiscie,
pierwszego) otrzymamy umieszclzajqc we wnetrzu wyrazenia odpowiadajacego

jego poprzednikowi symbol r%sE bezposrednio przed konicowym r1 (lub %s%r

bezpoérednio po pierwszym 17). Zapiszmy opdr n-kata w postaci utamka

R,,:arl:T,

gdzie a jest wynikiem operacji poprzedzajacych rl, natomiast k i/ sa liczbami
wzglednie pierwszymi (fakt, ze wynik dla dowolnego n jest liczba wymierna, jest
trywialny). Postlugujac sie regulami taczenia oporéw w natychmiastowy sposéb
mozemy wyrazi¢ a przez kil k

i
Wartosé oporu dla n + 2-kata jest, zgodnie z tym, co juz powiedzieliSmy, réwna

11 3k+1
= —-g5=r] = i
Rnga arzsor 5F 13l

W ten sposéb, zaczynajac od pierwszego elementu ciggu, dla ktérego k = 1
i | = 2, mozemy obliczy¢ dowolny jego element.

Zwréémy teraz uwage na nastepujacy ciekawy fakt. Dla obliczonych trzech
oporow zastepczych liczniki utamkéw sa liczbami Fibonacciego, natomiast
mianowniki sa sumami liczby poprzedzajacej 1 nastepujacej w ciagu
Fibonacciego po liczbie bedacej licznikiem. Czy jest to przypadek, czy tez
prawidlowo$é? Gdyby to byla prawda dla dowolnego oporu, jego warto$é mozna
by zapisa¢ jako

_ F, B 1

~ Fap+Faoy QF—;,fi—l '

a zatem dla n dazacego do nieskonczonosci opdr dazyltby do
|
T S
gdzie 7 jest wspélczynnikiem zlotej proporcji.

Najprostszy sposéb sprawdzenia, ze tak jest istotnie, to dowdd indukcyjny.

Wiemy, ze dla malych wartosci n opér zastepczy R, wyraza sie w opisany

sposéb przez liczby Fibonacciego. Zalézmy zatem, ze dla pewnego n zachodzi
k F,

an == —
l Fﬂ+1 + Fn-+1
Dla n wiekszego o 2 mamy
3k +1 Fr 4+ Faq1
Rpy2= = ;
5k+31 F,+3F.
Ostatni ulamek przepiszemy w postaci
Fryo i Fryo
Fn+2+2Fn+l Fﬂ+3+Fn+1 :

co konczy dowdd.

W przypadku gdy wielokat ma parzysta liczbe wierzchotkdw, jego opdr
zastepczy takze wyraza sie przez liczby Fibonacciego, choé jest to bardziej
zlozona formuta. Jednak 1 wtedy dla n dazacego do nieskonczonosci opor
dazy do 715 Sprawdzenie tego niech pozostanie éwiczeniem dla dociekliwego

Czytelnika.

W analogiczny sposéb mozna obliczyé pojemnosé zastepcza wielokata
zbudowanego z jednakowych kondensatoréw o jednostkowej pojemnoéci. Znajac
wynik dla wielokata zbudowanego z opornikéw wynik dla kondensatoréw
mozemy podaé¢ natychmiast. We wszystkich réwnaniach musimy zastapi¢
przez 2 oraz zamieni¢ miejscami r 1 s, a ostateczny wynik, czyli pojemno$
zastepcza to, oczywiscie, V5.

1
?
¢

Na koniec pozostaje jeszcze dodaé, ze zaprezentowany tu sposéb obliczenia
zastepczego oporu zostal podany przez Kanadyjczyka Roberta H. Marcha.
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Rys. 1. Wszystkie pionowe sznurki wisza

w jednej plaszezyinie.

Rys. 2

waserwaga

poziomnica

=

=

(

d
Vi + v ha

Jis

Pion, poziom i promien Ziemi

Piotr ZALEWSKI

Wedlug Stownika Jezyka Polskiego (PWN 1988) pion to ,linia pokrywajaca sie
z kierunkiem sily ciezkosci na powierzchni Ziemi”. Stownik Wyrazow Obcych
precyzuje pojecie pionu jako ,kierunku wypadkowej dwéch sil: sity przyciagania
Ziemi i sity odérodkowe] ruchu obrotowego Ziemi”. Sprébujmy jednak spojrzeé
na to pojecie oczami ludzi zyjacych przed Newtonem, tzn. nie uzywajac
nieznanych (niezdefiniowanych) okreslen, jak sita czy przyciaganie. Codzienne
doéwiadczenie podpowiada, ze rzeczy polozone ,wyzej” w (nie)sprzyjajacych
warunkach spadaja nizej i to ,prosto z géry na dol”. Wlasnie to ,prosto”
chcielibyémy nazwaé pionem, o ile tylko uda nam sie podaé przepis na
jednoznaczne jego wyznaczenie. Spadajace ciala nie bardzo sie do tego nadaja,
porecznie] jest postuzy¢ sie przyrzadem w postaci cigzarka zawieszonego na
sznurku, czyli wlaénie pionem. Nazwa, poprzez wloskie piombo, pochodzi od
plumbum — taciniskiego okreslenia olowiu, od wiekéw uzywanego do wyrobu
takich ciezarkéw. Pionem nazwijmy wiec kierunek wskazywany przez ,obcigzony
sznurek” zawieszony w danym punkcie (po ustaniu ruchu wahadlowego
ciezarka). Fajnie, tylko czy wszystkie ,obciazone sznurki” wskazujg ten sam
pion? Powtérzenie doswiadczenia przedstawionego na rysunku 1 powinno
rozwiaé te watpliwosc z ,,dokladnoscia” do stosunku amplitudy wahania
ciezarka do dhugosci sznutka. Dokladno$é ta jest poréwnywalna z réznica miedzy
zacytowanymi na wstepie definicjami, wynoszaca dla szerokosci geograficznej
Warszawy 4 tysieczne stopnia.

Przejdzmy teraz do poziomu. Wzgledem danego punktu coé moze byé ,wyzej”
albo ,nizej”. Jezeli nie jest ani wyzej, ani nizej, to powiemy, ze jest na tym
samym ,poziomie”. Tylko jak to stwierdzi¢? Inaczej mowiac: jak zdefiniowad
wpoziom”? Skoro pion wyznacza ,pion”, to pewnie ,poziom” mozna wyznaczyc
za pomoca poziomu — na przyklad wody. Jezeli zaniedbamy efekty brzegowe,
to powierzchnia wody w dowolnie skomplikowanym naczyniu po uspokojeniu
sie wydaje sie wyznaczaé plaszezyzne. W dodatku prostopadly do kierunku
pionowego, o czym mozna sie przekonaé (z przyzwoita dokladnoscia) obserwujac
pion zawieszony w studni 1 jego odbicie w tafli wody. Bedzie sie ono wydawalo
przedluzeniem pionu, bez wzgledu na to, z ktdrej strony studni bedziemy
patrzyli. (Jezeli nie jest oczywiste, ze to dwiadczy o prostopadlodci, to warto
poeksperymentowaé z patyczkiem 1 lusterkiem.)

W ten sposéb nie tylko zdefiniowalismy pion 1 poziom odwolujac sie jedynie
do prostych obserwacji, ale przekonalismy sie dodatkowo o ich wzajemnym
powiazaniu. W praktyce do wyznaczania poziomu uzywa si¢ tzw. waserwag:
lub poziomnicy (rys. 2). Przy okazji nie zaszkodzi przypomnieé, ze w celu
sprawdzenia poprawnoéci wskazan poziomnicy wystarczy przylozy¢ ja np. do
tablicy, odrysowaé, a nastepnie obrécié o 180 stopni wokdl osi pionowej (a czy
waserwaga moze by¢ sfalszowana?).

No dobrze, ale po co to wszystko przypominaé? Przede wszystkim, poniewaz
nie korzystaliémy ani ze znajomoéci praw mechaniki, ani z wiadomoéci o naszej
planecie, wiec tak zdefiniowane pojecia pionu i poziomu mozna wykorzystaé
przy odkrywaniu tych praw lub wiadomosci. I tak: dokladnosé naszych definicji
nasuwa pytanie o ksztalt Ziemi. Inaczej méwiac, na ile poziom jest plaszczyzna?
Kazdy, kto choé¢ raz byl nad morzem albo na samotnym wzniesieniu, ma prawo
podejrzewaé, ze Ziemia nie jest plaska. Sprawdzmy te podejrzenia mierzac
promien krzywizny poziomu.

Sposéb pierwszy: zeglarski

Potrzebujemy jachtu, latarni i morza. Gdy bedziemy oddala¢ sie od ladu,
latarnia morska zacznie stopniowo chowac sie za horyzontem. Rysunek 3
przedstawia schematycznie wielkosci, ktére musimy zmierzy¢, aby
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i Zadania

oszacowaé promient Ziemi. Pomiar taki mozna przeprowadzi¢ nad odpowiednio
duzym jeziorem lub zatoka bez odbijania od brzegu. Polecam Sniardwy, Zatoke
Gdaiiska, Zalew Wislany i Zalew Szczeciniski. Bardzo ciekawym problemem jest
okreélenie doktadnosci takiego pomiaru.

Sposéb drugi: Eratostenesa

Eratostenes jako pierwszy oszacowal promien Ziemi. Dokonal tego w II1

wieku p.n.e. Jego pomys! polegal na okreéleniu réznicy szerokodci geograficzne]
dwéch miejsc na tym samym poludniku. Réznica szerokosci wyrazona w mierze
tukowe] jest téwna odleglosci miedzy tymi miejscami wyrazonej w jednostkach
promienia krzywizny. W Polsce takimi miejscami moga by¢ np. Gdynia

i Wodzistaw Slaski. Réznice szerokosci geograficznych tatwo mozna zmierzyé
poréwnujac dlugodci cieni rzucanych przez tej samej wysokoéci przedmioty

w to samo potudnie.

Sposéb trzeci: fotograficzny — zobacz ,Patrz w niebo” na stronie 16

Po zmierzeniu promienia Ziemi stwierdzimy, ze odchylenie poziomu od
plaszczyzny, na odleglodciach rzedu kilkudziesieciu metréw, jest zaniedbywalne
w wickszoéci zastosowan praktycznych. Niestety, nasze pomiary beda
najprawdopodobniej za mato dokladne, aby stwierdzi¢ odchylenie poziomu

od kulistoéci. Pozostanie réwniez kwestia deformacji poziomu zwiazanych

z niejednorodnoécia Ziemi. Czy pomimo tego pion zawsze pozostanie lokalnie
prostopadty do poziomu? A co zrobi¢ z naszymi definicjami w przypadku
wiaderka na karuzeli (rys. 4)7 Ale to juz osobny temat.

Redaguje Krzysziof OLESZKIEWICZ

M 813. W przestrzeni dane sa niezalezne wektory vi1,vz,...,vn o lej whasnodci,
7e kazde dwa z nich tworza kat rozwarty. Udowodnié, ze n < 15.
Rozwiazanie na str. 6

M 814. Na plaszczyZnie rozmieszczono nieskoriczenie wiele modliszek w taki sposéb,
by odlegloéé miedzy zadnymi dwiema z nich nie byla mniejsza niz dwa metry.
Zakladajac, ze modliszka porusza sie z predkoscia nie wigksza niz 10 metréw na
minute, a ponadto owad ten momentalnie umiera z rozpaczy, jesli uplynie minuta od
chwili, gdy po raz ostatni zamordowal wspéiplemieiica, ndowodnié, z¢ po kwadransie
zadna modliszka nie ostanie sie przy zyciu. Prokreacje zaniedbujemy.

Rozwiazanie na str. 10

M 815. Udowodnié, ze

1996 , 1997 1
H( H | /m — ﬁ[)ﬁm-
m=2 “n=m+l

Rozwiazanie na str. 10

Zadanie z obozu przygotowawczego Olimpiady Matematycznej.
Redaguje Piotr ZALEWSKI

F 455. 7 miejsca o szerckosci geograficznej ¢ zrobiono zdjecie nocnego nieba z dlugim
czasem ekspozycji. Jedna z gwiazd zostawila prostoliniowy slad. Podaé¢ deklinacje tej
gwiazdy.

Rozwiazanie na str. 7

F 456. Obserwator inercjalny widzi N gwiazd poruszajacych si¢ wzdluz prostej.
Predko$é pierwszej gwiazdy wzgledem obserwatora wynosi v, a predkosc i-tej gwiazdy
wzgledem (i — 1)-szej, dla ¢ = 2,..., N, tez wynosi v. Obliczyé¢ predkosé N-tej gwiazdy
wzgledem obserwatora. Wykonaé przejécie graniczne N — oo.

Rozwiazanie na str. 11

Zadanie F 456 zaproponowal Krzysztof Rejmer.
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1-44

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 329 (WT=1,50), 330 (WT=2,17),
Zz numeru 11/1996

Piotr Zmijewski - Lod# 42,82
Krzysztof Zapisek - Warszawa 40,70
Bartlomiej Dyda - Wrocltaw 40,00
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 35,44

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadail z matematyki z numeru 3/1997
Przypominamy tres¢ zadan:

337. Niech a = (iv3 - 1}/2. Wyznaczyé wszystkie funkeje f zmiennej zespolonej z, o wartosciach

zespolonych, spelniajace réwnanie funkeyjne f(az + 1) 4 f(2) = 22,

2n
an
338. Dowiesé, e dla kazdej liczby naturalnej n > 1: E (=1)* ( :’) K™,

k=0
337. Liczby 1, o, o? sa trzema réznymi pierwiastkami trzeciego stopnia z jednodci. Tak wiec
a? + o +1 =0, o® = 1. Obliczamy kolejne iteracje funkeji liniowej l(z) =z +1:
H{z):azz+a+1, ME) =2+’ +a+1=z.
W podanym réwnaniu

(1) f(=) + f(2) = 22
zastepujemy z najpierw przez [(z), a nastepnie przez [l(z):

(2) FU1=)) + £(1(=) = (I(2))?,
(3) FU(=2)) + f(U(2)) = (U(=))2.

A poniewaz f(lll(z)) = f(z), zatem zwiazki (1), (2), (3) stanowia (dla ustalonej liczby z)
uklad trzech réwnaii liniowych z niewiadomymi f(z), f(I(z)), f(Il(z)). Rozwiazujac ten uklad
otrzymujemy wynik:

f(z) = 3( + (1(2))? - ((2))?);
po przeksztalceniu:
f(z) = (e +1)22 — 202 + %{a -1).

Ta funkcja spelnia réwnanie (1) i jest jego jedynym rozwiazaniem.

338. WeZmy pod uwage funkcje

2n
o) = (= =12 = Y- () e
k=0

i obliczmy jej n-ta pochodna:

¢M(z) = i(_l)k (2:) ek
k=0

Z rozwinigcia potegowego funkcji e® dostajemy réwnosé
$2 .28 2n )
g{x):(x+§+§+---) =" 4 12! et 4

napisane szeregi potegowe sa zbieine dla wszystkich z; dokladne wartodci wspélezynnikdw ¢
nie maja znaczenia. Z otrzymanej réwnosci wynika, ze g(“)(ﬂ} = 0. W polaczeniu
z wezedniejszym wzorem daje to teze zadania.
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Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadah 229 (WT=1,38), 230 (WT=3,25)
z numeru 12/1996

Frzemyslaw Gworys - C:gatuchowa 45,05
Andrzej Idsik — Boleslawiec 43,35
Prezemyslaw Gadzinski - Sroda Sl 32,66

Jako pigty z kolei do grona Weterandw
Klubu 44F dolacza P. Gworys.

[ ]
P
H i /
0,4 .
’ o ____......-.,,(..-_
o

Rys. 2
Ve
v
Vi
[
2
Rys. 3

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/1997
Przypominamy tresé¢ zadaii:

235. Na rysunku 1 przedstawiono zaleznoéé od temperatury stosunku mas cukru i wody p

w roztworze nasyconym. Obliczyé maksymalng temperature wody, ktére] dolanie do nasyconego
roztworu cukru w wodzie o temperaturze 100°C spowaduje krystalizacje czeéci cukru (chachy
niewielkiej). Rozwazyé dwa przypadki:

a) dolewamy niewielka ilosé¢ wody,

b} dolewamy ilos¢ wody rdwna 1/3 poczatkowe] ilodci wody w rostworze.

Nalezy przyjac, 2e cieplo pobrane lub oddane podczas zmiany temperatury rostworu jest réwne
sumie wyrazen odpowiadajacych zmianie temperatury wody i cukru, przy czym cieplo wilasciwe

cukru jest réwne 0,30 ciepla wlasciwego wody.

236. Napastnik biegnacy w strone bramki przeciwnika znajduje sig na wprost niej i otrzymuje
boczne podanie: pitka toczy sig poziomo 2 predkodcia 25 m/s réwnolegle do linii bramkowej

w odleglodei 20 m od niej. Gdy napastnik kopie pilke, jego noga porusza sie do przodu

z predkoscia 15 m/s. Ocenié¢ orientacyjnie niezbedna do zdobycia bramki dokladnosé czasu At,
w ktdrym noga przekracza dowolng linie. Szerokosdé bramki wynosi 7,3 m, a drednica pilki - 22 em.

Pomingé rolg bramkarza i kwestie zwigzane z wysokodcia poprzeczki i nogi.

235. Rozwazymy najpierw punkt b). Przesycenie roztworu i krystalizacja nadwyzki cukru
nastapi wtedy, gdy spelniona bedzie nieréwnosc

p(To) > (1 + q)p(T%),
gdzie Ty = 100°C jest temperatura poczatkowa roztworu, T} jest temperatura po dolaniu
wody, a g = 1/3 jest stosunkiem masy dolanej wody do poczatkowej masy wody w roztworze.
Z wykresu odezytujemy p(To) & 0,49 (lub nieco mniej) i obliczamy p(T)/(1 + g) &~ 0,36 = 0,37.
Rozpatrujac dalej przypadek graniczny (gdy nieréwnosé przechodzi w réwnoéé) odczytujemy
maksymalna wartoéé T /= 81°C. Aby wyznaczy¢ poczatkowa temperature wody T, ulozymy
bilans ciepla:

cw(To = Tk) + p(To)ce(To — 1) = gew(Th = T'),
gdzie ¢y i ce sa cieplami wlasciwymi wody i cukru. Dzielac obie strony przez ¢,, dochodzimy
do réwnania

T(To = Tx) = q(Tk = T),

gdzie T =1 + p(To)ec/cw = 1,146. Stad obliczamy T = 15°C. Powyzsze rachunki mozna
zinterpretowaé graficznie w sposéb nastepujacy: prowadzimy na wykresie p(T) prosta pozioma
na wysokosci p(Th)/(1 + g), na przecieciu tej prostej z wykresem znajdujemy T}, i przez te dwa
punkty wykresu prowadzimy sieczna przedluzajac ja do przecigcia z osia temperatury (rys. 2).
Odcinek pomiedzy punktem przeciecia a T}, jest réwny (Typ — Tk )/q i w celu wyznaczenia T'
nalezy go powiekszy¢ o czynnik 7, tzn. 7' jest punktem na osi temperatury, ktérego odlegloédé
od T} jest 7 razy wieksza niz odlegloé¢ wspomnianego punktu przeciecia od 7.

Przedstawiona interpretacja graficzna pozwala bez trudnoéci przejsé do granicy g — 0,

Ty — Ty (punkt a) zadania) — wystarczy tylko zamiast siecznej poprowadzié styczna do
wykresu w punkcie Tp. Styczna ta przecina o temperatury w punkcie odpowiadajacym

okolo 40°C; po pomnozeniu 100°C — 40°C = 60°C przez 7 otrzymujemy 69°C, czyli T a2 31°C.

236. Dla uproszczenia pominiemy obrét pilki i przyjmiemy, ze sila dzialajaca na nia w chwili
kopniecia jest prostopadla do jej powierzchni. Zalézmy tez, ze masa nogi jest znacznie wieksza
od masy pilki, a odbicie jest sprezyste (pominiete efekty sa istotne dla kierunku lotu pilki, ale
ich znaczenie dla wymaganej dokladnosci czasu jest prawdopodobnie niewielkie). W ukladzie
zwiazanym z butem pilka porusza si¢ ukosnie (rys. 3), przy czym skladowa x predkosci jest
réwna vz = 25 m/s, a wartoéé bezwzgledna skladowej y — réwna vy, = 15 m/s, zatem wartoéé
kata kierunkowego o wynika z réwnania tg o = v; /vy. Aby odbicie nastapilo w przdd, kat
odbicia powinien wynosié¢ «/2. Blad czasu At oznacza na rysunku 3 pionowe przesuniecie buta
(ktdérego rozmiary pomijamy) o odcinek Ay = vy At; punkt zetkniecia przesunie sie wtedy po
powierzchni pitki o Ay/ sin{a/2), a kierunek lotu odbitej pilki zmieni sie o

24y 2uyAt
rsin(a/2) ~ rsin(a/2)’
gdzie r — promien pilki. Powyzszy wzor przedstawia kat Ao w ukladzie odniesienia zwiazanym

Aa =

z butem, natomiast aby ocenié¢ jego maksymalna wartoéé¢ pozwalajaca trafi¢ do bramki, nalezy
przejsé do ukladu nieruchomego, przy czym Ao ulegnie podzieleniu przez czynnik 1 + cos
(szczegdly wyprowadzenia pomijamy). Preyréwnujac otrzymane wyrazenie do szerokoéci
katowej bramki i podstawiajac dane liczbowe znajdujemy o = 59°, At 22 1 ms.

15



Patrz w niebo

Dzisiaj propozycja patrzenia w niebo za pomoca

aparatu fotograficznego. Najprostszym, ale wdzigcznym
zadaniem dla poczatkujacego fotoastronoma jest
rejestracja pozornego ruchu obrotowego nieba. Wystarczy
w gwiazdzista, bezksigzycowa noc polozyé aparat
fotograficzny obiektywem w gére z osia optyczng
skierowana mniej wiecej wzdluz osi obrotu Ziemi

i otworzyé migawke na kilkanascie minut. Najwygodniej
uzyé do tego celu aparatu z mozliwoscia uruchamiania
spustu migawki za pomoca dokrecanego wezyka. Aparat
musi byé, oczywiscie, zaopatrzony w tzw. ,czas B”
pozwalajacy na dowolnie dluga ekspozycje. Otrzymamy
zdjecie, na kiérym gwiazdy pozostawia $lady w ksztalcie
lukéw o dlugosci katowej wynoszacej niecaly stopieii na
kazde 4 minuty ekspozycji. (Jezeli aparat nie bedzie lezal
wzdluz osi éwiata, uki nie beda fragmentami okregow,
gdyz na zdjeciu otrzymujemy obraz przeksztalcenia,

w ktérym danemu punktowi pélsfery odpowiada przeciecie
prostej — wyznaczonej przez ten punkt i érodek sfery

— z plaszczyzna blony fotograficznej.)

Naszym Czytelnikom polecamy dwa ambitniejsze warianty
takiej obserwacji: pomiar réznicy dlugosci doby gwiazdowej
i oficjalnej (zwiazanej z czasem érednim slonecznym)

oraz wyznaczenie dlugoéci réwnoleznika, czyli posrednie
oszacowanie promienia Ziemi.

W pierwszym przypadku nalezy unieruchomié¢ aparat

i wykonaé po jednym zdjeciu, o tej samej porze i czasie
ekspozycji, w dwie kolejne noce. Po wywolaniu filmu
pozostanie zmierzenie kata wzglednego przesuniecia

tukéw gwiazd. Przyjemnosé wymyslenia optymalnej
metody pomiaru tego kata i oszacowania jego dokladnosci,
wykonania stosownych obliczen oraz wyciagniecie wnioskéw
pozostawiamy Czytelnikom.

Pomiar dlugoéci réwnoleznika bedzie odrobine bardziej
skomplikowany. Gléwnie z powodu trudnosci w doktadnym
umocowaniu aparatu fotograficznego w warunkach
amatorskich. Z tego powodu wykorzystamy pole
grawitacyjne w celu nzyskania wystarczajaco dokladnego
ukladu odniesienia. Potrzebne beda dwie ekspedycje:

Lipiec

Przesilenie letnie bylo dopiero co (21 VI) i noce sa
jeszcze bardzo krétkie i jasne. Tzw. noc astronomiczna to
umownie czas, gdy Slofice znajduje sie pod horyzontem
glebiej niz 18°. Szerokoéé geograficzna obserwatora ¢,
deklinacja Sltorica 8 1 jego wysoko$¢ h o pélnocy spelniaja
zaleznosé:

d+6—h=090°.
Zatem skoro w chwili przesilenia letniego jest § = 235,
a dla Warszawy ¢ = 52°, to wtedy h = —145 i nocy
astronomicznej nie ma w ogéle. Dopiero w ostatnim
tygodniu lipca deklinacja Slofica maleje ponizej 20° i noce
astronomiczne sie pojawiaja.

Wieczorem wysoko na niebie widaé tzw. Letni Tréjkat
utworzony przez trzy bardzo jasne gwiazdy: Wege

(a Lutni), Deneba (o Labedzia) i Altaira (o Orla).
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wschodnia i zachodnia, kazda wyposazona w aparat
fotograficzny (najlepiej na statywie), zegarek i pion

oraz pogodna i bezwietrzna (ze wzgledu na pion) noc.
Ekspedycje te powinny dokonaé jednoczesnych zdjeé
(najlepiej caly serie wczesniej nzgodnionych ekspozycji)
aparatami skierowanymi wzdluz osi §wiata z miejsc
oddalonych od siebie o pewna odlegloéé w kierunku
wschéd-zachdd. Przed rozpoczeciem sesji zdjeciowej
nalezy zawiesi¢ pion w taki sposéb, aby znajdowal sie
kilka metréw przed aparatem i byl widoczny mniej wiecej
posrodku pola widzenia. W trakcie kazdej ekspozycji
konieczne jest oSwietlenie pionu waskim strumieniem
$wiatla, tak aby kazdy fragment sznura byl przez chwile
oéwietlany, a jednoczeénie zeby $wiatlo rozproszone nie
dostalo sie do obiektywu. W rezultacie, oprécz lukéw
gwiazd, powinien zosta¢ utrwalony obraz pionu. Warto
wczedniej (przed wyprawa) podwieci¢ kilka klatek filmu na
préby. Po wyéwietleniu mozna wybraé optymalny sposéb
oswietlenia, dajacy najbardziej ostry i wystarczajaco
wyrazny obraz.

Do opracowania materialu obserwacyjnego najlepiej uzyé
rzutnika. Najpierw wykonujemy odbitke zdjecia ekspedycji
wschodniej (zachodniej), a nastepnie na wywolane zdjecie
rzucamy odpowiadajacy mu obraz filmu ekspedycji
zachodniej (wschodniej). Nalezy tak manipulowaé zdjeciem
(i ewentualnie powiekszeniem, jezeli aparaty nie byly
identyczne), aby luki gwiazd nalozyly sie. Teraz wystarczy
zmierzy¢ kat, jaki tworza obrazy piondéw, a nastepnie
dokonaé¢ odpowiednich obliczen i interpretacji wynikéw.
Dokladnoéé pomiaru powinna wynies¢ male kilkadziesiat
minut tukowych, co pozwala swobodnie zmierzyé kat rzedu
1 stopnia. Wynika stad, ze ekspedycje powinny oddalié¢ sie
(dla szerokoéci geograficznych Polski) na okolo 70 km,

co znakomicie odpowiada np. rowerowemu biwakowi.
Mozliwy jest takze wariant z jedna ekspedycja dokonujaca
obserwacji z réznych miejsc w kolejne noce. Nalezy wtedy
wzia¢ pod uwage réznice pomiedzy czasem gwiazdowym

a oficjalnym.

Czekamy na krétkie relacje z Waszych ekspedycji.
Godcinnie Piotr ZALEWSKI

W przyblizeniu przez te gwiazdozbiory przebiega Droga
Mleczna. Nad péinocno wschodnim horyzontem widaé
Wielka Mglawice w Andromedzie, czyli jedna z sasiednich
galaktyk, a w Herkulesie jasna gromade kulista M13.

Wenus znajduje sie w Lwie, a wiec teraz jej nie widaé,
Mars jest w Pannie — tez niewidoczny, Jowisz w Koziorozcu
- widoczny przez cala noc, choé doéé nisko, Saturn

w Rybach — widoczny w drugiej polowie nocy.

W lipcu Ksiezyc dwukrotnie zakryje Aldebarana

(21 29VII), ale bedzie to podczas dnia, wiec i tak zjawisk
tych nie zobaczymy, a 25 VII przejdzie blisko Saturna.

7 meteoréw mozna w ostatniej dekadzie lipca prébowaé
§ledzi¢ r6j 6-Akwaryd (promieniujacy z Wodnika), a pod
sam koniec miesiaca zaczna pojawiaé si¢ Perseidy. Pelnia
Ksiezyca wypada 20 VII, a 4 VII Ziemia przechodzi przez
aphelium, punkt orbity najbardziej oddalony od Slofica,

czemu zreszta nie towarzysza zadne specjalne zjawiska.
Tomasz KWAST



7/97
(76)

Uszy wielokatéw

Czy wielokaty moga mie¢ uszy? Moga, tak samo
jak rozmaitoéci moga mieé raczki. Dla rozmaitosci
dwuwymiarowych (czyli tworéw, ktére lokalnie
wygladaja jak kawalki plaszczyzny, ewentualnie

powyginanej) okresla sie rgczki — i nie ma w tej nazwie

nic dziwnego, wystarczy popatrze¢ na rysunek.

o faczka

Wielokaty moga wiec mie¢ uszy — wystarczy owe uszy
zdefiniowad, czyli po prostu jakies czesci wielokata
uszami nazwaé. Z tym ze nazwa powinna mieé

jakie$ uzasadnienie, nie wypada np. nazwaé uchem
dowolnego wielokata zawartego w wyjsciowym. ..

Zalézmy, ze mamy dany wielokat, majacy wiecej
niz trzy wierzcholki (czyli rézny od tréjkata).
Uchem wielokata nazwano taki tréjkat utworzony
przez trzy kolejne wierzcholki, ze bok tréjkata nie
bedacy bokiem rozwazanego wielokata zawiera
sie (bez koncéw) we wnetrzu wielokata. W obu
przedstawionych wielokatach uchem nie jest
trojkat ABC.

Przedstawiony szeéciokat ma cztery uszy (ktore?),
siedmiokat za$ — tylko dwa (dlaczego?).

B

F D Pel D

Nazwe tatwo uzasadni¢; wystarczy popatrzeé na
kolejny rysunek.

Kazdy n-kat moze mie¢ co najwyzej n uszu (czemu?).
Wypukly n-kat ma ich niewatpliwie dokladnie n (jak
to uzasadnic?).

Definiowanie ucha nie mialoby sensu, gdyby nie

dalo sie czego$ o tych uszach udowodnié. I istotnie.
Jest twierdzenie, ktore méwi, ze kazdy wielokqt ma

co najmniej dwoje uszu o wnetrzach rozlgcznych.

W jezyku angielskim twierdzenie to nosi dumna nazwe
Two Ears Theorem. Dowdd, choé nie jest bardzo
trudny, nie jest tez banalny.

,,Sciany maja uszy...” mowi stara piosenka.
Trudno w tym momencie nie zadaé¢ pytania: a czy
wielo(-)éciany maja uszy? Tu definicja nie bylaby tak
prosta, jak w przypadku wielokatéw. .. To jest jednak
juz inna historia.

K.C.

Jak wiadomo, w Kawiarni Szkockiej we Lwowie
matematycy stawiali problemy, a czasem za ich
rozwiazanie oferowali nagrody. Ongié Stanistaw
Mazur postawil pewien problem i zakomunikowatl
go Hermannowi Auerbachowi. Auerbach zaczal nad
problemem myéle¢. Myslal, myslal. .. Wtedy Mazur
powiedzial:

— Za rozwiazanie oferuje butelke wina.
Na co Auerbach natychmiast:
- A, w takim razie ja rezygnuje. Mnie wino szkodzi.

(Historie styszeliSmy od ks. prof. A. Turowicza)

W EPSILONIE 8/1996 informowalidmy o tym,

ze w jednej z krakowskich ksiegarni ksiazka Iana
Stewarta ,Czy Bog gra w koéci?” zostala umieszczona
w dziale ,Religia” i ekspedientka nie zgodzila sie jej
przenies¢ na pélke z pozycjami matematycznymi.
Doniesiono nam, ze nie byl to jedyny taki przypadek!
Otdéz przed wojna stynna monografia Stefana Banacha
»Leoria operacyj” w pewnej ksiggarni lezala na pélee
obok ksiazek lekarskich.

Moze Czytelnicy znajg inne przyklady ksiazek

matematycznych, ktore zostaly (lub moglyby zostaé)
zaszeregowane nie tam, gdzie trzeba?

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Poémiechowski, Marcin Po%niak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem «.
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