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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech lniesiecy)
cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 1997 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch)) S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska" .

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S,A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK SA.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 _ 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate
krajowa ze zleceniem

za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507,2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.

str. 1

str. 8

str. 4

str. 5

str. 6

str. g

str.14

str .10

str.13

str. 11

str.17

str .16

TRESCI

Patrz w niebo

Sieci elektryczne i liczby
Fibonacciego
Krzysztof Rejmer

Twierdzenie Ponceleta
dla bilardu w elipsie
Rafal Kolodziej

Wielosciany skladane
Jan Baranowski

Os globusa

Kacik olimpijski

Epsilon

Klub 44

Chemia topologiczna
Helena Dodziuk

Zaskakujace wlasnosci
prawdopodobienstwa
warunkowego
Jacek Jakubowski

Okladke i ilustracje wykonal
Krzysztof BIESAGA

Wydawca:
Uniwersytet Warszawski

Wybór artykulów z Delty

ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem

http://sullsite.icm.edu.plr delta/

SPIS
NUMERU 6(277)

W nastepnym nUluerze:

Dyski protoplanetarne

Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.



Bardzo interesujaca galezia topologii jest
teoria wezlów zajmujaca sie problemem
jak stwierdzic, czy dwa wezly (czyli
figury homeomorficzne z okregami)
sa tak samo polozone w przestrzeni.
W szczególnosci, wezel polozony tak
samo jak zwyczajny, "szkolny" okrag
nazywa sie rozwiazalny. Taki jest wezel
na ponizszym rysunku (prosze sprawdzic),

ale np. trójlistnik z rysunku 1 nie jest
_ rozwiazalny.

Zwrot nietrywialna topologia
pochodzi z chemicznego zargonu
i oznacza mniej wiecej posiadanie

interesujacych wlasnosci topologicznych
i geometrycznych. Czytelnik zechce
w podobny sposób znalezc tlumaczenie
uzywanych dalej terminów czastka
topologiczna, izomeria topologiczna itp.

Red.

Nagrode Nobla za rok 1996 w dziedzinie chemii otrzymali: Robert F. Curl Jr.,
Sir Harold W. Kroto oraz Richard E. Smalley za prace dotyczace fullerenów,
o których jest mowa w tym artykule.

Chemia topologiczna

Helena DODZIUK

Wydaje sie, ze obecnie naj ciekawsze badania naukowe prowadzone sa na
styku róznych dziedzin. Przykladami tego moga byc zarówno biochemia,
biofizyka, jak i liczne zastosowania matematyki w chemii. Jedna z bardzo
interesujacych dziedzin usytuowanych na pograniczu matematyki, chemii
organicznej i biochemii jest chemia topologiczna.

Topologia jest dzialem matematyki badajacym wlasnosci zbiorów (na przyklad
figur geometrycznych), które nie ulegaja zmianie przy homeomorfizmach,
to jest przeksztalceniach, które sa ciagle, odwracalne i na dodatek ich
przeksztalcenia odwrotne tez sa ciagle. Czworokat i okrag lub dowolne dwa
okregi sa równowazne, poniewaz mozna homeomorficznie przeksztalcic jeden na
drugi. Topologia pozwala jednak równiez odróznic np. dwa okregi koncentryczne
od dwóch sasiednich ogniw lancucha (choc sa one topologicznie równowazne)
- sa one bowiem róznie polozone w przestrzeni, co oznacza, ze nie istnieje taki
homeomorfizm calej przestrzeni na nia sama, przy którym okregi koncentryczne
przeszlyby na ogniwa lancucha.

W chemii topologicznej lustrzane czasteczki nazywa sie czasteczkami chiralnymi;

róznia sie one tak, jak lewa reka od prawej. Zwiazki, które nie daja sie
nalozyc na swoje zwierciadlane odbicie, nazywa sie konsekwentnie chiralnymi.
Odgrywaja one ogromna role w przyrodzie, poniewaz wiekszosc czasteczek
organicznych, z których zbudowane sa organizmy zywe - np. aminokwasy, cukry,
spirala kwasu dezoksyrybonukleinowego DNA oraz rozmaite proste czasteczki
organiczne - jest chiralna.

Do niedawna zajmowanie sie topologia i takimi obiektami, jak trójlistnik czy
wstega Mobiusa, bylo traktowane przez chemików jako matematyczne igraszki
nie majace z ich dziedzina nic wspólnego. Pierwsza praca na temat mozliwosci
syntezy czasteczek o nietrywialnej topologii zostala w 1960 roku odrzucona
przez renomowane czasopismo chemiczne Tetrahedron, które poswiecone jest
syntezie organicznej. Autor, van Gulick, rozpowszechnial ja w maszynopisie,
który byl nastepnie wielokrotnie cytowany. Praca okazala sie na tyle inspirujaca,
ze wydrukowano ja bez zmian w innym czasopismie w 1993 roku, a wiec
w 33 lata po pierwszej próbie publikacji.

Rys. 1 Rys.2

Obecnie znane sa liczne przyklady czasteczek organicznych o nietrywialnej
topologii. Sa wsród nich zarówno zwiazki otrzymane na drodze syntezy
chemicznej, jak równiez zwiazki pelniace wazne role w organizmach
zywych, np. makrocykliczne (czyli tworzace wielki pierscien) kwasy
dezoksyrybonukleinowe DNA. Do pierwszych naleza m.in. zwiazki imitujace
trójlistnik czy wstege Mobiusa (rys. 1,2) oraz tak zwane katenany, majace
budowe pozaczepianych ogniw tworzacych lancuch.
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Rys. 5Rys. 4

Obecnie C60 otrzymuje
sie odparowujac grafit
w promieniu lasera.
Dotychczas nie udalo
sie (mimo intensywnych
prób) otrzymac na drodze
syntezy chemicznej ani
tego fullerenu, ani jego
calkowicie uwodornionej
pochodnej. Jednak wydaje
sie, ze metody obliczeniowe,
nazywane czasami
(w odróznieniu od "mokrej
chemii", czyli syntezy)
"sucha chemia" , sa bardzo
wiarygodne. Pozwala to
wierzyc w wieksza stabilnosc
izomeru in z dziesiecioma Rys. 6

wiazaniami wodoru
wewnatrz klatki C60. Warto tu równiez przypomniec, ze wysoka stabilnosc
fullerenu zostala przewidziana teoretycznie na kilkanascie lat przed otrzymaniem
tego zwiazku. Prace te przeszly niezauwazone, co znacznie utrudnilo
Kroto i Smalley'owi, którzy jako pierwsi zaobserwowali wyjatkowo stabilna
czasteczke C60, przypisanie jej prawidlowej budowy.

Pewna analogie do katenanów wykazuja tak zwane rotaksany o budowie
pokazanej na rysunku 5, które skladaja sie ze zwiazku lancuchowego
"przewleczonego" przez zwiazek pierscieniowy, przy czym duze podstawniki na
koncach lancucha uniemozliwiaja "zeslizgniecie sie" pierscienia, a zatem rozpad
rotaksanu na czasteczki skladowe.

Taka budowe maja np. pochodne cyklodekstryn, o których pisalismy
w Delcie 5/1996.

Innym przykladem - na razie hipotetycznym - czasteczek topologicznych sa
izomery in i out uwodornionych fullerenów C60 (fullereny to wysokosymetryczne
zwiazki wegla, których ksztalt jest zblizony do kuli). Zbudowana
z nienasyconych pierscieni piecio- i szescioczlonowych czasteczka C60 (rys. 6),
w której wszystkie atomy wegla sa równowazne, przypomina pilke futbolowa.
Zwiazek ten mozna uwodornic, to znaczy przylaczyc atomy wodoru do atomów
wegla tak, by atomy wodoru znalazly sie na zewnatrz, badz tez by znalazly sie
wewnatrz klatki weglowej. Obliczenia modelowe pokazuja, ze dla hipotetycznego,
calkowicie uwodornionego fullerenu C6oH6o najbardziej stabilny izomer ma 10
wiazali CH skierowanych do srodka. Mozna wykazac, ze bariera przejscia od tej
ostatniej czasteczki do izomeru ze wszystkimi wiazaniami CH skierowanymi na
zewnatrz jest wieksza od energii potrzebnej do zerwania wiazania chemicznego.
A wiec równiez ta izomeria jest przykladem izomerii topologicznej.

Sa to nie tylko proste czasteczki zbudowane z dwóch czy trzech ogniw, lecz
takze polikatenany, w których na centralnym pierscieniu "zawieszonych" jest
kilka (do szesciu) pierscieni (rys. 3); otrzymany ostatnio olimpiadan (rys. 4)
jest chyba w tej grupie zwiazków najbardziej wyrafinowanym, obok trójlistnika,
przykladem celowej syntezy organicznej.c c-S-C::S ~

Rys.3
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Jezeli przedstawic atomy wchodzace
w sklad czasteczki jako punkty (zwane
wierzcholkami) i polaczyc liniami
(zwanymi krawedziami) te z nich,
miedzy którymi jest wiazanie chemiczne,
to otrzymany graf nazywa sie grafem
tej czasteczki. Jak latwo sie domyslic,
obecnie rozwija sie równiez zastosowania
teorii grafów w chemii.

Czasteczki o nietrywialnej topologii sa w chemii czyms wiecej niz zwykla
ciekawostka. Odgrywaja one wazna role w rozwoju metod syntezy zwiazków
organicznych. Na przyklad katenany otrzymywano kiedys w sposób przypadkowy
w reakcji zamykania duzych pierscieni. Przy takiej reakcji prawdopodobienstwo
tego, ze pewne (nieliczne) lancuchy zamkna sie tworzac pierscienie po
przewleczeniu przez inny, uprzednio utworzony pierscien, jest niewielkie.
Oczywiscie, wydajnosci takich reakcji byly wiec bardzo niskie. Obecnie uzyskuje
sie wieksze ilosci katenanów korzystajac z tak zwanego zjawiska preorganizacji.
Polega ono na tym, iz tak dobiera sie reagujace zwiazki, ze ich fragmenty
ustawiaja sie w odpowiedni sposób wzgledem siebie, dzieki czemu zwieksza
sie prawdopodobienstwo uzyskania struktury "przewleczonej". W ten sposób
otrzymano zarówno katenany z rysunków 3 i 4, jak i czasteczke o strukturze
trójlistnika (rys. 1).

Omówione powyzej nietrywialne topologicznie czasteczki charakteryzuja sie tym,
ze odpowiadajace im graf y sa niesplaszczalne, czyli nie daja sie narysowac na
plaszczyznie w ten sposób, by ich krawedzie nie przecinaly sie. Przedstawiona
na rysunku 7 czasteczka tez ma niesplaszczalny graf, a wymieniamy ja w tym
miejscu, bo stanowi rzadkie w literaturze chemicznej polonicum - zostala
nazwana cykloJanem Kuratowskiego na czesc slawnego polskiego topologa,
który jest tez autorem zasadniczego twierdzenia o grafach niesplaszczalnych.
Innym ciekawym przykladem czasteczki o niesplaszczalnym grafie jest zwiazek
pokazany na rysunku 8.

Rys. 7

Twierdzenie Kuratowskiego. Graf
jest niesplaszczalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest w nim co najmniej jeden
z nastepujacych dwóch fragmentów:

Byla o tym n10wa w poprzednim numerze
Delty.

Red.

Rys. 8

Bardzo interesujace sa dwa inne zagadnienia zwiazane z czasteczkami
topologicznymi. Pierwsze dotyczy ich wykorzystania w syntezie chemicznej. Jesli
pasek, z którego chcemy uzyskac wstege M6biusa, przekrecimy przed sklejeniem
nie raz, lecz dwa razy, to otrzymana powierzchnia po rozcieciu tworzyc bedzie
katenan zlozony z dwóch przeplecionych wsteg M6biusa. Drugie zagadnienie to
pytanie o role, jaka graja w przyrodzie zwiazki nietrywialne topologicznie. Juz
"zwykle" cykliczne DNA ma nietrywialna topologie ze wzgledu na przeplecenie
pierscieni. Na podstawie pomiarów dokonanych metoda mikroskopii elektronowej
stwierdzono, ze w organizmach wystepuja one dosc czesto w postaci katenanu
lub trójlistnika; jak dotad nie wiadomo zreszta, jaka role pelni ich struktura

w organi~mach zywych. Bardzo interesujace jest badanie specjalnych enzymów,
zwanych topoizomerazami, które umozliwiaja synteze takich topologicznie
nietrywialnych struktur.

J ak widac, zainteresowanie czasteczkami topologicznymi jest spowodowane
nie tylko wzgledami estetycznymi. Ich celowa synteza stanowi wyzwanie dla
chemików, prowadzac w konsekwencji do opracowywania nowych, bardziej
wydajnych metod otrzymywania czasteczek organicznych. Uzyskuje sie ta droga
nowe zwiazki chemiczne i modeluje procesy zachodzace w organizmach zywych.
Prowadzi to równiez do tworzenia nowych zwiazków chemicznych stwarzajacych
nadzieje na uzyskiwanie m.in. nowych materialów dla elektroniki, nowych
elementów sensorów czy urzadzen wykorzystujacych nieliniowe efekty optyczne.
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Zaskakujace wlasnosci
prawdopodobienstwa warunkowego

• Jacek JAKUBOWSKI

~.~.. ' .. "
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-•
e• Wlasnosc 2

Niech A, B, C beda takimi zdarzeniami, ze C C A n B i B nie zawiera sie w A.
Wtedy

P(C1A) > P(CIA U B).

(ta nierównosc jest prosta konsekwencja definicji i tego, ze P(A) < P(A U B)) .
W szczególnosci, gdy wiemy, ze zaszlo A, to prawdopodobienstwo warunkowe,
ze zaszlo A n B, jest wieksze, niz gdy wiemy, ze zaszlo A lub zaszlo B, lub
zaszly oba naraz .

Korzystajac z tego widzimy bez obliczania, ze w grze w brydza
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma asa pik,
jest wieksze od prawdopodobienstwa, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa.

Inny przyklad: Wybieramy jedna rodzine sposród rodzin z dwojgiem
dzieci. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierzemy rodzine z dwoma
chlopcami, jesli wiemy, ze w wybranej rodzinie jest chlopiec, jest mniejsze od
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze w wybranej rodzinie jest dwóch chlopców,
jesli wiemy, ze starsze dziecko jest chlopcem.

(l) P(AIB) > P(A) {::=? P(BIA) > P(B) ,

gdyz kazda strona jest równowazna nierównosci P(A n B) > P(B)P(A).

Gdy nierównosc P(AIB) > P(A) bedziemy interpretowali w ten sposób,
ze zajscie zdarzenia B zwieksza szanse zajscia zdarzenia A (co wydaje sie
sensowna interpretacja), to (l) oznacza, ze zajscie zdarzenia B zwieksza szanse
zajscia zdarzenia A wtedy i tylko wtedy, gdy zajscie zdarzenia A zwieksza szanse
zajscia zdarzenia B. Jest to sprzeczne z intuicja wielu osób, którym wydaje sie,
ze jesli B zwieksza szanse zajscia A, to A zmniejsza szanse zajscia B.

Korzystajac z (l) widzimy bez obliczania, ze prawdopodobienstwo tego,
iz w grze w brydza gracz A ma asa pik (zdarzenie A), jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa (zdarzenie B), jest wieksze od bezwarunkowego
prawdopodobienstwa, ze ma asa pik (gdyz P(BIA) = l i korzystamy z (l)).

Z (l) zwiazane sa takze inne zaskakujace dla nas wlasnosci, np. jesli D zwieksza
szanse zajscia A i D zwieksza szanse zajscia B, to wcale nie wynika z tego,
ze D zwieksza szanse zajscia A n B. Przykladem takiej sytuacji moze byc
doswiadczenie polegajace na wyciagnieciu jednej karty z talii 52 kart. Niech
zdarzenie A polega na wyciagnieciu pika lub kiera, zdarzenie B polega na
wyciagnieciu trefla lub kiera, natomiast zdarzeniu D sprzyja wyciagniecie asa
lub króla kier, lub trefla nie bedacego asem, lub pika nie bedacego asem (prosze
wykazac, ze P(AID) > P(A), P(BID) > P(B) i P(A n BID) < P(A n B)).

Prawdopodobienstwo warunkowe jest zdefiniowane wzorem P(AIB) = P(A n B)

dla takich zdarzen B, ze P(B) > Q. Definicja jest naturalna, ma wiele
"porzadnych" wlasnosci i wiele zastosowan. Ale ma tez wlasnosci, które
przecza potocznym wyobrazeniom i sa bardzo zaskakujace dla wiekszosci osób.
Niezdawanie sobie z nich sprawy prowadzi do blednych rozumowan. Pokaze tu
trzy przyklady takich zaskakujacych wlasnosci.

Dla prostoty zalózmy, ze przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem
skonczonym .

Wlasnosc 1

t••·••

..,.•.••..

•
•••••
r.!',' •.

••
••..

i
ti
t

Ta wlasnosc, znana wsród matematyków
grywajacych w brydza pod nazwa
paradoksu drugiego asa (równie dobrze
mozna tu bowiem mówic nie o 4, tylko
o 2 asach), byla ponad osiemdziesiat lat
temu przyczyna nieporozumienia miedzy
egzaminatorami na Wydziale Matematyki
Uniwersytetu w Cambridge. Mozna
o tym przeczytac w A mathematician's
misce liany Johna Edensora Littlewooda.

Red.

4



Wlasnosc 3

Paradoks Simpsona

Moze zachodzic:

(2) P(AIB) < P(AIBI)

•
•••

••
••

i jednoczesnie

(3) P(AIB n C) 2: P(AIBI n C), P(AIB n CI) 2: P(AIBI n CI).

Al, BI, CI oznaczaja zdarzenia przeciwne do A, B i C. Wydaje sie to
sprzeczne z intuicja, gdyz ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite P(AIB)
jest srednia wazona z P(AIB n C) i P(AIB n CI), a P(AIBI) jest srednia
wazona z P(AIBI n C) i P(AIBI n CI). Ale odpowiednie wagi moga byc
rózne i w rezultacie (2) i (3) moga zachodzic jednoczesnie. Gdy zdarzenia B
i C sa niezalezne, to ten paradoks nie moze zajsc. Paradoks pokazuje, z jak
wielka uwaga i ostroznoscia powinnismy stosowac wnioskowanie oparte na
prawdopodobienstwie warunkowym. Slownie mozna sformulowac paradoks
w nastepujacy sposób:

Moze sie zdarzyc sytuacja, ze w miescie X jest wieksza umieralnosc chorych na
raka niz w miescie Y, a mimo to dla chorych kobiet wieksza umieralnosc jest
w miescie Y i dla chorych mezczyzn takze wieksza umieralnosc jest w miescie Y.

•• •• •••• •• ••
_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 810. Pewna bakteria z prawdopodobienstwem p po uplywie sekundy dzieli sie
na dwie bakterie potomne, natomiast z prawdopodobienstwem 1 - p po uplywie
tej sekundy ulega naturalnemu rozkladowi. Kazda z bakterii potomnych podlega
podobnym prawom rozmnazania. Obliczyc wartosc oczekiwana liczby potomstwa tej
bakterii po n sekundach.
Rozwiazanie na str. 9

M 811. Udowodnic, ze jesli p < l, to potomstwo naszej bakterii
z prawdopodobienstwem 1 wyginie po uplywie jakiegos czasu.
Rozwiazanie na str. 16

M 812. Obliczyc prawdopodobienstwo wyginiecia potomstwa naszej bakterii po
uplywie pewnego czasu, jesli p 2: l.
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Piotr ZALEWSKI

F 453. W trakcie pokazu fizycznego dokonano elektronicznego pomiaru czasu
f:l.t = 200 !ts, w którym zderzajace sie kulki o promieniu r (patrz rysunek) stykaja sie.
Oszacowac srednia sile, z jaka dzialaja one na siebie w czasie zderzenia (gestosc stali
przyjac równa p = 7,5 gfcm3).

Rozwiazanie na str. 16

Zadanie zaproponowane przez Michala Pawlaka na podstawie pokazu
przeprowadzonego w ramach kursu "Wstepu do Fizyki" na Wydziale Fizyki UW.

F 454. Dowcip z broda:
Kanonier dostal rozkaz przeniesienia za jednym razem trzech pocisków przez dosc
dluga kladke.
- Obywatelu dzialonowy, melduje, ze kladka nie wytrzyma wiecej niz ciezar mój
i najwyzej jednego pocisku!

- Wiec wykonajcie rozkaz zonglujac, zolnierzu!

Czy rzeczywiscie mozna zmniejszyc maksymalny nacisk na podloze przez zonglowanie?
Rozwiazanie na str. 16
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szescian

Wielosciany skladane
Jan BARANOWSKI

Robiac modele (nie dotyczy to czworoscianu i osmioscianu) trzeba dobrze dobrac
surowiec, papier nie moze byc ani za wiotki, ani zbyt sztywny.

Duzo klopotu sprawil mi dwudziestoscian foremny, którego powierzchnie
podziurawilem wreszcie szescioma cieciami. Model daje sie zwinac najpierw na
ksztalt osmioscianu foremnego, a pózniej rozplaszczyc.

A

osmioscian foremny

A

Nie udalo mi sie w satysfakcjonujacy mnie sposób pociac dwunastoscianu
foremnego. Jego wina - ma az dwadziescia nieparzystych wierzcholków. Moze
uda sie to któremus z Czytelników?

Mialem kilka pomyslów ciecia osmioscianu, zadnego jednak juz nie pamietam,
bo tutaj sprawa okazala sie o wiele prostsza. Wystarczy wybrac którys
z kwadratów, jakie tworza krawedzie osmioscianu i rozciac powierzchnie
wzdluz dwóch sasiednich boków. Inaczej - wzdluz krawedzi majacych wspólny
wierzcholek i w tym wierzcholku bedacych na wprost siebie.

Przy cieciu i skladaniu kolejnych wieloscianów staralem sie, by papier byl
lamany tylko wzdluz krawedzi, by ciag laczacych sie fragmentów scian nie
mial konca (by tworzyl pierscienie - przynajmniej jeden), by ciecia byly jak
najprostsze i oszczedne.

Model czworoscianu to pierscien zlozony z osmiu polówek trójkata
równobocznego. Szescian udalo mi sie pociac, gdy wyobrazilem sobie wpisany
wen skladany czworoscian. Plaszczyzny ciec czworoscianu wystarczy przedluzyc.

Mozna zauwazyc pewne ograniczenia. Jezeli mamy do czynienia z wierzcholkiem,
w którym zbiega sie nieparzysta liczba scian, a raczej jezeli suma katów plaskich
przy tym wierzcholku nie da sie podzielic "sprawiedliwie" na pól, tak zeby zaden
z tych katów nie "wystawal" z polówki - wtedy ciecie musi miec przynajmniej
koniec w tym wierzcholku. Tak nie musi byc w przypadku parzystych
wierzcholków, np. szescioosmioscianu czy dwunastoscianu rombowego.

Poniewaz sam od dawna zajmuje sie brylami, bardzo mnie to zaintrygowalo.
Jeszcze tego samego dnia sklecilem taki skladany model szescianu. Potem
nastepne.

Kilka lat temu prof. Tage Werner z Kopenhagi podczas pobytu w Warszawie
wyjal z kieszeni prostokatny kawalek papieru i spytal, czy ktos wie, co to jest.
Kiedy upewnil sie, ze nikt nie wie, w mgnieniu oka zlozyl z tego czworoscian
foremny, po czym splaszczyl i z powrotem wlozyl do kieszeni. Zadaniem
uczestników spotkania bylo odtworzenie tej sztuczki.
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mala delia

Wergiliusz, mydlo i geometria
Proponujemy Ci, drogi Czytelniku, bys przeprowadzil eksperyment

potwierdzajacy nastepujace

Scisly dowód tego twierdzenia nie jest wcale prosty.

Niebanalny klopot polega m.in. na tym, by okreslic,
co to znaczy figura plaska o ustalonym obwodzie L,
ale tym nie bedziemy sie w Malej Delcie zajmowac.
Dosc powiedziec, ze wielu historyków matematyki

uwaza, ze pierwszy w pelni zadowalajacy dowód

powyzszego twierdzenia podal dopiero w XIX wieku

Karl Weierstrass. Z drugiej strony, sam fakt byl

najwyrazniej znany juz w starozytnosci. Swiadczy

o tym m.in. zawarta w IV ksiedze Eneidy WergilIusza
opowiesc o Dydonie. Otóz Dydona, 'córka króla

Tyru, miala otrzymac od wodzów plemion nubijskich

kawalek ziemi, by sie na nim osiedlic - taki kawalek,
który dalby sie objac jedna skóra wolu. W odpowiedzi

na niewatpliwe skapstwo Nubijczyków, Dydona pociela

skóre wolu na cienkie paski i opasala nimi kolo.
Pozniej na tym kawalku ziemi zbudowano ponoc

Kartagine·

Twierdzenie. Ze wszystkich figur plaskich o ustalonym obwodzie L najwieksze

pole ma kolo.

A oto propozycja eksperymentu. Wymaga on nieco cierpliwosci i nie zawsze
sie udaje, ale spróbowac warto. Na plaskiej blonie mydlanej, rozpietej np. na

drucianej ramce, kladziemy (bardzo delikatnie i ostroznie) cienka bawelniana
nitke - zwilzona i zawiazana w petelke. Szpilka przekluwamy fragment blony

mydlanej otoczony petelka nici. Jak za dotknieciem czarodziejskiej rózdzki, nitka
przybiera ksztalt idealnego okregu.

Wyjasnienie tego zjawiska nie jest trudne. W momencie, gdy przekluwamy

blone mydlana wewnatrz nitki, napiecie powierzchniowe zmusza blone mydlana

na zewnatrz nitki do skurczenia sie w taki sposób, by jej pole powierzchni

bylo najmniejsze z mozliwych (odpowiada to najmniejszej mozliwej energii

blony). Zatem, pusty obszar wewnatrz nitki musi przybrac taki ksztalt, by miec

pole mozliwie najwieksze. Zgodnie z przytoczonym na wstepie twierdzeniem,

odpowiedni ksztalt ma wlasnie kolo.

Jesli komus znudzi sie ten eksperyment, mozna spróbowac innego. Dwa konce

niedlugiej nitki przywiazujemy w róznych punktach ramki z drutu (tak, by nitka
nie byla sztywno napieta). Rozpinamy na ramce plaska banke mydlana tak,
by nitka byla w blonie mydlanej "zanurzona", a nastepnie przekluwamy

niewielki fragment blony miedzy nitka a ramka. Jak sadze, wielu Czytelników
wie i umie powiedziec, jaki powinien byc wynik udanego eksperymentu. Tych,

którzy nie umieja i nie wiedza, zachecam do poeksperymentowania, a nastepnie

sformulowania odpowiedniego (czysto geometrycznego) twierdzenia.

Mala Delte przygotowal Pawel STRZELECKI
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Szanowna Redakcjo!

Z duza ciekawoscia przeczytalem artykul
o kryptografii zamieszczony w numerze
marcowym. Postanowilem spróbowac
rozwiazac problem postawiony przez
Autora na marginesie zasadniczego tekstu
artykulu, czyli podac rozklad na czynniki
liczby n, a takze wartosci liczb <p(n)
oraz d.

W artykule podano, ze

n = 245432656233769542083107,

a zatem

p = 435635644373

g = 563389748759.

Wobec tego

<p(n) = 245432656232770516689976 =
= 23. 103· 127· 191·21534659·570203723.

Stad zas

d = 56638305284485503851533.

Mamy bowiem

13· 56638305284485503851533-

- 3 . 245432656232770516689976 = 1 .

Problem byl niezbyt trudny, ale dosc
ciekawy.

Serdeczne pozdrowienia
Waldemar GORZKOWSKI

Warszawa, 97-02-28

Patrz w niebo
Chyba kazde doniesienie o obecnosci wody gdzies we Wszechswiecie budzi podejrzenie,
ze moze tam wlasnie sa warunki sprzyjajace zyciu. Woda jest wszak jednym
z podstawowych skladników organizmów zywych - w kazdym razie, tylko takie
organizmy znamy. Jednak aby zycie moglo zaistniec, woda musi wystepowac w stanie
plynnym, a to mozliwe jest w niezmiernie waskim, jak na warunki kosmiczne, zakresie
temperatur. Tymczasem poza Ziemia w Ukladzie Slonecznym woda jest na ogól
zamrozona, np. na satelitach Jowisza, w kometach, czy nawet w wiecznie ocienionych
miejscach na Merkurym. Nawet na Marsie sezonowe pojawianie sie i zanikanie czap
polarnych nie oznacza, ze woda doslownie przeplywa z jednego bieguna na drugi. Moze
tak bylo w zamierzchlej przeszlosci, lecz obecnie lód na ogrzewajacym sie biegunie
sublimuje, woda w postaci gazowej przenoszona jest przez wiatr na przeciwny biegun
i tam sie osadza.

Para wodna jest jedna z substancji zdolnych do przejawiania zjawiska maserowego.
W osrodku takim mozliwa jest mianowicie tzw. inwersja obsadzen poziomów
energetycznych, tzn. w stanie o energii wyzszej moze znalezc sie wiecej czasteczek niz
w stanie o energii nizszej, co wiecej - zachodzi to w temperaturze, w której zasadniczo
tak byc nie powinno. Inwersja obsadzen osiagana jest w wyniku tzw. pompowania,
czyli zazwyczaj oswietlenia osrodka przez jakies zewnetrzne zródlo. Gdy osrodek
jest juz "napompowany", wtedy foton o okreslonej czestosci (innej niz czestosc
promieniowania pompujacego) moze wymusic przejscie jakiejs czasteczki do stanu
nizszego z jednoczesnym wyswieceniem identycznego fotonu, majacego te sama
czestosc, faze i kierunek. Z kolei te dwa fotony moga zmusic dwie inne czasteczki do
wyswiecenia dwóch nastepnych identycznych fotonów itd. Tak rozwija sie w osrodku
zjawisko maserowe (slowo maser to skrót od Microwave Amplification by Stimulated
Emission of Radiation), mikrofalowy odpowiednik zjawiska laserowego dla swiatla
(a slowo laser to skrót od Light Amplification ... i dalej tak samo) ..

Najodleglejszym obiektem, o którym wiadomo, ze zawiera wode, jest aktywna
galaktyka Markarian 1, lezaca w Rybach w odleglosci 60 Mpc. Woda ta, oczywiscie,
znajduje sie tam w formie nie sprzyjajacej zyciu, a odkryta zostala w wyniku
zaobserwowania mikrofalowej linii emisyjnej charakterystycznej dla wodnego
masera. Maser ten zasilany jest przez aktywne jadro galaktyki (zawierajace zapewne
masywna czarna dziure) i w tej jednej linii mikrofalowej emituje moc ponad 130 razy
przewyzszajaca calkowita moc Slonca. Jest to w przyblizeniu szesc rzedów wielkosci
wiecej od przecietnej mocy kosmicznych maserów, którymi zazwyczaj sa obloki
rozproszonej materii polozone w poblizu goracych gwiazd. Dlatego maser taki
bywa zargonowo nazywany "megamaserem" . Obecnie znanych jest co najmniej piec
megamaserów. Nie wiadomo dokladnie, dlaczego zjawisko takie w pewnych galaktykach
zachodzi, a w innych nie, natomiast mozna przypuszczac, ze woda jest zwiazkiem
wystepujacym we Wszechswiecie obficiej, niz sie dotychczas zdawalo.

Tomasz KWAST

Rozwiazanie zadania M 810. Niech X n bedzie zmienna losowa
oznaczajaca liczbe bakterii po uplywie n sekund, Y" Y2,
zas niech beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie, przyjmujacymi z prawdopodobiellstwem p wartosc 2,
natomiast z prawdopodobienstwem 1 - P wartosc O. ,Vówczas
EXo = 1, adla n:::: 1 mamy

EX n = E(Y, + l'2 +

= LE(Y, + l'2 + ... + l'k)' P(Xn-l = k) =
k=O

= L(EY, + El'2 + .. + El'k)· P(Xn-l = k) =
k=O

= LEY" kP(Xn_l = k) =
k=O

= EY, LkP(Xn-l = k) = 2p EXn_l.
k=O

Zatem EXn = (2p)n
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Rozwiazanie zadania M 812. Oznaczmy przez gn

prawdopodobienstwo wyginiecia potomstwa bakterii ni(' pozmeJ
niz po n sekundach. Wówczas go = O, a dla n :::: 1 mamy ze
wzoru na prawdopodobienstwo calkowite gn = p<J~-l + (1 - p).

Oczywiscie, an jest ciagiem niemalejacYlTI, ograniczonym
z góry przez 1, wiec zbieznym do pewnej liczby g E [0,1]
Przechodzac do granicy w rekurencyjnym wzorze na gn dostaJemy
g = pg2 + 1 - p. Stad g = 1 lub g = (1 - 1')/1' ::; 1. P,'zez indukcje
latwo dowodzimy, ze gn ::; (1 - 1')/1' dla wszystkich n naturalnych,
stad g ::; (1- 1')/1', totez ostatecznie g = (1 - 1')/1' jest szukanym
prawdopodobienstwem.

Uwaga. Wnikliwy Czytelnik moze zechciec rozwazyc
bardzieJ zlozony model reprodukcji, gdy kazda z bakterii
z prawdopodobienstwem Po ginie nie pozostawiwszy potolTIstwa,

z prawdopodobienstwem Pl zyje dalej, z prawdopodobienstwem 1'2

dzieli sie na dwie potomne, z prawdopodobienstwem 1'3 na trzy itd.
Okazuje sie, ze wówczas warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, by bakterie wyginely z prawdopodobienstwem 1 po pewnym

czasie, jest 1 ::::L kPk (wartosc oczekiwana liczby potomków jednej
bakterii po jednej sekundzie me przekracza 1.) i Po > o. Podobny
model stosuje sie do bardziej zwiazanych z rzeczywistym SWiatem
zagadnien, np. dziedziczenia nazwisk w linii meskIej lub DNA
mitochondrialnego w hnii zenskiej.



Sieci elektryczne
Krzysztof REJMER

.l liczby Fibonacciego

Rys_ 1

r r

r

r r---

Obliczanie oporu zastepczego ukladu oporników to chyba najbardziej nudne
i mechaniczne zadanie, jakie mozna spotkac w fizyce. Istnieje jednak i tu kilka
problemów niewiele wykraczajacych poza rutyne szeregowych i równoleglych
polaczen, a mimo to o zaskakujacych rozwiazaniach. Choc nie sa one nowe,
to jednak chyba na tyle rzadko dyskutowane, by warto bylo o nich wspomniec
w Delcie.

Rozwazmy nieskonczona siec oporników pokazana na rysunku 1. Jesli oderwiemy
pierwsze dwa, znajdujace sie na lewo od linii przerywanej, siec pozostanie taka
sama, a wiec jej opór zastepczy R takze nie zmieni sie. Rysunek 2 pokazuje
sposób, w jaki mozna go obliczyc. Jest on pierwiastkiem równania

1
R=r+1 l'-+-R r,

które mozna przepisac w postaci równania kwadratowego. Jego fizycznym
rozwiazaniem jest

r
R = "2 (1+ v'f+4(l) ,

gdzie a = 7. Jesli oba opory, r i r1, maja jednakowa wartosc, to a = 1 i opór
zastepczy jest równy

Rys_ 2

R R= rr,

gdzie r = ~ (1 + -15) jest wspólczynnikiem zlotej proporcji. Pozostanmy przez
chwile jeszcze przy tym szczególnym przypadku jednakowych oporów. Zauwazmy
najpierw, ze wystarczy rozwazyc siec zbudowana z oporników o jednostkowym
oporze. Jesli opór pojedynczego opornika jest równy r, to opór zastepczy takiej
sieci jest po prostu r razy wiekszy od oporu zastepczego sieci zbudowanej
z jednostkowych oporników; wynika to z analizy wymiarowej. Opór zastepczy
takiej sieci mozemy obliczyc w inny sposób, wykorzystujac wlasnosci ciagu
Fibonacciego.

Rozwazmy pokazany na rysunku 3 ciag skonczonych sieci, z których kazda
nastepna powstaje w wyniku dolaczenia do poprzedniej dwóch dodatkowych
oporników. Opory zastepcze tych sieci sa równe

2
R1 = 1+ 1 = -,1

115
R2 = 1 + --1- = 1 + 1 = -3 '1+ R, 1+ 1+1

1 13
R3 = 1+ 1 = -,1+ -, 8

R2

Latwo zauwaz~c, ze jest to podciag ciagu stosunków kolejnych liczb
Fibonacciego ;,:'

1 2 3 5 8 13

Rys_ 3

1'1'2'3'5' 8···'
zbieznego do wspólczynnika zlotej proporcji, gdy n --+ 00. Gdy rozbudowujemy
w ten sposób do nieskonczonosci siec oporników o jednostkowym oporze, takze
jej opór zastepczy dazy do wartosci równej r.
Podobne zagadnienie mozna przedyskutowac dla sieci zawierajacej powtarzajace
sie sekwencje zbudowane z dwóch dowolnych impedancji, niekoniecznie
rzeczywistych oporów. Nie jest to juz wtedy calkiem akademicki problem, gdyz
taka siec moze byc modelem sieci przesylowej.

Powyzszy przyklad nie jest jedynym przykladem sieci elektrycznej, w którego
rozwiazaniu pojawia sie wspólczynnik zlotej proporcji i liczby Fibonacciego, ale
o tym opowiemy przy innej okazji.
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Twierdzenie Ponceleta dla bilardu w elipsie
Rafal KOLODZIEJ

Prosze sprawdzic, ze kat wpisany
rzeczywiscie jest równy katowi miedzy
cieciwa i okregiem.

Rys. 3

cp(A)

Wiekszosc z nas uderzala w kule bilardowa na prostokatnym stole bilardowym.
Zasady gry zaleza od rodzaju rozgrywki, natomiast ruch kuli bilardowej nie.
O ile kuli nie nadajemy rotacji, odbija sie ona od bandy zgodnie z prawem
kat padania równa sie katowi odbicia. Wystarczy odbic odcinek BG wzgledem
brzegu stolu, aby wykazac, ze prawo to jest równowazne innemu: kula odbija
sie od brzegu w takim punkcie G, by jej droga z punktu A do punktu B byla
naj krótsza (jest to tzw. zasada Fermata, zob. rys. 1).

Spróbujmy zobaczyc, jak wyglada ruch bili na stole w ksztalcie kola. Uderzona

bila odbija sie kolejno od brzegu stolu (okregu) w punktach Al, A2, A3,
itd.; ciag punktów: Al, A2, A3, ... nazywamy trajektoria, a sume wszystkich
odcinków AiAi+l - torem ruchu bili (rys. 2). Zalózmy, ze okrag ma promien
równy 1. Wówczas dlugosc luku okregu miedzy punktami A; i Ai+l mozemy
mierzyc katem srodkowym opartym na tym luku, albo - równie dobrze

- dwukrotnie mniejszym katem wpisanym. Ten z kolei jest równy katowi miedzy
cieciwa AiAi+l i okregiem (czy tez dokladniej, styczna do niego w punkcie Ai).
Wynikaja z tego dwa fakty: (a) równosc katów miedzy cieciwa a okregiem oraz
(b) równosc luków, na których oparte sa sasiednie odcinki toru.

Zatem trajektoria punktu w bilardzie o ksztalcie kola jest trajektoria obrotu
- o kat, na którym oparty jest odcinek AiAi+1'

Twierdzenie 1. Trajektoria obrotu jest okresowa albo gesta (gestosc oznacza,
ze do kazdego luku okregu nalezy pewien punkt trajektorii) ..

Dla dowodu rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Dlugosc luku AiAi+l jest liczba wspólmierna z 21f, czyli Ai~+l jest
liczba wymiernapjq. Wtedy trajektoria jest okresowa z okresem q,
bo luk AiAi+q ma dlugosc 21f . p.

2. Ai~+l jest liczba niewymierna.

By zakonczyc dowód Twierdzenia 1, wystarczy udowodnic nastepujacy

Lemat. Trajektoria obrotu o kat niewspólmierny z 21f jest gesta na okregu.

Dowód lematu (nie wprost). Zalózmy przeciwnie, ze pewien luk L nie
zawiera zadnego punktu trajektorii Al, A2, A3, ... Pokryjmy okrag n lukami
o dlugosci 2:, gdzie n dobieramy tak, aby 2: < L (patrz rys. 3). Poniewaz
trajektoria ma wiecej niz n punktów, wiec dzieki zasadzie szufladkowej
Dirichleta znajdziemy luk pokrycia, na którym leza dwa punkty trajektorii Ai,
Ai+s, Wystarczy rozpatrzyc k + 1 punktów trajektorii punktu Ai w obrocie
o kat AiAi+s, czyli zbiór punktów Ai, Ai+s, Ai+2s, Ai+3s, ... , Ai+k's, gdzie
k . AiAi+s > 21f, aby w dowolnym luku dluzszym niz AiAi+s, w szczególnosci
w luku L, znalazl sie jeden z nich. _

Zdefiniujmy teraz inne przeksztalcenie <.p okregu, które na pierwszy rzut oka
nie wyglada na obrót, a jednak ... Najpierw wewnatrz kola wyznaczonego przez
okrag n wybierzmy okrag II.

Definicja. Obrazem punktu A E n jest taki punkt <.p(A)E n, ze odcinek
A<.p(A) jest styczny do okregu II i, co wiecej, w punkcie stycznosci G zwrot---+
wektora A<.p(A) jest przeciwny do ruchu wskazówki zegara na tarczy II
(patrz rys. 4).

Aby zrozumiec, ze <.p jest (w pewnym sensie ... ) obrotem, wyobrazmy sobie,
ze okrag n jest wykonany z bardzo cienkiego drutu o zmiennej gestosci masy;
matematycy mówia w takiej sytuacji o gestosci miary. Odleglosc punktów
mierzymy nie dlugoscia luku, lecz masa kawalka drutu zawartego miedzy
punktami. Drut dobierzmy w ten sposób, aby gestosc miary w punkcie A byla
proporcjonalna do }c.
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Wielkie twierdzenie Ponceleta

w klasycznym sformulowaniu glosi,
mówiac niezbyt precyzyjnie, ze: jesli
dla dwóch stozkowych r, i r2 istnieje
n-kat A,A, ... An wpisany w r,
i opisany na r" to dla dowolnych
punktów B', B" E r" takich,
ze prosta B' B" jest styczna do r"
istnieje wielokat B' B" B3 ... Bn wpisany
w r, i opisany na r,. Znane w literaturze
dowody tego twierdzenia nie sa ani latwe,
ani krótkie; zainteresowanych odsylamy
do XVI rozdzialu Geometrie M. Bergera,

wyd. Cedic - Fernand Nathan, Paris 1977
(istnieje przeklad rosyjski).

Z twierdzeniem Ponceleta wiaze sie
w oczywisty sposób tekst Michala
Stukowa opublikowany w Delcie 4/1997.

Red.

q>(A)= B

Rys. 5

A'

Rys. 6

Rys. 7

Takie spojrzenie pozwoli nam podac szkic dosc prostego dowodu tzw. wielkiego
twierdzenia Ponceleta.

Twierdzenie 2 (tw. Ponceleta, przypadek szczególny). Dla ustalonego II,
t.p jest obrotem (przy nowym sposobie mierzenia luku), tzn. zachowuje dlugosc
luku.

Dowód. Wystarczy wykazac, ze dlugosci luków AA1 i t.p(AAt) = BB1 sa równe.
Dla krótkiego luku oznacza to, ze ~'2'~ ~~ (rys. 5). W granicy Al -+ A
mozemy zastapic punkt C punktem przeciecia odcinków AB i Al B1,
tzn. punktem D. Ale, oczywiscie, mamy równosc ~' = ~EJy' , bo trójkaty AA1D
i BB1D sa podobne (dlaczego?)._

Zagrajmy teraz bila na eliptycznym stole r. Elegancki opis odbicia daje:

Twierdzenie 3 (male twierdzenie Ponceleta) Trajektoria bilardu w elipsie

spelnia jeden z nastepujacych warunków:
1. J( azdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko

elipsy.
2. Istnieje elipsa ~ wspólogniskowa z f, do której sa styczne wszystkie odcinki

laczace sasiednie punkty trajektorii.
3. Istnieje hiperbola ~ wspólogniskowa z r, do której sa styczne wszystkie

proste zawierajace odcinki laczace sasiednie punkty trajektorii.
4. J( azdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii pokrywa sie z mala osia

Dow6SP(i~kic). Niech E i F beda ogniskami elipsy f. Dla punktu A nalezacego
do elipsy niech LA oznacza styczna do elipsy w A, natomiast A' niech bedzie
odbiciem ogniska F wzgledem LA (rys. 6).

Droga z punktu E do F przez kazdy punkt na elipsie jest stala, tzn. suma
EA + AF nie zalezy od wyboru A. Z drugiej strony, styczna LA lezy po
przeciwnej stronie r niz E i F, zatem droga EAF to naj krótsza droga z E do F
przez punkt prostej LA. Dzieki zasadzie Fermata wiemy zatem, ze EAF jest
fragmentem toru ruchu bili (rys. 6); jesli wiec pewien odcinek AAi+1 laczacy
sasiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko elipsy, to wszystkie odcinki
AAi+1 maja te wlasnosc (warunek 1 z tezy Tw. 3).

Uwaga 1. Dla kazdego X E LA odleglosci F X i A' X sa równe.

Rozpatrzmy teraz pewna elipse ~ wspólogniskowa z r. Dla ustalonego A E f
wezmy takie punkty X, Y E ~, by odcinki XA i y A byly do ~ styczne (rys. 7).
Zgodnie z Uwaga 1 dlugosci odcinków AA', AX', AY' i AF sa równe. W ten
sam sposób sprawdzamy, ze EX' = EX + X F = EY + y F = EY'. Zatem
trójkaty EAX' i EAY' sa przystajace, wiec ich katy przy wierzcholku A sa
równe. Latwo sprawdzic, ze równe sa tez katy EAY i FAX . Z poprzedniej czesci
dowodu wynika wiec, ze lamana YAX jest fragmentem toru ruchu bili (katy
padania i odbicia w punkcie A sa równe)"

Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzic, ze gdy pewien odcinek AiAi+1 laczacy
sasiednie punkty trajektorii przecina odcinek EF w punkcie wewnetrznym,
to zachodzi warunek 3 lub 4 z tezy Tw. 3. _

Z powodów technicznych ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku, gdy
kazdy odcinek toru ruchu bili jest styczny do ustalonej elipsy ~. Zamienimy
teraz sprytnie trajektorie bilardu w elipsie na trajektorie przeksztalcenia ,p,

a potem - na trajektorie t.p (rys. 8 i okladka). Dzieki temu otrzymamy
nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4 (Poncelet). Trajektoria bilardu w elipsie r jest okresowa ze
stalym okresem n(~) (zaleznym tylko od ~) albo gesta.

Dowód (szkic). Trajektorie bilardu Al, A2, A3, ... zamienimy na
trajektorie B1, B2, B3, ... pewnego przeksztalcenia ,p w nastepujacy sposób.
Odcinek AiAi+1 jest styczny do ~ w punkcie X; zdefiniujmy Bi jako X'.
Udowodnilismy juz, ze pewien okrag o srodku Ai zawiera punkty F, X', y'
i A~. Co wiecej, okrag ten jest styczny wewnetrznie do okregu o srodku E
i promieniu R = EA~ = EAi + AiF równym dlugosci nici rysujacej elipse f.
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Rys. 8

Poniewaz EBi = EX + X F jest dlugoscia nitki rysujacej elipse .6. (czyli ma
wartosc stala, niezalezna od i), wiec przeksztalcenie ljJ przeprowadzajace Bi
w BiH jest przeksztalceniem okregu o srodku E i promieniu r = EX + X F,
gdzie X E .6.. Inaczej mówiac, przy oznaczeniach z rysunku 7, ljJ przeprowadza
punkt XI = Bi w punkt IjJ(XI) = yl = Bi+1'

Inwersja wzgledem okregu o srodku F zamieni trajektorie B1, B2, B3, ... na
trajektorie Gl, G2, G3, ... przeksztalcenia <p. Zauwazmy bowiem, ze luki BiBi+1
okregów przechdzacych przez F zamienia sie po inwersji na odcinki, a okregi
o srodku E i promieniach r, R przejda na inne okregi (niewspólsrodkowe; patrz
rys. 8). Twierdzenie 2 tlumaczy, ze Gl, G2, G3, •.. jest (przy odpowiednim
sposobie mierzenia dlugosci luku) trajektoria obrotu. _

Na koniec zadanie dla wytrwalych: prosze udowodnic twierdzenie Ponceleta bez
zalozenia, ze kazdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii jest styczny do
elipsy .6..

Bilardzista, który chce trafic na stole eliptycznym w inna bile w karambolu,
musi wiec umiec wyobrazac sobie elipsy i hiperbole wspólogniskowe (rysunek
z okladki), tylko gdzie sprawdzic w praktyce nabyta wiedze?

Os globusa
Dlaczego kazdy globus ma os odchylona od pionu? Przeciez
globus z osia pionowa przedstawialby te sama Ziemie,
a latwiej byloby go zrobic. Jednak nie jest to fantazja
wytwórcy globusów. Pochylenie osi obrazuje bardzo
wazny fakt przyrodniczy: os ziemska nie jest prostopadla
do plaszczyzny ziemskiej orbity. A ma to ogromne
konsekwencje.

Gdyby os ziemska byla prostopadla do plaszczyzny orbity,
to w dowolnym miejscu orbity, a wiec przez caly rok,
oswietlenie Ziemi przez Slonce byloby stale takie samo,
w tym sensie, ze granica miedzy pólkula oswietlona
i nieoswietlona (tzw. terminator) przechodzilaby zawsze
przez bieguny. Czlowiek znajdujacy sie na dowolnym
równolezniku mialby stale l2-godzinny dzien i 12-godzinna
noc, panowalaby wiec permanentna równonoc.
W rzeczywistosci jednak os ziemska jest pochylona
o okolo 23,°5 i, co wiecej, w trakcie obiegania Slonca
zachowuje staly kierunek w przestrzeni, a konkretnie jest
stale skierowana (w przyblizeniu) w Gwiazde Polarna.
Wskutek tego terminator tylko dwa razy w ciagu roku
przechodzi przez bieguny (okolo 21 III i 21 IX), a miedzy
tymi datami Slonce oswietla bardziej albo pólnocna, albo
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poludniowa pólkule Ziemi. Krótko mówiac, pochylenie osi
ziemskiej jest przyczyna wystepowania pór roku. Pólkula
pólnocna jest najsilniej nasloneczniona w okolicy 21 VI.
Jest to poczatek naszego lata i zarazem data, gdy Slonce
oswietla prostopadlymi promieniami miejsca Ziemi odlegle
na pólnoc od równika o 23,°5 - bardziej na pólnoc juz
sie nie da, a równoleznik o tej szerokosci geograficznej
to zwrotnik Raka. Oczywiscie, na poczatku naszej zimy
promienie prostopadle padaja na zwrotnik Koziorozca
o szerokosci -23,° 5. Tak wiec ta sama przyczyna powoduje
tez wystepowanie stref klimatycznych na Ziemi.

A jak jest na innych planetach? Okazuje sie, ze rozmaicie.
Os obrotu Jowisza jest praktycznie prostopadla do
plaszczyzny jego orbity, tam wiec pór roku nie ma - panuje
permanentna równonoc, a Slonce oswietla prostopadle
tylko równik planety. Os obrotu Urana - przeciwnie - jest
nachylona o okolo 90°, lezy wiec w plaszczyznie jego
orbity. Wskutek tego co pól tamtejszego roku Slonce
oswietla prostopadle raz jeden, raz drugi jego biegun.
Wobec tego, moze na Ziemi nie jest tak zle: nie jest
tak monotonnie jak na Jowiszu, ale tez nie ma takich
skrajnosci jak na Uranie.

Tomasz KWAST



Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1997

--
Klub 44

,• 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 327 (WT=1,94), 328 (WT=3,23),

z numeru 10/1996
Krzysztof Zapisek - Wa.rszawa. 40,70
Piotr Zmijewski - Lódz 39,15
Bartlomiej Dyda - Wroclaw 36,33
Jaroslaw Lazuka - Warsza.wa 33,94

Zadania z matematyki nr 343, 344 Redaguje Marcin E. KUCZMA

343. Niech (g( n) : n = 1,2,3, ... ) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich dodatnich
liczb calkowitych, które nie sa kwadratami liczb calkowitych (np. g(l) = 2, g(4) = 6,
g(13) = 17, itd.). Dla liczby rzeczywistej x oznaczmy przez r(x) jedyna liczbe calkowita
lezaca w przedziale (x - l; x + l). Dowiesc, ze g(n) = n + r( vn) dla n = 1,2,3, ....

344. Obliczyc kres dolny zbioru liczb bedacych sumami szeregów postaci
00 2L~, gdzie ao = 1, an-l 2: an > O dla n = 1,2,3, ...an+l
n=O

Zadanie 344 zaproponowal pan Marcin Kasperski z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1997
Przypominamy tresc zadan:

335. Prosta K L przecina dwusieczna kata A w punkcie P dzielacym odcinek [{L w stosunku
k : l, czyli bedacym srodkiem ciezkosci ukladu dwóch mas punktowych: masy l umieszczonej
w punkcie K i masy k umieszczonej w punkcie L. Wobec tego

-;-;l; l ---l- k --:-7At' = -- .AK + -- .AL., .
k+ l k+ l

Przy zwyklych oznaczeniach a = IBC\, b = ICAI, e = IABI dostajemy stad równosc

-;-;l; l k -;-;l; k l --;-;t ki ( l -;-;l; l --;-;t )
(l) At' = --. -. Ali + -. -. Al.; = -- -. Ali + - .Al.; .

k+l e k+l b k+1 e b

W szczególnym przypadku, gdy k = be/(a + b), l = b, mamy sytuacje nastepujaca: punkt L
pokrywa sie z C, a punkt P pokrywa sie ze srodkiem I okregu wpisanego w trójkat ABC,
i zgodnie ze wzorem (l):

M = (~. b) (~+ b) -1 (~ .AR +~.AC) = be (~. AB + ~. AC)a+b a+b e b a+b+e e b

stad l l 2p
(2) - . AR + - .AC = - .M .e b be

Wracamy do przypadku ogólnego: dla dowolnych parametrów k, l zachodzi równosc (l), która
po uwzglednieniu wzoru (2) przybiera postac

AP=~. 2p .M=~. S' .M.
k + l be k + l 3

Zatem punkt P pokrywa sie z I wtedy i tylko wtedy, gdy 2p3' = (k + 1)3.

335. Na bokach AB i AC trójkata ABC o polu S i obwodzie 2p
odlozono (odpowiednio) odcinki AK, AL o dlugosciach k, I. Pole
trójkata AK L wynosi S'. Udowodnic, ze prosta K L przechodzi
przez srodek okregu wpisanego w trójkat ABC wtedy i tylko wtedy,
gdy 2pS' = (k + I)S.

336. Ciag (an) jest okreslony wzorami: al = 3, an+l = a;t - 2
dla n ~ 1. Dowiesc, ze kazdy jego wyraz jest równy ilorazowi
pewnych dwóch wyrazów ciagu Fibonacciego (okreslonego wzorami:
Ul = U2 = l, Un+2 = Un + Un+l dla n 2: 1).

Wn =

stad

336. Przyjmijmy: Vn = U2n, Wn = Vn+l /vn. Wykazemy, ze an = Wn dla n = 1,2,3, ...
(te równosc mozna odgadnac wypisujac kilka poczatkowych wyrazów ciagu (an) i znajdujac
ich przedstawienia w postaci ilorazów mozliwie naj wczesniejszych wyrazów ciagu (un)).

Liczby Fibonacciego dane sa wzorem jawnym

an - {3n d' {3 .. ka' ". 2 ({3)
un = v's ' g Zje a, sa pJerwJast mJ troJmJanu x - x - l a > ;

zgodnie ze wzorem Viete'a, a{3 = -1. Obliczamy:

a2n+1 _ {32n+l

a2n _ {32n

W~ = a2n+1 + 2(a{3)2n + {32n+l = a2n+1 + 2 + {32n+l = Wn+l + 2;

ciag (wn) spelnia te sama rekurencje, co ciag (an). Skoro zas Wl = U4/U2 = 3 = al, zatem
równosc Wn = an zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n.
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Tym razem wyjatkowo zamieszczamy tylko jedno zadanie.

233. Gdy w czasie wznoszenia sie ciala ponad poprzeczke nic zwiotczeje, dalszy ruch bedzie sie
odbywac wylacznie pod wplywem sily ciezkosci, tzn. po paraboli. Oznaczmy przez,,! kat, jaki
tworzy z pionem swobodna czesc nici w chwili jej zwiotczenia, a przez v - predkosc ciala w tej
chwili. Z bilansu energii otrzymujemy

Redaguje Jerzy B. BROJAN

2
v2 = - g( r cos {3- I cos O!) .3

Zadanie z fizyki nr 241

(2)

(1)

(3)

l
g( -I cOSO! + r cos{3 - (I - r) cos"!) = _v22

natomiast warunek zwiotczenia nici (zerowania sily napinajacej) wyni)<a z przyrównania sily
odsrodkowej do odpowiedniej skladowej sily ciezkosci

v2
-- = gcos"!.I-r

Z równan (1) i (2) mozemy wyznaczyc,,! oraz v:

2(rcos{3 -lcosO!)

cos,,! = 3(1- r)

Analizujac teraz rzut ukosny pod katem,,! do poziomu stwierdzamy, ze skladowe poziome
i pionowe przesuniecia powinny spelniac warunki

vtcos,,! = (1- r) sin,,!,

vt sin,,! - gt2 f 2 = - (I - r) cos,,! .

Z tych równan nalezy wyeliminowac czas t lotu po paraboli, a nastepnie podstawic wzory (3).
Po przeksztalceniach otrzymujemy

v'3
rcos{3 -lcosO! = -(1- r).2

(Zadanie pochodzi z Olimpiady Fizycznej w Singapurze, 1995 r.)

234. a) Do jednego konca metalowego preta przyczepiono kuleczke wosku, a drugi koniec
umieszczono w plomieniu palnika. Kuleczka spadla po czasie t. Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka,
gdyby pret byl dwukrotnie dluzszy?

b) i c) Kuleczke wosku przyczepiono w wierzcholku metalowego wycinka kuli (b) lub na osi wycinka
walca (c) i zewnetrzna powierzchnie bryly objeto plomieniem palnika. Po jakim czasie spadlaby ta
kuleczka, gdyby promien bryly byl dwukrotnie wiekszy?

233. Jeden koniec niewazkiej i nierozciagliwej nici o dlugosci I jest unieruchomiony, a do drugiego
przymocowano punktowe cialo, odchylono od pionu o kat ty < 900 i puszczono. W odleglosci,. oc!
punktu zawieszenia, pod katem (3 do pionu (rys. 2) znajduje sie sztywna i cienka poprzeczka, tak
ze gdy nic sie o nia oparla, cialo poruszalo sie dalej na nici skróconej. Jaki warunek musza spelniac
wymienione parametry, aby po wzniesieniu sie do góry cialo spadajac uderzylo w poprzeczke?

241. Szesc jednakowych pretów polaczono przegubowo tworzac szkielet czworosClanu,
który postawiono na gladkiej poziomej plycie. O ile przesunie sie górny wierzcholek
czworoscianu pod wplywem sily F skierowanej w dól (rys. 1), jesli stala sprezystosci
(stosunek sily do wydluzenia lub skrócenia) jest dla kazdego z pretów równa k?
Pominac sile ciezkosci i zalozyc, ze deformacja czworoscianu jest niewielka.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1997
Przypominamy tresc zadan:

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 227 (WT=3,04), 228 (WT=2,56)

z numeru 11/1996

Rys. 1

Rys. 2

Przemysla.w Gworys - czestochowa 43,67
Andrzej Idzik - Bolesla.wiec 38,72

234. Skorzystamy z analizy wymiarowej. Przypomnijmy, ze wspólczynnik przewodnictwa
cieplnego A jest zdefiniowany wzorem

dQ = ASdT
dt dx'

gdzie lewa strona przedstawia ilosc ciepla przeplywajacego w jednostce czasu przez
powierzchnie S, a iloraz dT fdx jest gradientem temperatury. Zatem wymiarem A

jest W f(m·K). Szukany czas t moze zalezec jeszcze od ciepla wlasciwego c, którego wymiarem
jest Jf(kg.K), od gestosci materialu preta e (poniewaz cieplo wlasciwe definiuje sie na
jednostke masy, zamiast - jak w tym przypadku byloby naturalne - na jednostke objetosci),
od róznicy temperatur plomienia i poczatkowej ATp, od róznicy temperatur topnienia wosku
i poczatkowej ATt i od dlugosci preta (w przypadku a) lub od promienia kuli lub walca
(przypadki b i c; oznaczmy ten parametr wspólnym symbolem I). Nie odgrywa natomiast roli
pole przekroju preta, gdyz np. pret o podwojonym polu przekroju mozna przedstawic jako
dwa prety zlozone równolegle, przy czym przeplyw ciepla w jednym z nich nie wplywa na
drugi (podobnie nie odgrywa roli katowa wielkosc wycinków ani wysokosc walca). Zgodnosc
wymiarów w zaleznosci

t = j(A, c, e, ATp, ATt, I)
zapewni tylko funkcja j postaci

f = cel2 f A . fI (ATpf ATt) .

Podwojenie wartosci parametru I spowoduje zatem we wszystkich przypadkach czterokrotne
wydluzenie czasu do chwili spadku kuleczki.
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k = 2, ... ,n.

Kacik olimpijski (21)

Rozwiazanie zadania F 453. Z zasady
zachowania energii predkosc kulek przed
zderzeniem wynosi v = ~. Zmiana
pedu jest zwiazana ze srednia sila F
wzorem D.p = F· D.t. Stad

F = m ~ = ~7rr3p ~
D.t 3 D.t'

co po podstawieniu wartosci daje 3,4 kN
(350 kG).

Rozwiazanie zadania F 454. Niestety,
zmniejszenie nacisku na podloze poprzez
równomierne (bez zmiany tempa)
zonglowanie nie jest mozliwe. W takim
przypadku rzut srodka ciezkosci ukladu
n pocisków o masie 1n kazdy na kierunek
pionowy oscyluje wokól stalej sredniej
wysokosci. Zmiana skladowej pionowej
pedu tego ukladu w calym cyklu jest wiec
równa zeru

D.P=J (F(t)-n m·g)dt=O,cykl

gdzie F(t) jest zalezna od czasu sila,
z jaka kanonier dziala na pociski. Widac
stad, ze srednia sila

(F) = n m· g

jest równa co do wartosci ciezarowi
ukladu pocisków. Tak wiec sredni
dodatkowy nacisk zwiazany z pociskami
jest równy ich ciezarowi. Minimalna
wartosc lnaksymalna tego nacisku
otrzymamy w przypadku dzialania
stala sila F(t) = n . m . g. (Ciekawym
cwiczeniem moze byc przekonanie sie,
ze wtedy amplituda oscylacji wokól stalej
wysokosci jest zerowa.)

Ale moze zmiana tempa moze pomóc?
Tak, moze, o ile bedzie to powodowac
przyspieszone opadanie srodka ciezkosci.
Jest to jednak metoda co najwyzej
tak skuteczna jak kucanie, tylko
troche bardziej ambitna, czyli wojsko
- wojskiem, a grawitacja - grawitacja.

Rozwiazanie zadania M 811. Na mocy
poprzedniego zadania

P(Xn :::: 1) :S EXn = (2p)n ~ O.

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze dla kazdego
n E N bedzie X n :::: 1, nie przekracza
- dla dowolnej liczby naturalnej k

- wartosci (2p)k Jest to wiec
prawdopodobienstwo zerowe, co oznacza,
ze bakterie z prawdopodobienstwem
1 wygina po uplywie pewnego czasu.

Gdy pochodna funkcji maleje ...

Niech f: X ~ R, gdzie X = (O, a) lub X = (0,+00), bedzie funkcja
rózniczkowalna w przedziale X. Prawdziwe jest wówczas nastepujace

Twierdzenie. Jezeli funkcja f ma w przedziale (O, a) pochodna malejaca, to 'dla

kazdej trójki takich liczb CY, Xl, X2, ze CY > O i O < Xl < X2 < a - CY, zachodzi
nierównosc

Dowód. Poniewaz f' maleje, wiec pochodna funkcji F okreslonej wzorem

F(x) = f(CY + x) - f(x) przyjmuje w przedziale (O, a - CY) wartosci ujemne.
Zatem F maleje w przedziale (O, a - CY), a stad wynika nierównosc z tezy
twierdzenia. _

Wniosek 1. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(O) 2: O,

to dla kazdych Xl, X2, takich, ze Xl + X2 E X, spelniona jest nierównosc

f(Xl + X2) :::; f(xr) + I(X2)'

Dowód. Poniewaz f' maleje w przedziale X, wiec 1jest wklesla w tym
przedziale. Stad, wobec tego, ze 1(0) 2: O, otrzymujemy

f(~) =/(X;O) 2: f(x);/(O) 2: f~x).

Dla Xl = X2 jest to nierównosc z tezy wniosku. Jesli zas np. Xl < X2, to stosujac
twierdzenie dla CY = Xl dostajemy

f(Xl + X2) - I(X2) :::; f(Xl + xr) - f(xr) :::; 2f(xr) - f(xr) = I(Xl)'

Stad, oczywiscie, f(Xl + X2) :::; I(xr) + f(X2)' -

Wniosek 2. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(O) 2: O, to dla

kazdego ukladu liczb ai, bi E X (i = 1,2, ... , n) spelniajacych dla dowolnego i

nierównosci ai < bi :::; ai+l, zachodzi nierównosc

Dowód. Z poprzedniego wniosku wynika, ze I(br) - f(ar) :::; f(bl - al),
natomiast bezposrednio z twierdzenia mamy

( k-l ) (k-l )f(bk) - I(ak) :::;1 (bk - ak) + t;(bi - ai) - f t;(bi - ai) ,

Wystarczy teraz dodac wszystkie te nierównosci stronami. _

Ostatni wniosek pozwala udowodnic szereg ciekawych nierównosci. Ponizej
proponujemy kilka przykladów do samodzielnego rozpatrzenia (prosze sprawdzic,
czy spelnione sa wszystkie zalozenia).

- Dla O :::; al < br :::; a2 < b2 :::; ... :::; an < bn :::; ~ zachodzi nierównosc

t(Sin bi - sin ai) :::; sin (t(bi - ad)

- Dla dodatnich ai < bi :::; aiH mamy

n 1+ b. nII--' :::;1+ "(bi - ai).l+a. L.Ji=l ' i=l

(Wskazówka: wziac f(x) = ln(l + x) dla X 2: O.)

Inne przyklady dostaniemy biorac funkcje arctgx, yIX czy xj(l + x).

Henryk PA WL O WSK!
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(75)

Za najwybitniejszego polskiego matematyka przelomu XIX
i XX wieku uwazany jest Stanislaw Zaremba.

Zaremba byl pierwszym Polakiem, którego matematyczne
osiagniecia autentycznie liczyly sie na swiecie. Gdy jednak
dzis mówi sie o poczatkach wielkiej polskiej matematyki
w XX wieku, wymienia sie w zasadzie wylacznie Szkole
Lwowska i Szkole Warszawska. Absolutnie nic nie ujmujac
z ogromnych zaslug tych dwóch osrodków dla rozwoju
matematyki polskiej, nie wolno zapominac, ze tak
naprawde polska matematyka "swiatowej klasy" zaczela
sie od Zaremby.

Zaremba (1863-1942) otrzymal w 1886 roku dyplom
inzyniera, po czym wyjechal na studia matematyczne do
Paryza. Tam w roku 1889 zrobil doktorat na Sorbonie;
w swojej pracy doktorskiej rozwiazal w pelni problem,
który czekal na rozwiazanie ponad 30 lat, a byl atakowany
m.in. przez Riemanna. Publikowal w czolowych pismach
matematycznych we Francji. Mógl tam zrobic wielka
kariere; uznal jednak, ze Polsce potrzebny jest kontakt
ze swiatowa matematyka i w roku 1900 objal katedre
na Uniwersytecie Jagiellollskim. Rozwinal tu niezwykle
aktywna dzialalnosc naukowa, organizacyjna, dydaktyczna;
dzieki niemu w Krakowie mlodzi ludzie dowiedzieli sie
o wielu zagadnieniach i problemach, przeprowadzono
wiele swietnych doktoratów i habilitacji. Nie mozna
zapominac, ze w Krakowie z wieloma ówczesnymi
problemami matematycznymi zetknal sie mlody Stefan
Banach, który przeciez tu wlasnie zostal "odkryty" przez
Steinhausa. Tu zrobil doktorat Sierpillski. Tu powstalo
Polskie Towarzystwo Matematyczne, którego Zaremba
byl wspólzalozycielem i pierwszym prezesem. Rozmaite
wyniki Zaremby do dzis sa cytowane przez znakomitych
matematy ków.

Zainteresowalo mnie ostatnio, przed jaka komisja Zaremba
zdawal egzamin doktorski. I ciekawe - w wielu pozycjach
o polskich matematykach jest zawartych wiele informacji,
takze i o Zarembie, ale tych danych akurat nigdzie nie
udalo mi sie znalezc! Na szczescie w Archiwum UJ
pieczolowicie przechowywane sa rozmaite stare dokumenty;
latwiej znalezc rózne fakty dotyczace studenta z poczatków
tego stulecia (lacznie z tym, na czyje wyklady uczeszczal),
niz studenta sprzed 30 lat. Jest tam tez wiele dokumentów
zwiazanych z Zaremba, m.in. kilka jego wlasnorecznie
pisanych zyciorysów. W jednym z nich udalo mi sie
odnalezc poszukiwana przeze mnie informacje.

Zaremba pisze: Dnia 30-go listopada 1889 uzyskalem

w Sorbonnie przed komisja egzaminacyjna zlozona
z profesorów Darboux, jako prezesa oraz Picarda

i Poincarego jako egzaminatorów dyplom "Docteur es

Sciences Mathematiques" ... K. C.

W gablotce Kola Matematyków Studentów UJ ukazywala
sie w roku 1975 powiesc kryminalna w odcinkach
Zbrodnia nilpotenta autorstwa Leszka Michalika.
Oto fragmenty .

. .. Dionizy z przyjemnoscia homeomorficznie zanurzal
wargi w zimnej, aczkolwiek nieco metnej cieczy. Po chwili
jednak twarz skurczyla mu sie lokalnie na wspomnienie
czekajacych go w stolówce studenckiej nigdziegestych
quasi-sznycli. - Coraz trudniej zdobyc niezdegenerowane
formy posilków - pomyslal i cialo jego przybralo wyraznie
torsyjny charakter. W koncu jednak odrzucil trywialnie
dzialajaca grupe mysli, przeprowadzil restrykcje pojec do
idealu i odswiezony spojrzal z ufnoscia na gwiazdziscie
przeliczalne niebo, kompaktyfikujace sie w oddali.
Nastepnie zblizyl sie do nabytej niedawno czarnej, kudlatej
rozmaitosci rózniczkowalnej wymiaru 3, wzial delikatnie
na rece, popiescil i uczesal. Po chwili pobawil sie z nia
troche w zadawanie stycznych w punkcie, przerwal
dla zartu rozmaitoscia topologiczna, a gdy Ksina (tak
nazwal swa rozmaitosc Dionizy) poczela dyfeomorficznie
wgryzac mu sie w krawat - zaprzestal zabawy, polozyl pod
sciana najblizszego sympleksu i wreszcie przekroil pokój
polem wektorowym, zostawiajac Ksinie nieco przestrzeni
przeliczalnie parazwartej . (... )

Bylo zupelnie cicho.

Nagle drzwi od mieszkania Dionizego g\yaltownie otworzyly
sie i do pokoju wpadl ociekajacy krwia trup.

Trup nie zyl. Zaskoczony niemile Dionizy zdazyl jedynie
stwierdzic, ze zwloki spelnialy aksjomat Lindeliifa,
po czym nagle uderzenie w tylna czesc czaszki pozbawilo
go przytomnosci. (... )

Dionizy z wysilkiem uniósl cialo, usilujac przypommec
sobie wydarzenia sprzed kilku godzin. Powiódl
uzwarconymi oczami po mieszkaniu - gdy wtem wzrok
jego padl na stozkowate cialo trupa, ciemne od zakrzeplej
krwi. Z doza melancholii pomyslal o tym, czym moglo byc
jeszcze zycie dla trupa zywego, dla trupa z dokladnoscia
do izomorfizmu. Po chwili jednak zdal sobie sprawe
z grozy sytuacji, w jakiej sie znalazl. Pokój nalezalo przede
wszystkim posprzatac, a pózniej zastanowic sie, co zrobic
z trupem. Dionizy wzial stojaca kolo wieszaka miotle
z nalepka "KNASTER-KURATOWSKI COOPERATION"
i ekwimorficznie zamiótl podloge. Tymczasem w trupie
zaczely juz sie zagniezdzac pasozyty przeliczalnosci.
Dionizy wzial wiec z pólki centralizator i spryskal zwloki.
Tymczasem Ksina zaczela skomlec. Rzucil jej wiec kostke
Cantora do pogryzienia, a sam usiadl w fotelu. ( ... )

Tymczasem trup dalej nie zyl. Dionizy próbowal
wprowadzic do niego chocby najslabsza topologie - nie
dalo sie. Próby metryzowalnosci tez zawiodly. Trup byl
lokalnie otwarty, tak wiec nawet twierdzenie o zanurzaniu
niewygodnego ciala w przestrzeni domknietej nie moglo
tutaj dac efektu. Poza tym sprawa najwidoczniej
pachniala kryminalem. W dodatku Dionizy z przerazeniem
stwierdzil, iz na mocy pewnika wyboru zostanie
z pewnoscia zaliczony do grupy najbardziej podejrzanych.
Sytuacja wydawala sie beznadziejna ...
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