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Nagrode Nobla za rok 1996 w dziedzinie chemii otrzymali: Robert F. Curl Jr.,
Sir Harold W. Kroto oraz Richard E. Smalley za prace dotyczace fullerendw,
o ktérych jest mowa w tym artykule.

Chemia topologiczna

Helena DODZIUK

Wydaje sie, ze obecnie najciekawsze badania naukowe prowadzone sa na

styku réznych dziedzin. Przyktadami tego moga by¢ zaréwno biochemia,

biofizyka, jak 1 liczne zastosowania matematyki w chemii. Jedna z bardzo
interesujacych dziedzin usytuowanych na pograniczu matematyki, chemii
organicznej 1 biochemii jest chemia topologiczna.

Topologia jest dzialem matematyki badajacym wtasnosci zbioréw (na przyklad
figur geometrycznych), ktore nie ulegaja zmianie przy homeomorfizmach,

to jest przeksztalceniach, ktdre sa ciagle, odwracalne i na dodatek ich
przeksztalcenia odwrotne tez sa ciagle. Czworokat i1 okrag lub dowolne dwa
okregi sa réwnowazne, poniewaz mozna homeomorficznie przeksztalcié jeden na
drugi. Topologia pozwala jednak réwniez odréznié np. dwa okregi koncentryczne
od dwéch sasiednich ogniw tafcucha (cho¢ sa one topologicznie réwnowazne)

— sa one bowiem rdznie polozone w przesirzeni, co oznacza, ze nie istnieje taki
homeomorfizm calej przestrzeni na nia sama, przy ktérym okregi koncentryczne
przeszlyby na ogniwa lancucha.

W chemii topologicznej lustrzane czasteczki nazywa sie czgsteczkami chiralnymi;
roznia sie one tak, jak lewa reka od prawej. Zwiazki, ktére nie daja sie

nalozyé na swoje zwierciadlane odbicie, nazywa sie konsekwentnie chiralnymi.
Odgrywaja one ogromna role w przyrodzie, poniewaz wickszosé czasteczek
organicznych, z ktérych zbudowane sa organizmy zywe — np. aminokwasy, cukry,
spirala kwasu dezoksyrybonukleinowego DNA oraz rozmaite proste czasteczki
organiczne — jest chiralna.

Do niedawna zajmowanie si¢ topologia i takimi obiektami, jak tréjlistnik czy
wstega Mobiusa, bylo traktowane przez chemikéw jako matematyczne igraszki
nie majace z ich dziedzina nic wspdlnego. Pierwsza praca na temat mozliwoéci
syntezy czasteczek o nietrywialnej topologii zostala w 1960 roku odrzucona
przez renomowane czasopismo chemiczne Tetrahedron, ktére poswiecone jest
syntezie organicznej. Autor, van Gulick, rozpowszechnial ja w maszynopisie,
ktéry byl nastepnie wielokrotnie cytowany. Praca okazala sie na tyle inspirujaca,
ze wydrukowano ja bez zmian w innym czasopidmie w 1993 roku, a wiec

w 33 lata po pierwszej probie publikacji.

@

Rys. 1

Rys.2

Obecnie znane sg liczne przyktady czasteczek organicznych o nietrywialne]
topologii. Sa wéréd nich zaréwno zwiazki otrzymane na drodze syntezy
chemicznej, jak réwniez zwiazki pelniace wazne role w organizmach
zywych, np. makrocykliczne (czyli tworzace wielki pierscien) kwasy
dezoksyrybonukleinowe DNA. Do pierwszych naleza m.in. zwiazki imitujace
tréjlistnik czy wstege Mobiusa (rys. 1, 2) oraz tak zwane katenany, majace
budowe pozaczepianych ogniw tworzacych taricuch.



Rys. 3

Sa to nie tylko proste czasteczki zbudowane z dwéch czy trzech ogniw, lecz
takze polikatenany, w ktérych na centralnym pierscieniu ,zawieszonych” jest
kilka (do szedciu) pierscieni (rys. 3); otrzymany ostatnio olimpiadan (rys. 4)
jest chyba w tej grupie zwiazkéw najbardzie] wyrafinowanym, obok tréjlistnika,
przykladem celowej syntezy organicznej.
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Rys. 4 Rys. 5

Pewng analogie do katenanéw wykazuja tak zwane rotaksany o budowie
pokazanej na rysunku 5, ktore sktadaja sie ze zwiazku tancuchowego
»przewleczonego” przez zwiazek pierScieniowy, przy czym duze podstawniki na
koricach taficucha uniemozliwiaja ,zeslizgniecie sie” piericienia, a zatem rozpad
rotaksanu na czasteczki skladowe.

Taka budowe maja np. pochodne cyklodekstryn, o ktérych pisaliémy
w Delcie 5/1996.

Innym przykladem — na razie hipotetycznym - czasteczek topologicznych sa
izomery in i out uwodornionych fullerenéw Cgq (fullereny to wysokosymetryczne
zwiazki wegla, ktérych ksztalt jest zblizony do kuli). Zbudowana

z nienasyconych pierscieni piecio- i szescioczlonowych czasteczka Cgo (rys. 6),

w ktorej wszystkie atomy wegla sa réwnowazne, przypomina pitke futbolowa.
Zwiazek ten mozna uwodornié, to znaczy przylaczy¢ atomy wodoru do atoméw
wegla tak, by atomy wodoru znalazly sie na zewnatrz, badz tez by znalazly sie
wewnatrz klatki weglowej. Obliczenia modelowe pokazuja, ze dla hipotetycznego,
catkowicie uwodornionego fullerenu CgoHgp najbardziej stabilny izomer ma 10
wiazan CH skierowanych do srodka. Mozna wykazaé, ze bariera przejécia od tej
ostatniej czasteczki do izomeru ze wszystkimi wigzaniami CH skierowanymi na
zewnatrz jest wieksza od energii potrzebnej do zerwania wiazania chemicznego.
A wiec réwniez ta izomeria jest przykladem izomerii topologicznej.

Obecnie Cgg otrzymuje

sie odparowujac grafit

w promieniu lasera.
Dotychczas nie udato

sie (mimo intensywnych
préb) otrzymaé na drodze
syntezy chemicznej ani
tego fullerenu, ani jego
calkowicie uwodornionej
pochodnej. Jednak wydaje
sie, ze metody obliczeniowe,
nazywane czasami

(w odréznieniu od , mokrej
chemii”, czyli syntezy)
nsucha chemia”, sa bardzo
wiarygodne. Pozwala to
wierzyé w wieksza stabilnoéé
1zomeru in z dziesigcioma ~ Rys. 6

wigzaniami wodoru

wewnatrz klatki Cgo. Warto tu réwniez przypomnieé, ze wysoka stabilnoéé
fullerenu zostala przewidziana teoretycznie na kilkanascie lat przed otrzymaniem
tego zwiazku. Prace te przeszly niezauwazone, co znacznie utrudnito

Kroto i Smalley’owi, ktérzy jako pierwsi zaobserwowali wyjatkowo stabilna
czasteczke Cgo, przypisanie jej prawidlowej budowy.




Jezeli przedstawié atomy wchodzace

w sklad czasteczki jako punkty (zwane
wierzcholkami) i polaczyé liniami
(zwanymi krawedziami) te z nich,
miedzy ktérymi jest wiazanie chemiczne,

to otrzymany graf nazywa sig grafem

tej czasteczki. Jak latwo sie domysli¢,
obecnie rozwija sie réwniez zastosowania
teorii graféw w chemii.

Twierdzenie Kuratowskiego. Graf

Rys. 7

jest niesplaszczalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest w nim co najmniej jeden
z nastepujacych dwdch fragmentdw:
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Czasteczki o nietrywialnej topologii sa w chemii czyms$ wigcej niz zwykla
ciekawostka. Odgrywaja one wazna role w rozwoju metod syntezy zwiazkdéw
organicznych. Na przyklad katenany otrzymywano kiedy$ w sposéb przypadkowy
w reakeji zamykania duzych pierécieni. Przy takiej reakeji prawdopodobiefstwo
tego, ze pewne (nieliczne) taficuchy zamkna sig tworzac pierscienie po
przewleczeniu przez inny, uprzednio utworzony pierscien, jest niewielkie.
Oczywiscie, wydajnoéci takich reakcji byly wiec bardzo niskie. Obecnie uzyskuje
sie wieksze ilodci katenanéw korzystajac z tak zwanego zjawiska preorganizacyi.
Polega ono na tym, iz tak dobiera si¢ reagujace zwiazki, ze ich fragmenty
ustawiaja sie w odpowiedni sposéb wzgledem siebie, dzieki czemu zwieksza

sie prawdopodobiefistwo uzyskania struktury ,przewleczonej”. W ten sposéb
otrzymano zaréwno katenany z rysunkéw 3 i 4, jak i czasteczke o strukturze
trojlistnika (rys. 1).

Oméwione powyzej nietrywialne topologicznie czasteczki charakteryzuja sie tym,
ze odpowiadajace im grafy sa niesplaszczalne, czyli nie daja sie narysowaé na
plaszezyznie w ten sposéb, by ich krawedzie nie przecinaly sie. Przedstawiona
na rysunku 7 czasteczka tez ma niesplaszczalny graf, a wymieniamy ja w tym
miejscu, bo stanowi rzadkie w literaturze chemiczne) polonicum — zostala
nazwana cyklofanem Kuratowskiego na cze$é stawnego polskiego topologa,

ktéry jest tez autorem zasadniczego twierdzenia o grafach niesplaszezalnych.
Innym ciekawym przykladem czasteczki o niesplaszczalnym grafie jest zwiazek
pokazany na rysunku 8.

Rys. 8
Bardzo interesujace sa dwa inne zagadnienia zwiazane z czasteczkami
topologicznymi. Pierwsze dotyczy ich wykorzystania w syntezie chemicznej. Jesli
pasek, z ktorego chcemy uzyskaé wstege Mobiusa, przekrecimy przed sklejeniem
nie raz, lecz dwa razy, to otrzymana powierzchnia po rozcieciu tworzyé bedzie
katenan zlozony z dwdch przeplecionych wsteg Mobiusa. Drugie zagadnienie to
pytanie o role, jaka graja w przyrodzie zwiazki nietrywialne topologicznie. Juz
»zwykle” cykliczne DNA ma nietrywialna topologie ze wzgledu na przeplecenie
pierécieni. Na podstawie pomiaréw dokonanych metoda mikroskopii elektronowej
stwierdzono, ze w organizmach wystepuja one dosé¢ czesto w postaci katenanu
lub tréjlistnika; jak dotad nie wiadomo zreszta, jaka role peini ich struktura
w organizmach zywych. Bardzo interesujace jest badanie specjalnych enzymdw,
zwanych topoizomerazami, ktére umozliwiaja synteze takich topologicznie
nietrywialnych struktur.

Jak widaé, zainteresowanie czasteczkami topologicznymi jest spowodowane

nie tylko wzgledami estetycznymi. Ich celowa synteza stanowi wyzwanie dla
chemikéw, prowadzac w konsekwencji do opracowywania nowych, bardzie]
wydajnych metod otrzymywania czasteczek organicznych. Uzyskuje sie ta droga
nowe zwiazki chemiczne i modeluje procesy zachodzace w organizmach zywych.
Prowadzi to réwniez do tworzenia nowych zwiazkéw chemicznych stwarzajacych
nadzieje na uzyskiwanie m.in. nowych materialéw dla elektroniki, nowych
elementéw sensoréw czy urzadzen wykorzystujacych nieliniowe efekty optyczne.
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grywajacych w brydza pod nazwa
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temu przyczyna nieporozumienia migdzy

egzaminatorami na Wydziale Matematyki

Uniwersytetu w Cambridge. Mozna

o tym przeczytad w A mathematician's

miscellany Johna Edensora Littlewooda.
Red. jesli wiemy, ze starsze dziecko jest chlopcem.

Zaskakujace wlasnosci
prawdopodobienstwa warunkowego

Jacek JAKUBOWSKI

o ; & P(ANB
Prawdopodobienstwo warunkowe jest zdefiniowane wzorem P(A|B) = ﬁ
dla takich zdarzen B, ze P(B) > 0. Definicja jest naturalna, ma wiele
»porzadnych” wlasnosci 1 wiele zastosowan. Ale ma tez whasnoscei, ktére

przecza potocznym wyobrazeniom i sa bardzo zaskakujace dla wiekszosci oséb.
Niezdawanie sobie z nich sprawy prowadzi do blednych rozumowan. Pokaze tu

trzy przyktady takich zaskakujacych wlasnosei.

Dla prostoty zalézmy, ze przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem
skonczonym.

Wilasnosé 1
(1) P(A|B) > P(A) < P(B|A) > P(B),
gdyz kazda strona jest réwnowazna nieréwnosci P(A N B) > P(B)P(A).

Gdy nieréwnosé¢ P(A|B) > P(A) bedziemy interpretowali w ten sposéb,

ze zajécie zdarzenia B zwieksza szanse zajécia zdarzenia A (co wydaje sie
sensowna interpretacja), to (1) oznacza, ze zajscie zdarzenia B zwicksza szanse
zajscia zdarzenia A wtedy i tylko wtedy, gdy zajscie zdarzenia A zwicksza szanse
zajécia zdarzenia B. Jest to sprzeczne z intuicja wielu oséb, ktérym wydaje sie,
ze jesli B zwieksza szanse zajscia A, to A zmniejsza szanse zajscia B.

Korzystajac z (1) widzimy bez obliczania, ze prawdopodobienstwo tego,
iz w grze w brydza gracz A ma asa pik (zdarzenie A), jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa (zdarzenie B), jest wieksze od bezwarunkowego
prawdopodobienstwa, ze ma asa pik (gdyz P(B|A) = 11 korzystamy z (1)).

Z (1) zwiazane sa takze inne zaskakujace dla nas wlasnosci, np. jedli D zwieksza
szanse zajscia A 1 D zwieksza szanse zajscia B, to wcale nie wynika z tego,

ze D zwicksza szanse zajécia A N B. Przykladem takiej sytuacji moze byé
doswiadczenie polegajace na wyciagnieciu jednej karty z talii 52 kart. Niech
zdarzenie A polega na wyciagnieciu pika lub kiera, zdarzenie B polega na
wyciagnieciu trefla lub kiera, natomiast zdarzeniu D sprzyja wyciagniecie asa
lub kréla kier, lub trefla nie bedacego asem, lub pika nie bedacego asem (prosze
wykazaé, ze P(A|D) > P(A), P(B|D) > P(B) i P(An B|D) < P(An B)).

Wtlasnoéé 2

Niech A, B, C beda takimi zdarzeniami, ze C C AN B i B nie zawiera si¢ w A.
Wtedy

P(C|A) > P(C|AU B).
(ta nieréwnos$é jest prosta konsekwencja definicji i tego, ze P(A) < P(AU B)).
W szczegdlnosel, gdy wiemy, ze zaszlo A, to prawdopodobienstwo warunkowe,
ze zaszlo AN B, jest wicksze, niz gdy wiemy, ze zaszto A lub zaszlo B, lub
zaszly oba naraz.

Korzystajac z tego widzimy bez obliczania, ze w grze w brydza
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma asa pik,
jest wieksze od prawdopodobienstwa, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa.

Inny przyktad: Wybieramy jedna rodzine sposrdd rodzin z dwojgiem

dzieci. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierzemy rodzine z dwoma
chlopcami, jedli wiemy, ze w wybranej rodzinie jest chlopiec, jest mniejsze od
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze w wybranej rodzinie jest dwoch chlopcow,
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Wlasnosé 3
Paradoks Simpsona

Moze zachodzié:

(2) P(A|B) < P(A|B')

i jednoczesnie

(3) P(A|BNC) > P(A|B'nC), P(A|BNC') > P(A|B'nC").

A', B, C' oznaczaja zdarzenia przeciwne do 4, B i C. Wydaje sie to
sprzeczne z intuicja, gdyz ze wzoru na prawdopodobiefistwo catkowite P(A|B)
jest §rednia wazona z P(A|BNC) i P(A|BNC’), a P(A|B’) jest érednia
wazona z P(A|B'NC) i P(A|B'NC"). Ale odpowiednie wagi moga by¢
rézne i w rezultacie (2) i (3) moga zachodzié jednoczednie. Gdy zdarzenia B
i C' sa niezalezne, to ten paradoks nie moze zaj$é. Paradoks pokazuje, z jak
wielka uwaga 1 ostroznoscia powinnidmy stosowaé wnioskowanie oparte na
prawdopodobienstwie warunkowym. Stownie mozna sformultowaé paradoks
w nastepujacy sposéb:

Moze sie zdarzy¢ sytuacja, ze w miescie X jest wieksza umieralnoéé chorych na
raka niz w mieécie Y, a mimo to dla chorych kobiet wieksza umieralnosé jest
w miescie Y i dla chorych mezezyzn takie wieksza umieralnoéé jest w miescie Y.

Redaguje Krzysziof OLESZKIEWICZ

M 810. Pewna bakteria z prawdopodobieiistwem p po uplywie sekundy dzieli sie
na dwie bakterie potomne, natomiast z prawdopodobiefistwem 1 — p po uplywie

tej sekundy ulega naturalnemu rozkladowi. Kazda z bakterii potomnych podlega
podobnym prawom rozmnazania. Obliczyé warto$é oczekiwana liczby potomstwa tej
bakterii po n sekundach.

Rozwiazanie na str. 9

M 811. Udowodnié, ze jedli p < %, to potomstwo naszej bakterii
z prawdopodobiefistwem 1 wyginie po uplywie jakiego$ czasu.
Rozwigzanie na str. 16

M 812. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo wyginiecia potomstwa naszej bakterii po
uplywie pewnego czasu, jesli p > %
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Piolr ZALEWSKI

F 453. W trakcie pokazu fizycznego dokonano elektronicznego pomiaru czasu

At = 200 ps, w ktérym zderzajace si¢ kulki o promieniu r (patrz rysunek) stykaja sie.
Oszacowa¢ $rednia sile, z jaka dzialaja one na siebie w czasie zderzenia (gestosé stali
przyjaé réwna p = 7,5 g/em?).

Rozwiazanie na str. 16

Zadanie zaproponowane przez Michata Pawlaka na podstawie pokazu
przeprowadzonego w ramach kursu ,Wstepu do Fizyki” na Wydziale Fizyki UW.

F 454. Dowcip z broda:

Kanonier dostal rozkaz przeniesienia za jednym razem trzech pociskéw przez doéé
diuga ktadke.

- Obywatelu dzialonowy, melduje, zZe ktadka nie wytrzyma wigcej niz ciezar mdj

i najwyze jednego pocisku!

~ Wiec wykonajcie rozkaz zonglujqge, zolnierzu!

Czy rzeczywiscie mozna zmniejszy¢ maksymalny nacisk na podloze przez zonglowanie?
Rozwiazanie na str. 16
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Wielosciany skladane
Jan BARANOWSKI

szescian

Kilka lat temu prof. Tage Werner z Kopenhagi podczas pobytu w Warszawie
wyjal z kieszeni prostokatny kawalek papieru i spytal, czy ktos wie, co to jest.
Kiedy upewnit sie, ze nikt nie wie, w mgnieniu oka zlozyt z tego czworoécian
foremny, po czym splaszczyl i z powrotem wlozyl do kieszeni. Zadaniem
uczestnikéw spotkania bylo odtworzenie tej sztuczki.

Poniewaz sam od dawna zajmuje sie brytami, bardzo mnie to zaintrygowalo.
Jeszeze tego samego dnia sklecilem taki skladany model szescianu. Potem
nastepne.

Model ezworodcianu to pierscien zlozony z oémiu poléwek tréjkata
réwnobocznego. Szeécian udato mi sie pociaé, gdy wyobrazitem sobie wpisany
wen skladany czworoécian. Plaszczyzny cieé czworodcianu wystarczy przedhuzyé.

Miatem kilka pomystéw ciecia oSmioscianu, zadnego jednak juz nie pamigtam,
bo tutaj sprawa okazala si¢ o wiele prostsza. Wystarczy wybraé ktorys

z kwadratéw, jakie tworza krawedzie oSmioscianu i rozciagé powierzchnie
wzdtuz dwdch sasiednich bokéw. Inaczej — wzdtuz krawedzi majacych wspdlny
wierzcholek i w tym wierzchotku bedacych na wprost siebie.

Przy cieciu i sktadaniu kolejnych wieloécianéw staralem sie, by papier byl
lamany tylko wzdluz krawedzi, by ciag taczacych sie fragmentéw Scian nie
mial konica (by tworzy! pierécienie — przynajmniej jeden), by cigcia byty jak
najprostsze 1 oszczedne.

Mozna zauwazyé pewne ograniczenia. Jezeli mamy do czynienia z wierzcholkiem,
w ktérym zbiega sie nieparzysta liczba Scian, a raczej jezeli suma katow plaskich
przy tym wierzchotku nie da sie podzieli¢ ,sprawiedliwie” na pét, tak zeby zaden
z tych katéw nie ,wystawal” z poléwki — wtedy cigcie musi mie¢ przynajmniej
koniec w tym wierzchotku. Tak nie musi byé w przypadku parzystych
wierzcholkéw, np. szesciooémioscianu czy dwunasto§cianu rombowego.

Duzo klopotu sprawil mi dwudziestoscian foremny, ktérego powierzchnie
podziurawilem wreszcie szeScioma cigciami. Model daje sie zwina¢ najpierw na
ksztalt oémioécianu foremnego, a péiniej rozplaszczyc.

Nie udalo mi sie w satysfakcjonujacy mnie sposéb pocia¢ dwunastoscianu
foremnego. Jego wina — ma az dwadziescia nieparzystych wierzchotkéw. Moze
uda sie to ktéremus z Czytelnikéw?

Robiac modele (nie dotyczy to czworoécianu i osmioscianu) trzeba dobrze dobraé
surowiec, papier nie moze by¢ ani za wiotki, ani zbyt sztywny.

osmioscian foremny




czworoscian foremny

dwunastoscian
rombowy

szescio-oSmioscian




Mata delid

Wergiliusz, mydlo i geometria

Proponujemy Ci, drogi Czytelniku, bys przeprowadzit eksperyment
potwierdzajacy nastepujace

Twierdzenie. Ze wszystkich figur plaskich o ustalonym obwodzie L najwicksze

palein Koip Scisty dowdd tego twierdzenia nie jest wecale prosty.

Niebanalny klopot polega m.in. na tym, by okresli¢,
co to znaczy figure plaska o ustalonym obwodzie L,
ale tym nie bedziemy sie w Malej Delcie zajmowad.
Dos¢ powiedzieé, ze wielu historykéw matematyki
uwaza, ze pierwszy w pelni zadowalajacy dowdd
powyzszego twierdzenia podal dopiero w XIX wieku
Karl Weierstrass. Z drugiej strony, sam fakt byt
najwyrazniej znany juz w starozytnoéci. Swiadczy

o tym m.in. zawarta w IV ksiedze Eneidy Wergiliusza
opowies¢ o Dydonie. Otéz Dydona, corka kréla

Tyru, miata otrzymac od wodzdéw plemion nubijskich
kawalek ziemi, by sie na nim osiedli¢ — taki kawatek,
ktéry datby sie objgé jedna skdrg wotu. W odpowiedzi
na niewatpliwe skapstwo Nubijezykéw, Dydona pocieta
skére wolu na cienkie paski i opasata nimi kolo.
Poiniej na tym kawalku ziemi zbudowano ponoé
Kartagine.

A oto propozycja eksperymentu. Wymaga on nieco cierpliwosci 1 nie zawsze

sie udaje, ale sprébowat¢ warto. Na plaskiej blonie mydlanej, rozpietej np. na
drucianej ramce, ktadziemy (bardzo delikatnie i ostroznie) cienka bawelniana
nitke — zwilzona 1 zawiazana w petelke. Szpilka przekluwamy fragment blony
mydlanej otoczony petelka nici. Jak za dotknieciem czarodziejskiej rézdzki, nitka
przybiera ksztalt idealnego okregu.

Wyjaénienie tego zjawiska nie jest trudne. W momencie, gdy przekluwamy
blone mydlana wewnatrz nitki, napiecie powierzchniowe zmusza bltone mydlana
na zewnatrz nitki do skurczenia sie w taki sposéb, by jej pole powierzchni

bylto najmniejsze z mozliwych (odpowiada to najmniejszej mozliwej energii
blony). Zatem, pusty obszar wewnatrz nitki musi przybraé taki ksztalt, by miec¢
pole mozliwie najwieksze. Zgodnie z przytoczonym na wstepie twierdzeniem,
odpowiedni ksztalt ma whasnie kolo.

Jesli komus znudzi sie ten eksperyment, mozna sprobowaé innego. Dwa konce
niedtugiej nitki przywiazujemy w réznych punktach ramki z drutu (tak, by nitka
nie byla sztywno napieta). Rozpinamy na ramee plaska barike mydlana tak,
by nitka byla w blonie mydlanej ,zanurzona”, a nastepnie przektuwamy
niewielki fragment blony miedzy nitka a ramka. Jak sadze, wielu Czytelnikéw
wie 1 umie powiedzieé, jaki powinien by¢ wynik udanego eksperymentu. Tych,
ktorzy nie umieja i nie wiedza, zachecam do poeksperymentowania, a nastepnie
sformulowania odpowiedniego (czysto geometrycznego) twierdzenia.

Matg Delte przygotowat Pawel STRZELECKI



Szanowna Redakcjo!

Z duza ciekawodcia przeczytalem artykutl
o kryptografii zamieszczony w numerze
marcowym. Postanowilem sprébowac
rozwigzaé problem postawiony przez
Autora na marginesie zasadniczego tekstu
artykulu, czyli podaé rozklad na czynniki
liczby n, a takze wartosci liczb ¢(n)
oraz d.
W artykule podano, ze

n = 245432656233769542083107,
a zatem

p = 435635644373

g = 563389748759

Wobec tego
#({n) = 245432656232TT0516689976 =
=2%.103-127-191- 21534659 570203723,
Stad zad

d = 56638305284485503851533.
Mamy bowiem
13- 56638305284485503851533 —
— 3-245432656232770516689976 = 1.

Problem byl niezbyt trudny, ale dos¢
ciekawy.
Serdeczne pozdrowienia
Waldemar GORZKOWSKI
Warszawa, 97-02-28
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Patrz w niebo

Chyba kazde doniesienie o obecnoéci wody gdzie§ we Wszechswiecie budzi podejrzenie,
ze moze tam wlaénie sa warunki sprzyjajace zyciu. Woda jest wszak jednym

z podstawowych skladnikéw organizméw zywych — w kazdym razie, tylko takie
organizmy znamy. Jednak aby zycie moglo zaistnieé¢, woda musi wystgpowaé w stanie
plynnym, a to mozliwe jest w niezmiernie waskim, jak na warunki kosmiczne, zakresie
temperatur. Tymczasem poza Ziemia w Ukladzie Stonecznym woda jest na ogdl
zamrozona, np. na satelitach Jowisza, w kometach, czy nawet w wiecznie ocienionych
miejscach na Merkurym. Nawet na Marsie sezonowe pojawianie si¢ 1 zanikanie czap
polarnych nie oznacza, Ze woda dostownie przeplywa z jednego bieguna na drugi. Moze
tak bylo w zamierzchlej przeszlodci, lecz obecnie 16d na ogrzewajacym sie biegunie
sublimuje, woda w postaci gazowej przenoszona jest przez wiatr na przeciwny biegun

i tam sie osadza.

Para wodna jest jedna z substancji zdolnych do przejawiania zjawiska maserowego.
W oérodku takim mozliwa jest mianowicie tzw. inwersja obsadzen poziomoéw
energetycznych, tzn. w stanie o energii wyzszej moze znalei¢ si¢ wiecej czasteczek niz
w stanie o energii niZszej, co wigcej — zachodzi to w temperaturze, w ktérej zasadniczo
tak by¢ nie powinno. Inwersja obsadzeri osiagana jest w wyniku tzw. pompowania,
czyli zazwycza] oSwietlenia oSrodka przez jakies zewnetrzne Zrédlo. Gdy osrodek

jest juz ,napompowany”, wtedy foton o okreslonej czestosci (innej niz czestosé
promieniowania pompujacego) moze wymusi¢ przejécie jakiej$ czasteczki do stanu
nizszego z jednoczesnym wyswieceniem identycznego fotonu, majacego te sama
czestosé, faze i kierunek. Z kolei te dwa fotony moga zmusi¢ dwie inne czasteczki do
wyswiecenia dwdéch nastepnych identycznych fotonéw itd. Tak rozwija sie w odrodkn
zjawisko maserowe (slowo maser to skrét od Microwave Amplification by Stimulated
Emission of Radiation), mikrofalowy odpowiednik zjawiska laserowego dla swiatla

(a stowo laser to skrét od Light Amplification. ..i dalej tak samo).

Najodleglejszym obiektem, o ktérym wiadomo, ze zawiera wode, jest aktywna
galaktyka Markarian 1, lezaca w Rybach w odleglosci 60 Mpc. Woda ta, oczywiscie,
znajduje sie tam w formie nie sprzyjajacej zyciu, a odkryta zostala w wyniku
zaobserwowania mikrofalowej linii emisyjnej charakterystycznej dla wodnego

masera. Maser ten zasilany jest przez aktywne jadro galaktyki (zawierajace zapewne
masywna czarna dziure) i w tej jednej linii mikrofalowej emituje moc ponad 130 razy
przewyzszajaca calkowita moc Slofica. Jest to w przyblizeniu sze$é rzeddéw wielkodci
wiecej od przecietnej mocy kosmicznych maseréw, ktérymi zazwyczaj sa obloki
rozproszonej materii polozone w poblizu goracych gwiazd. Dlatego maser taki

bywa zargonowo nazywany ,megamaserem”. Obecnie znanych jest co najmniej pieé
megamaseréw. Nie wiadomo dokladnie, dlaczego zjawisko takie w pewnych galaktykach
zachodzi, a w innych nie, natomiast mozna przypuszczaé, ze woda jest zwiazkiem
wystepujacym we Wszechswiecie obficiej, niz sie dotychczas zdawalo.

@

Rozwigzanie zadania M 812. Oznaczmy p

Tomasz KWAST

e

% n

prawdopodobienistwo wyginiecia potomstwa bakteril nie pdénie;

niz po n sekundach. Wéwczas go = 0, a dlan > 1 mamy ze

wzoru na prawdopodobienstwo catkowite ¢, = py] _, + (1 — p).
rtoéé 0. Wow Oczywis ¢n jest ciagiem niemalejacym, ANICz:

Z gory p wiec
Przechodzac do granicy w reku )
g=pg°+1—p. Stad g =1 lub ¢ (1—=p), wdukeje

lla wsz alnych,

tatwo dowodzin gn S(l—p)/pc

(Xn-1 =k)= stad g < (1 — p)/p, totez ostatecznie g = (1 yIm
prawdopodobienistwem

: Uwaga. Wnikliwy Czytelnik moze zechcieé rozwazyd
P(Xn-1 =k)= bardzie] zlozony model repradukc) 1 2z bakterii

% prawdopodobienfistwem pg ginie nie po wiwszy potomstwa,
z prawdopodobienistwem p, zyje dalej, z prawdopodobienstwem pa
dzieli si¢ na dwie potomne, z prawdopodobieristwem p3 na trzy itd
Okazuje sie, ze wowcezas warunkiem konie m i dostatecznym na
to, by bakterie wyginegly 2 pr bier rem 1 po pewnyn
czasie, jest 1 > i kpy (wartosé kiwana liczby potomkdéw jednej

" EBXnet - bakterili po _j‘_'"jnLTj—‘fi\'.'kll[l racza 1) i pg > 0. Podobny
model stosuje sig do bardzie m swiaterm
zagadnien, np ziczer j lub DNA
mitochondrialnego w linii zeriskiej.
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Sieci elektryczne i liczby Fibonacciego
Krzysztof REJMER

Obliczanie oporu zastepczego uktadu opornikéw to chyba najbardziej nudne

i mechaniczne zadanie, jakie mozna spotkaé w fizyce. Istnieje jednak i tu kilka
probleméw niewiele wykraczajacych poza rutyne szeregowych i réwnoleglych
polaczen, a mimo to o zaskakujacych rozwiazaniach. Cho¢ nie sa one nowe,

to jednak chyba na tyle rzadko dyskutowane, by warto byto o nich wspomnieé
w Delcie.

Rozwazmy nieskonczona sie¢ opornikéw pokazang na rysunku 1. Jeéli oderwiemy
pierwsze dwa, znajdujace sie na lewo od linii przerywanej, sie¢ pozostanie taka
sama, a wiec jej opdr zastepczy R takze nie zmieni sie. Rysunek 2 pokazuje
sposéb, w jaki mozna go obliczy¢. Jest on pierwiastkiem réwnania
1
H=rf ey
R +

ktére mozna przepisaé w postaci réwnania kwadratowego. Jego fizycznym

rozwiazaniem jest
=< (1+vI+4a),

gdzie a = I+, Jesli oba opory, r i r1, maja jednakowa warto$é, to a = 1 i opér
zastepczy jest réwny

R=rr,
gdzie r = 1 (1+ V/5) jest wspétezynnikiem zlotej proporcji. Pozostafimy przez _
chwile jeszcze przy tym szczegdlnym przypadku jednakowych oporéw. Zauwazmy
najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ sie¢ zbudowana z opornikéw o jednostkowym
oporze. Jesli opor pojedynczego opornika jest réwny r, to opdr zastepezy takiej
siecl jest po prostu r razy wiekszy od oporu zastepczego sieci zbudowanej
z jednostkowych opornikéw; wynika to z analizy wymiarowej. Opér zastepczy
takiej sieci mozemy obliczy¢ w inny sposéb, wykorzystujac wlasnosci ciagu
Fibonacciego.
Rozwazmy pokazany na rysunku 3 ciag skonczonych sieci, z ktérych kazda
nastepna powstaje w wyniku dolaczenia do poprzedniej dwéch dodatkowych
opornikéw. Opory zastepcze tych sieci sa réwne

R1=1—I—1=%,
1 1 5
Ry=1+ — =1+ ==,
Lokgts 140y 3
1 13
Ra=1 = —
3 +1_}__:}___ 8:

Latwo zauwaz;c, ze jest to podciag ciagu stosunkow kolejnych liczb
Fibonacciego =&t

1235813

1°1'2°3'8' 8"
zbieznego do wspolezynnika zlotej proporcji, gcly n — oco. Gdy rozbudowujemy
w ten sposéb do nieskonczonosci sie¢ opornikéw o jednostkowym oporze, takze
jej opor zastepczy dazy do wartoscl réwnej .
Podobne zagadnienie mozna przedyskutowac dla sieci zawierajace] powtarzajace
sie sekwencje zbudowane z dwéch dowolnych impedancji, niekoniecznie
rzeczywistych oporéw. Nie jest to juz wtedy caltkiem akademicki problem, gdyz
taka sie¢ moze by¢ modelem sieci przesylowej.

Powyzszy przyklad nie jest jedynym przykladem sieci elektrycznej, w ktorego
rozwiazaniu pojawia sie wspélezynnik zlotej proporcji i liezby Fibonacciego, ale
o tym opowiemy przy innej okazji.
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Twierdzenie Ponceleta dla bilardu w elipsie

lustro

Rys. 1

Prosze sprawdzi¢, e kat wpisany
rzeczywiscie jest réwny katowi miedzy

cigciwg i okregiem.

Rys. 2

Rys. 3

tP}

Ag

Rafat KOLODZIEJ

Wigkszos¢ z nas uderzala w kule bilardowa na prostokatnym stole bilardowym.
Zasady gry zaleia od rodzaju rozgrywki, natomiast ruch kuli bilardowej nie.

O ile kuli nie nadajemy rotacji, odbija sie ona od bandy zgodnie z prawem

kqt padania réwna si¢ kgtow: odbicia. Wystarczy odbié odcinek BC' wzgledem

st brzegu stolu, aby wykazaé, e prawo to jest réwnowazne innemu: kula odbija

si¢ od brzegu w takim punkcie C, by jej droga z punktu A do punktu B byla
najkrétsza (jest to tzw. zasada Fermata, zob. rys. 1).

Sprébujmy zobaczyé, jak wyglada ruch bili na stole w ksztalcie kota. Uderzona
bila odbija si¢ kolejno od brzegu stolu (okregu) w punktach A;, Ao, As,

itd.; ciag punktéw: Ay, Az, Az, ...nazywamy trajekiorig, a sume wszystkich
odcinkéw A; A; 4y — torem ruchu bili (rys. 2). Zalézmy, ze okrag ma promien
réwny 1. Wéwezas dhugosé tuku okregu miedzy punktami A; i A;1; mozemy
mierzy¢ katem $rodkowym opartym na tym huku, albo — réwnie dobrze

— dwukrotnie mniejszym katem wpisanym. Ten z kolei jest réwny katowi miedzy
cigeiwg A;Aiqy 1 okregiem (czy tez dokladniej, styczna do niego w punkcie A;).
Wynikaja z tego dwa fakty: (a) réwnoé¢ katéw miedzy cieciwa a okregiem oraz
(b) réwnosé¢ tukéw, na ktérych oparte sa sasiednie odeinki toru.

Zatem trajektoria punktu w bilardzie o ksztalcie kola jest trajektoria obrotu
— o kat, na ktérym oparty jest odcinek A;A;;;.

Twierdzenie 1. Trajektoria obrotu jest okresowa albo gesta (gestosé oznacza,
ze do kazdego tuku okregu nalezy pewien punkt trajektorii).

Dla dowodu rozpatrzmy dwa przypadki:
1. Dlugosé tuku A;A;4q jest liczba wspStmierna z 27, czyli A’—’ﬂ jest
liczbg wymierna p/q. Wtedy trajektoria jest okresowa 4 okresem q,
bo tuk A;A; 4, ma dtugosé 2 - p.

2. 5‘—514‘"— jest liczbg niewymierna.
By zakoticzy¢ dowdd Twierdzenia 1, wystarczy udowodnié nastepujacy
Lemat. Trajektoria obrotu o kgt niewspdtmierny z 27 jest gesta na okregu.

Dowdd lematu (nie wprost). Zalézmy przeciwnie, ze pewien tuk L nie
zawiera z'adnego punktu trajektorii Ay, Ag, A3, ... Pokryjmy okrag n tukami
o diugodci 2L, gdz:e n dobieramy tak, aby £ < L (patrz rys. 3). Poniewaz
trajektoria ma wiecej niz n punktéw, wiec dmgkl zasadzie szufladkowey
Dirichleta znajdziemy tuk pokrycia, na ktérym leza dwa punkty trajektorii A;,
Aiys. Wystarczy rozpatrzy¢ k + 1 punktéw trajektorii punktu A; w obrocie

o kat A; Aiys, czyli zbiér punktdw Ay, Aiys, Aiyos, Aitss, -, Aigr.s, gdzie
k-A;Aips > 27, aby w dowolnym tuku dluzszym niz A4;A;,,, w szezegdlnosei
w tuku L, znalazl sie jeden z nich. m

Zdefiniujmy teraz inne przeksztalcenie ¢ okregu, ktére na pierwszy rzut oka
nie wyglada na obrét, a jednak. ..Najpierw wewnatrz kola wyznaczonego przez
okrag © wybierzmy okrag II.

Definicja. Obrazem punktu A € Q jest taki punkt p(A) € Q, Ze odcinek
Ap(A) jest styczny do okregu 11 4, co wigcej, w punkcie stycznosci C' zwrot

T . - rd -
wektora Ap(A) jest przeciwny do ruchu wskazéwki zegara na tarczy II
(patrz rys. 4).

Aby zrozumieé, ze @ jest (w pewnym sensie. . .) obrotem, wyobraZzmy sobie,
ie okrag €2 jest wykonany z bardzo cienkiego drutu o zmiennej gestodci masy;
matematycy méwia w takiej sytuacji o gestosci miary. Odlegloéé punktéw
mierzymy nie dtugoécia tuku, lecz masa kawatka drutu zawartego miedzy
punktami. Drut dobierzmy w ten sposéb, aby gesto§é miary w punkcie A byla
proporcjonalna do Al—c.
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Wielkie twierdzenie Ponceleta

w klasycznym sformultowaniu glosi,
mdéwiac niezbyt precyzyjnie, ze: jedli

dla dwdch stogkowych 'y 1 'z istnieje
n-kat 4,4z ... A, wpisany w I'

i opisany na TI'z, to dla dowolnych
punktéw B', B" € 'y, takich,

ze prosta B'B' jest styczna do I'z,
istnieje wielokat B'B'' Bs ... B, wpisany
w I'; i opisany na I'z. Znane w literaturze
dowody tego twierdzenia nie sa ani latwe,
ani krétkie; zainteresowanych odsylamy
do XVI rozdzialu Géométrie M. Bergera,
wyd. Cedic — Fernand Nathan, Paris 1977
(istnieje przeklad rosyjski).

7 twierdzeniem Ponceleta wigze sig
w oczywisty sposdb tekst Michala
Stukowa opublikowany w Delcie 4/1997.

FRed.

oA)=B

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

Takie spojrzenie pozwoli nam podaé szkic do$é prostego dowodu tzw. wielkiego
twierdzenia Ponceleta.

Twierdzenie 2 (tw. Ponceleta, przypadek szczegdlny). Dla ustalonego 11,
o jest obrotem (przy nowym sposobie mierzenia tuku), tzn. zachowuje dtugosé
tuku.

Dowéd. Wystarczy wykazaé, ze dtugoéci tukéw AA; i p(AA1) = BB sa réwne.
Dla krétkiego tuku oznacza to, ze %} ~ BB—%’- (rys. 5). W granicy 4; — A
mozemy zastapi¢ punkt C' punktem przecigcia odcinkéw AB i A; By,

tzn. punktem D. Ale, oczywiscie, mamy réwnosé % = %—, bo tréjkaty A4, D
i BB; D sa podobne (dlaczego?). m

Zagrajmy teraz bila na eliptycznym stole I'. Elegancki opis odbicia daje:

Twierdzenie 3 (mate twierdzenie Ponceleta) Trajektoria bilardu w elipsie
spelnia jeden z nastepujacych warunkdw:
1. Kazdy odcinek tgczqcy sqsiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko
elipsy.
2. Istnieje elipsa A wspdtogniskowa z I', do ktorej sq styczne wszystkie odcinki
taczqce sqsiednie punkly trajektorii.
3. Istnieje hiperbola A wspologniskowa z T', do kidrej sq slyczne wszystkie
proste zawierajqce odcinki taczqce sgsiednie punkty trajektorii.
4. Kazdy odcinek tgczqey sqsiednie punkty trajektorii pokrywa sie z malq osig
elipsy.
Dowc’:dp(syzkic). Niech E i F' beda ogniskami elipsy I'. Dla punktu A nalezacego
do elipsy niech L4 oznacza styczna do elipsy w A, natomiast A’ niech bedzie
odbiciem ogniska F wzgledem L, (rys. 6).

Droga z punktu E do F' przez kazdy punkt na elipsie jest stala, tzn. suma

EA + AF nie zalezy od wyboru A. 7 drugiej strony, styczna L4 lezy po
przeciwnej stronie I' niz £ i F, zatem droga EAF to najkrétsza droga z E do F
przez punkt prostej L. Dzieki zasadzie Fermata wiemy zatem, ze EAF jest
fragmentem toru ruchu bili (rys. 6); jesli wiec pewien odcinek A;A;y; taczacy
sasiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko elipsy, to wszystkie odcinki
A;A;y1 maja te wlasno$é (warunek 1 z tezy Tw. 3).

Uwaga 1. Dla kazdego X € L4 odlegtosci FX i A'X sa réwne.

Rozpatrzmy teraz pewna elipse A wspoltogniskows z I'. Dla ustalonego A € I'
wezmy takie punkty X,Y € A, by odcinki XA i Y A byty do A styczne (rys. 7).
Zgodnie z Uwaga 1 dlugoéci odcinkéw AA’, AX', AY' 1 AF sa réwne. W ten
sam sposéb sprawdzamy, ze EX' = EX + XF = EY + Y F = EY'. Zatem
tréjkaty EAX' 1 EAY' sa przystajace, wiec ich katy przy wierzchotku A sa
réwne. Latwo sprawdzié, ze réwne sa tez katy FAY i FAX. Z poprzedniej czedcei
dowodu wynika wiec, ze tamana Y AX jest fragmentem toru ruchu bili (katy
padania i odbicia w punkcie A sa réwne)

Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzié, ze gdy pewien odcinek A; A; 41 taczacy
sasiednie punkty trajektorii przecina odcinek EF' w punkcie wewngtrznym,
to zachodzi warunek 3 lub 4 z tezy Tw. 3. m

7 powodéw technicznych ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku, gdy
kazdy odcinek toru ruchu bili jest styczny do ustalonej elipsy A. Zamienimy
teraz sprytnie trajektorie bilardu w elipsie na trajektorie przeksztatcenia ¢,
a potem — na trajektorie ¢ (rys. 8 i oktadka). Dzieki temu otrzymamy
nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4 (Poncelet). Trajekioria bilardu w elipsie I' jest okresowa ze
statym okresem n(A) (zaleznym tylko od A) albo gesta.

Dowdd (szkic). Trajektorie bilardu Ay, A3, Asg, ... zamienimy na
trajektorie By, Bs, Ba, ... pewnego przeksztalcenia ¢ w nastepujacy sposéb.
Odcinek A;A;y; jest styczny do A w punkcie X; zdefiniujmy B; jako X'.
Udowodniliémy juz, ze pewien okrag o érodku A; zawiera punkty F', X', Y’
i A}. Co wiecej, okrag ten jest styczny wewnetrznie do okregu o srodku E

i promieniu R = EA; = EA; + A; F réwnym dtugosci nici rysujacej elipsg I'.
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Rys. 8

Poniewaz EB; = EX + X F jest dlugoscia nitki rysujacej elipse A (czyli ma
wartodé stala, niezalezna od ¢), wiec przeksztalcenie ¢ przeprowadzajace B;

w Biy1 jest przeksztatceniem okregu o érodku E 1 promieniu r = EX + X F',
gdzie X € A. Inacze] méwiac, przy oznaczeniach z rysunku 7, ¢ przeprowadza
punkt X’ = B; w punkt ¢(X') =Y’ = Bjy;.

Inwersja wzgledem okregu o $rodku F' zamieni trajektorie By, Bs, Ba, ...na
trajektorie C, Cy, Cs, .. .przeksztatcenia ¢. Zauwazmy bowiem, ze tuki B; By
okregéw przechdzacych przez F' zamienia sie po inwersji na odcinki, a okregi

o érodku E' i promieniach r, R przejda na inne okregi (niewspétsrodkowe; patrz
rys. 8). Twierdzenie 2 tlumacazy, ze C;, Ca, Cs, .. .jest (przy odpowiednim
sposobie mierzenia dlugosci tuku) trajektorig obrotu. m .

Na koniec zadanie dla wytrwalych: prosze udowodni¢ twierdzenie Ponceleta bez
zalozenia, ze kazdy odcinek taczacy sasiednie punkty trajektorii jest styczny do

elipsy A.

Bilardzista, ktory chee trafi¢ na stole eliptycznym w inna bile w karambolu,
musi wiec umie¢ wyobrazaé sobie elipsy i hiperbole wspdlogniskowe (rysunek
z okladki), tylko gdzie sprawdzi¢ w praktyce nabyta wiedze?

0Os globusa

Dlaczego kazdy globus ma os odchylona od pionu? Przeciez
globus z osia pionowa przedstawialby tg sama Ziemig,

a latwiej byloby go zrobié. Jednak nie jest to fantazja
wytwérey globuséw. Pochylenie osi obrazuje bardzo

wazny fakt przyrodniczy: o$ ziemska nie jest prostopadta
do plaszczyzny ziemskiej orbity. A ma to ogromne
konsekwencje.

Gdyby o8 ziemska byla prostopadla do plaszczyzny orbity,
to w dowolnym miejscu orbity, a wigc przez caly rok,
o$wietlenie Ziemi przez Stoiice byloby stale takie samo,

w tym sensie, ze granica miedzy pétkula oswietlong

i nieofwietlona (tzw. terminator) przechodzilaby zawsze
przez bieguny. Czlowiek znajdujacy sie na dowolnym
réwnolezniku mialby stale 12-godzinny dzieri i 12-godzinna
noc, panowalaby wiec permanentna réwnonoc.

W rzeczywistosci jednak of ziemska jest pochylona

o okolo 23°5 1, co wiecej, w trakcie obiegania Slofica
zachowuje staly kierunek w przestrzeni, a konkretnie jest
stale skierowana (w przyblizeniu) w Gwiazde Polarna.
Wskutek tego terminator tylko dwa razy w ciagu roku
przechodzi przez bieguny (okolo 21 1111 21 IX), a miedzy
tymi datami Slofice odwietla bardziej albo pélnocna, albo
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poludniowa pdltkule Ziemi. Krétko méwiac, pochylenie osi
ziemskiej jest przyczyna wystepowania pdr roku. Pétkula
pélnocna jest najsilniej nasloneczniona w okolicy 21 VI.
Jest to poczatek naszego lata i zarazem data, gdy Stotice
oéwietla prostopadlymi promieniami miejsca Ziemi odlegle
na péinoc od réwnika o 23°5 — bardziej na péinoc juz

sie nie da, a réwnoleznik o tej szerokodci geograficznej

to zwrotnik Raka. Oczywiscie, na poczatku naszej zimy
promienie prostopadie padaja na zwrotnik Koziorozca

o szerokodci —2375. Tak wiec ta sama przyczyna powoduje
tez wystepowanie stref klimatycznych na Ziemi.

A jak jest na innych planetach? Okazuje si¢, ze rozmaicie.
O35 obrotu Jowisza jest praktycznie prostopadia do
plaszczyzny jego orbity, tam wiec pér roku nie ma — panuje
permanentna réwnonoc, a Stoice o$wietla prostopadle
tylko réwnik planety. O$ obrotu Urana — przeciwnie — jest
nachylona o okolo 90°, lezy wiec w plaszczyZnie jego
orbity. Wskutek tego co pél tamtejszego roku Slofice
oéwietla prostopadle raz jeden, raz drugi jego biegun.
Wobec tego, moze na Ziemi nie jest tak Zle: nie jest
tak monotonnie jak na Jowiszu, ale tez nie ma takich
skrajnoéci jak na Uranie.

Tormasz KWAST



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
' rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
- lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mo#na to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
S przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajae na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlezynnik trudnoéei danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie 5§ oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a NV — liczbe osdb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
Termin nadsylania rozwigzai: i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
31 VIII 1997 punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Czoléwka ligi zadaniowe] Zadania z matematyki nr 343, 344 Redaguje Marein E. KUCZMA
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan 343. Niech (g(n) : n =1,2,3,...) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich dodatnich
zadan 327 (WT=1,94), 328 (WT=3,23), liczb calkowitych, ktére nie sa kwadratami liczb calkowitych (np. g(1) = 2, g(4) = 6,
2 numeru 10/1996 ¢(13) =17, itd.). Dla llczby rzeczyw1ste_] ¢ oznaczmy przez r(z) jedyna liczbe ca.!kownq
Kraysatof Zapisek - Warszawa 40,70 lezch w przedziale (r — 1;z + 1). Dowies¢é, ze g(n) =n+r(v/n) dlan=1,2,3,....
Fiotr Zmijewski - Eddd 39,15
?“ﬂ:‘mieé Dv:*' = xmf'" ::‘;‘: 344. Obliczy¢ kres dolny zbioru liczb bedacych sumami szeregéw postaci
. L
D S, gdrieao =1, an-1 2 0n >0dlan=1,2,3,....
— n41

Zadanie 344 zaproponowal pan Marcin Kasperski z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/1997
Przypominamy tre$é zadan:
330 ’\< |L)L\(Il1l AB 1 AC ¢

dnio) odeinki

ta ABC o polu S i obwodzie
-‘l.‘\' Al o diugosciac
5 llrir\\\uorh:k > prosta K L przechodzi eu Fibon y {okres Y WZOram
wpisanego w tré ABC wtedy i tyl |<0 wtedy, i1 =tz =1, Ungza = Up +Ugzgpr1 dlan >

335. Prosta K L przecina dwusieczna kata 4 w punkcie P dzielacym odcinek KL w stosunku
k : 1, czyli bedacym érodkiem ciezkoéci ukladu dwdch mas punktowych: masy [ umieszczonej
w punkcie K i1 masy k umieszczonej w punkcie ¥ 8 Wobcc tego

Przy zwyklych oznaczeniach a= |BC|, b = IC'AE, ¢ = |AB| dostajemy stq,ci réwnosé

k k l — kl 1 —
W szezegdlnym preypadku, gdy k = be/(a + b), | = b, mamy sytuacje nastepujaca: punkt L
pokrywa sie z C, a punkt P pokrywa sie ze srodkiem [ okregu wpisanego w tréjkat ABC,
i zgodnie ze wzorem (1):

7= (50 () (G784 )
stad

(2) -j:.z:swrg‘m:i—f.ﬂ‘

Wracamy do przypadku ogdlnego: dla dowolnych parametréw k, | zachodzi réwnoéé (1), ktéra
po uwzglednieniu wzoru (2) przybiera posta(’:

2p 2p oL i—,
Aap=—.L.7f= -Af.

k + I be k+ 5
Zatem punkt P pokrywa sie z I wtedy i tylko wtedy, gdy 2pS’ = (k+1)5.

porsed VT b

336. Przyjmijmy: vn = ugn, Wn = vn41/vn. Wykazemy, ze o, = wn dlan =1,2,3,...
(te réwnoéé mozna odgadnaé wypisujac kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (an) i znajdujac
ich przedstawienia w postaci ilorazéw mozliwie najwczesniejszych wyrazéw ciagu (un)).

Liczby Fibonacciego dane sa wzorem jawnym

-
Up = -«-—-\7_5—@—-—- , gdzie o, @ sa pierwiastkami tréjmianu Tt —z—1 (e > p);
zgodnie ze wzorem Viéte'a, off = —1. Obliczamy:
n41 n41
w ‘:..—af2 =0 —azn-i—,@?n'
kel Ql?n ._'62“ aaad El
stad
n4l n n4l n41l a4l
wi=a? +20af)? +8%7 =¥ 424877 =wng1 42

ciag (wn) spelnia te sama rekurencje, co ciag (an). Skoro zas wy = ug /us = 3 = aq, zatem
réwnoéé wyn = an zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n.
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Rys. 1

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowe)
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 227 (WT=3,04), 228 (WT=2,56)

z numeru 11/1996

Przemyslaw Gworys — Czgstochowa

Andrzej ldzik

= Boleslawiec

43,67
38,72

Zadanie z fizyki nr 241 Redaguje Jerzy B. BROJAN
Tym razem wyjatkowo zamieszczamy tylko jedno zadanie.

241. Szes¢ jednakowych pretéw polaczono przegubowo tworzac szkielet czworoscianu,
ktéry postawiono na gladkiej poziomej plycie. O ile przesunie si¢ gérny wierzchotek
czworodcianu pod wplywem sily F' skierowanej w dél (rys. 1), jesli stata sprezystoéci
(stosunek sity do wydluzenia lub skrécenia) jest dla kazdego z pretéw réwna k?
Pominaé sile ciezkodci i zalozyé, ze deformacja czworoscianu jest niewielka.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1997
Przypominamy tre$é zadan:

Prayme

punktu z

ze gdy nié

umieszczono w plom

byl d

g
b)ic) Kul
waleca (¢) 1 z

kuleczka, gd

233. Gdy w czasie wznoszenia sig ciala ponad poprzeczke nié zwiotczeje, dalszy ruch bedzie sie
odbywaé wylacznie pod wplywem sily cigzkodci, tzn. po paraboli. Oznaczmy przez ~ kat, jaki
tworzy z pionem swobodna czeéé nici w chwili jej zwiotczenia, a przez v — predkosé ciala w tej
chwili. Z bilansu energii otrzymujemy

(1) g(—lcosa+recosfB— (I —r)cosy) = %‘UZ,

natomiast warunek zwiotczenia nici (zerowania sily napinajacej) wynika z przyréwnania sily
odérodkowej do odpowiedniej skladowej sily cigzkosci

@) T esens
-7
Z réwnan (1) i (2) mozemy wyznaczy¢ «y oraz v:
(3) cosy = Ml, v? = zg(rcosﬁ—fcosa)A
3(l—-r) 3

Analizujac teraz rzut ukoény pod katem + do poziomu stwierdzamy, ze skladowe poziome
i pionowe przesuniecia powinny spelniaé warunki
vteosy = (I — r)sinvy,
visiny — gt?/2 = —(I — r) cos .
Z tych réwnan nalezy wyeliminowaé czas t lotu po paraboli, a nastgpnie podstawié wzory (3).
Po przeksztalceniach otrzymujemy

3
rcosf —lcosa = -—g(! -r).
(Zadanie pochodzi z Olimpiady Fizycznej w Singapurze, 1995 r.)

234. Skorzystamy z analizy wymiarowej. Przypomnijmy, ze wspélczynnik przewodnictwa
cieplnego A jest zdefiniowany wzorem

gdzie lewa strona przedstawia ilosé ciepla przeplywajacego w jednostce czasu przez
powierzchnig S, a iloraz dT'/dx jest gradientem temperatury. Zatem wymiarem A

jest W/(m-K). Szukany czas t moze zalezeé jeszcze od ciepla wlasciwego ¢, ktdrego wymiarem
jest J/(kg-K), od gestodci materialu preta p (poniewaz cieplo wlasciwe definiuje sie na
jednostke masy, zamiast - jak w tym przypadku byloby naturalne — na jednostke ob jetodei),
od réznicy temperatur plomienia i poczatkowej ATy, od réznicy temperatur topnienia wosku
i poczatkowej AT: i od dlugosci preta (w przypadku a) lub od promienia kuli lub walca
(przypadkib i c; oznaczmy ten parametr wspdlnym symbolem [ ). Nie odgrywa natomiast roli
pole przekroju preta, gdyz np. pret o podwojonym polu przekroju mozna przedstawié jako
dwa prety zlozone réwnolegle, przy czym przeplyw ciepla w jednym z nich nie wplywa na
drugi (podobnie nie odgrywa roli katowa wielko$¢ wycinkéw ani wysokosé walca). Zgodnosé
wymiaréw w zaleznosci

t = f(Ac, 0 ATy, AT, 1)
zapewni tylko funkcja f postaci
f=colP/)\- [1(AT,/ATY).

Podwojenie wartosci parametru | spowoduje zatem we wszystkich przypadkach czterokrotne
wydluzenie czasu do chwili spadku kuleczki.
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Kacik olimpijski (21)

-}

T{rs/WI azanie zadania F 453. 7 zasady
5¢ kulek przec
niana

co po podstawieniu wartoéci daje 3,4 kN
(350 kG ).

L -3

zmiany tempa)
jest mozliwe. W t \|\Jl|l

1€ 17

waokdl stale) dredniej

y skiadowe] plonowej

tym cyklu jest

pedu tego ukladu w ce

rowna zeru

Ap = / (F(t)—n-m . -gldt =10,

cykl

zalezna od czasu sila,
1 na pociski, Widaé

z pociskami
owi, \I nimalna

traymamy w prayps
alg ‘\llL Fit)

. q'lk.)
umbitna, (/“]| W

, B Bre awitacja — grawit

Rozwigzanie zadania M 811. Na mocy

poprzedniego zadania

P(X, > 1)< EX, =(2p)" — 0.

—r

m prawdopodobieristwo zdarzenia

y na tym, ze dla kaz
1 € N bedais
dla dowolnej liczby naturalnej &

Xn 2 1, nie prze

lopodobienstw

erie z prawdopodc

1 wygina po uplywie pewnego czasu.

Gdy pochodna funkcji maleje...

Niech f: X — R, gdzie X = (0,a) lub X = (0, +00), bedzie funkcja
rézniczkowalng w przedziale X. Prawdziwe jest wowczas nastepujace

Twierdzenie. Jezeli funkcja f ma w przedziale (0, a) pochodng malejgcg, to dla
kazdej trojki takich liczb o, zy, 29, 7e ¢ > 010 < 21 < 29 < a — «, zachodzi

nierownosc

Fle + z2)— f(z2) < f(a+ z1) — f(21).

Dowdéd. Poniewaz f' maleje, wiec pochodna funkeji F' okreslonej wzorem
F(z) = f(a + x) — f(x) przyjmuje w przedziale (0, a — o) wartodci ujemne.
Zatem F maleje w przedziale (0, a — «), a stad wynika nieréwnosé z tezy

twierdzenia. m

Whiosek 1. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(0) > 0,
to dla kazdych x1, xs, takich, ze ©1 + 2 € X, spelniona jest nierdwnosé

f(z1 + 22) < f(21) + f(z2).

Dowdéd. Poniewaz f' maleje w przedziale X, wiec f jest wklesta w tym

przedziale. Stad, wobec tego, ze f(0) > 0, otrzymujemy

13)=1(3

" Dla &1 = x4 jest to nieréwnosé z tezy wniosku. Jesli zaé np. 3:1 < x3, to stosujac

twierdzenie dla o = x; dostajemy

f(z1+ 22) — f(22) < flar +21) -
Stad, oczywiscie, f(z1 4+ z2) < f(z1) + f(z2). m

S 1@+ 10)

fz1) < 2f(21) -

f(=)
T

f(z1) = f(z1) .

Whniosek 2. Jesli pochodna funkeji f maleje w przedziale X oraz f(0) >0, to dla

kazdego uktadu liczb a;,b; € X (i=1,2,...
nierownosci a; < b; < ag-+1, zachodzi nierédwnosé

Sk — fla) <

{ =il |

(S0

,n) spetniajocych dla dowolnego i

Dowdd. Z poprzedniego wniosku wynika, ze f(by) — f(ay) < f(b1 — a1),

natomiast bezposrednio z twierdzenia mamy

F(b) - Flar) < f((bk Y

i=1

) —f(}g(b,:—ai)), k=2,...,n.

Wystarczy teraz dodaé wszystkie te nieréwnosci stronami. m

Ostatni wniosek pozwala udowodni¢ szereg ciekawych nieréwnosci. Ponizej
proponujemy kilka przyktadéw do samodzielnego rozpatrzenia (prosze sprawdzié,

czy spelnione sa wszystkie zalozenia).

-Dlal0<a; <b <ay<b <

n

Z(Sil’l b; —sina;) < sin

=1

— Dla dodatnich a; < b; < a,-+1 mamy

H 1“’_ <1+ Y (= a).

i ai i=1
(Wskazéwka: wziaé f(z) = ln{l +2z)dlaz>0.)
Inne przyktady dostaniemy biorac funkcje arctgz,

16

. < ap < by < 5 zachodzi nier6wnosé

; (bs —a‘:)).

»/z czy /(1 + z).

Henryk PAWEOWSKI
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Za najwybitniejszego polskiego matematyka przelomu XIX
i XX wieku uwazany jest Stanistaw Zaremba.

Zaremba byl pierwszym Polakiem, ktérego matematyczne
osiagniecia autentycznie liczyly si¢ na swiecie. Gdy jednak
dzi$ méwi sie o poczatkach wielkiej polskiej matematyki
w XX wieku, wymienia si¢ w zasadzie wylacznie Szkole
Lwowska i Szkol¢ Warszawska. Absolutnie nic nie ujmujac
z ogromnych zastug tych dwéch oérodkéw dla rozwoju
matematyki polskiej, nie wolno zapominaé, ze tak
naprawde polska matematyka ,$wiatowe] klasy” zaczela
sie od Zaremby.

Zaremba (1863-1942) otrzymal w 1886 roku dyplom
inzyniera, po czym wyjechal na studia matematyczne do
Paryza. Tam w roku 1889 zrobil doktorat na Sorbonie;

w swojej pracy doktorskiej rozwiazal w pelni problem,
ktéry czekal na rozwiazanie ponad 30 lat, a byl atakowany
m.in. przez Riemanna. Publikowal w czolowych pismach
matematycznych we Francji. Mdgl tam zrobié wielka
kariere; uznal jednak, Zze Polsce potrzebny jest kontakt
ze §wiatowa matematyka i w roku 1900 objal katedre

na Uniwersytecie Jagiellofiskim. Rozwinal tu niezwykle
aktywna dzialalnodé naukowa, organizacyjna, dydaktyczna;
dzigki niemu w Krakowie mlodzi ludzie dowiedzieli sie

o wielu zagadnieniach i problemach, przeprowadzono
wiele swietnych doktoratéw i habilitacji. Nie mozna
zapominac, ze w Krakowie z wieloma éwczesnymi
problemami matematycznymi zetknal sie mlody Stefan
Banach, ktéry przeciez tu wlasnie zostal ,odkryty” przez
Steinhausa. Tu zrobil doktorat Sierpinski. Tu powstalo
Polskie Towarzystwo Matematyczne, ktérego Zaremba
byl wspdlzalozycielem i pierwszym prezesem. Rozmaite
wyniki Zaremby do dzi$ sa cytowane przez znakomitych
matematykdéw.

Zainteresowalo mnie ostatnio, przed jaka komisja Zaremba
zdawal egzamin doktorski. | cieckawe — w wielu pozycjach
o polskich matematykach jest zawartych wiele informacji,
takze i o Zarembie, ale tych danych akurat nigdzie nie
udalo mi sie znaleié! Na szczedcie w Archiwum UJ
pieczolowicie przechowywane sa rozmaite stare dokumenty;
tatwiej znale7¢ réine fakty dotyczace studenta z poczatkéw
tego stulecia (lacznie z tym, na czyje wyklady uczeszczal),
niz studenta sprzed 30 lat. Jest tam tez wiele dokumentéw
zwiazanych z Zaremba, m.in. kilka jego wlasnorecznie
pisanych zycioryséw. W jednym z nich udalo mi sie
odnaleié poszukiwana przeze mnie informacje.

Zaremba pisze: Dnia 30-go listopada 1889 uzyskatem
w Sorbonnie przed komisja egzaminacyjnq zlozong

z profesordw Darbouz, jako prezesa oraz Picarda

i Poincarégo jako egzaminatoréw dyplom , Docteur és

Sciences Mathématiques”. .. K.C.

W gablotce Kola Matematykéw Studentéw UlJ ukazywala
sie w roku 1975 powies¢ kryminalna w odcinkach
Zbrodnia nilpotenta autorstwa Leszka Michalika.
Oto fragmenty.

... Dionizy z przyjemnoscia homeomorficznie zanurzal
wargl w zimnej, aczkolwiek nieco metnej cieczy. Po chwili
jednak twarz skurczyla mu sie lokalnie na wspomnienie
czekajacych go w stoléwce studenckiej nigdziegestych
quasi-sznycli. — Coraz trudniej zdobyé¢ niezdegenerowane
formy positkéw — pomyélal i cialo jego przybralo wyraznie
torsyjny charakter. W koricu jednak odrzucil trywialnie
dzialajaca grupe mysli, przeprowadzil restrykcje pojeé do
idealn i odéwiezony spojrzal z ufnoécia na gwiazdziécie
przeliczalne niebo, kompaktyfikujace sie w oddali.
Nastepnie zblizyt sie do nabytej niedawno czarnej, kudlatej
rozmaitosci rézniczkowalnej wymiaru 3, wzial delikatnie
na rece, popiedcilt i uczesal. Po chwili pobawil si¢ z nia
troche w zadawanie stycznych w punkcie, przerwat

dla zartu rozmaitoscia topologiczna, a gdy Ksina (tak
nazwal swa rozmaito$é Dionizy) poczela dyfeomorficznie
wgryza¢ mu si¢ w krawat — zaprzestal zabawy, polozyl pod
$ciana najblizszego sympleksu 1 wreszcie przekroil pokdj
polem wektorowym, zostawiajac Ksinie nieco przestrzeni
przeliczalnie parazwartej. (...)

Byto zupelnie cicho.

Nagle drzwi od mieszkania Dionizego gwaltownie otworzyty
sie i do pokoju wpad} ociekajacy krwia trup.

Trup nie zyl. Zaskoczony niemile Dionizy zdazy! jedynie
stwierdzi¢, ze zwloki spelnialy aksjomat Lindeléfa,

po czym nagle uderzenie w tylna czedé czaszki pozbawilo
go przytomnosci. (...)

Dionizy z wysitkiem unidsl cialo, usitujac przypomnieé
sobie wydarzenia sprzed kilku godzin. Powiddl
uzwarconymi oczami po mieszkanin — gdy wtem wzrok
jego padl na stozkowate cialo trupa, ciemne od zakrzeplej
krwi. Z doza melancholii pomyélal o tym, czym moglo by¢
jeszcze zycie dla trupa zywego, dla trupa z doktadnoscia
do izomorfizmu. Po chwili jednak zdal sobie sprawe

z grozy sytuacji, w jakiej sie znalazl. Pokdj nalezalo przede
wszystkim posprzataé, a pdiniej zastanowié sie, co zrobié

z trupem. Dionizy wzial stojaca koto wieszaka miotle

z nalepka ,KNASTER-KURATOWSKI COOPERATION”
i ekwimorficznie zamiét! podloge. Tymczasem w trupie
zaczely juz sie zagniezdzad pasozyty przeliczalnosci.
Dionizy wzial wiec z pdlki centralizator i spryskal zwloki.
Tymczasem Ksina zaczela skomle¢. Rzucit jej wiec kostke
Cantora do pogryzienia, a sam usiadl w fotelu. (...)

Tymczasem trup dalej nie zyl. Dionizy prébowal
wprowadzi¢ do niego choéby najstabsza topologie — nie
dalo si¢. Préby metryzowalnoéci tez zawiodly. Trup byl
lokalnie otwarty, tak wiec nawet twierdzenie o zanurzaniu
niewygodnego ciala w przestrzeni domknietej nie moglo
tutaj da¢ efektu. Poza tym sprawa najwidoczniej
pachniata kryminalem. W dodatku Dionizy z przerazeniem
stwierdzil, iz na mocy pewnika wyboru zostanie

z pewnoscia zaliczony do grupy najbardziej podejrzanych.
Sytuacja wydawala si¢ beznadziejna. ..
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