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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zt 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zt. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednig doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wptlaty na prenumerate przyjmowane s tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na IIT kwartat 1997 r. wynosi 7 zl 50 gr.

3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
,Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
pocztyg zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska’.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granicg jest o 100% wyzsza od krajowej.
Whplaty przyjmuje ,RUCH” S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedziatku do piatku w godz. 8°° — 14°°.
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy drogg lotnicza, ktérej koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku naste¢pnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od oséb zamieszkalych za granica,
realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdwienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH” S.A.

Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71

wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.

Cena 1 egzemplarza 2 zl 50 gr

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakcji osobiscie lub korespondencyjnie.
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Wojciech GUZICKI
Jak stwierdzié, czy dana liczba naturalna n jest liczba pierwsza? Najprostszy
algorytm polega na dzieleniu liczby n przez wszystkie liczby mmniejsze od

niej. Latwo zauwazymy, ze wystarczy dzieli¢ przez liczby nie wigksze niz V7,
potem zauwazymy, ze nie trzeba dzielié przez liczby parzyste itp. Oczywiscie,
najkorzystniej bytoby dzielié¢ tylko przez liczby pierwsze mniejsze od v, ale jak
z kolei je rozpoznaé? Jednak chwila zastanowienia pokaze, ze nawet najlepsze
modyfikacje tego algorytmu beda catkowicie nieprzydatne w praktyce. gdy
mamy do czynienia z bardzo duza liczba pierwsza n. Jesli bowiem liczba n ma
np. 200 cyfr dziesietnych. to liczb pierwszych mnuiejszych od niej jest tak wiele,
ze w ciagu catego naszego zycia nie zdazymy sprawdzi¢, czy n dzieli si¢ praez nie
wszystkie, nawet jeéli uzyjemy do tego najlepszych znanych nam komputerdw.

Czy jednak mozna stwierdzié. ze liczba n jest pierwsza, inaczej niz wykazujac.
ze nie dzieli sie przez zadna liczbe mniejsza od niej? Zanim odpowiemy na to
pytanie, zastanowimy sie nad pytaniem .odwrotnym” do niego: jak stwierdzic,
ze liczba nie jest pierwsza? Oczywidcie, najprosciej wskazaé dzielnik takie]
liczby. Na przyklad, wykazujemy, ze liczba n = 245432656233769542083107 jest
ztozona, wskazujac jej rozklad na czynniki:

n = 245432656233769542083107 = 563389748759 - 435635644373 .
Sprawdzenie, ze tak jest naprawde, jest kwestia chwili dla nieduzego komputera.
Widzimy wiec, jak mozna tatwo przekonaé kogo$, ze pewna liczba jest zlozona.
Wystarczy pokazaé¢ mu rozklad tej liczby na czynniki. Zupetnie inna kwestia
jest sposéb znalezienia tego rozkladu i tym problemem nie bedziemy si¢ tu
zajmowaé. Przypomne tylko, ze dotychezas nie znamy dostatecznie szybkiego
algorytmu, za pomoca ktérego moglibyémy rozktadaé na czynniki liczby majace
juz okoto 150 eyfr dziesietnych.

Czy wskazanie rozkladu na czynniki jest jedyna metoda wykazania, ze liczba
jest ztozona? Okazuje sie, ze nie. Mozemy bowiem skorzystac z tzw. malego
twierdzenia Fermata:

Twierdzenie. Jedli liczba p jest pierwsza 1 liczba « nie dzieli sie przez p,
toa®” ' =1 (mod p).

Twierdzenie to wynika natychmiast z twierdzenia Fulera, wspomnianego

w poprzednim artykule. Wezmy teraz przyktad. Liczba n = 481 jest zlozona.
Mozemy sie o tym przekonad, znajdujac jej czynniki pierwsze: 481 = 13 - 37.
Mozemy jednak skorzystaé z maltego twierdzenia Fermata. Wezmy liczbe a = 2.
Oczywiscie, @ nie dzieli sie przez n. Gdyby liczba n byta liczba pierwsza,

to musiataby by¢ spetniona kongruencja 2*3% =1 (mod 481). Wiemy,

w jaki sposéb mozna do$é szybko oblicza¢ wysokie potegi modulo n. Jesli
obliczymy (za pomoca komputera) potege 2*3° modulo 481, to przekonamy sie,
ze 2989 = 248 (mod 481). A zatem liczba 481 nie jest pierws:a.

W tym przyktadzie liczba n jest mala i trudnosci obliczeniowe zwiazane

z obliczeniem wysokiej potegi liczby 2 modulo 481 nie przekonaja nikogo

o oplacalnosci tej metody. Duzo prosciej byloby sprobowaé podzieli¢ n przez
kilka poczatkowych liczb naturalnych. Jednak jedh liczba n ma kilkaset cyfr

i dzielenie nie moze daé rezultatu wystarczajaco szybko, podnoszenie do
potegi zaczyna sie oplacaé. Powstaje tylko pytanie, czy ta metoda zawsze jest
skuteczna, tzn. czy zawsze mozemy wykazaé w ten sposob, ze liczba n jest
ztozona.

Wybierzmy inna podstawe a, np. a = 11. Wtedy okaze sie,
ze a*® =1 (mod 481). Liczba 481 jest zlozona, a mimo to teza matego

twierdzenia Fermata zachodzi. Pokazuje to, ze ta metoda jest jednak zawodna.
Moga istnieé podstawy a, dla ktérych a"~!

ktérych a®~ ' # 1 (mod n).

=1 (mod n) ipodstawy a. dla
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Jedli liczba n jest zlozona, liczba a jest wzglednie pierwsza z n oraz zachodzi
kongruencja «"~! =1 (mod n), to liczbe n nazywamy liczba pseudopierwsza
przy podstawie a. Liczby pseudopierwsze przy podstawie 2 dawniej nazywano
po prostu liczbami pseudopierwszymi. Najmniejsza taka liczba jest 341. Mozna
udowodnié, ze jest tych liczb nieskoniczenie wiele. Naturalnym pytaniem

jest, czy dla kazdej liczby zlozonej n istnieje taka wzglednie pierwsza z nia
podstawa a, ze liczba n nie jest pseudopierwsza przy podstawie a. Gdyby tak
byto, to mielibysmy nadzieje na sprawdzenie, czy liczba n jest pierwsza. Test
moégtby wygladaé nastepujaco: wybieramy liczbe a mniejsza od n 1 sprawdzamy,
czy jest ona wzglednie pierwsza z n; jesli znajdziemy wspdlny dzielnik, to wiemy
na pewno, ze liczba n jest zlozona, w przeciwnym przypadku podnosimy «

do potegi n — 1 modulo n — jedli otrzymamy wynik rézny od 1, to wiemy,

ze liczba n jest zlozona, jedli otrzymamy 1, to szukamy nastepnej podstawy a.
Skutecznodé tego testu bedzie zalezata przede wszystkim od tego, czy dla

liczby n istnieje podstawa a, przy ktorej liczba n nie jest pseudopierwsza,

a nastepnie od tego, czy taka podstawe bedziemy umieli znalez¢.

Okazuje sie jednak, ze istnieja liczby zlozone n bedace liczbami
pseudopierwszymi przy kazdej podstawie a wzglednie pierwszej z n. Przyktadem
takiej liczby jest 561. Mozna dos$¢ tatwo wykazaé (np. za pomoca odpowiedniego
programu komputerowego), ze jesli liczby @ 1 561 sa wzglednie pierwsze,

to a®®® =1 (mod 561). Takie liczby nazywamy liczbami Carmichaela (czytamy
LIarmajkla™). Istnienie liczb Carmichaela niweczy nasze nadzieje na prosty

test sprawdzajacy. czy liczba jest zlozona i korzystajacy wylacznie z malego
twierdzenia Fermata. Okazuje sie jednak, ze ten test mozna poprawic.

Przypusémy, ze liczba p jest pierwsza i wiemy, ze liczbha x* daje reszte 1 przy
dzieleniu przez p. Jaka reszte przy dzieleniu przez p daje sama liczba @7 Jest
to bardzo proste zadanie. Z zalozenia wiemy, ze liczba p jest dzielnikiem

liczby @ — 1, ezyli liczby (¢ — 1)(x + 1). Nastepnie korzystamy z twierdzenia
moéwiacego, ze jesli liczba pierwsza dzieli iloczyn dwdch liczb, to musi dzielié
ktoras z tych liczb. A wiec albo liczba » — 1 dzieli sie przez p, albo liczba » + 1
dzieli sie przez p. W pierwszym przypadku @ =1 (mod p), w drugim

r=-—1 (mod p).

Okazuje sie, ze ta prosta obserwacja bardzo wiele wnosi

do sprawdzania, czy liczba jest ztozona. Popatrzmy na przyktad. Wiemy juz,
e 119890 =1 (mod 481). Ale 11989 = (1124%)%, Niech wiec » = 11240,

Wtedy 22 =1 (mod 481). Gdyby liczba 481 byla pierwsza. to liczba «
musiataby przystawaé do 1 lub do —1 modulo 481. Sprawdzmy to. Okazuje sie,
ze 11717 = 1 (mod 481). Jest wiec tak, jak by¢ powinno. Ale to nie koniec.
Liczba 240 jest parzysta: 240 = 2 - 120, a wiec 11749 tez jest kwadratern,
mianowicie 11240 = (11129)*, Mozemy powtdrzy¢ nasze rozumowanie.

Okaze sie, ze znéw 1112° =1 (mod 481). Ale liczba 120 tez jest parzysta,
wiec mozemy to rozumowanie jeszcze raz powtérzyé. Niestety, zndw

okaze sie, ze 11°Y =1 (mod 481). Ale nastepnym razem juz sie uda:

113% = 38 (mod 481). Nie otrzymaliémy w wyniku ani liczby 1. ani liczby —1,
a wiec 481 jest liczba ztozona.

Ten sposéb postepowania, nazywany testem Millera—Rabina od nazwisk
autoréw, wyglada nastepujaco. Mamy dana liczbe n i cheemy sprawdzié,

czy jest ona zlozona. Wybieramy podstawe a i sprawdzamy, czy liczby a1 n
sa wzglednie pierwsze. Za pomoca algorytmu Euklidesa mozemy to zrobié
bardzo szybko. Jesli znajdziemy wspdlny dzielnik wiekszy od 1, to liczba n na
pewno jest zlozona 1 mamy nawet jej rozktad na czynniki. Przypuéémy wiec,
ze liczby a 1 n sa wzglednie pierwsze. Teraz podnosimy a do potegi modulo n.
Najpierw wybieramy wykltadnik & = n — 1 i sprawdzamy, czy «* =1 (mod n).
Jedli nie, to wiemy na pewno, ze liczba n jest zlozona. Jesli tak, to patrzymy
na wykladnik k. Jesli jest on parzysty (na poczatku na pewno tak bedzie,

bo liczba n — 1 jest parzysta), to zamiast k bierzemy liczbe £ i rozumowanie

powtarzamy. Z tym tylko, ze teraz dopuszczalnymi resztami sa 11 —1. Jedli wiec
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a* =1 (mod n), to jest tak, jak byé¢ powinno i jesli wyktadnik & jest

liczba parzysta, to znéw zastepujemy go dwa razy mniejszym. Jesli jest

liczba nieparzysta, to koficzymy test. Podobnie, jedli a® = =1 (mod n),

to test kofczymy, gdyz nic nie wiemy o liczbie 2, gdy @* daje reszte —1
(doktadniej n — 1) przy dzieleniu przez liczbe pierwsza n. Wreszcie, jesli

a¥* # 41 (mod n), to test réwniez konczymy, wiedzac jednak tym razem,

ze liczba n jest zlozona. Mozliwe sa wiec trzy sposoby zakonczenia testu:

1. Po kolejnych dzieleniach wykladnika & dojdziemy do sytuacji, gdy jest on
liczba nieparzysta i a* = 1 (mod n). Wtedy nie rozstrzygnelismy, czy liczba n
jest ztozona.

2. Po kolejnych dzieleniach wykladnika k& dojdziemy do sytuacji, gdy

a®* = -1 (mod n). Wtedy réwniez nie rozstrzygneliémy, czy liczba n jest
ztozona.

3. Po kolejnych dzieleniach wykladnika k& dojdziemy do sytuacji, gdy
a* #£ +1 (mod n). Wtedy wiemy na pewno, ze liczba n jest zlozona.

Popatrzmy na przyklady réznych zakoriczen testu.

1. Niech @ = 100. Wtedy

il = g2 = LA 00— 90 = IR = (mod 481) .
2. Niech a = 36. Wtedy
g0 = g = gl 80 = R = A0 = (mod 481)

oraz

a'®>=—-1  (mod 481).

Podobnie dla ¢ = 6 mamy
=0 =g P =g = (mod 481)
oraz
= ~1 (mod 481).

3. Ten przypadek widzielismy wyzej. Inny przyktad mamy dla a = 27:
G0 = 200 = 5130 = o800 = 5 = ] (mod 481)
oraz
al® = 443 (mod 481) .

Ta metoda jest bardziej skomplikowana, niz zastosowanie tylko matego
twierdzenia Fermata. Czy jest bardziej skuteczna? Okazuje sie, ze tak. Nie

ma bowiem odpowiednikéw liczb Carmichaela. Jesli liczba n jest ztozona, to
istnieje podstawa a, dla ktdérej test zakonczy sie tak jak w punkcie 3 powyzej,

a wiec bedziemy wiedzieli na pewno, ze liczba n jest ztozona. Ale jak te
podstawe znalezé? Pewnej metody nie znamy. Wiemy jednak, ze takich podstaw
jest duzo. Udowodniono, ze co najmniej % wszystkich liczb mniejszych od n

to takie liczby a, dla ktérych test zakonczy sie przypadkiem 3. Tych liczb
szukamy losowo. Losujemy jakakolwiek liczbe « mniejsza od n i przeprowadzamy
test. Jesli zakoriczy sie on przypadkiem 3, to znamy odpowiedz: liczba n jest
zlozona. Jesli test zakonczy sie przypadkiem 1 lub 2, to losujemy nastepna
liczbe a. Powtarzamy ten test np. 50 razy. Jesli za ktoryms razem dowiemy

sie, ze liczba n jest zlozona, to oczywiscie testu juz nie bedziemy musieli
powtarzac. Jedli jednak 50 razy uzyskamy przypadek 1 lub 2, to bedziemy

mieli dwie mozliwosci. Albo liczba n jest pierwsza, albo mielidmy niezwykle
mato szczescia w losowaniach podstaw a. Az 50 razy z rzedu wylosowalismy
liczbe ze stosunkowo matego zbioru ,ztych” liczb. Prawdopodobiefstwo takiego

nieszczesliwego losowania jest bardzo male: wynosi zaledwie 5100 Jest ono tak

matle, ze w praktyce mozemy przyjac, iz testowana liczba jest liczba pierwsza.

Taki test nazywamy probabilistycznym. Z dowolnie duzym
prawdopodobienistwem mozemy .,przekonaé sie”, ze liczba n jest pierwsza.

o



i Jednak catkowite] pewnosci nie mamy. Cheieliby$my mieé¢ réwniez testy dajace

pewnos$¢ wyniku: albo liczba n jest pierwsza, albo jest ztozona. Takie testy
puswisranio tadania v 306 istnieja, choé sa znacznie wolniejsze od testu opisanego wyzej. Za pomoca
e prp—— testu Millera-Rabina mozemy na matym komputerze szybko testowac liczby
nawet kilkusetcyfrowe. Najprostsze znane testy deterministyczne (tzn. dajace
odpowiedz pewna) wymagaja znacznie wiekszych komputerdw i dziataja
znacznie wolniej.

lax > —11dla

Na zakonczenie wspomne jeszcze, ze z pewnej nie udowodnionej dotychczas
hipotezy, tzw. uogdlnionej hipotezy Riemanna, wynika, ze jesh liczba n jest
zlozona, to istnieje podstawa a < 70(log, n)?, dla ktérej test Millera koticzy
sie przypadkiem 3. A wiec wtedy mamy pewnosc¢, ze liczba n jest zlozona.
Wystarczy w tym celu przebadaé nie wiecej niz 70(log, n)* podstaw. Jeéli
liczba n ma okoto 100 cyfr dziesietnych, to wystarczy zbadaé okoto 8 milionéw
podstaw, a to mozna zrobi¢ za pomoca stosunkowo nieduzego komputera.

Patrz w niebo

Jowisz jest nagminnie cytowanym przyktadem obiektu w Ukladzie Stonecznym,
ktéry znacznie wiecej wyswieca energii, niz otrzymuje jej od Storica. Obecnie
wszyscy badacze zgodnie twierdza, ze ten nadmiar energii Jowisza pochodzi

z bardzo powolnego kurczenia sie catego globu (lub jego pewnych czesci),

czyli nieznacznego osiadania ,pod wtasnym ciezarem”, choé¢ réznia sie co do
szezegotéw tego procesu.

Do niedawna wydawato sie, ze w Ukladzie Stonecznym jest jeszcze jeden

glob zachowujacy sie do pewnego stopnia analogicznie, mianowicie satelita
Jowisza, lo. Jego energiczny wulkanizm wywotany jest tym, ze zmiany
odlegtoici od Jowisza powoduja zmienne dziatanie ptywowe planety, a to
pociaga za soba ustawiczne wyginanie skorupy satelity, a wiec jego grzanie.
Otéz pomiary promieniowania podczerwonego (wykonane juz dawno przez
Voyagery 1 kontynuowane do dzis) wykazaly, ze glob satelity jest érednio
goretszy, niz wynikatoby to z plywowego dziatania Jowisza. Nietrudno domyélié
sie, ze wyjasnienie tego faktu nastapito w wyniku uwzglednienia wplywu
promieniowania stonecznego na warunki panujace na lo. Wplyw ten okazal sie
jednak nie tak oczywisty, jak sie z poczatku zdawalo.

Przede wszystkim stwierdzono, ze wiekszoé¢ termicznego promieniowania

o pochodzi weale nie z zapadlisk wypetnionych ptynna lub krzepnaca

magma o temperaturze od 600 K wzwyz. Najwiece] podczerwieni emituja
wielkie, obejmujace tysiace kilometréw kwadratowych obszary niezbyt gorace,
bo o temperaturze okolo 300 K, a wiec o okoto 100 K wyzszej, niz ma érednio
grunt na dziennej stronie lo. Nawiasem méwiac, obszarom tym nie odpowiadaja
zadne widoczne na powierzchni obiekty. Catkowita emisja podczerwieni przez
satelite gwattownie spada, gdy wchodzi on w cieri Jowisza, musi wiec za nia
odpowiada¢ w duzym stopniu Slorice, a zmiany temperatury mégtby thumaczy¢
fakt, ze widocznie powierzchnia Io pokryta jest warstwa pytu o malej pojemnodci
cieplnej. Jednak te wielkie cieple obszary pozostaja cieple po wejsciu satelity

w cien Jowisza, ich energia musi wiec pochodzié z glebi globu i hipoteza pytu
jest nie do obronienia.

Zasugerowano wreszcle, ze za gwaltowne skoki emisji podezerwieni moga byé
odpowiedzialne wspomniane juz rozlewiska lawy. Choé sa juz gorace, to jednak
jako czarne absorbuja niemal cate padajace na nie promieniowanie stoneczne.
Staja si¢ przez to goretsze i przyczyniaja sie w ten sposéb do zwiekszenia emisji
podezerwieni lo, a w cieniu Jowisza moga szybko wystygnaé do poprzedniej
temperatury. Problem byt wiec w zasadzie banalny — przeoczono absorpcje
promieniowania slonecznego w samych rozlewiskach lawy. Ich powierzehnia jest

w sumie niewielka, lecz przy dokladnosci wspétezesnych technik pomiarowych
niezgodnosé¢ obserwacji z teoria domagata sie wyjasnienia. - et T
© 5 ¢ W) Tomasz KWAST

eamins ©
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W cyklu prac uczniowskich przedstawiamy prace wykonang przez dwéch uczniéw II klasy XIV Liceum
Ogdlnoksztatcacego im. St. Staszica w Warszawie w ramach warsztatéw Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci

zorganizowanych przez Wydzial Fizyki UW.

Jak konczy sie zywot pozytonu?

Piotr BELICZYNSKI i Eryk KOPCZYNSKI

1. Wprowadzenie

Przedmiotem naszych poszukiwan bylo pewne
scharakteryzowanie momentu anthilacji pozytonu

z elektronem, a dokladniej: stwierdzenie, czy anihilacja
nastepuje w spoczynku, czy tez nie.

Za emiter pozytondéw stuzyl nam izotop sodu-22
o okresie péttrwania 2,602 lat. W wyniku rozpadu
powstaje wzbudzony izotop neonu-22, pozyton

o energii 0,545 MeV oraz neutrino elektronowe.
Neon-22 przechodzi do stanu podstawowego przez
wyemitowanie fotonu o energii 1,274 MeV.

Nietrudno udowodnié, ze gdy anihilacja nastepuje

w spoczynku, to fotony anihilacyjne maja réwne
energie 1 kat rozlotu wynosi 180 stopni. W pracy
usitujemy zmierzy¢ ten kat i dowodzimy, ze anihilacja
musiata nastapi¢ w spoczynku.

II. Uklad do$wiadczalny

Pomiary wykonywaliémy w ukltadzie przedstawionym
na rysunku 1.

detektor 1

Zrédto
promieniotwércze: séd-22

detektor 2

Rys. 1. Uklé.d doswiadczalny.

Impulsy elektryczne detektora scyntylacyjnego

byly analizowane przez system zbierania danych
sprzezony z komputerem PC. System zbierania
danych (akwizycji danych) byt obstugiwany przez
program ,SMAN”. Program ten moze przyjmowac

1 analizowac do kilkudziesieciu parametréw
pomiarowych pochodzacych z rejestracji ,zdarzenia”
(w naszym pomiarze bylty to cztery parametry: dwie
energie 1 dwa czasy). JeSli w czasie 4 ns lub krétszym
po zarejestrowaniu fotonu przez jeden z detektordw,
zarejestrowano réwniez drugi foton

w drugim detektorze, prawdopodobnie byty to
zdarzenia koincydentalne. Oczywiscie, nastrecza to
pewne ktopoty techniczne: nie mozna w bezposredni
sposéb zmierzyé odstepu czasowego zdarzen, jesli
dopiero po zaistnieniu drugiego wiemy, iz trzeba
odstep ten zmierzy¢. W tym celu pierwszy sygnal
rejestracji puszczany jest petla, w ktorej krazy przez
4 ns, oczekujac na ewentualny drugi sygnal.

Detektor scyntylacyjny jest to urzadzenie wykrywajace fotony
gamma, ktére oddzialuja z elektronami w sieci krystalicznej soli,
w naszym przypadku Nal, w tzw. scyntylatorze umieszczonym
na czole detektora. Za pomoca fotopowielacza wytwarzany

jest rejestrowalny prad, proporcjonalny do pierwotnej energii
wybitego elektronu.

III. Technika

Metoda naszej pracy polegata na analizie rozktadéw
pewnych parametréw elektronéw wybitych przez
fotony. Nie rozwazaliSmy wiec widma fotondéw, ktérych
np. energii nie mogliémy pomierzy¢ bezpoérednio, lecz
widma energetyczne i czasowe elektrondéw.

Skoncentrujmy uwage na tzw. widmach
energetycznych, czyli wykresach przedstawiajacych
zaleznoéé miedzy energia a liczba elektrondw
zarejestrowanych z wlasnie taka energia. Jesli
rozpoczniemy pomiary w uktadzie bez zrédta
promieniotwérczego, nie mozna zauwazy¢ zadnych
regularnoéci, liczba zliczen jest znikoma. Jedli
wstawimy teraz probke, na widmach energetycznych
(rys. 2) elektronéw wybitych przez fotony mozna
zobaczyé krzywa zblizona do krzywej Gaussa.

krzywa

widmo Gaussa

ciagte

R
oDl

Rys. 2. Widmo energetyczne.

Jak powszechnie wiadomo, niedoskonato$é naszych
przyrzaddéw nie pozwala nam zarejestrowaé widma

w postaci jedne] linii o nieskonficzenie matej szerokoscei.
Zamiast tego w widmie pojawia sie krzywa Gaussa.
Tylko w przypadku efektu fotoelektrycznego

energia unoszona przez elektron jest dla wszystkich
zdarzen taka sama, co pozwala nam przypuszczad,

ze otrzymany ksztalt powstaje na skutek tego whasnie
zjawiska.



Rozpraszanie comptonowskie, drugi sposéb
oddzialywania fotonéw z elektronami, powoduje
natomiast nadanie elektronom energii z przedziatu

o szerokoéci znacznie wiekszej od charakterystycznego
rozmyecia linii odpowiadajacej efektowi
fotoelektrycznemu.

Kazdy punkt wykresu z rysunku 3 symbolizuje
zdarzenie, a jego wspolrzedne opisuja energie
zarejestrowana w detektorach 11 2.

E,

E>

Rys. 3.

Na wykresie mozemy wyrdzni¢ cztery obszary,
oznaczone numerami 1, 2, 3, 4. Poniewaz
najwieksza energia przekazywana jest elektronowi
scyntylatora w efekcie fotoelektrycznym, widzimy,
ze obszar 1 stanowi rodzine par zdarzeni typu
fotoelektrycznego. Analogicznie struktury 21 3 to
obszar zdarzen fotoelektryczno-comptonowskich, a 4
— comptonowsko-comptonowskich.

Obszar 1 jest przedmiotem naszych zainteresowai,
dlatego nalezaloby odrzucié zdarzenia spoza tego
obszaru. Najlatwiej jest to zrobié ustalajac przedzialy,
w ktoérych musialtyby sie znalezé energie i czasy
zdarzen. W przypadku, gdy energie lub czasy sa poza
tymi przedziatami, zdarzenia nie uwzgledniamy. Jedli
ustalimy przedzial energii na osi E1, punkty ze stref 3
14 zostana odrzucone. Nalezy jeszcze usunaé zdarzenia
ze strefy 2 poprzez ustalenie przedziatu na osi E-.
Mozemy uznaé liczbe pozostawionych zdarzeii za
miarodajna informacje o czestosci koincydencji.

Rys. 4. Pole zaznaczonej powierzchni jest miara liczby zdarzen.

Rozwazmy dwie metody liczenia liczby zdarzeri. Mozna

obliczy¢ catke miedzy podanymi wartoéciami energii,

6

co jednak moze wzbudzac kontrowersje z powodu
duzych zmian otrzymanych wartosci w zaleznoéci
od metod wyznaczania granic. Innym sposobem jest
liczenie wartodci zwanej dalej polem (patrz rys. 4).

IV. Wyniki pomiaréw

Na podstawie danych doswiadczalnych sporzadzilismy
wykresy zaleznodci calki i pola od kata ¢ (rys. 5).
Mozna wyliczy¢ srodek ciezkosci krzywych 1 przyjaé
go za maksimum wykresu. WyznaczyliSmy ten

kat jako 0713. Sadzimy, ze btad pomiaru znacznie
przewyzsza te warto$é.

600 T T T T T T T T
500 F % : -
400 | -

300 | . y

pole

200 * 7

100 | ]

*

L 1 1 1 1 L 1

-8 -6 -4-2 0 2 4 6 8 10

Rys. 5.

Parametry uktadu doswiadczalnego sa takie, ze kat,
pod jakim widzimy detektor ze érodka ukladu
do$wiadczalnego, wynosi 10 stopni. Gdy zwiekszamy
kat, liczba zliczei powinna maleé az do 10 stopni,
gdzie zliczenia powinny w ogdle zniknaé. Doskonale
zgadza sie to z danymi do$wiadczalnymi.

V. Interpretacja fizyczna — co przypuszczalnie
sie stalo

Na podstawie zasady zachowania pedu 1 znajomoéci
wiasnosci pozytonu mozemy pokusié sie
o przypuszczenia co do przebiegu anihilacji.

Pozyton opuszcza jadro z energia 0,545 MeV.
Poniewaz jednak oddzialuja na niego pola elektryczne
elektronéw, powoduje ruch tychze czastek (,pociaga”
je za soba). Oddaje w ten sposéb swoja energie
kinetyczna i zmniejsza predkoéé. W pewnym
momencie (kiedy jego energia kinetyczna spada
ponizej 6,8 eV) trafia na elektron, z ktérym

moze utworzyé pozytonium, czyli stan zwigzany
elektron-pozyton. Poprzez schodzenie na coraz

nizsze poziomy energetyczne (towarzyszy mu emisja
fotonéw o energii ~ 1 eV) traci energie, az dochodzi do
anihilacji. Pozyton nie ma juz energii kinetycznej, wiec
fotony powstale przy anihilacji maja réwne energie

1 kat rozlotu 180 stopni.



VI. Zrédla bledéw

Zjawisko anihilacji juz znalazlo szerokie zastosowanie
w réznych dziedzinach zycia, szczegdlnie w medycynie,

Bledy towarzyszyly nam przy kazdym pomiarze. gdy trzeba ustali¢ droge przejécia podanych substancji
Mozemy je podzieli¢ na kilka grup: przez organizm. Z uwagi na charakterystyczne
o zaklécenia pochodzace od naturalnych Zrédet parametry fotonéw anihilacyjnych mozliwe jest
promieniotworezych, precyzyjne umiejscowienie tych substancji.

¢ niedoktadnoéé pomiaru kata miedzy detektorami,
e niedoktadnoéé pomiaru energii przez detektory, VIIL. Podzickowania
o niedoktadno$é pomiaru przez komputer czasu

miedzy zdarzeniami,

¢ niedoktadnoéé wyznaczenia przedziatéw energii

1 czasu,
e inne btedy.

Checielibyémy przede wszystkim podziekowaé panu

dr. hab. Zygmuntowi Szeflinskiemu za jego pomoc

w zrozumieniu zagadnienia, przeprowadzeniu
pomiaréw i ich interpretacji. Pragniemy réwniez
goraco podziekowaé naszym kolegom z grupy, w ktérej

Pomimo takiej liczby bledéw wyniki nasze mozemy prowadziliémy eksperyment, Piotrowi Mitosiowi
uznaé za wiarygodne. Pozwolitly nam one odpowiedziec i Piotrowi Sozaniskiemu. Dziekujemy panu profesorowi
na postawione na poczatku pytanie. Bogdanowi Cichockiemu za zorganizowanie warsztatéw

VII. Zakonczenie

i nadzér nad nimi, a takze panu Ryszardowi
Rakowskiemu, dzieki ktéremu warsztaty w ogdle sie
odbyty.

Jak wiadomo, antyczastki moga anihilowac¢
z czastkami powszechnie nam znanymi — elektronami, IX. Literatura
protonami, neutronami itp. Okazuje sie jednak,

ze antyczastki nie anihiluja natychmiast z czastkami,
lecz moga przez pewien czas istnie¢ w osrodku

materialnym.

i Zadania

[1] E. Skrzypczak, Z. Szefliniski, Wstep do fizyki jadra
atomowego 1 czastek elementarnych, PWN 1995.

[2] W. Mizerski, W. Nowaczek, Tablice
fizyczno-astronomiczne, Wyd. Adamantan 1995.

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 804. Na nieskoriczonej szachownicy ustawionych jest 1999 skoczkéw szachowych.
Udowodnij, ze mozna sposréd nich wybraé¢ 1000 takich, ze zadne dwa z nich si¢ nie
atakuja.

Rozwiazanie na str. 3

M 805 (zawody Baltic Way 1996). Dwie osoby graja w ,kétko i krzyzyk” na
nieskonczonej szachownicy. Wygrywa gracz, ktéry pierwszy utworzy ze swoich
znakéw kwadrat 2 x 2. Czy istnieje strategia zapewniajaca zwyciestwo graczowi
rozpoczynajacemu rozgrywke?

Rozwiazanie na str. 2

M 806. Udowodnié, ze

1 1
+ >1
n+1 vm—+1 "~
dla dowolnych liczb naturalnych m i n.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje Krzysztof REJMER

F 449. Rozpraszanie fotonu na naladowanej czastce poruszajacej sie z predkoscia
bliska predkosci éwiatla nazywane jest odwrotnym rozpraszaniem Comptona.
Rozwazmy nastepujacy problem: czastka o masie m i energii £ (£ > mc?)

zderza sie czolowo z fotonem o takiej czestosci kotowej w, ze hw < mc?. Jaka jest
maksymalna energia rozproszonego fotonu? lle wynosi ta energia w przypadku fotonu
promieniowania reliktowego o temperaturze okoto 3 K i protonu promieniowania
kosmicznego o energii rzedu 10%°
kpT ~ 2,6 -107* eV. Masa protonu (wyrazona w eV) wynosi m = 0,918 - 10° eV.
Rozwiazanie na str. 2

eV? Podana temperatura 3 K odpowiada energii

F 450. Rysunek przedstawia bardzo uproszczony model sieci pajeczej. Mucha, ktéra
sie przykleita do jednej z nitek, wprawia ja w drgania, ktdre z dobrym przyblizeniem
mozna uwazaé za poprzeczne. Na ktdrej z nitek, zaznaczonych na rysunku, pajak
odebralby najsilniejszy sygnal, jesli drgania a) sa prostopadle do plaszczyzny
pajeczyny, b) sa zawarte w tej plaszczyZnie?

Rozwiazanie na str. 3

.i



Rys. L. Ziemia sfotografowana z kosmosu.

Tradycyjnie waznyim obiektem na lekcjach geografii

jest globus, czyli wykonana na powierzchni kuli mapa
Ziemi. Ksztatt globusa Ziemi nikogo nie dziwi, wiemy
bowiem, ze Ziemia ma wlasnie taki ksztatt — mdwi sie

nawet: kula ziemska.

Natomiast nazwa ,globus Warszawy™ moze sie trafié
tylko w zartach — kazdy przeciez wie, ze Warszawa

nie ma ksztattu kuli: wyglada ona w duzym

(np. mieszczacym sie na stole) zimniejszeniu jak prawie

catkiem plaski placek.

[ mozna by w kwestii globusa Warszawy na tym
poprzestac, gdyby nie dwie sprawy. Plerwsza to

ta, ze ludziom ten fragment Ziemi, jaki mogli

ogarna¢ swolmi obhserwacjami przez cale tysiaclecia,
az do 1961 roku, jawil sie podobnie jak nam Warszawa
— jako prawie ptaski placek. Od czasu Gagarina
widujemy Ziemie w calte] okazalosci, jak pitke (rys. 1).
Ale trzeba podziwiaé tych, ktdrzy juz dwa tysiace

lat wezesnie] stwierdzili, ze obserwowane przez nich
placki, to kawatki powierzchni ogromnej kuli. I warto
zadacé sobie pytanie, czy potrafilibysmy dzis, bez zdje¢
7z kosmosu udowodnié¢ sobie 1 Innym. ze Ziemia jest

kula.
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Rys. 2. Mapa Ziemi

w odwzorowaniu Merkatora.



A druga sprawa jest bardziej praktyczna.

Na rysunku 2 mamy plaska siatke prostokatéw, czyli
coé plaskiego. Ale to przeciez jest duzy kawatek
Ziemi. Taka mapa, zaprojektowana po raz pierwszy
przez Merkatora, pokazuje, ze co$ okraglego mozna
przedstawié doktadnie na ptaskiej mapie. Jest takich
map zreszta wiele rodzajow (rys. 3 14). Ale wobec
tego nie ma nic niemozliwego, by co$ ptaskiego
przedstawié¢ doktadnie na powierzchni kuli. I tu,
zdumieni, stwierdzamy, ze globus Warszawy mozna
wykonaé. Oczywidcie, wiemy w jakim celu zostala
wykonana mapa Merkatora i inne mapy kuli ziemskie]
— do zrobienia globusa Warszawy brakuje chyba tylko
tego wlaénie: obmyélenia sytuacji, w ktérej bytby
naprawde przydatny.

Rys. 6. Mapa fragmentu globusa Heweliusza.
Ale zeby nie ulegaé ciasnemu pragmatyzmowi: istnieje
obiekt, ktéry nie jest ani ptaski, ani kulisty 1 ktéry ma
zaréwno swdj globus, jak i swoje mapy. Na rysunku 5

widzimy globus nieba, a na rysunku 6 — mape. I,
co jest zdumiewajace: i globus i mapa wykonane sa

z zewnatrz $wiata — poréwnajcie narysowane tam
gwiazdozbiory 1 te, ktére widzicie: sa lustrzane.

Rys. 5. Globus nieba wykonany w 1564 roku.
Matq Delte opracowal Marek KORDOS
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Artykul jest skrécona wersja pracy Autora, ktéra zostala we wrzeéniu 1996 roku nagrodzona ztotym medalem w finale
Konkursu Prac Uczniowskich z Matematyki. Skréty w tekscie pochodza od redakcji.
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Michat STUKOW

W ponizszej pracy rozpatrujemy czworokaty, ktére jednoczednie sa wpisane

W pewien okrag i opisane na innym okregu. W calym tekscie R i r oznaczaja
promienie okregéw odpowiednio opisanego i wpisanego, O i I — érodki tych
Ol\legOW w = |OI] jest odlegloscia srodkéw, S to pole czworokata, a p — potowa
Jego obwodu. Naszym celem bedzie wyznaczenie w w zaleznosci od R i r, czyli
211ale21e111e wzoru analoblczneno do zachodzacego w kazdym tréjkacie wzoru

Eulera: w?> = R* — 2Rr.

1. Rozpatrzmy na poczatek prosty przypadek szczegdlny (patrz rys. 1), gdy
czworokat ABC'D jest trapezem: réwnoramiennym (bo tylko réwnoramienny
trapez mozna wpisa¢ w okrag), o podstawach dtugosci a i b (@ > b) i ramionach

dtugosci “j,'b (bo tylko taki trapez réwnoramienny mozna opisaé¢ na okregu).

Punkty K, L, M niech beda srodkami bokéw (odpowiednio) AB, BC', C'D.
Wéwezas srodek okregu wpisanego I jest srodkiem KM, O za$ lezy na
prostej M K tak, ze I € OM. Z twierdzenia Pitagorasa mamy

w® = |OL|* - |IL|* = |OB|* — |BL|* - |IL]
a poniewaz |BL| = |IL| = (a + b)/4, wiec

(a+b)?
8
Wystarczy wiee wyznaczyé k = (a + b)? w zaleznosci od R i r. Pray
oznaczeniach z 1y>unku 2 mamy z twierdzenia sinuséw: m = 2R sin «. Ponadto,
b)?
m? = 4r? 4 L8220 a+ z twierdzenia Pitagorasa, a sina = [HD|/|AD| = 4r/(a + b).
Rugujac z tych trzech réwnail niewiadome m oraz sin « otrzymamy

:’:R:’_

9

%—}-47 k— GAR*r® =

Spéjrzmy na to jak na réwnanie kwadratowe z niewiadoma k (liczby R
1 7 traktujemy jako parametry). Wyznaczywszy k dostaniemy po latwych
przeksztalceniach

(1) w? = R*+r? — /2 4 4R2 .

2. Jako drugi przypadek szczegélny rozpatrzymy deltoid ABC'D o dwéch
przeciwlegtych katach prostych (pa‘uz rysunek 3). Punkt O pokrywa sie
ze érodkiem odcinka AC, punkt I za$ lezy na dwusiecznej ZADC, wiec

z twierdzenia o dwusiecznej mamy

a

IC| ~2R—]AI] — b

Stad |AIl = 2aR/(a+b), a w* = (R— R = AR%ab/(a + b)*. Pozostaje
wyznaczy¢ ab/(a+ b)* w zaleinoéci od promieni obu okregéw. W tym celu
oznaczmy przez S pole deltoidu réwne ab, natomiast przez p = a + b polowe jego
obwodu. Wéwczas S = pr, a stad wynika, ze

ab  r

(a+ b2 p

(drugie réwnanie dostamemy sto>ujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata A DC).
Jak poprzednio, rozwiazujemy réwnanie kwadratowe. l)\ wyznaczy¢ p,

a nastepnie po nietrudnym rachunku ponownie otrzymujemy wzér (1) - ten sam,
ktéry zachodzi dla trapezu réwnoramiennego.

4R* = p® — 2pr

Ta zgodnosé wynikéw dla dwéch réznych przypadkéw szezegdlnych pozwala
sformutowaé hipoteze:

wzor (1) zachodzi dla dowolnego cz worokata w])zsanego w okrag o promieniu R
¢ jednoczesnie opisanego na okregu o promieniu r.

o



3. Rozpatrzmy teraz przypadek ogdlny (patrz rys. 5,
ktdry zawiera potrzebne oznaczenia). W dowodzie
hipotezy wykorzystamy nastepujace wzory:

2) S=Vp-a)p-b)p-)p-d = Vabed,

" o V/(ab+ cd)(ad + be)(ac + bd)
3) = iR -

Pierwsza réwno$¢ w (2) to tzw. wzér Brahmagupty,
prawdziwy dla dowolnego czworokata wpisanego w okrag
(druga réwnosé bierze sie z faktu, ze czworokat jest
takze opisany na pewnym okregu). Wzor (3) jest
nietrudnym uogdlnieniem tozsamosei S = abe/4R
prawdziwe] dla kazdego tréjkata — zachecamy Czytelnika
do samodzielnego przeprowadzenia dowodu.

Zapiszmy wzdr (1) w postaci R? — w? = r\/r2 +4R2 — 2. | \ >

/T _

Z twierdzenia o siecznych okregu wynika, ze lewa strona \‘\ o %\ < /
jest réwna |[ID] - |IK|. Wystarczy wiec wyznaczyé /B N e T3 Y
ten iloczyn w zaleznosci od R i r. Oto szkic dowodu. ANTT==2 a = \ « /B
Katy ABK 1 ADK sa réwne, a stad wynika (prosze TTSem v 2",,/,/
sprawdzié!), ze tréjkat K BI jest prostokatny. Rozpatrujac \"‘\-‘\ \ B K 4
zalezno$ci bokéw 1 katéw w tréjkatach KBI i EBI, Tl
dostajemy s Y i K

gk =Bl _r

sinfB ~ sinf cos

(X[}

Rys. 5

Mnozac obie strony tej réwnosci przez |ID| = »/sin §, otrzymamy
9,2 2 p2 Q.2 P2
(4) D] |IK| = 27"- . 8'1° R _ 8 R .
sinasing  |AC|-|BD| ac+bd
Druga réwnosé wynika z twierdzenia sinuséw, a trzecia — z dobrze
Czytelnikom Delty znanego twierdzenia Ptolemeusza. Oznaczajac m = ac + bd
1 wykorzystujac wzory (2) oraz (3) dostajemy
(5) 1 (ab+cd)(ad +be) 1 (a2+62+b2—|—d3>
m 16R?5? 16R? ’
Poniewaz p = a + ¢ = b + d, wiec ze wzoru Brahmagupty (2) otrzymujemy
réwnosci (a + ¢)? = p? = 5%/r? = abed/r?. Stad a® + ¢* = % — 2ac 1 podobnie

ac bd

b -t = % — 2bd. Wykorzystujac obie te zaleznosci, przeksztatcamy (5) do

postaci
1 1) m
1o L (m jy
m 16 R \r2

Stad juz tatwo obliczamy m = 2r? + 2r/r? + 4R?, wstawiamy te wartosé
do (4) 1 po uwolnieniu mianownika od niewymierno$ci mamy gotowy dowdd
postawionej wezesnie] hipotezy.

Warto podkresli¢, ze rozpatrzenie przypadkéw szczegdlnych istotnie pomogto
. K , e 9 9 9 9 92 2

nam w uzyskaniu dowodu zaleznosci w= = R* + r* — rv/r? + 4R? w ogdlnym
przypadku. Po pierwsze, mozna byto sformulowad hipoteze gloszaca, ze w zalezy
jedynie od R i 7. Po drugie, wiadomo bylo, czego nalezy dowodzié, a dzieki temu
mozna bylo zastosowaé twierdzenie o siecznych okregu. Rozumowania tego typu,
pokazujace droge od sformutowania hipotezy do jej kompletnego dowodu, rzadko
pojawiaja sie w literaturze szkolnej, a szkoda, bo sa bardzo ksztalcace.

Na koniec zauwazmy jeden ciekawy wniosek plynacy ze wzoru (1): zawsze mamy
2
w” > 0, a stad

Ezﬁ,
.

przy czym réwnosé zachodzi, jak tatwo sprawdzié, jedynie dla kwadratu.




Rys. 1

Rys. 2
A=B
l P
R
S
Rys. 3
P
AP’
01 02
Rys. 4
/ /
| /X
/)
pE
Rys. 5

Nawiasem mdwiac taki jest sens

— skracanie rozumowan — kazdego
wprowadzania do matematyki nowych
pojeé. W przeciwnym razie méwilibysmy
w matematyce jedynie bezposrednio

o liczbach, figurach i granicy — nie byloby
miejsca ani na réwnania, ani na funkcje,
ani na zbiory, slowem wlasciwie na nic

z tego, czym sig¢ faktycznie w matematyce
zZajmujemy.

Mamy okrag o (o érodku O i promieniu r) oraz punkt P. Okazuje sie,

ze jakakolwiek wezmiemy prosta przechodzaca przez P i przecinajaca o

— oznaczmy punkty przeciecia przez A 1 B — zawsze liczba PA.PB jest taka
sama (dla nie lubiacych wektoréw: ten iloczyn to po prostu iloczyn PA - PB,
gdy P nie lezy na odcinku AB i minus ten iloczyn, gdy lezy).

Dowéd powyzszego stwierdzenia polega na wykazaniu, ze liczba ta jest réwna

PO? — r%. Na szczedcie nie ma z tym ktopotu (choé niektérzy. .. — prosze zajrzeé

do kacika olimpijskiego w tym numerze). Wystarczy poprowadzié prosta PO

— oznaczmy jej punkty przeciecia z o przez R1.S. Okazuje sie (rys. 11 2),

ze w kazdym przypadku tréjkaty PAR 1 PSB sa podobne (bo ZAPR = /SPB

— jako réwne lub wierzchotkowe — oraz ZPAR = £ PSB - jako wpisane oparte

na tym samym tuku). Wobec tego
PA PS
PR~ PB’

Ale PS = PO + r, natomiast PR to PO — r, gdy P jest na zewnatrz okregu

17— PO w przeciwnym przypadku.

czyl PA+PB= PR+»PS.

Aby sie upewni¢, ze z nami nie jest tak, jak z tymi z kacika olimpijskiego,
zadanie sprawdzajace: wykazaé, ze gdy A = B — czyli gdy prosta przez P jest
styczna do okregu (rys. 3) — to tez jest dobrze.

Ze wzgledu na geometryczne znaczenie, podane w pierwszym akapicie, liczba
PO?* — r? nazywana jest potega punktu P wzgledem okregu o. Nie jest to
zadna madrosé, tylko narzedzie pozwalajace krécej opisaé niektére sytuacje
geometryczne. Potega ma wlasciwie jedna istotna wlasnosé:

punkty majqce rowne potegi wzgledem dwdch okregow lezq na jednej prostej
(nazywa si¢ ja prosta potegowa tych okregéw).

Oto uzasadnienie. Niech punkt P ma taka sama potege wzgledem oy i 0,
ponadto niech P’ bedzie jego rzutem prostokatnym na O;0s. Wéwezas (rys. 4)
g_ .73 % .3 2 2 2 2 2 _ 9
PO; =r; = PO; — 13, P'Oi + P'P? —v{ = P'O; + P'P* —r3,
9 9 2 9
P/OI —-ry = (OlOg — P’Ol)" — 5,
2 2 B 2 .
7’i+010§—2'0103-P101 — Ty =i
9 9 9
0105 +r{ — 13
20104
Ostatecznie, bo oznacza to, ze rzuty prostokatne wszystkich punktéw o réwnych
potegach wzgledem o) i 02 na prosta 010+ sa w tym samym miejscu — wszystkie
takie punkty musza wiec lezeé na prostej oznaczonej na rysunku 4 kolorem.

czyli
czyli

czyli

1 ostatecznie

POy =

Dla kolejnego sprawdzenia, czy nie jestedmy przypadkiem tacy, jak. .., trzy
proste zadania: uzasadnié, ze

L. gdy okregi sa styczne, to ich prosta potegowa jest ich wspdlua styczna

w punkcie stycznodci,

2. gdy okregi si¢ przecinaja, to ich prosta potegowa przechodzi przez ich punkty
przeciecia,

3. gdy dane sa trzy okregi, to proste potegowe wszystkich trzech par albo maja
wspdlny punkt, albo wspdlny kierunek.

Uwaga: do rozwigzania zadania 3 nie jest potrzebna geometria!

Na zakonczenie przyktad bardziej efektownego zadania — jego rozwiazanie
dobitnie pokazuje, jak skraca sie rozumowanie, gdy uzywamy pojecia potegi:
Punkt Q lezy wewnatrz odcinka PR. Rozpatrujemy rodzine wszystkich
okregow przechodzqeych przez Q i R. Opisaé figure 2tozonq ze wszysthich
punktow stycznosci prostych przechodzacych przez P z ktéryms = okregiw tej
rodziny (rys. 5).

Faktycznie nie ma tu co robié¢ — jest to okrag o promieniu \/PQ - PR.
Marek KORDOS
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Kacik olimpijski (20)

Wyjscie z cienia
Jedno z zadan II stopnia XLVI Olimpiady Matematycznej brzmialo:

W szedciokqcie wypuklym ABCDEF zachodzq réwnosci |AB| = |BC|, |CD| = |DE|,
|EF| = |FA|. Wykazaé, ze proste zawierajace wysokosci trogkatow BCD, DEF « FAB,
poprowadzone odpowiednio z wierzchotkéw C, E, A, przecinajq sie w jednym punkcie.

Zadanie nie jest latwe; zachecam do samodzielnej préby rozwiazania. Dopiero potem
(Iub po rezygnacji) proponuje dalsza lekture.

Oto rozwiazanie Komitetu Gléwnego, dostarczone po zawodach uczestnikom -
zadziwiajaco krétkie:

Rozwazimy okregi o srodkach B, D, F i promieniach odpowiednio réwnych |BA|, |DC|,
|FE|. Osie potegowe tych okregéw pokrywajq sie z prostymi zawierajgcymi rozpatrywane
wysokosci tréjkatow BC'D, DEF, FAB. Oczywiscie, te trzy osie potegowe przecinaja
ste w jednym punkcie.

Uczestnicy zawoddw przewaznie reagowali na tre$¢ rozwiazania stwierdzeniem, ze nigdy
nie styszeli o osiach potegowych okregéw. Niektdrzy zreszta rysowali w brudnopisach
opisane okregi, nie wiedzac, ze mozna sie tu na cos$ powotac.

Osi potegowych nie ma w programie szkolnym, nie jest to tez ,klasyczny” chwyt
olimpijski (typu zasady szufladkowej czy twierdzenia Cevy). Niemniej jednak
uczestnicy potrafili sobie z zadaniem poradzi¢! W Krakowie rozwiazalo je kilka oséb,
czterema réznymi, bardzo tadnymi sposobami.

Jeden z dowoddéw oparty byl na lemacie: Proste prostopadte do bokdw trégkata ABC
poprowadzone z punktéw C' € AB, A' € BC, B' € AC przecinajq sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy |AC'|* +|BA'|? +|CB'|> = |BC'|? +|CA'|> + |AB']*>. By to
wykaza¢ w jedna strone, wystarczy zastosowaé twierdzenie Pitagorasa; urok dowodu
polega na pieknym wykazaniu implikacji odwrotnej. Prowadzimy dowdd nie wprost,
zaktadamy, ze zachodzi nieréwnos$¢ — po czym przesuwamy réwnolegle jedna z prostych
do punktu przeciecia dwdch pozostatych i korzystamy z wykazanego wynikania

w przeciwna strone. .. Szczegdly pozostawiam Czytelnikowi.

Natomiast inny sposéb wrecz olénil Komitet Okregowy; nikt sposrdd nas nie
spodziewal si¢. ze mozna problem pokonaé metoda tak tadna. Oto ona. Jezeli
LABF 4+ /DBC > £FBD (i analogicznie przy dwdéch pozostaltych katach
tréjkata BDF'), wtedy rysunek czterech tréjkatéw jest... siatka czworoscianu
o podstawie BDF. Szukany punkt przeciecia za$ to po prostu rzut wierzchotka!

No dobrze, ale to przypadek tatwiejszy. Co zrobié, gdy LABF + LtDBC < LFBD?
Oznaczmy spodki badanych wysokoéci przez A*, C*, E*. Na prostej AA™

oblerzmy punkt A’, a na prostej CC* punkt C’ tak, by |A'B| = |BC’|

i LZA'BF + (DBC’ > (FBD. Nastepnie wezmy punkty E’ na prostej EE* i A” na
prostej AA* tak, by |C'D| = |DE'|i |E'F| = |FA"|. Jezeli wykazemy, ze A’ = A", to
szeéciokat A’ BC'DE'F tworzy siatke czworoscianu i 1zecz sprowadza sie do pierwszego
przypadku, bo badane proste sie nie zmienily. .. Ale wykazanie, ze 4’ = A" jest
niezwykle tatwe, wystarczy kilka razy zastosowaé twierdzenie Pitagorasa wykorzystujac
zatozona réwnoé¢ odpowiednich odcinkéw.

To pozostawiam jako éwiczenie.

Pomyst ,wyjscia w przestrzen” w zadaniu z geometrii ptaszczyzny jest niestandardowy
1 bardzo oryginalny (,odwazny”, jak powiedzial jeden z najbardziej do$wiadczonych
czionkéw Komitetu Okregowego). No, i przynidst przepiekny, krétki dowdd.

" A oto zadanie z etapu tej samej, XLVI Olimpiady Matematycznej; dowiedzialem sie,

ze ono réwniez ma oryginalne rozwiazanie za pomoca ,wyjécia w przestrzein”. Milej
zabawy!

Dana jest prosta k oraz lezace na niej trzy rézne punkty. Kazdy z nich jest poczatkiem
pary pétprostych, wszysthie te pélproste lezq w jednej pélplaszczyinie o krawedzi k.
Kazda z tych par pélprostych wyznacza = kazdg inna czworokat. Dowiesé, ze jesli w dwa
z tych czworokatdw mozna wpisaé okrag, to réwniez w trzeci mozna wpisaé okrag.

Czemu ten kacik zostal zatytulowany ,wyjscie z cienia”? W rozwiazaniu ,wyszliémy”,
co prawda, z siatki czworoscianu, ale po jej ,gieciu” mamy na plaszczyZnie cien
czworodcianu. Za$ ,,Wyjécie z cienia” to tytul ksiazki, ktéra goraco polecam, wydanej
w roku 1983, napisanej przez znakomitego, niezyjacego juz pisarza, Janusza A. Zajdla.
Zapewne niewielu z miloénikéw twdrczoéci Zajdla (w tym, byé moze, olimpijczykdw)
wie, ze Janusz Zajdel zostal wyrézniony w finale VI Olimpiady Matematyczne;j. . .

Rrzysztof CIESIELSKI
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X Klub 44

T 3 A i KX d $sr bl Tarbaviee -+ NA - 1173
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki.

— '\‘\‘,\'dm;m; Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakecji

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazal zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnosei danego zadania:
WT =4 -3S/N, gdzie S oznacza sum¢ ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestatly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1997

0N

Zadania z matematyki nr 339, 340

Redaguje Marcin E. KUCZMA

339. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Punkty P i Q leza odpowiednio na
pélprostych AB™ i AD™, przy czym |AP| = |CD|, |AQ| = |BC|. Wykazaé, ze érodek
odcinka PQ lezy na prostej AC.

340. Dowies¢, ze dla liczb nieujemnych «a, b, ¢ zachodzi nieréwnoéé

%(%IH—C—}-SG.M)Z%(\/I’_C‘F C(L+\/(lb).

&

Zadanie 340 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Yorvmraskion vcras . ’ " :
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru

Przypominamy tres¢ zadan:

331. Zalézmy, ze wielomian P(z), nie réwny tozsamodciowo zeru, spelnia podane
réwnanie i przyjmijmy Q(z) = P(1 — z). Wéwczas P(z) = Q(1 — z), co po
podstawieniu do réwnania daje zwiazek: Q((1 — z)%) = (Q(1 — 2))?; rtéwnowaznie:
(1) Q%) = Q(z)>  dla wszystkich = € R.
’ Przypuéémy, ze Q(z) nie jest jednomianem:; daje si¢ wiec zapisaé jako
Q(z) = az® + 2™ R(2),
gdzie m > k > 0 sa wykladnikami catkowitymi, « # 0 Jest stalym wspdlczynnikiem,
a R(z) jest wielomianem, R(0) # 0. Dla takiego wielomianu Q(z) wyrazenia po lewej
1 prawej stronie réwnania (1) maja (odpowiednio) postaé
2k+z2m.R( _2) (Q’TQk+')(L‘l‘k+7nR(")+1'2mR( )2

S W drugim z nich wystepuje z niezerowym wspélezynnikiem wyraz 2*1"; w pierwszym
— nie wystepuje. Sprzecznoéé dowodzi, ze Q(L) musi by¢ jednomianem: Q(z) = az*
(a # 0); z téwnosci (1) ) wnosimy, ze a = 1, i ostatecznie P(z) = (1 — z)*; wyktadnik k
moze by¢ dowolna nieujemna liczba catkowita. Dolaczajac do tej rodziny wielomianéw
Jjeszcze wielomian réwny tozsamogciowo zeru otrzymujemy ogdlne rozwiazanie
postawionego zagadnienia.

332. Jedli [OS| = h, to |OA| = h - ctga, [OB| = h - ctg 3,
B ¢ = |OA|* 4+ |OBJ? =’ (ctg’a + ctg?B),

i wobec tego

AV

|SC|=+/c2+h2=c¢c- \/1+

ctg? a—l—ctg B

=
oS




d
Rys. 1
Rys. 2
d
|/ >
ht I
F
Rys. 3
d
VZ
’ F
Rys. 4

Rys. 6

Zadania z fizyki nr 2

Redaguje Jerzy B. BROJAN

237. Jednorodny szeécian o boku a polozono na dwéch cienkich, réwnolegltych

i poziomych pretach odleglych o d (rys. 1). Tarcie migdzy szescianem a pretami nie
wystepuje.

a) Jaki warunek musza spelniaé¢ « i d, aby dla a = 0 réwnowaga byla trwata, tzn. aby
po malym przechyle nastepowal powrdt do tego polozenia?

b) Jaki warunek musza spelnia¢ a i d, aby szeScian mdgl spoczywaé na pretach

w réwnowadze dla pewnego kata a réznego od zera? Czy ten stan réwnowagi bedzie
trwaly?

238. Dwa pierwiastki w temperaturze pokojowej wystepuja w stanie gazowym,

przy czym jeden jest gazem jednoatomowym, a drugi — dwuatomowym. Okazuje

sie, ze zderzenia atoméw (lub czasteczek) pierwiastka A sa sprezyste (suma energii
kinetycznych przed zderzeniem jest réwna tej sumie po zderzeniu), natomiast

dla pierwiastka B czesto sa niesprezyste. Ktdry z pierwiastkéw A1 B jest gazem
jednoatomowym, a ktéry dwuatomowym, i dlaczego?

Po silnym oziebieniu gazéw okazalo sie, ze zderzenia obu rodzajéw czasteczek maja
taki sam charakter. Czy sa one wtedy sprezyste, czy niesprezyste, 1 dlaczego?

Po silnym podgrzaniu gazéw okazalo sig, ze zderzenia obu rodzajéw czasteczek takze
maja taki sam charakter. Czy sa one wtedy sprezyste, czy niesprezyste, 1 dlaczego?
Zachowujac temperature poczatkowa zmieszano gazy. Czy zderzenia czasteczek jednego
gazu z atomami drugiego sa sprezyste?

Rozwigzania zadan z fizy

Przypominamy tre$é zadan

229.

W zamknietei rurc ztalcie litery U dwie jedi

229. Niech dlugos¢ slupa gazu po jednej stronie wynosi z, a po drugiej 2] — x (vys.

(V]
—

Po odwréceniu rurki warunek réwnowagi stupa rteci przybiera postaé
(2l — 2z —x)pg = GLC (l— 1 ) :
s z 2-=x
Wprowadzmy oznaczenie 7 = nRT/pgS. Analiza algebraiczna wskazuje, ze jesli wykluczymy

symetryczne rozwiazanie 2 = [, to pozostaje nam réwnanie

2> —2z+7=0.

Ma ono rozwiazania pod warunkiem, ze [> > 7; nietrudno sprawdzié, ze te dodatkowe
rozwiazania sa stabilne, podczas gdy symetryczne polozenie shupa rteci staje sie niestabilne.
Jesli postawimy dany problem w taki sposéb, ze rurka pozostaje odwrécona i np.
rozpoczynajac od wysokiej temperatury (7 > [?) obnizamy ja, to w punkcie 7 = [> mamy do
czynienia z przykladem tzw. spontanicznego lamania symetrii, znanego w réznych galeziach
fizyki (w tym w fizyce czastek elementarnych).

230. Wystarczy dowolnie mala sila F', aby h osiagnelo warto$é¢ (I — d)/2 = 2 cm (rys. 3).
Dopiero po przekroczeniu tego punktu powierzchnia blonki zacznie sie zwiekszaé, przy czym
poczatkowo przybierze ona ksztalt przedstawiony na rysunku 4. Aby wyznaczy¢ dokladny
ksztalt ,niesklejonych” czedci nitki, rozpatrzmy sily dzialajace na jej maly fragment (rys. 5).
Poniewaz sily napiecia powierzchniowego sa prostopadle do nitki, wiec napinajaca nitke sila NV
ma wszedzie jednakowa warto$é. Warunek réwnowagi sil przedstawionych na rysunku 5 dla
malego kata o ma postaé

Na =2lo,

gdzie o jest napieciem powierzchniowym (czynnik 2 wynika z uwzglednienia obu stron btonki).
Widzimy, ze promien krzywizny nitki » = {/oo = N/20 jest staly, tzn. ma ona ksztalt luku
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— okregu. W przypadku przedstawionym na rysunku 4 promien luku r jest powiazany z h

wzorem

ISYN

a dalej znajdujemy

(1)

l=d—-2r+2(h—7r)+7r,

F =2N=4dor =40(d+2h - 1)/(4— 7).

F T Otrzymana zaleznos$é F'(h) jest liniowa, a obowiazuje ona dopéty, dopdki pewne odcinki
Rys. 7 nitki pozostaja ,przyklejone” do preta (w poblizu kotricéw nitki), a inne — do siebie

nawzajem (w poblizu $rodka). Przy podanych wartosciach [ i d (ogdlnie, gdy 2! < 7d) nitka

najpierw ,odklei sie do konca”

w srodku; nastapi to w momencie, gdy h przekroczy wartosé

hy = (I =d)/(r — 2) = 3,504 cm. Wtedy blonka przybierze ksztalt przedstawiony na rysunku 6

AR 1 mamy uklad réwnan

f (2)

hi ha h3

Rys. 8 Kompletujac dane numeryczne uzyskane z analizy réwnan (1), (2) i

h=r(l-cosa),

Maksymalna wartoscia h (osiagana w granicy F' — o) jest h

l=d—2rsino+ 2ra, F =4dorsina.

/ Wyeliminowanie kata o i wyznaczenie szukanej funkeji F(h) moze byé przeprowadzone w tym
przypadku tylko numerycznie. Przy dalszym zwigkszaniu sily F' osiagamy punkt i = hs,

w ktérym nitka ,odkleja sie” takie od preta. Wartosé hy mozna wyznaczyé dolaczajac do
réwnan (2) dodatkowy warunek d = 27 sin a; otrzymuje sie hs = 4,096 em. Po przekroczeniu
/ tego punktu obowiazuja réwnania (zob. rys. 7)

(3) h=r(cos3 — cos(a + 3)),

d=2r((sin(a + 3) —sinB), [=2ra, F =dorsin(a+43).

1/2 V2 = d? = 4,899 cm.

) otrzymujemy
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wykres F'(h) przedstawiony na rysunku 8.

List do Redakcji

Delty

Ciekawy skadinad artykul Stanistawa Mréwezyniskiego . Rozszezepienie Jader
uranu i datowanie skal” (Delz‘a 11/1996) koniecznie wymaga uzupehnenla
Czytelnik, ktéry nie uczyt sie jeszcze o uranie (a o pierwiastku tym méwi

si¢ dopiero w ostatniej klasie liceum) moze dojéé do wniosku (sprawdzitem

to na paru zdolnych uczniach), ze promieniotwdrczoéé uranu polega wtasnie
na rozszezepieniu jego jader, bo tylko o takiem rozpadzie najbardziej
rozpowszechnionego 1zotopu 2381, jest mowa w artykule. Tymezasem, dla
tego 1zotopu rozszezepienie jest zjawiskiem marginalnym: jedno rozszczepienie
przypada Srednio na blisko milion rozpadéw na czastke «, czyli jadro helu *He
oraz izotop toru *34Th. Ciekawe byloby wyjasnienie, dlaczeoo nie ten rozpad,
tylko wtasnie tak rzadkie rozszczepienie zostawia w <l\alach wyrazne slady. Licze
w tym wzgledzie na odpowiedZ Autora artykutu.

Dlaczego w gérach jest zimniej?

Najwigce]j energii w widmie stonecznym niesie
promieniowanie widzialne, ale bezposrednio ogrzaé
pow1et1za nie moze, gdyz jest ono dla niego przezroczyste.
Swiatlo moze przekaza¢ energie powierzchni Ziemi, dopiero
od niej ogrzewa si¢ powietrze. Ogrzane bariki powietrza
unosza si¢ ku gérze, rozprezaja (bo ciénienie ku gorze
spada), a wiec i ochladzaja.

Jak gwaltowny jest spadek temperatury z wysokoscia?
Mozna to oszacowaé w dwéch etapach.

1. Oszacujmy najpierw spadek ciénienia z wysokoscia.
Gdy obserwator uniesie si¢ o dk, to ciezar stupa powietrza
o jednostkowym przekroju nad nim zmaleje o godh, gdzie
g jest przyspieszeniem ziemskim, a o gestoscia. Spadek
cidnienia wynosi wiec

dP = —godh.

Przy powierzchni Ziemi mamy: g = 10 m/s?,
0=1,3 kg/m®, wiec dP ~ —13dh w jednostkach SI.
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2. Unoszace sie powietrze ochladza sie w przyblizeniu
adiabatycznie, czyli
PT7 = const, gdzie ~ = —2,5.
Wtedy
dp . dT
A
co po wykorzystaniu wyniku z punktu 1 daje

dT = —5% dh.

Podstawiwszy T'a 300 K, P = 100 000 Pa, stwierdzamy,
ze temperatura opada o 1,5 K na kazde 100 m wysokoéci.

Nic wigc dziwnego, ze nawet w tak niskich gérach jak
Tatry przez caly rok utrzymuja si¢ miejscami platy
$niegu. Troposfera jest ta warstwa atmosfery. w ktérej
temperatura spada ze wzrostem wysokosci. Wyzej
temperatura rosnie, gdyz w stratosferze lezy warstwa
ozonu absorbujaca stoneczny nadfiolet. Jeszcze wyzej,
w mezosferze, temperatura powietrza znowu spada ze
wzrostem wysokosci, tak jak byé powinno.

Tomasz KWAST



Zlota rybka,
czyli
dlaczego stawny jest Andrew Wiles,

a nie Anastazy Dudus

spisat K.C.

Mlody matematyk, Anastazy Dudu$, siedzial nad jeziorem
i, jak mawiaja zlodliwi, ,moczy!l kij w wodzie”. Okreslenie
to doéé dobrze oddawalo efekty towienia ryb tego dnia

— choé¢ zblizal sie wieczdr, wiaderko bylo wciaz puste.
Anastazy juz zamierzal 1$¢ do domu, gdy nagle sptawik
lekko drgnat. Dudu$ odczekal krétka chwile i poderwal
wedke. Udalo sie! Na koricu zytki trzepotala bezradnie
niewielka rybka, koloru robiacego wrazenie ztotego.

— Nigdy takiej nie widziatem — pomyslal Anastazy i zaczal
zwijaé kolowrotek, by sie przyjrze¢ doktadniej. — Istotnie,
chyba ztota — stwierdzil ze zdziwieniem i zabral sie do
odczepiania rybki, gdy ta otworzyla pyszczek i rzekla:

— Jedhi mnie wpuscisz z powrotem do jeziora, spelnie twoje
zyczenie.

Anastazy ostupial. Dopiero po chwili mégt wydobyé

z siebie glos:

— Myslatem, ze zlote rybki spelniajace zyczenia sa tylko

w bajkach. ..

— Skads sie te historie wziely. Dla nas bardzo dobrze,

ze ludzie w nas nie wierza; wiesz, co by sie dziato nad
jeziorami? — odparta rybka. — Wiec jak, interesuje ci¢
spelnienie zyczenia?

— Tak, tak... Ale dlaczego tylko jednego? W bajkach pisza
o trzech.

— Tak bylo kilka wiekéw temu. Teraz trudnosci, inflacja. ..
I tak dobrze, ze jesteSmy jeszcze w stanie oferowaé
spelnianie zyczen. Stuchaj, jesli mnie tak bedziesz tu
trzymal, to wkrétce nic z tego nie bedzie! Ja musze
przebywaé w wodzie!

Anastazy zaczal intensywnie mysleé. Czego sobie zyczyé?
Pieniedzy? Stypendium zagranicznego? Najlepiej stawy

w $rodowisku matematycznym, ale jak to wyrazi¢
konkretnie? I wtedy przyszedl mu do glowy pomyst.
Poprosi o rozwiazanie stynnego problemu i opublikuje!

— Chce pozna¢ dowdd Wielkiego T'wierdzenia Fermata

- rzekl.

Rybka zamysélita sie.

— Ja osobiscie nie znam... Musisz mnie wpusci¢ do wody,
dowiem sie, wyplyne i ci powiem.

— Powie mi, a czy ja zapamietam? — pomyslal Dudus,
ktéremu zazwyczaj po wyktadach na studiach trudno bylo
powtdrzy¢ nawet sformutowania podanych twierdzei.

— Hm... A czy mdgltbym dostaé ten dowdd na piémie?

— Oczywiscie! To nawet bedzie dla mnie latwiej — ucieszyla
sie rybka.

Anastazy Dudu$ wpuscil rybke do wody i usiadl w pozycji
wyczekujacej nad brzegiem. Nie czekal dlugo. Rybka po
chwili wyplyneta, w pyszczku trzymala kartke papieru

w plastikowej folii. Z daleka Dudu$ widzial symbole
matematyczne wydrukowane na drukarce laserowej.

— Tylko jedna kartka! Moze wigc istotnie Fermat

znat dowdd? — to byla pierwsza mysl, ktéra przyszta
Anastazemu do glowy. Podszedl do rybki i wzial kartke.
Rybka wdziecznie machneta mu na pozegnanie ogonkiem

i znikneta w jeziorze.

Dudus$ wzial kartke i zaczal czytad.

, Ztota Rybka”
Spdtka z o.0.

Szanowny Panie,

W ostatnim okresie firma nasza ma ogromne trudnosci.
Zostali§émy praktycznie pozbawien: dotacji z budzetu.
Nie mamy sponsordw, gdyz wptat wspierajgcych naszg
dziatalnosé nie mozna odliczyé od podstawy opodatkowania,
za$ wplywy wlasne sq nad wyraz mizerne. Od wartosci
Swiadczonych ustug ptacimy podatek VAT (22%). Ponadto
przepisy zobowigzujg nas do odprowadzania do centralnej
kasy podatku od zarobkdéw pracownikéw w wysokosci 21 %,
a takze 48% pensji na ZUS. W tych warunkach zmuszeni
jestesmy pokrywaé te koszty z funduszy przeznaczonych
na Swiadczenie ustug klientom, a co za tym idzie, jakosé
tych ustug musi zostaé — mamy nadzieje, nieznacznie
— obnizona. W zwiqzku z powyzszym, zamiast zamdwionego
przez Pana dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata
zalgczamy (ponizej) dowdd Malego Twierdzenia Fermata.

Z powazaniem
Prezes
(podpis nieczytelny)

Pilka jest okragla - méwi znane powiedzenie. Nie jest
to Scisle; na przyklad pitka nozna to troche zdeformowany
dwudziestoécian Scigty (ktdry, jak latwo sie domysli¢, ma
32 Sciany).

Takze 1 monety nie zawsze sa okragle. Istnieja monety,
ktdrych przekroje poprzeczne sa wielokatami, 1 to
foremnymi! Uwaga — chodzi o przekroje, nie za$ o to, ze na
monecie uwidoczniony jest tréjkat (najczesciej wpisany

w obwdd monety), bo takie tez sa.

Trzynastokatem foremnym jest 20 koron czeskich
(nowych). Dwunastokatéw znamy az pieé: 50 centéw

z Australii, 5 centéw i 1 cent z Kanady, 3 pensy z Wielkiej
Brytanii (kilkanascie lat temu wycofane z obiegu)

1 10 senti somalijskich. Jedenastokatem jest 1 dolar
kanadyjski, o$miokatem — 250 filséw z Iraku (wyjatkowo
tadna moneta), siedmiokatami — 50 penséw i 20 penséw

z Wielkiej Brytanii. Istnieje szesciokat, jest nim 20 pais
(Indie). Jest tez i... kwadrat, 5 pais z Indii.

Ciekawostka: istnieja dwa rodzaje kanadyjskiej] monety
pieciocentowej, niemal identyczne, z takimi samymi
rysunkami i napisami, rézniace sie¢ jedynie obwodem.
Sa pieciocentéwki — kota i sa dwunastokaty foremne.

Moze Czytelnicy EPSILONA znaja inne przyklady?
Bedziemy wdzieczni za informacje (a jeszcze bardziej za
przyslanie nam w prezencie rzeczonych monet, do kolekeji).
7 géry dzigkujemy!

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Po$miechowski, Marcin Pozniak.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem ¢.
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~ Matematyka ma wiele twarzy.

Matematyka jest uniwersalnym jezykiem innych nauk. Laureat
Nagrody Nobla z fizyki za rok 1963, Eugene Wigner, mawiat

0 niepojetej skutecznosci matematyki w naukach przyrodniczych.
Dzi$ na poparcie swego sadu mogiby sypac przykiadami z rekawa,
mowigc o modelach matematycznych juz nie tylko w fizyce, chemii
i biologii, ale tez w meteorologii, finansach, ubezpieczeniach...

Informatyka i matematyka sa zywe. W ostatnim czasie powstalo
wiele ich nowych dziedzin; niektére z nich - dzieki wzajemnemu
przenikaniu sie obu tych nauk. Co roku na calym swiecie ukazuje
sie kilkadziesiat tysiecy nowych prac matematycznych. Czesé z nich
powstaje w naszych murach, na Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki UW.

Wyksztaicenie, ktére oferuje nasz Wydziat, to bardzo cenny’ .-
skiadnik-bagazu na cale zycie, niezaleznie od-tego, czy ZOStANesz
navkowcem wnatczycislem, peligrafém, ekonomista, pelitykiem :
CZy bankow cenr -NasiahSolwencli=maie fiaiyCy Tinformatycy -
Zdobywajgznaczace pozycie WhalbatdZicl oZnvinietyehidaajach™ &
Swiata. : y | @

O'wszysikim mozesz przékenat sic. Sam.=

zaprasza Cie na' studia

Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Banacha 2 (wejscie od ul. Pasteura). -

Blizszych informaciji o rekrutacji na Wydziat MIM udzielé o

Dziekanat ( | pietro, pon.-pt., godz. 9 -15),

(0-22) 658-30-93

W Dziekanacie mozna rowniez nabyé informator dla
kandydatéw na studia na Wydziale
oraz testy egzaminacyjne z lat ubiegtych.
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