SPIS TRESCI
NUMERU 3(274)

Szyfry z publicznym kluczem

Wojciech Guzicki str. 1
Jeszeze o Europejskim

Konkursie Prac Mlodych

Naukowcow str. 4
Sita zbioru

Marcin Kowalczyk

i Marcin Sawicki str. 5
Mala Delta str. 8
Wspomnienie o Wladystawie
Natansonie (1864-1937) str. 9
Tym, ktorzy. .. str.10
Obserwujemy wiry

Stanistaw Bednarek str.12
Zadania str.13
Klub 44 str.14
Patrz w niebo str.16
Epsilon str.17

W nastepnym numerze:

Pozytony

Oktladke i ilustracje wykonat
Krzysztof BIESAGA

Wybdr artykuléw z Delty

ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem
http://sunsite.icm.edu.pl/ delta/

Wydaweca:
Uniwersytet Warszawski

QD1 — Moje maszyny pracuja naprzod.

»Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesigcznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badan Naukowych.
Komitet Redakeyjny:
Andrzej Bialtynicki-Birula
Bogdan Cichocki

Redaguje kolegium w skladzie:
Wiktor Bartol
Krzysztof Blesaga

- wiceprzewodniczacy Wojciech Kopczyriski = z-ca red. nacz.
Krzysztol Ciesielski Krystyna Kordos — sekr. red.
Jan A. Gaj Marek Kordos — red. nacz.

Piotr Goldstein
Tomasz Hotmokl
Andrzej Hrynkiewicz
Wiestaw A. Kaminski
Marta Kicinska-Habior
Krzysztol Maslanka
Andrzej Makowski
Zdzistaw Pogoda
Feliks Praytycki
Michal Rozyczka
Konrad Rudnicki
Zbigniew Semadeni
Grzegorz Sitarski
Andrzej Woszczyk
Wiestaw Zelazko — przewodniczacy

Tomasz Kwast

Anna Ludwicka

Anna Rudnik

Pawel Strzelecki

Joanna Udalska

Piotr Zalewski

Adres Redakeji:

ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa
tel. 43-02-41(-2) wewn. 21
PAWELSTa@aMIMUW EDU.PL
Wydrukowano

w Drukarni Naukewo-Techniczne]
w Warszawie, ul. Minska 65
Sklad systemem TEX wykonala Redakcja.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zt 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1997 r. wynosi 5 z. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Whplaty na prenumerat¢ przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na II kwartal 1997 r. wynosi 7 =zt 50 gr.

3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe
»Ruch” S .A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opasky”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Whptlaty przyjmuje ,RUCH” S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK 5.A,
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 8% — 14%%.
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplacone] prenumeraty, @ wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotniczg, ktérej koszt w pelni pokrywa zamawiajgcy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 111 20 I1 na IT kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5IX 20 VIII na IV kwartal,

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, prayjmowane od oséb zamieszkalych za granicg,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamdéwienia lub wptaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH" 5. A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17 wewn. 2366,

Cena 1 egzemplarza 2 21 50 gr

Numery archiwalne mozna naby¢ w Redakc)i osobiscie lub korespondencyjnie.



Oto przyktad, w ktérym jednostkami
tekstu sg pary liter. Nie rozrézniamy liter
1 oraz J; zawsze piszemy I. Litery takiego
uproszczonego alfabetu zapisujemy

w dowolnej kolejnoéci w tabelce o pigciu
wierszach i pigciu kolumnach:

mH Y,
[ I
o own=
= m = o=
O ™mBD -

Pary liter szyfrujemy nastepujaco:

jesli obie znajduja sie w jednym
wierszu, jak np. FU, to zamiast kazdej
bierzemy nastepnag literg z tego samego
wiersza. Zamiast FU wezmiemy wigc AQ.
Oczywiécie, zamiast ostatnie] litery
bierzemy pierwsza. Jeéli obie znajduja
sie w te] samej kolumnie, to bierzemy
nastepne litery z tej samej kolumny:
zamiast DO — LM. Wreszcie, jesli obie
litery znajdujg si¢ w réznych wierszach
i réznych kolumnach, np. FB, to zamiast
pierwsze] litery F bierzemy litere z tego
wiersza co F i z te] kolumny co B,

a wiec U, a zamiast drugiej litery B
bierzemy literg z tego wiersza co B i fej
kolumny co F, czyli T. Pare FB szyfrujemy
wiec jako UT. Ten system szyfrowania
nazywany jest szyfrem Playfaira.

Korzystajac z tablic czestodei
wystepowania par liter réwniez taki szyfr
mozna zlamaé metodami statystycznymi.

RB — Wloke mojg kotwiceg.

Szyfry z publicznym kluczem
Wojciech GUZICKI

W poprzednim artykule (Delta 1/1997) poznaliémy przyktady tzw. szyfrow
klasycznych. Popatrzmy jeszcze raz, na czym polega szyfrowanie za pomoca
takich szyfréow. Przede wszystkim dzielimy tekst, ktéry chcemy zaszyfrowac,
na tzw. jednostki tekstu. W naszych przykladach byty to pojedyncze litery,
ale mozna tez uzywaé par, tréjek, czworek liter itd. Kazda jednostke tekstu
zastepowaliémy inna jednostka tekstu i z nich sktadaliémy tekst zaszyfrowany.
Na przyktad, w klasycznym szyfrze Cezara jednostke tekstu A zastepowalidmy
jednostka tekstu D, a jednostke K — jednostka N.

Sprébujmy teraz sformalizowaé pojecie systemu kryptograficznego. Niech

P bedzie zbiorem wszystkich jednostek tekstu uzywanych w tekstach jawnych,
a C zbiorem wszystkich jednostek tekstu uzywanych w tekstach zaszyfrowanych
(te dwa zbiory moga by¢ réwne, jak w dotychczasowych przykladach, a moga
tez byé rézne). Niech £ bedzie zbiorem kluezy szyfrowania i D zbiorem

kluczy rozszyfrowywania. Szyfrowanie polega wtedy na obliczaniu wartosci
pewnej funkeji f : P x & — C, a rozszyfrowywanie — na obliczaniu wartosci
funkeji w pewnym sensie odwrotnej g : C x D — P. Jezeli mamy dany pewien
klucz szyfrowania e € £ i odpowiadajacy mu kluez rozszyfrowywania d € D,

to jednostke tekstu jawnego P szyfrujemy jako f(P,e), a jednostke tekstu
zaszyfrowanego C' rozszyfrowujemy jako g(C, d). Oczywiscie, dla kazdej jednostki
tekstu P musi zachodzié¢ réwnosé

g(f(P,e),d)=P.
Klasyczne systemy szyfrowania to takie systemy, w ktérych klucze e i d albo sa
identyczne, albo jeden z nich mozna tatwo otrzymac z drugiego. Co to znaczy,
ze jeden z tych kluczy mozna latwo otrzymac z drugiego? Otéz znaczy to,
ze istnieje szybko dzialajacy algorytm, za pomoca ktdérego mozemy wyznaczyé
kluez d, jedli znamy klucz e. Na przyklad, jesli kluezem szyfrowania byta pewna
permutacja liter alfabetu lacinskiego, to klucz rozszyfrowywania wyznaczamy
szybko, znajdujac permutacje odwrotna. Szyfry z publicznym kluczem to
takie szyfry, dla ktérych nie znamy zadnego szybko dziatajacego algorytmu,
za pomoca ktérego mogliby$my znalezé klucz rozszyfrowywania, jeli znamy
klucz szyfrowania.

Zobaczymy teraz przyklad takiego szyfru. Ten system kryptograficzny,
opracowany w 1978 roku przez trzech matematykdéw (R.L. Rivesta, A. Shamira
i L.M. Adlemana) i nazywany w skrécie (od nazwisk autoréw) szyfrem RSA,
jest dzi$ jednym z najbardziej popularnych szyfréw z publicznym kluczem.
Gléwny pomyst tego szyfru polega na tym, ze wybieramy duza liczbe zlozona n,
ktérej rozklad na czynniki pierwsze znamy; duza na tyle, by nikt inny nie umial
roztozy¢ jej na czynniki. Okazuje sie bowiem, ze dotychczas nie znamy zadnego
szybko dzialajacego algorytmu, za pomoca ktérego mogliby$my rozktadaé

na czynniki liczby majace nieco ponad 100 cyfr (w systemie dziesigtnym).

Klucz szyfrowania mozemy dobraé¢ prawie dowolnie. Jednak aby z tego klucza
szyfrowania otrzymaé klucz rozszyfrowywania, potrzebna jest znajomosé
czynnikéw pierwszych liezby n. My te czynniki znamy i dlatego umiemy

szybko ten klucz znalezé. Nikt inny tych czynnikéw nie zna, wiec nie potrafi
znalezé klucza rozszyfrowywania. Klucz szyfrowania moze wiec by¢ podany

do wiadomoéci wszystkim, a tylko my bedziemy znali klucz rozszyfrowywania.
Przyjrzyjmy sie teraz temu systemowi dokladniej.

Jednostki tekstu kodujemy za pomoca liczb naturalnych. Kazdej literze
przypiszemy ciag dwéch cyfr: A =01, B =02, ..., Z = 26. Przyjmijmy na
poczatek, ze jednostkami tekstu beda pary liter. Pare WG kodujemy za pomocy
czterech cyfr: 2307. Pare AB kodujemy za pomoca cyfr 0102, czyli po prostu za
pomoca liczby 102. W ten sposéb kazda jednostka tekstu zostanie zakodowana
za pomoca liczby trzycyfrowej lub czterocyfrowej. Nastepnie wybieramy dwie
liczby pierwsze p i ¢ i mnozymy je: n = p - ¢. Liczby p i ¢ dobieramy w taki
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Rozwigzanie zadania F 448. Na rakiete
spadajaca swobodnie w tunelu dziala sila
n'.\gr'
T R
(m jest masg rakiety, a r odlegloécia od
srodka Ziemi), a jej energia potencjalna
Wynosi

??’Igf‘"‘
2R
Korzystajac z zasady zachowania energii

E, =

1 1 2
Evngﬂ — Eﬂ’ﬂi o

wyznaczamy predkosé rakiety w srodku
Ziemi. Otrzymujemy

L'g:\/g_R

(jest ona réwna pierwsze] predkosci
kosmicznej ).

Niech Av bedzie przyrostem prgdkosei,
jakiego musi doznaé rakieta mijajac
srodek Ziemi, aby na jej powierzchni
uzyskala wartoéé vy, Z zasady
zachowania energii

1 - 1 , J:
.—)-m(uu + ﬂn.'); = ;nwfl + ;rngR

otrzymujemy

1
Av = vy & 5,8 km/s.

3
V2
Zeby zrozumied ten wynik, zauwazmy,

ze dla rakiety startujacej z powierzchni
Ziemi, zgodnie z zasada zachowania
pedu, czesé energil wytworzone] w silniku
zostanie zuzyta na nadanie energii
kinetyczne] gazom wyplywajacym z dysz
silnika.

Jesli jednak rakieta ma pewna predkosé,
to energia przekazywana gazom jest
mniejsza. Na przyklad, gdyby predkosé
wyplywu gazéw wzgledem rakiety byla
rowna predkosel rakiety wzgledem

Ziemi, to predkoéé¢ gazdéw wzgledem
Ziemi bytaby réwna zeru, czyli cala
energia wytworzona w silniku zostalaby
przekazana rakiecie. Zadanie to pokazuje,
ze pole grawitacyjne mozna wykorzystaé
w nawigacji migdzyplanetarnej,

co rzeczywiscie czyni sie wykorzystujac
pole grawitacyjne ciezkich planet (Jowisz,
Saturn) w misjach sond takich, jak
Voyager.

W naszym przykladzie kluczem
szyfrowania byta liczba 13. Zastosowanie
algorytmu BEuklidesa daje nam klucz
rozszyfrowywania: d = 7909. Jednostke
tekstu o kodzie 2307 szyfrujemy
podnoszac liczbe 2307 do potegi 3
modulo 14933, Nietrudno przekonaé
si¢ za pomoca krétkiego programu
komputerowego, ze otrzymamy

wynik 11596, Aby go rozszyfrowad,
musimy podniesé liczbe 11596 do
potegi 7909 modulo 14933. Za pomoca
tego samego programu komputerowego
przekonamy sig, ze ta potega jest
réwna 2307.

spos6b, by wszystkie jednostki tekstu byty kodowane liczbami mniejszymi niz n.
Na przyktad, mozemy wzia¢ p = 109 i ¢ = 137. Wtedy liczba n = 14933 jest
wigksza od najwigkszego mozliwego kodu pary liter: dla pary ZZ tym kodem jest
liczba 2626.

Liczby p i ¢ trzymamy w tajemnicy, natomiast ujawniamy wszystkim liczbe n.
Oczywiscie, jesli liczby p i q sa male, to liczbe n bez trudu mozemy roztozyé
na czynniki. Nawet korzystajac tylko z niewielkiego kalkulatora, zrobitby to
Czytelnik w podanym wyzej przypadku nie dluzej niz w pare minut. Jednak
w powaznych zastosowaniach wybieramy znacznie wieksze liczby pierwsze,

np. stucyfrowe. Rozlozenie liczby n na czynniki jest wtedy praktycznie
niemozliwe.

Teraz znajdujemy klucze: szyfrowania i rozszyfrowywania. W tym celu obliczamy
najpierw wartosé¢ tzw. funkcji Eulera ¢(n) dla liczby n. Liczba ¢(n) jest

liczba tych liczb dodatnich 1 nie wiekszych od n, ktére sa wzglednie pierwsze

z liczba n, tzn. nie maja wspélnych z n dzielnikéw wiekszych od 1. Nietrudno
stwierdzi¢, ze jedli liczba n jest iloczynem dwdch liczb pierwszych pi g,

to ¢(n) = (p— 1) - (¢ — 1). Poniewaz znamy liczby p i ¢, to mozemy tatwo
obliczy¢ ¢(n). Zauwazmy jednak, ze nikt inny nie bedzie umial tego zrobié.

Nie znamy bowiem dotychczas wlasciwie zadnej innej metody obliczania p(n).

Nastepnie wybieramy jakakolwiek liczbe e wzglednie pierwsza z ¢(n). O tym,
czy dwie liczby sa wzglednie pierwsze, mozemy przekonaé si¢ latwo (i szybko)
za pomocg algorytmu Euklidesa. W naszym przykladzie mamy p(n) = 14688

1 jako liczbe e mozemy wziaé np. 13. Latwo sprawdzié, ze 13 nie jest dzielnikiem
liczby 14688. Poniewaz 13 to liczba pierwsza, wiec jest tez wzglednie pierwsza

z liczbg 14688. Liczba e bedzie wraz z liczba n kluczem szyfrowania. Wreszcie
musimy znalez¢ odpowiadajacy temu kluczowi klucz rozszyfrowywania.
Korzystamy w tym celu z nastepujacego prostego twierdzenia:

Twierdzenie. Jesli liczby a i m sa wzglednie pierwsze, to istnieje taka liczba b,
ze ab=1 (mod m).

Uwaga: Przypominamy, ze 2 =y (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy m dzieli z — y.

Szkic dowodu. Korzystajac z algorytmu Euklidesa znajdujemy takie liczby b i ¢,
ze ab+ mc = 1. Wtedy ab=1 (mod m).

Kluczem rozszyfrowywania bedzie liczba d, dla ktérej zachodzi kongruencja

ed =1 (mod @(n)). Zauwazmy, ze jeéli znamy klucz e i chcemy poznaé klucz d,
to najpierw powinni$my obliczy¢ ¢(n), a dopiero potem zastosowaé algorytm
Euklidesa. Nie znamy przy tym wlasciwie zadnej innej metody znajdowania
klucza d. Tak wigc, jesli bedziemy trzymaé w tajemnicy obie liczby pierwsze

p i ¢, to nikt inny nie bedzie mdgl obliczyé ¢(n) i tym samym nie bedzie mégt
znalezé klucza d.

Mamy juz oba klucze e i d. Trzeba tylko pokazaé, w jaki sposéb ich uzywamy.
Przypu$émy wigc, Ze jakaé jednostke tekstu zakodowaliémy za pomoca pewnej
liczby a mniejszej niz n. Definiujemy

f(P,e) = (P° mod n) 9(C,d) = (C? mod n).
Zaréwno dziedzina, jak i przeciwdziedzing obu tych funkeji jest zbidr liczb
naturalnych mniejszych od n. Kazda jednostka tekstu jawnego ma kod nalezacy
do tego zbioru, wiec moze by¢ zaszyfrowana. Po zaszyfrowaniu otrzymamy
liczbe mniejsza od n, mozemy wiec ja rozszyfrowaé za pomoca funkeji g. Czy
otrzymamy z powrotem te sama jednostke tekstu jawnego? Okazuje sie, ze tak
i wynika to dos¢ tatwo z nastepujacego twierdzenia Eulera:

oraz

Twierdzenie. Jesli liczby a i m s3 wzglednie pierwsze, to a?™ =1 (mod m).

Nietrudny dowdd tego twierdzenia mozna znaleié w kazdym podreczniku
elementarnej teorii liczb. Niech teraz P bedzie kodem dowolnej jednostki
tekstu. Zatozymy przy tym, ze liczby P i n sa wzglednie pierwsze.

To zalozenie nie ogranicza w istotny sposéb zakresu stosowalnosci szyfru RSA.
Prawdopodobienstwo znalezienia jednostki tekstu, ktérej kod bytby liczba
podzielng przez p lub przez ¢, jest tak male, ze mozna sie tym nie przejmowaé.
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Rozwiazanie zadania F 447. Niech
ry i r2 oznaczaja polozenia przednich
zderzakéw kazdego z samochoddw,
natomiast v, i vy predkosci obu
samochodéw. Ruch pierwszego
samochodu opisuja réwnania

vy, = at,

2
ry = —at
a

Drugi samochéd startuje z polozenia
ry = —l. Jego predkosé jest zwigzana
z polozeniami obu samochodéw
zaleznoscia
dr
vy = =k(ry —2r2-1),
r]'

: I kt
gdzie k = const. Niech f = (z2 + l)e
Funkcja ta spelnia réwnanie

d 1 o kit
—-{ = "L'.af‘(‘k .
dt 2
Calkujac je 1 korzystajac z warunkow
poczatkowych otreymujemy

1 y at a r Y L
ra = —at” — — -_ l1—e 1.
& Pt )

Aby sobie lepie] uzmystowié, co to
znaczy, niech Czytelnik sprébuje znalezd
klucz rozszyfrowywania w powyzszym
przykladzie. Liczba n jest iloczynem
dwéch dwunastocyfrowych liczb
pierwszych p i ¢. Moze komué uda sie
rozlozyé liczbe n na czynniki pierwsze

i znalezé nastepnie klucz d! Za miesiac
podam te liceby p 1 q.

EY - Jestem pewien
swojej pozycji.

7 tego, ze ed =1 (mod ¢(n)), wynika, iz istnieje taka liczba naturalna k,
ze ed =k - p(n) + 1. Mamy wtedy na mocy twierdzenia Eulera

g(f(Pe),d) = f(P,e)" = (P*)" = P = PRI =
=(PP™ . P=1.P=P (modn).

Zatem rzeczywiscie operacja rozszyfrowywania jest operacja odwrotna do
szyfrowania.

A oto przyklad powazniejszy. Wezmy znéw zdanie ALEA TACTA EST

1 potraktujmy je jako jedna jednostke tekstu. Kodem tego zdania,

po opuszczeniu przerw i zera na poczatku, bedzie liczba

P =11205010901032001051920. Wybieramy w tajemnicy dwie liczby
pierwsze pi ¢ i podajemy ich iloczyn: n = 245432656233769542083107.
Kluczem szyfrowania bedzie znéw liczba 13. Tym razem podniesienie

liczby P do potegi 13 jest troche bardziej pracochlonne, ale znéw krétki
program komputerowy poradzi sobie z tym zadaniem w mgnieniu oka.
Oczywiscie, ten program musi korzystaé z jakich§ procedur umozliwiajacych
wykonywanie podstawowych dzialan arytmetycznych na bardzo duzych
liczbach. Problem pojawi si¢ chwile pézniej. Po zaszyfrowaniu otrzymamy liczbe
C = 29070537299022241578466. Aby rozszyfrowaé nasze zdanie, bedziemy
musieli podnies¢ liczbe C' do potegi d. Tym razem jednak d jest bardzo duza
liczba: ma ona 23 cyfry! Jak wiec podniesé liczbe C' do tak duzej potegi? Ile
czasu bedzie to trwalo?

Zastanowmy si¢ przez chwile, ile mnozen trzeba wykona¢, by podniesé dana
liczbe a do potegi k. Wydaje sie w pierwszej chwili, ze musimy wykonaé k — 1
mnozen: najpierw obliczyé a® = a - a, potem a® = a? - a, potem a* = a3 - a itd.
A jednak mozna to zrobi¢ znacznie szybeiej. Popatrzmy na przyklad. Aby
obliczyé a'®, wystarcza cztery mnozenia. Obliczamy kolejno: a® = a - a,
a*=a?-a? a® = a*- a* i wreszcie a'® = a® . a®. W podobny sposéb, podwajajqc
za kazdym razem wykladnik, mozemy bardzo s'zybko obliczyé¢ potege a*

modulo n dla wyktadnika k bedacego potega liczby 2. Jedli teraz pomnozymy
odpowiednie takie potegi (oczywiscie, nadal modulo n), to otrzymamy potege

o zadanym z géry wykladniku k. Wynika to stad, ze kazda liczba k jest suma
pewnych poteg liczby 2. Ten algorytm pozwala na wykonanie w krétkim czasie
dowolnego potegowania modulo n, a wiec umozliwia doéé szybkie szyfrowanie

i rozszyfrowywanie.

Zauwazmy, ze nie tylko sam algorytm szyfrowania jest znany wszystkim. Znany
Jest tez klucz szyfrowania. A mimo to klucz rozszyfrowywania jest znany tylko
y,whascicielowi” szyfru.

Jakie jest znaczenie takich szyfréw z publicznym kluczem? Przypuéémy,

ze chcemy wysta¢ do kogo$ poczty elektroniczna zaszyfrowana wiadomosé.

W tym celu musieliby$my najpierw spotkaé sie z ta osoba, wymienié klucze
szyfrowania i rozszyfrowywania, a potem dopiero uzywaé ich do korespondencji.
To byloby bardzo niewygodne. Bardzo czesto taczymy sie z osobami
znajdujgcymi sie na innych kontynentach, lub z osobami czy instytucjami

(np. z bankami), z ktérymi spotykamy sie bardzo rzadko. Otéz systemy
kryptograficzne z publicznym kluczem umozliwiaja nastepujaca wymiane
korespondencji. Najpierw piszemy do kogos, ze mamy dla niego poufna
wiadomos¢. Umawiamy sie, ze do zaszyfrowania uzyjemy szyfru RSA. Nastepnie
prosimy tego kogoé o przystanie nam (w jawny sposéb!) jego klucza szyfrowania.
Oczywiscie, swoje liczby p, ¢, ¢(n) i d trzyma on w tajemnicy. Teraz mozemy
zaszyfrowac wiadomos¢ i przesta¢ mu ja powszechnie dostepnym kanatem
informacyjnym. Nikt jednak, nawet jesli podpatrzyl cala nasza wezeéniejsza
korespondencje, nie bedzie umiat rozszyfrowac tekstu raz zaszyfrowanego.
Rozszyfrowaé potrafi tylko adresat: wlasciciel liczb pierwszych pi ¢ i tym
samym jedyny wlasciciel klucza d.

Do wyjasnienia pozostaje wlasciwie tylko jedna kwestia. Jak znalezé te

duze liczby pierwsze p i ¢ i jak przekonaé sie, ze sa one naprawde pierwsze?
Wspomnialem wyzej, ze nie umiemy rozkladaé¢ duzych liczb na czynniki i ten
whasnie fakt decydowal o bezpieczeristwie szyfru RSA. Czy potrafimy zatem
przekonaé sie, ze duza liczba jest pierwsza, w inny sposdb, niz prébujac roztozyé
Jja na czynniki? Tym problemem zajmiemy sie w nastepnym artykule.
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HYV — Czy zderzyliscie si¢?

..}

Rozwigzanie zadania M 803. Jesli

g: R — R jest funkcja okresows

o okresie 1, to wowczas przeksztalcenie f
proste) rzeczywiste] dane wzorem

f(x) = g(x) + = spelnia dla kazdego

r € R warunek

flz+)=glz+1)+(z+1)=

=g(z)+z+1=f(s)+1.

Mdéwiac inaczej, obrazy przy
przeksztalceniu f odleglych o 1
punktéw x 1 £ + 1 tez sa odlegle o 1.

Jedli przyjmiemy dodatkowo, ze g(0) = 0,
to f(0) =0, a f(1) = 1. Jedyna izometrig
prostej rzeczywistej zachowujaca punkty
0i 1 jest przeksztalcenie identycznodciowe
f(z) = =. Zatem, jeéli g nie znika
t(JE.admost‘iowo np. g(x) = z — [z], czy
tez g(z) = L 5 cos(2nx), to f nie jest
izometria.

Uwaga. Czytelnik zechce wskazad
przyklad przeksztalcenia f
spelniajacego warunki zadania i takiego,
ze g{x) = f(r) — r nie jest funkcjg
okresowg,.

O organizowanym od 1989 roku przez Komisje Europejska Konkursie Prac
Mtodych Naukowedw, obejmujacym wszystkie dziedziny nauk &cistych
i przyrodniczych, pisaliémy m.in. w Delcie 5/1995, stwierdzajac wtedy:

»Konkurs polega na wspélzawodnictwie napisanych wczeéniej prac uczestnikéw.
Szansg¢ na nagrody maja prace stanowiace kompletne rozwiazanie ciekawego
zagadnienia. Na konkurs trafiaja, oczywiscie, prace o rozmaitym poziomie,
jednakze zdobywcy nagréd prezentuja dziela na poziomie (co najmniej) nieztej
polskiej pracy maglstersklej Stanowi to powazne wyzwanie dla ewentualnych
polskich uczestnikéw.”

Po blisko dwéch latach, ktére minety od tamtej pory, wyglada na to, ze Polucy
nie gesi. Nasi mbodzi reprezentanci potrafia sie $wietnie odnalezé w szerokiej
stawce zadnych nagréd finalistéw konkursu. Polska, korzystajac z mozliwosci
stworzonej przez stowarzyszenie ze Wspdlnota Europejska, dwukrotnie

wezigta udzial w finalach konkursu (Newcastle, wrzesienn 1995 r.; Helsinki,
wrzesien 1996 r.). Za kazdym razem nie obylo sie bez nagréd. O szezegétach za
chwile; przypomnijmy najpierw jeszcze jeden fragment tekstu sprzed dwéch lat.

W krajach Wspdlnoty Europejskiej konkurs ma bardzo duza range:

zdobycie nagrody w Konkursie Europejskim jest cenione wyzej, niz laury

z migdzynarodowych Olimpiad. Range konkursu zapewnia z jednej strony
wysoki poziom nagradzanych prac, z drugiej — Jury zlozone z wybitnych
naunkowcéw. Nie bez znaczenia sa wysokie nagrody: trzy pierwsze po 5000 ECU
trzy drugie po 3000 ECU oraz szes¢ trzecich po 1500 ECU (Czytelnicy zechca
siggnaé¢ do dowolnej gazety po tabele kurséw i przeliczyé te sumy na stare

i nowe zlotéwki).”

W Newcastle, gdzie Polske reprezentowaly trzy prace (z biologii, fizyki

1 matematyki), trzecia nagrode wywalezyli matematycy z Warszawy, Marcin
Kowalczyk 1 Marcin Sawicki. Obszerny skrét ich pracy pt. Sita zbioru,
po$wieconej wspdlnemu uogdlnieniu takich pojeé, jak charakterystyka Eulera,
moc, miara, czy prawdopodobienistwo, zaczyna sie na nastepnej stronie.

Jak pisalidmy przed dwoma miesiacami, podezas finalu w Helsinkach obie
startujace w nim polskie prace zdobyly nagrody, dzieki czemu znalezliémy sie

na drugim miejscu, wéréd tréjki najwickszych towedw nagréd, ex aequo z Wielka
Brytania. Wyprzedzili nas tylko Niemcy. O sukcesach matematykéw, Macieja
Kurowskiego i Tomasza Osmana, oraz paleontologa, Radostawa Skibinskiego,
mozna zresztg bylo dowiedzie¢ si¢ w poniedzialek 30 wrzesnia 1996 r. z Gazety
Wyborezej czy gléwnego wydania Wiadomoéei TV.

Radostaw Skibinski odnalazt w rejonie Rudawki Rymanowskiej (Beskid Niski)
szczatki nie znanych do tej pory ryb oligoceniskich oraz odtworzyt ich tryb zycia
i1 budowe anatomiczna.

Tomasz Osman i Maciej Kurowski przedstawili rozszerzona wersje pracy
pt. Wielowymiarowe wogdlniente twierdzenia Bezout, za ktéra wezedniej,
w 1995 roku, T. Osman zdobyl zloty medal w Konkursie Prac Uczniowskich
z Matematyki, wspélorganizowanym przez redakeje Delly. Oto niezbyt
precyzyjne streszczenie najwazniejszego wyniku ich pracy. Jesli wielomian
n zmiennych rzeczywistych W; jest nierozkladalny (tzn. nie jest iloczynem
dwéch innych nizszego stopnia), oraz przyjmuje zaréwno wartoéci dodatnie,
Jak i ujemne, a wielomian W5 zeruje sie wszedzie tam, gdzie zeruje sie W1,
to wtedy wielomian W, dzieli si¢ bez reszty przez wielomian Wi, tzn. istnieje
taki wielomian D zalezny od n zmiennych rzeczywistych, ze dla wszystkich
21, ..., &, Mamy

Wa(z1,.00i80) = D(&1yoviay) - WE(B 28, .
Kluczowy etap dowodu polega na tym, by zbadaé, w jaki sposéh zbiér Z
wszystkich zer wielomianu W, jest polozony w przestrzeni R™. Autorzy
dowodza, ze rzut zbioru Z na pewna (n — 1)-wymiarowa podprzestrzen
utworzona przez wszystkie précz jednej osie uktadu wspétrzednych w R”
zawiera (n — 1)-wymiarowa kule otwarta. Czytelnik zainteresowany szczegétami
moze zajrze¢ do marcowego numeru Delty sprzed roku.
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IN — Potrzebuje¢ nurka.

Sila zbioru

Coroczne sukeesy mlodych polskich matematykéw w finalach Europejskiego
Konkursu zachecaja do wysuniecia nastepujacej nieSmialtej hipotezy: ztoty
medal w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki, poparty wiara w siebie

i wyszlifowana angielskojezyczna wersja pracy, pozwala przy odrobinie
szczescia na zdobycie przynajmniej trzeciej nagrody w Konkursie Europejskim.
Zobaeczymy, czy hipoteza ta potwierdzi sie¢ w czasie finaléw IX Europejskiego
Konkursu Prac Mtodych Naukowcéw w Mediolanie, w dniach 9-14 wrzesnia
1997 roku — byé moze wezmie w nich udzial kolejny ztoty medalista Konkursu
Prac Uczniowskich, Michal Stukow z Gdanska (protokét z finatu konkursu
opublikowany jest w Delcie 1/1997). Skrét jego zwycieskiej pracy opublikujemy
za miesiac; teraz godzi sie wspomnieé, ze giédwny wynik polega — jak

w przypadku T. Osmana i M. Kurowskiego — na ciekawym, nie znanym
wezeéniej uogdlnieniu osiemnastowiecznego rezultatu ,z nazwiskiem”.

M. Stukow uogdlnit, mianowicie, na przypadek czworokata tzw. wzor Bulera,
orzekajacy, ze w dowolnym tréjkacie promieri okregu opisanego R, promien
okregu wpisanego r i odlegloéé d srodkéw obu tych okregéw powiazane sa
zaleznoécia d* = R? — 2Rr. Okazuje sig, ze jesli (skadinad dowolny) czworokat
ma te wlasnoéé, ze mozna zaréwno opisaé na nim okrag, jak i wpisaé wen okrag,
to wtedy odleglo$é d srodkéw obu okregéw wyraza sig wzorem

d® = R*+ 12 — r\/r2 + AR2

(R i r oznaczaja, odpowiednio, promienie okregu opisanego i wpisanego).

Redaktorom Delly, nie liczac wszelkich innych wazniejszych powoddw, choéby

i metryka nie pozwala marzyé¢ o zdobywaniu lauréw w Europejskim Konkursie,
przeznaczonym dla oséb w wieku 15-21 lat. Czytelnikéw w odpowiednim wieku,
ktérzy maja w dodatku pomysty, umiejetnosci i dobre checi, zachecamy do
doéwiadczalnego weryfikowania naszej hipotezy. Wystarczy bra¢ udzial najpierw
w jednym, a potem w drugim konkursie. '

Szczegdlowe informacje na temat warunkéw uczestnictwa w Europejskim
Konkursie Prac Mlodych Naukowcdw mozna uzyskaé w biurze Krajowego
Funduszu na Rzecz Dzieci (ul. Chocimska 14, 00-791 Warszawa,).

Marcin KOWALCZYK i Marcin SAWICKI

Zapewne wielu Czytelnikéw Delty byto kiedy$ 1 bedaca w istocie polaczeniem wymiaru
szczerze zaskoczonych dowiedziawszy sie, ze odcinek i charakterystyki Eulera. Sila zbioru bedzie zawsze
i kwadrat sa zbiorami réwnolicznymi, czyli ze istnieje pewnym wielomianem jednej zmiennej r.

miedzy nimi bijekcja (rys. 1). Céz dziwnego, skoro
sam odkryweca tego faktu, Georg Cantor, mial
napisaé w swoim lidcie do Dedekinda: ,widze to,

lecz nie wierze w to” (cytat za [5]). Oba zbiory
rozréznia pojecie wymiaru, leez ono z kolei ntozsamia
np. odcinek otwarty z domknietym, a ten ostatni ma
przeciez o dwa punkty wiecej, nieprawdaz?

1
%«Hv 0,42873245... <> (0,4834...,0,2725..) <>
0

Rys. 1

W niniejszej pracy wprowadzamy pojecie sity
zbioru. Jest to charakterystyka pewnych zbioréw,
uwzgledniajaca zasugerowane powyzej intuicje Rys. 2

Sprébujmy na poczatek przyjaé, ze sita zbioru liczb
rzeczywistych jest réwna r. Intuicja podpowiada
wowcezas, by site odcinka otwartego, odcinka
domknietego, kwadratu i kostki obliczy¢ tak, jak to
pokazuje rysunek 2. Kolejne sugestie obliczenia sity,
dla zbioréw bardziej skomplikowanych, przedstawia

rysunek 3.
o.n

1) !
| 1

0,00 (1,0)
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r+l

r242r+1 2r2+r+l

Rys. 3

Usciélijmy te rozwazania. Skonczony CW-kompleks
to, méwiac obrazowo, przestrzen, ktéra jest suma
skonczonej rodziny roztacznych, ,zachowujacych
sie przyzwoicie” komorek (czyli zbiordéw
homeomorficznych z kostkami réznych wymiaréw).
W szczegolnosci, skoriczony CW-kompleks jest
zwarty, a brzeg kazdej z komérek jest suma podzbioru
komérek o mniejszych wymiarach. Na rysunku 4
przedstawiamy, na czym to polega. Miloénicy
§cistodcei zechca zajrzeé do podrecznikéw topologii
algebraicznej (np. [2]).

dobrze v \2}e

i

» f— &

Rys. 4

Na komoérkach CW-kompleksu (e™, dla m > 1,
oznacza otwarta komérke m-wymiarowa; € to punkt)
okreslimy funkcje [ o warto$ciach w pewnym

zbiorze Y (z dodawaniem i mnozeniem) spelniajaca
warunek f(ef*') = f(e*) . f(e'). Site F definiujemy

jako
" F(K) = Y £(e).
K

Sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie komarki
tworzace kompleks K. Latwo wykazad,

ze F(AU B) = F(A) + F(B) dla A, B rozlacznych,
oraz F(A x B) = F(A) - F(B).

Definicja jest doéé¢ ogdlna; dobierajac Y oraz f
mozemy otrzymaé wiele réznych pojec. Jesli np. YV jest
zbiorem liczb catkowitych, f(0) =0, f(e*) = (=1)%,

to otrzymana tak funkcja sity jest skadinad dobrze
znana: nazywa sie charakterystyka Eulera i jest
oznaczana Y(K); przyktady jej obliczania pokazuje
rysunek 5.

O ile nie bedziemy sie ograniczaé do CW-komplekséw,
to mozna w podobny sposéb zdefiniowaé np. miare
zbioru, prawdopodobienstwo, moc. Nie sa to
wprawdzie praktyczne definicje, ale pokazuja ogdlnosé
wprowadzanego pojecia.

1 o =2
r o+ 1=2p2

11 oo

= 1 = 24 2=1
= r2 4+ 2r 4 2=72

e —>
x
F

Rys. 5

Mozna sadzi¢, ze do uscidlenia definicji sity
zasugerowanej na rysunkach 2 i 3 nalezy przyjac

za Y pierscienn wielomiandw zmiennej r 1 polozy¢
f(e¥) =rE, F(0) = 0. Rysunek 6 pokazuje, ze nie jest
to okreslenie jednoznaczne. Jak wiec zmieni¢ definicje?

r22r42

21243742

27247 +1

241

Rys. 6

Zauwazmy, ze w podanych przykladach wszystkie
sily danego zbioru sa tego samego stopnia i w
dodatku przystaja modulo (r + 1). To spostrzezenie
pozwala rozwiazaé problem. Niech Y bedzie
zbiorem wielomianéw zmiennej r o wspotezynnikach
calkowitych nieujemnych; odpowiedni dla naszych
potrzeb zbidr Y otrzymujemy utozsamiajac te
wielomiany P 1 @) réwnego stopnia, ktérych

réznica dzieli sie bez reszty przez dwumian (r + 1).
Dla krétkosci piszemy wtedy P=Q. Elementy
zbioru Y (dla wtajemniczonych: klasy abstrakcji
relacji réwnowaznosci =) mozna, oczywidcie, mnozy¢
i dodawa¢ jak zwykte wielomiany.

Lemat. Jesli z rodziny wielomiandw F,

(1) F={0}U{a | ae N}U{ar" | a,n € N}U
u{r"+br""! | b,n € N}

wybierzemy dwa rdzine wielomiany tego samego

stopnia, to bedq one przyjmowadé rézne wartosci

w punkcie r = —1. Ponadto, dla kazdego n € N

i kazdego catkowitego m istnieje takt wielomian @

postaci (1) i stopnia n, Ze Q(—1) = m.



Dowdéd polegajacy na rozpatrzeniu kilku prostych
przypadkéw pomijamy.

Twierdzenie. Dla kaidego wielomianu P € Y istnieje
dokltadnie jeden wielomian @ nalezgcy do rodziny F
okreslonej wzorem (1) o tej wlasnosci, ze P=Q).

Dowéd. Gdy wielomian P = const., to teza

jest oczywista. Gdy stopienn P jest dodatni,

to wybieramy wielomian @ tego samego stopnia

i postaci (1) tak, by mieé¢ Q(—1) = P(-1).

Na mocy Lematu wielomian @ jest okreslony
jednoznacznie, a z twierdzenia Bezout wynika,

ze roznica wielomiandw P i @ dzieli sie bez reszty
przez dwumian (r + 1). Zatem, P=Q). m

Definicji samej funkeji f nie musimy zmieniag;
przyjmujemy nadal f(e*) = r*. Mozemy juz
udowodnié

Twierdzenie. Sila skoriczonego CW-kompleksu jest
dobrze okreslona.

Dowé6d. Pokazemy, ze sita zbioru jest dobrze |
okreélona dla przestrzeni, ktorych charakterystyka
Eulera 1 wymiar (tzn. najwiekszy z wymiardw
wszystkich komérek) sa dobrze okreslone. Wezmy
wielomian F'(A) obliczony dla konkretnego
rozbicia €1, ..., e~ danego zbioru A oraz
charakterystyke Eulera A:

F(A)=Y"rk,  x(4) =3 (-1)+.
i=1 =1

Jak widaé, x(A) = F(—1) (zob. tez rys. 6). Ale
charakterystyka Eulera x(A) jest dobrze okreslona,
totez dla dwéch réznych rozbié zbioru A otrzymujemy
wielomiany Fy, Fy przyjmujace réowne wartosci

w punkcie » = —1, czyli przystajace modulo (r + 1).
W dodatku stopnie tych wielomianéw sa réwne
(dobrze okreslonemu!) wymiarowi zbioru A. Zatem
F\=F,, czyli wielomiany Fy 1 Fy okreslaja ten sam
element zbioru Y. m

Whniosek. Znajac wymiar zbioru A i jego
charakterystyke Eulera, mozna site F(A) okresli¢
jednoznacznie.

Uwaga. Charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem
homotopii, ale wymiar nim nie jest, wiec sita zbioru
nie moze by¢ niezmiennikiem homotopii.

Jesli dwa zbiory maja identyczne CW-kompleksowe
rozbicia, to maja, oczywiscie, rowne sily. Pojecie
sity jest na tyle trafne i naturalne, ze zachodzi takze
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie. Dla kazdych dwdch zbiorow A i B
majacych rowne sily isiniejq identyczne rozbicia
A, ..., Ap zbioru A 1 By, ..., B, zbioru B (stowo
Jidentyczne” oznacza, Ze oba zestawy komdrek sq
identyczne).

Dzialtanie twierdzenia ilustruje rysunek 7. Zachecamy

7

Czytelnikéw do préby samodzielnego przeprowadzenia
nieco technicznego dowodu. Podamy tylko wskazowke.

Fz=2r23r+lsrer =S

i Fzr23r42=rlir

\./
()

Rys. 7

Lemat. Dla dowolnych 0 < m < n mozna rozlozyé
kostke €™ na trzy rozlaczne zbiory: kostke e™, kostke e™
i kostke e™*! (patrz rys. 8).

Rys. 8

I jeszcze jedno: zbidr z lewej strony rysunku 7 nie jest
CW-kompleksem. W istocie, charakterystyka Eulera

1 sita zbioru zdaja sie dziala¢ dla niektérych innych
sytuacji, np. dla rozbi¢, ktére nie sa CW-kompleksowe
(por. rys. 4), albo rozbié zbioréw, ktére nie sg

zwarte. Autorzy nie wiedza, jak rozszerzy¢ klase
CW-komplekséw tak, aby objaé i te przypadki.
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Maia delld

Wszystko z paska papieru

Jest taka ksiazka o matematyce, ktéra wydano w Polsce w 1967 roku

w naktadzie 3000 egzemplarzy, co dzi$ znaczyloby ogromny naklad, a wtedy
oznaczalo naklad sladowy. Nic przeto dziwnego, ze po ksiazce tej nie zostalo
ani $ladu. A wielki mégltby by¢ z niej pozytek dla kazdego nauczyciela, ucznia,
studenta czy po prostu milosnika matematyki.

Ksiazka ta to Modele matematyczne, napisali ja w 1961 roku H.M. Cundy 1 A.P. Rollet, wydalo ja PWN,

a przetlumaczyl z angielskiego Roman Duda (aktualnie rektor Uniwersytetu Wroctawskiego). Tytul ksiazki
odpowiada zawartosci, przy czym stowo modele nalezy rozumieé w najbardziej potoczny sposéb — chodzi

o przedmioty, ktorych ogladanie pomaga radzi¢ sobie z matematyka lub latwiej dostrzegaé pigkno i bogactwo
Jjej poje¢. Przedmioty te sa wykonywane z kartonu, drutu, papieru itp. powszechnie dostepnych materiatéw.
W kazdym przypadku podany jest przepis na sporzadzenie sobie takiego modelu. A bogactwo przykladdw jest
niemal niezmierzone. Moze warto byloby wznowic¢ te ksiazke?

A oto konkretny przyktad. Gdy dysponujemy pewna
iloscia taSmy papierowej, mozemy za jej pomoca
skonstruowaé wszystkie wielokaty foremne. Instrukeje
stanowia zamieszczone obok rysunki. To, co z lewej
strony, to sposéb zaplecenia tadmy. To, co z prawej
strony, to wskazdwki, jak tasme splaszczyé: chodzi

o to, by jej krawedzie wypadly wszystkie na brzegu
wezla. Te krawedzie to wtasnie teoretycznie dokladny
brzeg wielokata foremnego. Autorzy pokazuja, jak
zrobi¢ pieciokat, jak zrobié¢ siedmiokat, a zrobienie
Hreszty” wielokatéw foremnych o nieparzystej liczbie
bokéw pozostawiaja inwencji swoich czytelnikdw.
Dalej informuja, ze do zrobienia wielokatéw foremnych
o parzystej liczbie bokéw potrzebne sa dwie tadmy

i pokazuja to na przykladzie szescio- i osmiokata
foremnego — reszta zndw dla nas. 1 faktycznie,

po chwili namystu mozna zaproponowaé paskowa
konstrukeje ,pozostalych” wielokatéow foremnych.

A potem dopiero przychodzi refleksja: jak to?

- przectez cyrklem @ linighq nie wszysthie wielokqty
foremne mozna skonstruowaé. To pasek papicru ma
wigksze mozliwosci?

Przypominamy sobie, ze wielokat foremny mozna skonstruowaé cyrklem i linijka jedynie wtedy, gdy liczba jego
bokéw to

2% <Py Pavss <Py
gdzie liczby k i m to dowolne liczby naturalne, mnozone za$ liczby p; to rézne liczby pierwsze postaci sl |
— dotychezas znamy tylko pieé takich liczb pierwszych: 3, 5, 17, 257, 65537 1 wiemy, ze ewentualne nastepne
bylyby ogromnie ogromne. I wtedy mozna odczué motywacje do udowodnienia, ze konstrukcje z paskéw papieru sg
naprawde poprawne.
Matq Delte przygotowat Marek KORDOS



Wspomnienie o Wladystawie Natansonie (1864-1937)

Pan M. Karpiniec z Kiele przypomnial nam

o sze$édziesiatej rocznicy $mierci Whadystawa
Natansona — profesora fizyki teoretycznej na
Uniwersytecie Jagielloniskim i rektora tej uczelni,
piszac m.in.: ,Napomkne tylko, ze do przypomnienia
tej rocznicy sklania mnie wdzieczno$é za trzytomowy
podrecznik fizyki dla szkét érednich — napisany przez
prof. Natansona — z ktérego niegdys$ uczylem sie, ktéry
do dzi$ posiadam i wypozyczam moim uczniom, ku ich
wielkiemu zadowoleniu z jasnosci wyktadu.” Ponizej
zamieszezamy dwa fragmenty z przestanych nam przez
niego materialéow.

O moim ojcu

W pokoju mojego ojca w Krakowie, w domu przy
ulicy Studenckiej, bawita sie cichutko najstarsza
wnuczka, piecioletnia wéwczas Elzunia. Pewnego dnia,
wiedziona dziecigca ciekawoscia, zajrzata dziadkowi
przez ramie.

— Co piszesz? — zapytala.
~ Zobacz!

Wtadystaw Natanson podatl jej kartke papieru,
zapisana od géry do dolu wzorami rézniczek czy calek.

Dziewczynka przyjrzala sie uwaznie. Juz troche

znala alfabet, uzywany w elementarzach, i od razu
dostrzegla, ze cos sie nie zgadza. Gdziez sa przyzwoicie
napisane litery?

— Alez dziadku — powiedziala z wyrzutem — ty wcale
nie umiesz pisac!

Ojciec méj bardzo lubil te historie. I swoiscie ja
interpretowal jako dowdd wzglednosei wszelkich
kryteriéw. Co dla jednego jest wiedza, dla innego
moze byé dowodem niewiedzy. Dziecko ma racje ze
swojego punktu widzenia, podobnie jak ja ma uczony
matematyk. [...]

(Wojciech Natanson (1904-1996) Hierarchie 1 sylwety,
Ludowa Spéldzielnia Wydawnicza, Warszawa 1985)

Méj profesor — Wiladystaw Natanson

[...] Dzisiaj dopiero oceniam lepiej skomplikowany
charakter mego profesora. Widze w nim czlowieka
niezdolnego do intryg, rycerskiego i szlachetnego.
Czlowieka wychowanego w dobrobycie, ktéry

obawia sie kontaktu z zyciem 1 jego brutalnoscia

i bezwzglednosdcia. Czlowieka samotnego, tak w nauce,
jak 1 w zyciu, dla ktérego bezosobowosé¢ w stosunkach
z ludzmi byla pancerzem ochronnym; takim pancerzem
byta jego niestychana grzecznosé, posunieta do
upokarzajacej przesady. Naukowo byl blisko, bardzo
blisko wielkich odkryé, np. sformutowania statystyki
Bosego. Z powodu izolacji naukowej, braku osobistych
kontaktéw, nie rozwinal w pelni swych zdolnoéci
naukowych; rozwinal natomiast w pelni swe zdolnosci

9

pisarskie. Nie mial uczniow, ale mial duzy wplyw

na kulture narodowa. W pierwszych latach naszego
wieku byl jedynym fizykiem teoretycznym w Polsce.
Historia fizyki teoretyczne) w Polsce zaczyna sie od
profesora Natansona. Dal on jej chlubny poczatek.
Obecnie, w dwadziescia pieé¢ lat po jego $mierci,
mamy juz mlodych fizykdw, ktérzy dzielo rozpoczete
przez profesora Natansona poprowadza dalej. Nie ma
obawy dzisiaj, ze fizyka teoretyczna w Polsce zamrze.
Wilaczy¢ sie ona musi silniej niz dotychezas w nurt
swiatowy, unikac¢ izolacji lat przesztych 1 dogmatyzmu.
Z zycia i dzialalnosci profesora Natansona mlodzi
naukowcy moga nauczy¢ sie wiele; przede wszystkim
humanistycznego podejscia do nauki, pieknego
wyrazania my$li, szacunku dla pracy naukowej,
skromnosci 1 zrozumienia, ze w nauce staramy sie
nieudolnie znalezé odzwierciedlenie pickna przyrody,
ze nauka jest pomoca i pozytkiem dla ludzi.

(Leopold Infeld (1898-1968) Szkice z przesztosei, PIW
Warszawa 1964)

1
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TYM, KTORZY W SZKOLNYCH KLASACH WALCZA, CIERPIA, PADAJA NAWET,

Zﬂ.
Rys. 1

__:__- |
Rys. 2

Rys. 3
— <—
— —
Rys. 4

Rys. 5. Dowdd, ze réwnoleglobok
Wittenbauera ma opisang obok
wlasnoéé, lezy w zasiggu elementarnego
rozumowania.

Srodek ciezkosci
— Podej$cie pierwsze: z pionem

Srodek ciezkoéci to punkt, ktdry ze wszystkich punktéw sztywnego ciala
najbardziej lubi byé jak najnizej.

Zawieszone cialo nazywa si¢ wahadtem i moze - jak z same] nazwy wynika

— wahac sie. Jedli wahania wygasna (albo je sami sttumimy), to érodek ciezkosci
znajdzie si¢ dokladnie pionowo pod punktem zawieszenia. Pozwala to na szybkie
znalezienie $rodka ciezkodci za pomoca, oczywiscie, pionu. Bardzo to wyglada
efektownie, gdy badane cialo jest plaskie, gdy jest to deseczka. Zawieszamy
mianowicie te deseczke w jakim$é punkcie, przykladamy do tego punktu pion
(sznurek z cigzarkiem) i zaznaczamy na deseczce polozenie sznurka (rys. 1).
Potem robimy to po raz drugi (oczywiscie, zawieszamy w innym punkcie

- rys. 2). Tam, gdzie przetna si¢ zaznaczone linie, znajduje si¢ srodek ciezkosci
— doktadniej: w polowie grubosci deseczki.

Nalezy to, rzecz jasna, sprawdzic. W tym celu umieszczamy deseczke poziomo
1 opieramy ja w znalezionym punkcie na czyms ostrym, np. na ostrzu noza
finiskiego (rys. 3). Jeéli deseczka nie spadnie, bedzie to oznaczalo, ze érodek
ciezkosei zlokalizowaliémy prawidlowo.

— Podejscie drugie: z kijem,

a wlasciwie z dwoma. Do tego potrzebny jest nam kolega-eksperymentator

lub przynajmniej pomocnik-laborant. Te sama deseczke kladziemy poziomo

na dwéch prostych i dos¢ gtadkich kijach (np. od szczotki). Kije trzymamy
poziomo i réwnolegle. Nastepnie bardzo powoli zsuwamy je dbajac, by byly

caly czas réwnolegle i caly czas na tym samym poziomie (rys. 4). Gdy sie zsuna
zupelnie, zaznaczamy na deseczce linie, pod ktéra stykaja sie kije. Ponawiamy
doswiadczenie dla innego polozenia deseczki na kijach. Podobnie jak poprzednio,
srodek cigzkosci lezy w przecigciu otrzymanych linii. I, podobnie jak poprzednio,
warto to sprawdzié.

Ciekawa strong tego dos$wiadczenia jest fakt, iz podczas zsuwania kijéw deseczka
nie spada (oczywiscie, gdy robimy to powoli). Zjawisko fizyczne, ktére to
powoduje, jest znane jako tarcie. Mozna si¢ przekonaé mianowicie, iz jest ono

‘tym wigksze, im wieksza jest sita nacisku. Jesli deseczka przechyla sie lekko

w strong, powiedzmy, lewego kija, to na niego wywiera wiekszy nacisk niz na kij
prawy. Wobec tego kij prawy przesuwa sie pod deseczka tatwiej, szybciej, az do
chwili, gdy deseczka zacznie sie przechyla¢ w jego strone. Wtedy przyspiesza
lewy. W ten sposéb deseczka lezac na przesuwajacych sie (jeszcze raz warto
podkresli¢: powoli) kijach sama tapie réwnowage.

— Podejécie trzecie: z geometria

To podejscie daje sig, przy stosowaniu wylacznie elementarnych érodkéw,
zastosowaé jedynie dla niewielu ksztaltéw jednorodnych deseczek. Oto dwa
przyktady.

e Dla deseczki tréjkatnej srodek ciezkoéci znajduje sie w punkcie przeciecia
srodkowych trdjkata.

e Dla deseczki czworokatnej jest on w $rodku (czyli w punkcie przeciecia
przekatnych) réwnolegloboku, zwanego réwnoleglobokiem Wittenbauera,
ktory powstaje tak: kazdy bok czworokata dzielimy na trzy réwne czeéci,
po czym prowadzimy proste laczace punkty sasiadujace z tym samym
wierzchotkiem (rys. 5).
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ALE SIE NIE PODDAJA

Powstaje pytanie: dlaczego tak wlasnie jest? Latwiejszy jest dowdd pierwszego
stwierdzenia. I starszy: zostal uzyskany wtedy, gdy Hannibal przeprowadzat

stonie przez Alpy, a wiec ponad 2200 lat temu. Jego autorem jest Archimedes.
A dowdd ten w gruncie rzeczy opiera sie na dos§wiadezeniu z kijami. Wystarczy

2L

Rys. 6 C

nie spadnie.

Rys. 7

A wykazad, ze kije moglyby si¢ zejs¢ whasnie wzdluz Srodkowej. Inaczej: tréjkat
polozony plasko na kiju wzdtuz ktorejkolwiek ze swoich srodkowych z tego kija

Jest tak dlatego, ze w kazdej odleglosci od kija
znajduje sie tyle samo deseczki (rys. 6). Aby to
udowodnié¢, nalezy — w wyobragni — zlozyé deseczke
na poél. Teraz mamy (rys. 7)

P AP _B'P P

CM  AM  B'M ™ CM’
a wiec PQ = P'Q’ i po dowodzie. Trzeba, oczywiicie,
znaé twierdzenie Talesa, ale Archimedes je znal.
No i zauwazy¢, ze AB' || CM || PQ’, ale tak jest
— prawda?

Najmniejszy wynik

Dane sa dwie liczby catkowite dodatnie M i N.
Pytanie jest nastepujace:

jakq nagmniejszq liczbe dodatnig mozna uzyskaé
mnozgc M 1 N przez liczby catkowite i dodajgc (bad?
odejmujac) otrzymane iloczyny?

Inaczej: jaka jest najmniejsza dodatnia wartoéé liczby
X=k-M+1-N,

dla catkowitych (niekoniecznie dodatnich) wartosci
kil?

Odpowiedz brzmi: ta najmniejsza liczba jest
najwiekszy wspdlny dzielnik M i N. Rzeczywiscie,

X dzieli si¢ przez NWD(M, N), nie moze wiec byé¢ od
niego mniejszy. Ale czy zawsze znajda sie takie liczby
kil, by X bylo réwne akurat NWD(M, N)?

To da si¢ zrobi¢. W tym celu dogodnie jest wykonaé
pewna operacje zwana algorytmem Euklidesa. Robi
sie to tak. Niech np. bedzie M > N. Bedziemy
wielokrotnie dzielili z reszta.
M=a,-N+ T,
N=ay ri+ry,
rp=as-r2+7r3,
Ty = a4 - 3 + ra, itd.
To si¢ musi skonczy¢, bo kolejne reszty sa coraz
mniejsze, a nigdy nie sa ujemne. Wiec w kofcu bedzie
Pk—1= Qk41 " Tk + Th+1,
T = aptg - Tey1 + 0.
W tej sytuacji

TPe4l = NWD (M, N),
a z calego rachunku (czyli z dziatania algorytmu
Euklidesa) mozna odtworzyé potrzebne k i 1.
Podajemy obok dwa przyktady zostawiajac odszukanie
ogodlnej metody chetnym Czytelnikom.
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1517 = 1 - 1073 + 444,
1073 = 2 - 444 + 185,
444 = 2. 185 + 74,

185 = 2. 74 + 37,

Analogicznie
TT1=5"-146 + 41,
146 = 3 - 41 4 23,
41 =1.23+ 18,

T4d=2-3740. 23=1 1845,
Zatem najwiekszym wspdlnym 18=3.-5+43,
dzielnikiem 1517 i 1073 5=1-3+2,
okazalo sig 37. 3=1-241
Te same rachunki, w ktérych =2-140.

podstawiaé bedziemy tylko

«grube” liczby, wygladaé beds

kolejno tak:
444 =1-1517-1-1073,
185 =1-1073 — 2444 =
= —2-1517+
+(142). 1073 =
= -2-1517+ 31073,
Td=1-444—- 2.185 =
= (144) 1517+
+(-1-6)-1073 =
=5-1517-7-1073,
37T=1-185-2.74 =
= (-2-10)- 1517+
+(3 4+ 14) - 1073 =
==12-1617+ 17- 1073
(= —18204 + 18241),

czyli poszukiwane k il to (—12)

i17.

Najwigkszym wspdlnym
dzielnikiem okazalo sie 1.
Dalsze obliczenia:

41 =1-771 -5 146,

23=1-146 — 341 =
=-3.77T1+
+(1415)- 146 =
= -3.771+16- 146,
18=1-41-1.23=
=(14+3) 771+

+(—5—16)- 146 =
=4-771— 21- 1486,
5=1-23-1-18=
=(-3-—4) TT1+
+(16 + 21) - 146 =
=-7-77T1+ 37148
3=1-18-3.-5=
=(44+21)-TT14+
+(=21 - 111) - 146
=25-7T71 - 132 - 1486,
2=1-5-1-3
=(=7—25) 771+
+(37+132) . 146 =
= =32.771 + 169 - 146,
1=1-3=-1-2=
= (25+32) - T7T1+
+(—132 — 169)- 146 =
=57-771 - 301- 148,
(= 43947 — 43946).
Poszukiwanymi liczbami
okazaly sie 57 i (—301).
Przy okazji warto zauwazyd,

ze kazdg liczbe calkowitg mozna

przedstawié jako
k-TT141-148
dla pewnych calkowitych ki [.



Obserwujemy wiry
Stanistaw BEDNAREK

Wiry naleza do bardzo efektownych i czesto wystepujacych zjawisk

fizycznych. Moga one tworzy¢ si¢ np. w strumieniu cieczy albo gazu plynacym
z dostatecznie duza predkoscia lub napotykajacym przeszkody. Zapewne kazdy
widzial wiry w rzece czy strumieniu, albo w wodzie splywajacej z wanny.

Wiry powstaja takze w powietrzu podezas jazdy samochodu, lotu samolotu
czy pocisku, ale sa one trudniejsze do obserwacji. Wytworzenie si¢ wirdw

jest na ogdt niekorzystne, poniewaz powoduje znaczne zwickszenie oporéw
towarzyszacych przeplywowi cieczy lub ruchowi obiektu. Wtasnie w celu
ograniczenia tego zjawiska samochodom nadaje sie specjalny, optywowy ksztalt
i wyposaza w rézne spojlery i deflektory. Z dokladnym opisem i wyjasnieniem
przyczyn powstawania niektorych rodzajow wiréw fizycy maja jeszcze spore
klopoty. Nie przeszkadza to jednak, zeby samodzielnie wytwarzaé 1 obserwowac
wiry w warunkach domowych.

W celu zbudowania prostego przyrzadu do wytwarzania wiréw cieczy (rys. 1)
potrzebne sa dwie przezroczyste plastykowe butelki od napojéw (1). Najlepsze
sa butelki o pojemnoéci 1,5-2 1 majgce srodkowy czedé w ksztalcie zblizonym
do cylindrycznego. Do jednej z butelek nalewamy wody wypelniajac nia
okoto 3/4 objetosci. Obie butelki nalezy polaczy¢ weiskajac ich szyjki

w kawalek gumowego weza lub plastykowej rurki (2). Przedtem dobrze

jest umieseié w szyjkach butelek korek (3) z otworem o drednicy 8-10 mm.
Pozwoli to otrzymadé dhuzej trwajace wiry. Zamiast naturalnego korka mozna
uzyé plastykowych zakretek do butelek. W zakretkach nalezy wywiercié
otwory, co mozna tatwo zrobié koncem nozyczek lub noza. Butelki zamyka
sie zakretkami 1 podobnie jak poprzednio, taczy kawaltkiem weza lub rurki

o odpowiedniej srednicy.

Rys. 1 Gdy chcemy wytworzyé wir, nalezy szybko odwrécié przyrzad tak, zeby butelka
zawlerajaca wode znalazla sie u gory. Nastepnie trzymajac jedna reka za rurke
lub waz, a druga za dno gdérnej butelki wykonujemy kilka energicznych obrotéw
przyrzadem wokdl jego osi pionowej. Woda zawarta w gérnej butelce zostanie

w ten sposéb wprawiona w ruch i wytworzy wir w ksztalcie leja. Wir ten mozna
wygodnie obserwowaé przez kilkadziesiat sekund lub dhuzej. Po przeplynieciu
wody do dolnej butelki ponownie odwracamy przyrzad 1 wytwarzamy wir

w poprzednio opisany sposéb.

Czasteczki wody tworzacej wir poruszaja sie po spiralach. Zeby lepiej uwidocznié
ten ruch, mozna przed potlaczeniem butelek wrzuci¢ do wody troche okruchéw
korka lub styropianu. Zastosowanie zasady zachowania momentu pedu
i réwnania Bernoulliego prowadzi do wniosku, ze wewnetrzna powierzchnia
leja (4) jest czescia hiperboloidy obrotowej. Daje si¢ ona opisaé¢ w przyblizeniu
wzorem

b= % + B,

r

w ktérym r oznacza promien hiperboloidy mierzony na wysokosci h liczonej od
jej podstawy, natomiast A 1 B sa to stale, zalezne od predkosci poczatkowej,
ilogci wody 1 rozmiardw butelki. '

Bardzo interesujace samoorganizujace sie wiry powstaja podeczas wplywania
strumienia nasyconego roztworu soli kuchennej do czystej wody (rys. 2).

Zeby je zaobserwowaé, potrzebny bedzie szklany stoik typu ,twist-off” (1)

i okragly plastykowy kubek jednorazowego uzytku (2), np. od jogurtu lub kawy.
Najlepiej dobra¢ dosé wysoki stoik o takiej rednicy, zeby w jego otwdr mozna
byto lekko weisnaé¢ kubek. W érodku dna kubka nalezy wykonaé¢ igla otworek

o érednicy okoto 0,5 mm. Stoik napelnia sie czysta woda (3) 1 umieszcza w nim
kubek. Teraz trzeba przygotowaé w oddzielnym naczyniu nasycony roztwor soli
kuchennej. W tym celu do wody nalezy stopniowo dosypywac soli i mieszaé
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Rys. 3

JW — Mam przeciek.

tak dlugo, az przestanie sie rozpuszezaé. Dla lepszej widocznodcei roztwdr ten
zabarwia si¢ odrobing atramentu. Zabarwiony roztwér (4) trzeba powoli wlewaé
do kubka. Zauwazamy, ze w pewne]j chwili przez otwér w dnie zaczyna wyplywaé
cienka struzka roztworu. Wyplyw ten ulega okresowym przerwom, a struzka

co pewien czas samorzutnie tworzy wiry (5) w ksztalcie zblizonym do pierécieni.
Wiry te opadaja w dét i powoli rozptywaja si¢ w wodzie. Przyczyny tego
zjawiska nie sa jeszeze w pelni iloSciowo wyjaénione.

Pierécieniowe wiry mozna réwniez wytworzyé w gazie (rys. 3). Do tego celu
wystarczy okragte plastykowe pudetko od margaryny (1). W érodku jego dna
nalezy wycia¢ otwér o érednicy 8-10 mm. Pudetko trzeba napetnié dymem.
Stanowczo odradzam uzywanie do tego celu dymu papierosowego. Sformulowana
przez Hipokratesa zasada primum non nocere (przede wszystkim nie szkodzié)
obowiazuje réwniez prowadzacych badania naukowe i amatorskie eksperymenty.
Lepiej zamkna¢ pudetko pokrywka (3), wsunaé do niego przez otwér w dnie
trzymany w reku tlacy sie zwitek papieru lub popularne ostatnio kadzidelko
zapachowe. Po kilkudziesig¢ciu sekundach ,zadymiacz” nalezy usunaé. Dla
utatwienia obserwacji otwér pudetka dobrze jest skierowaé pod éwiatlo,

np. lampy lub latarki kieszonkowej. Teraz trzeba lekko uderzyé¢ palcami

w wieczko pudetka w kierunku wskazanym strzatka. Zauwazymy wéwezas
pierscieniowe wiry (4) utworzone z wyplywajacego przez otwér dymu. Wiry te
oddalaja si¢ od dna i powoli rozplywaja w powietrzu. Na zakoriczenie warto
zadaé sobie pytanie, czy wystepuja jakie$ analogie miedzy wirami tworzonymi
przez dym i roztwér soli?

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 801. Dane sa liczby rzeczywiste ay, ..., an, parami rézne. Niech J bedzie zbiorem
wszystkich przedzialéw postaci (ai, a; +1). Udowodnié, ze mozna ze zbioru J wybraé
dwa roztaczne podzbiory A i B o nastepujacych wlasnosciach:

(i) przedziaty nalezace do A (odpowiednio do B) sa parami rozlaczne,

(ii) suma wszystkich przedzialéw nalezacych do zbioru A U B jest réwna sumie
wszystkich przedzialéw nalezacych do J.

Rozwiazanie na str. 14

M 802. Przekatne czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punkcie P. Dane sa
pola Sy, 52, S3 tréjkatéw ABP, BCP, CDP. Znaleié pole tréjkata DAP.
Rozwiazanie na str. 16

M 803. Poda¢ przyktad przeksztalcenia prostej p w p nie bedacego izometria

i spelniajacego warunek: odleglosé punktéw f(z) i f(y) jest réwna 1 dla kazdych
dwdch punktéw z i y, ktérych odleglodé jest réwna 1.

Rozwiazanie na str. 4

Redaguje Krzysztof REJMER

F 447. Dwa samochody stoja ,na czerwonym $wietle” stykajac sie zderzakami.
Po zmianie $wiatla na zielone pierwszy z nich zaczyna si¢ poruszaé ze stalym
przyspieszeniem a. Drugi samochdd podaza za nim z predkoécia proporcjonalna
do odleglosci dzielacej oba samochody. Opisaé¢ ruch drugiego samochodu. Diugosé
pierwszego samochodu jest réwna .

Rozwiazanie na str. 3

F 448. Druga predkosé¢ kosmiczna, czyli predkosé ucieczki z powierzchni Ziemi, wynosi
v = /2g R = 11,2 km/s, gdzie R jest promieniem Ziemi, g zaé przyspieszeniem
grawitacyjnym na powierzchni Ziemi. Jaka dodatkowa predkosé nalezy nadaé rakiecie
spadajacej swobodnie (z zerowa predkoscia poczatkowa) w tunelu przechodzacym przez
$rodek Ziemi, w chwili gdy znajduje si¢ ona dokladnie w samym érodku planety tak,
aby mogla opusci¢ Ziemig. Dla uproszczenia zakladamy, ze rozklad masy we wnetrzu
Ziemi jest jednorodny.

Rozwiazanie na str. 2
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1997

@

Rozwigzanie zadania M 801.
Rozwazmy podzbiory zbioru J, ktdére
majg te wlasnosé, ze suma elementéw
kazdego z nich jest réwna sumie
elementéw J. Sposréd nich (a istnieje

co najmniej jeden taki podzbidr,
mianowicie J) wybierzamy ten, ktdry ma
najmniejsza licebe elementdw i nazwijmy
go I (wybér I nie musi byé jednoznacznie
zdeterminowany ).

Przedzialy nalezace do zbioru [ lezg na
proste] w pewnym porzadku (wszystkie
maja dlugoéé 1, wiec wystarczy bra¢ pod
uwage polozenie ich srodkdéw). Niech

A oznacza zbior skladajacy sie z ,co
drugiego” (wg powyzszego porzgdku)
przedzialu nalezgcego do I i niech

B = I'\ A. Oczywiscie, drugi warunek
zadania jest spelniony.

Gdyby dwa rdzne przedzialy nalezace do
A przecinaly sie, to pewne dwa kolejne
przedzialy nalezace do A przecinalyby
sig, a wdwezas lezacy ,miedzy” nimi
przedzial p nalezacy do I bylby zawarty
w ich sumie (patrz rysunek).

P

—_——

Zatem suma elementéw zbioru I\ {p}
bylaby taka sama jak suma elementéw
zbioru I (réwna sumie elementdw
zbioru J), co przeczy minimalnosci
zbioru I. W ten sam sposéb dowadzimy,
ze przedzialy nalezace do B sg parami
rozlaczne.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnoéei danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséhb,
ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997,

Zadania z matematyki nr 337, 338 Redaguje Marcin E. KUCZMA

337. Niech o = (i/3 — 1)/2. Wyznaczyé wszystkie funkcje f zmiennej zespolonej z,
o wartoéciach zespolonych, spelniajace réwnanie funkeyjne f(az + 1) + f(z) = 22
338. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1

2n 2

Y (-1 ( ”) =0,

k

k=0
Zadanie 338 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/1996
Przypominamy tresé zadan:
329. Wyznaczy¢ wszystkie funkeje f: R — R o nastepujacej wlasnoéci: dla kazdej pary résnych

liczb rzeczywistych a, b prosta przechodzaca przez punkty (e, f(a)) i (b, f(b)) przecina oé rzednych
w punkcie (0, —ab).

n—1

| [(f;" — 27} jest podzielna

i=0

330. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba N =
przez n!.

329. Prosta przechodzaca przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)) przecina o$ rzednych

w punkcie (0,w), gdzie w = (af(b) — bf(a))/(a — b). Jesli funkcja f spelnia warunek
zadania (w = —ab), to kladac @ = 1 obliczamy: f(b) = bf(1) + b(b — 1). Zatem f ma postaé
f(z) = 2% + cz. Na odwrét, latwo sprawdzié, ze kazda funkcja takiej postaci (z dowolna
stala c) spelnia postulowany warunek (w = —ab).

330. Wystarczy dowiedé, ze dla kazdej liczby pierwszej p oraz dla kazdego wykladnika
naturalnego k& w ciagu liczb
(1)

jest nie wigcej liczb podzielnych przez p* niz jest ich w ciagu
(2) T PR A R g R
stad juz bowiem bedzie wynikalo, Ze w rozkladzie na czynniki pierwsze iloczynu wyrazéw
ciagu (1) liczba p wystepuje w potedze nie wyzszej niz w rozkladzie iloczynu wyrazéw
ciggu (2), co wobec dowolnoéci wyboru p da nam Zadana podzielnosé.

1, 2, )

on _ 2n-—1 .

Jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysta, to zgodnie z twierdzeniem Eulera
1 (mod p*) dla k=1,2,3,...,

29k

gdzie

k—1

" iloé¢ liczb naturalnych < p* "
ap =¢(p") = AT y | =P —p
wezglednie pierwszych z p

Jedli wige n — ;7 dzieli si¢ przez ay, to 2n=7 =1 (mod p¥), i wobec tego liczba

2" — 29 = 2(2"~7 — 1) dzieli si¢ przez p*. Zatem w ciagu (2) jest co najmmiej [n/ o]
wielokrotnodci liczby p*, podczas gdy w ciagu (1) jest ich dokladnie [n/p*]; nieréwnosé
[n/ar] > [n/p*] oczywiscie zachodzi, skoro o < p*.

Trzeba jeszcze rozpatrzeé p = 2. Ciag (1) zawiera [n/2*] liczb podzielnych przez 2%; ciag (2)
zawiera ich n — k, jedli k < n, a nie zawiera zadnej, jesli k > n. Pozostaje wiec wykazaé, ze
(3) nf2*<n—k dla k<n.

To za$ wynika z monotonicznosci ciagu (¢; = /2% i =1,2,3,.. Jijedlil < k < n,
to cp—k > cn, co jest réwnowaznym zapisem nierdwnosci (3).

14



0,4

03
0,2 f-=
0,1

e

20 40 60 80 100

Rys. 1

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 223 (WT=3,28), 224 (WT=2,26)

z numeru 9/1996

Aleksander Surma — Myszkiw
Przemystaw Gworys - Czgstochowa
Przemyslaw Gadzifiski- Sroda 31
Andrzej ldzik — Boleslawiec

43,62
38,52
31,28
30,93

Zadania z fizyki nr 235, 236 Redaguje Jerzy B. BROJAN

235. Rozpuszczalnoéé cukru (sacharozy) w wodzie szybko roénie ze wzrostem
temperatury — zob. rys. 1, gdzie odlozona na osi pionowej wielkoéé p jest stosunkiem
mas cukru i wody w roztworze nasyconym. Wynika stad do$é paradoksalny wniosek,
ze dolewajac czystej, zimnej wody do goracego roztworu cukru w wodzie mozna
doprowadzié¢ do jego przesycenia i krystalizacji nadwyzki cukru. Obliczy¢ maksymalna
temperature wody, ktérej dolanie do nasyconego roztworu cukru o temperaturze 100°C
spowoduje krystalizacje czesci cukru (choéby niewielkiej). Rozwazyé dwa przypadki:

a) dolewamy niewielka ilosé¢ wody,

b) dolewamy iloé¢ wody réwna 1/3 poczatkowej ilosci wody w roztworze.

Nalezy przyjaé, ze cieplo pobrane lub oddane podczas zmiany temperatury roztworu
jest réwne sumie wyrazen odpowiadajacych zmianie temperatury wody i cukru, przy
czym cieplo wlasciwe cukru jest réwne 0,30 ciepla wlasciwego wody, a oba ciepla
wlasciwe nie zaleza od temperatury. Pominaé efekty cieplne wynikajace ze zmiany
stezenia.

236. Napastnik biegnacy w strong bramki przeciwnika znajduje si¢ na wprost niej

i otrzymuje boczne podanie: pitka toczy sie poziomo z predkoscia 25 m/s réwnolegle
do linii bramkowe]j w odlegloéci 20 m od niej. Gdy napastnik kopie pilke, jego noga
porusza sie do przodu z predkoscia 15 m/s. Ocenié orientacyjnie niezbedna do zdobycia
bramki dokladnosé czasu Atf, w ktérym noga przekracza dowolna linie. Szerokosé
bramki wynosi 7,3 m, a érednica pitki — 22 cm. Pominaé role bramkarza i kwestie
zwiazane z wysokoscia poprzeczki 1 nogi.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/1996
Przypominamy tre$¢ zadan:

227. Wokél planety o masie M porusza sie po okregu ksieZzyc o masie m i promieniu r, zwrécony do
planety stale tg sama strong. Jaki warunek musi spelnia¢ promien R orbity ksiezyca (tzn. odleglosé
srodkéw obu cial), aby kamienie lezace na powierzchni ksiezyca nie odrywaly si¢ od niego? Prazyjad,
ze planeta i ksiezyc sa kuliste, M > m i R % r.

228. Z pigciu opornikéw o oporze R i jednego o oporze R' utworzono obwéd przedstawiony na
rysunku 2; wiemy, ze R # R', ale nie znamy tych wartosci. Oporniki wygladaja identycznie, wiec aby
ustali¢, ktéry jest ,odmiericem”, mierzymy opdr obwodu miedzy dowolnie wybranymi wezlami (bez
rozcinania polaczen i bez zwierania wezléw). W jaki sposéb nalezy wykonywaé te pomiary i jaka jest
ich minimalna liczba gwarantujaca mozliwoé¢ wskazania opornika R’ niezaleznie od miejsca, gdzie
Jjest ukryty?

Pytanie ,poza konkursem": czy dopuszczenie mozliwoéci zwierania wezléw pozwoli wykonaé zadanie
mniejszg liczba pomiardw?

227. Stosujac Il zasade dynamiki do ruchu planety i ksiezyca wyznaczamy w standardowy
sposob predkoéé katowa wzajemnego obiegu cial w
2 G(m+ M) GM
W= —— —

~

R3 R3
Rozpatrzmy kamien o masie u lezacy na powierzchni ksiezyca w punkcie najbardziej odleglym
od planety. Bedzie on pozostawal w spoczynku wtedy, gdy suma sil przyciagania go przez
planete i ksigzyc bedzie wigksza od sily odsrodkowej (lub réwna jej):

GMu Gmp
TRt A 2B

Podstawmy tu w? z poprzedniego wzoru oraz wprowadzmy przyblizenie
R
(R+r? R R®’
Po uproszczeniach otrzymujemy rozwiazanie w postaci warunku

R\® _ 3M
(=
T m

Latwo sprawdzié, ze warunek réwnowagi kamienia lezacego na ksigzycu w punkcie najblizszym
planety ma identyczna postaé. Spelnienie tego warunku gwarantuje tez, ze nie oderwa sie od
ksigzyca kamienie lezace w innych punktach.

Jedli dodatkowo zalozymy, ze gestosé planety i ksiezyca jest taka sama, to warunek ten
przyjmie postac

R> V3R, ~ 1,442R,,
gdzie Ry jest promieniem planety. Otrzymany wynik dowodzi, ze ksigzyc krazacy zbyt
blisko planety (wewnatrz tzw. strefy Roche'’a) ulegnie rozerwaniu przez sily przyplywowe.
Podawana w podrgcznikach wartosé promienia strefy Roche’a to 2,455 Ry réznica wynika stad,
ze dopuszcza sie mozliwosé plynnej zmiany ksztaltu ksiezyca, a nie tylko oderwania lezacych
kamieni od ksiezyca kulistego.
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228. Sa trzy mozliwe wyniki pomiaru:
: - a) Gdy opornik R’ lezy migdzy wezlami pomiarowymi (oznaczamy je literami A i B),

Rozwigzanie zadania M 802, Jezell
dwa tréjkaty majg wspolna wysokos,

Ry = RR'/(R+ R).

przez galaZ C'D nie plynie prad. Nietrudno sprawdzic, ze opdr jest wtedy dany wzorem

to stosunek ich pél jest réwny stosunkowi b) Gdy opornik R’ lezy miedzy wezlami C' i D, prad réwniez ta galezia nie plynie, a opdr

diugoéci ich podstaw. Stosujac to
twierdzenie dwukrotnie widzimy (patrz
rysunek), ze

miedzy A a B wynosi Ry = (1/2)R.
¢) Gdy opornik R’ zajmuje ktdrekolwiek z pozostalych polozen, obliczenie oporu migdzy A a B
jest nieco bardziej pracochlonne, a w wyniku otrzymuje sig

i _af o R(3R+ 5R')
5. PC _ S3 s —p
7 5 8(R+ R')
Stad, oczywiscie, §4 = 5153/52.
D Minimalna liczba pomiardw jest 4. Nalezy rozpoczaé od dwéch pomiardw, dla ktérych jeden

<

(*)

wezel jest wspdlny — np. AB i AC. W razie stwierdzenia, ze Ry = Rac, latwo doji¢ do
wniosku, ze opornik R’ moze sie ukrywaé tylko w dwdch miejscach: migdzy 4 a D lub miedzy

C B a C. Mierzymy opory Rap i Rpe, tak e dysponujemy kompletem wartosci Ry, Rz i Ha,
a korzystajac ze zwiazku

4R3 = Ry + 3Rs

B mozna ustalié¢, ktéry ze zmierzonych opordw jest réwny Ri, a ktéry R — co konezy
poszukiwania. Jesli natomiast okazalo sie, ze Rqp # Rac, to jako trzeci zmierzmy opor Rpp
(mozna wybraé inaczej). Gdy ten opér jest rézny od obu poprzednich, to czwarty pomiar
okazuje sie niepotrzebny, gdyz znéw mamy komplet wynikéw Ry, Rz i Rz i mozemy
postepowad tak, jak powyzej. Gdy zas Rpp = Rac (przypadek Rpp = Rap # Rac jest

niemozliwy), opornik R’ moze si¢ ukrywaé zaréwno miedzy A a B, jak migdzy C a D, wige
konieczny jest jeszcze pomiar Reop.

Wprowadzenie mozliwodci zwierania dwdch lub trzech wezléw bardzo komplikuje zadanie.
W zasadzie mozna tak dokonaé pomiaréw (wszystkie z jednym zwarciem), aby dopasowujac
wyniki do wzoréw analogicznych do zwigzku (*) mozna bylo rozwiazaé¢ zadanie trzema

pomiarami. Wzory te sa jednak o wiele bardziej skomplikowane, a ponadto przy ,zlodliwym”

XT — Spodziewana jest
zta pogoda.

Patrz w niebo

Merkury, najblizsza Stonca planeta, jest z natury
rzeczy najsilniej wyprazonym globem w Uktadzie
Stonecznym. Choé brzmi to nieprawdopodobnie,
uzyskano niedawno argumenty za tym, ze na
biegunach Merkurego zalegaja miejscami znaczne ilodci
wodnego lodu. Pierwsze informacje o tym pojawily sie
w 1991 r., gdy przy obu biegunach planety stwierdzono
obecnoéé obszaréw bardzo silnie odbijajacych fale
radarowe. Dalsze badania potwierdzily, ze tak odbijaé
fale radarowe moze wlasciwie tylko 16d.

Maksymalna temperatura gruntu na Merkurym
przekracza 550°C, ale tak jest, oczywiscie, w pasie
réwnikowym, gdzie naslonecznienie jest najsilniejsze.
Od szerokosci planetograficznej okoto £80°

ku biegunom rozciagaja sie tereny charakteryzujace
sie tym, ze wnetrza wystepujacych tam krateréw
nigdy nie sa wystawione na bezpoérednie promienie
Storica. Te wiecznie ocienione miejsca nigdy nie
osiagaja temperatury wyzszej niz —160°C, przez co
moga stanowié przechowalnie zamarzajace] wody
pochodzacej badz z wnetrza planety, badZ dostarczanej
od przypadku do przypadku np. przez komety.

Okolobiegunowe obszary Merkurego sa wprawdzie
osloniete przed Stoncem, lecz od czasu do czasu
staja sie widoczne z Ziemi, poniewaz orbita planety
lezy w plaszezyznie tworzacej kat 7° z plaszezyzna
ekliptyki. Wtedy wtasnie jest okazja wnikniecia

16

doborze stosunku R/R' rozwiazanie moze nie by¢ jednoznaczne.

falami radarowymi do wiecznie ciemnych wnetrz
niektérych krateréw. Takie badania prowadzone
byly w latach 1991-92 za pomoca 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo na Puerto Rico.

Rozktad lodowych plam zgadzat sie z konfiguracja
biegunowych krateréw znana od czasu, gdy

Mariner 10 sfotografowal powierzchnie planety.
Dalsze prace polegaly na badaniu zmian polaryzacji
fal radarowych przy odbiciu od Merkurego.
Uzywano do tego 70-metrowego radioteleskopu

w Goldstone w Kalifornii. Potwierdzono w ten sposdb,
ze fale odbijaja sie od lodu, gdyz podobne skutki
oddzialywania fal radarowych z lodem obserwowano
w przypadku czap polarnych Marsa oraz lodowych
satelitow Jowisza. Lod w kraterach Merkurego ma
co najmniej kilka metréw grubosei, a przykrywa

go zapewne kilkudziesieciocentymetrowa warstwa
pylu chroniaca go przed stabym, lecz nieustannym
promieniowaniem z Kosmosu.

Uwaza sie, ze gdyby dalo si¢ przebadaé warstwy
merkurianskiego lodu ,z bliska”, mozna by sie wiele
dowiedzieé¢ o ewolucji wewnetrznych obszaréw Ukladu
Stonecznego. O ladowaniu tam czlowieka nie ma
jeszeze co marzyé, lecz — jak sugeruja badacze — juz
umieszezenie na okoloplanetarnej orbicie sondy

z aparatura radarowa przyniosloby ogromne korzysei

naukowe. Tomasz KWAST



3/97
(72)

Waldkowe rozwigzania

zadan s$wiatecznych

W Deleie 12/1996 redakcja EPSILONA zaproponowala
Czytelnikom konkurs éwiateczny prezentujac pieé

zadan nadeslanych przeze mnie. ;Waldkowe zadania na
swieta” nie sa oryginalne i wiekszoéé z nich zaczerpnalem
z kanadyjskiego czasopisma Cruz Mathematicorum. Byé
moze czes¢ Czytelnikéw dopiero teraz polubi te zadania,
widzac ,epsilonowe” rozwiazania.

1. Szedé spodrdd osmiu wierzeholkdw réwnolegloscianu
lezy na jednej sferze. Czy réwnoleglodcian ten must byé
prostopadlodcianem?

Nie. Na przyklad wierzcholki dwéch sasiednich

§cian bocznych graniastoslupa prostego o podstawie
réwnolegloboku leza na jednej sferze. (Sciany boczne
takiego graniastostupa sa prostokatami.)

2. Na bokach AD i BC réwnolegltoboku ABCD tak obrano
punkty I i L, ze AK = LC. Niech P bedzie dowolnym
punktem lezgecym na boku C'D. Prosta K L przecina proste
AP ¢ BP odpowiednio w punktach M i N. Wykazad,

ze pole AAKM 4 pole ABLN = pole APMN.

Dodajac do obu stron powyzszej réwnoéci pole
czworokata ABN M (rys. 1) pozostaje do wykazania,

ze pole czworokata ABLK jest réwne polu tréjkata ABP.
A to juz jest latwe, bowiem obie te wielkosci sa réwne
polowie pola réwnolegloboku ABCD.

3. Wewnagtrz tréjkata réwnobocznego ABC obrano
(w sposdb dowolny) punkt P. Niech D, I, I bedg rzutami

prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, CA, AB.

Udowodnié, ze suma pdl tréjkqtéw PAF, PBD, PCE nie
zalezy od wyboru punktu P.

Przez punkt P prowadzimy trzy proste réwnolegle

do bokéw tréjkata ABC (rys. 2). Teraz juz nietrudno
zauwazy<, ze suma pdl tréjkatéw PAF, PBD, PCE jest
réwna polowie pola tréjkata ABC, czyli nie zalezy od
wyboru punktu P.

Rys. 1

4. Niech n > 2 bedzie liczbq naturalng. Czy istniejq liczby
calkowite z, y, z, wszystkie rézne od zera, spelniajgce
réwnanie: (z°" + y*" + F e (g g 2T

Takie liczby nie istnieja. Dane réwnanie jest réwnowazne
réwnaniu

ktére, na mocy Wielkiego Twierdzenia Fermata, nie ma
rozwiazan spelniajacych warunki zadania.

5. Czy istniejq takie liczby naturalne 1 < k <1 < n,
ze liczby (:) i (?) sa wzglednie pierwsze?

Nie, nie istnieja! 7 tatwej do sprawdzenia tozsamoséci

(2) ("7%) = (D) ("F") wynika, ie gdyby (3) i (7) byly
wzglednie pierwsze, to liczba (:) musialaby dzieli¢

liczbe (“;5). To jednak jest niemozliwe, gdyz (“k_t) = (:)

Autorem ostatniego zadania jest stynny wegierski
matematyk Pil Erdés. Zwykl byt on oferowaé (nickiedy
bardzo wysokie) nagrody pieniezne za rozwiazania
probleméw matematycznych, z ktérymi sam si¢ zmagal
i ktérych byl autorem. Sam potrafil oceni¢ trudnodé
danego problemu i oferowaé¢ adekwatna snme.

Na jednej z konferencji Erdés podzielil sie powyzszym
problemem ze swoim przyjacielem, australijskim
matematykiem, Georgem Szekeresem, zaznaczajac, Ze nie
zna rozwiazania i zadanie to moze byé nietrywialne.
Podczas wykladu Szekeresowi udalo si¢ znale7é rozwiazanie
problemu Erdésa, podobne do powyzszego. Na przerwie
podszedl wigc do antora zadania i z powazna mina
powiedzial:

— Wyglada mi to na interesujacy problem. Ile
zaoferowalby$ za rozwiazanie?

— Och, 5 dolaréw. .. — odpowiedzial bez wahania Erdés.
Musze powiedzieé, ze Paul mi zaplacit i byt to

Jedyny raz, kiedy w ten sposdb zarobilem od niego
pienigdze — niewqgtpliwie niezbyt uczciwie — wspomina
George Szekeres w lidcie do redaktora pisma Cruz
Mathematicorum.

Po 16 latach panowie spotkali si¢ ponownie na konferenciji
w 1993 roku podwigconej 80. urodzinom Paula Erdésa.
Erdés postawil ten sam problem raz jeszcze, po czym
obaj z Szekeresem doszli do wniosku, ze moze on

byé nielatwy! Minelo kilka tygodni, zanim Erdés
(przypadkowo, przegladajac swoje notatki) przypomnial
sobie, ze kilkanascie lat temu, razem z Szekeresem
opublikowali to zadanie! Mozna o nim oraz o innych
(otwartych) problemach dotyczacych symboli Newtona
przeczytaé w pracy:

Paul Erdés, George Szekeres, Some number theoretic
problems on binomial coefficients, Australian Math. Soc.
Gazette 5(1978), str. 97-99.

C

Waldemar POMPE

Rys. 2 A F B

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posdmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem «.

17



