“s’/,/‘%

SPIS TRESCI
NUMERU 2(273)

Pal Erdos (1913-1996)
Tomasz Luczak

Konwekeja
Grzegorz Derfel

Zadama

Minima 1 maksima z innej
strony
Pawet Strzelecki

Tym, ktorzy. . .
Mata Delta
Klub 44

Patrz w niebo

Epsilon

W nastepnym numerze:

O pracach uczniowskich

Oktadke 1 ilustracje wykonal
Krzysztof BIESAGA

Wybdr artykulow z Delty
ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem

http://sunsite.icm.edu.pl/ delta/

Wydawca:
Uniwersytet Warszawski

str.. 1
Str.. 2
str.H
str. 6
str. 8
str.10
str.11
str.16
str.17

Dnia 29 listopada 1996 roku
zmart tragicznie w wieku 33 lat

Marcin POZNIAK

matematyk, czlonek redakeji EPSILONA

~Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesigeznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego
i Polskiege Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badaii Naukowych

Komitet Redakeyjny:
Andrze] Bialynicki-Birula
Bogdan Cichocki
— wiceprzewodniczacy

Krzysztof Ciesielski
Jan A. Gaj
Piotr Goldstein
Tomasz Hofmokl
Andrze) Hrynkiewicz
Wieslaw A. IKKaminski
Marta Kicinska-Habior
Krzysztol Maslanka
Andrze) Makowski
Zdzistaw Pogoda
Feliks Przytycki
Michal Rézyczka
IKonrad Rudnicki
Zbigniew Semadeni Wydrukowano
Grzegorz Sitarski Dkt Nk Tachrisaiet
Andrzej Woszezyk w W}u arni a.Ll1 (:]C;r_Q‘- kecﬂn:uc.znq

r; . 5 : w Warszawie, ul. Minska 65
Wislnwe Seloako — pEeRolieng Sktad systemem TEX wykonala Redakeja.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21}

Whplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zt 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

Redaguje kolegium w skladzie:
Wiktor Bartol

Krzysztol Biesaga

Wojciech Kopezytiski - z-ca red. nacz.
Krystyna Kordos — sekr. red.

Marek Kordos - red. nacz.

Tomasz Kwast

Anna Ludwicka

Anna Rudnik

Pawel Strzelecki

Joanna Udalska

Piotr Zalewski .

Adres Redakeji:

ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 Warszawa
tel. 43-02-41(-2) wewn. 21
PAWELSTa@MIMUW EDU.PL

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotniczs
adpowiednia doplate ponosl zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-7T7578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

Whplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.

Cena prenumeraty na Il kwartal 1997 r. wynosi 7 2! 50 gr.

Whplaty na prenumeratg przyjmujg na teren kraju jednostki kolportazowe

»Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastgpuje w uzgodniony sposéb. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczty zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. ,pod opaska’ .

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granicg jest o 100% wyzsza od krajowe).
Whplaty przyjmuje ,RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XITI Oddzial Warszawa 370044-16551-2700-1-06 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedziatku do piatku w godz. 8°¢ — 149,
Dostawa odbywa si¢ poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, ktére] koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

DRSS

L4

krajows ze zleceniem za granice
5 XI1 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 111 20 II na II kwartal,
5 V1 20 V na I1I kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizows, prayjmowane od oséb zamieszkalych za granics,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamowienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty 1 sposobie zamawiania udziela , RUCH" §. A,
Oddzial Krajowe] Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-7T1
wewn. dla oséb fizycznych 2507, 2508, wewn. dla oséb prawnych 2576, a takze

tel. 620-10-191 620-12-17 wewn. 2366,

Cena 1 egzemplarza 2 zt 50 gr

Numery archiwalne mozna naby¢ w Redakeji osobiscie lub kerespondencyjnie.



Pal Erdos (1913—1996)
Tomasz LUCZAK

Dnia 20 wrzeénia 1996 roku w Warszawie zmart Pal
(Paul) Erdés, jedna z najbardziej niezwyklych postaci
naszych czasow.

Trudno byloby znalezé matematyka, ktéry nie zetknal
sie z tym madrym, pelnym spokojnego dystansu

do siebie i otaczajacego go swiata czlowiekiem.

Od wielu lat nieprzerwanie podrézowal, z rzadka
tylko pozostajac w jednym miejscu dluzej niz dwa
tygodnie. Wozil ze soba caly swéj dobytek: na wpot
pusta walizke i teczke z artykutami, nad ktérymi
wlaénie pracowal. Choé précz tego nie posiadal niemal
niczego, kazdy znajdujacy sie w potrzebie maégt liczy¢
na jego pomoc. Swoje wynagrodzenie za wyklady
wygloszone w Indiach wystal wdowie po Srivanasie
Ramanujanie (genialnym matematyku samouku),
ktérej zreszta nigdy nie spotkal. Gdy w 1984 roku
przyznano mu bardzo prestizowa i réwnoczesnie jedna
z najbardziej lukratywnych nagréd matematycznych,
Nagrode Wolfa, natychmiast ufundowal stypendium
imienia swojej matki. Znalazl tez pare oséb, ktdre,
jego zdaniem, potrzebowaly pieniedzy bardziej niz

on i, koniec koncéw, z otrzymanych piecdziesieciu
tysiecy dolaréw zostalo mu niewiele ponad siedemset.
Nie trzeba dodawad, ze nie zmartwil sie tym zbytnio.
Zajmowanie si¢ rzeczami materialnymi zawsze uwazal
za strate czasu.

Jego prawdziwa pasja byta matematyka, a w niej
rozwiazywanie i stawianie probleméw. Jego blyskotliwe
i niestychanie skuteczne podejscie do rozpatrywanych
zagadnien bylo wrecz legendarne: czesto potrafit
podaé zaskakujace rozstrzygniecie problemu z niemal
zupelnie nie znanej mu dziedziny, korzystajac tylko

z ogdlnikowych objasnien podanych przy kolacji

przez c1crpllweg0 wspolblesmdmka Graniczylo to

z magia, 1 nic dziwnego, ze juz w latach trzydziestych
okrzyknieto Erdésa ,czarodziejem z Budapesztu”.
Jednak ponad wszystko byl niezréwnanym

mistrzem stawiania pytan: niemal zawsze waznych

i glebokich, choé najezesciej sformulowanych

w bardzo elementarny sposéb. Problemy, ktérymi sie
zajmowal, pomimo swej réznorodnosci, sktadaly sie

w zadziwiajacy, pelen harmonii obraz. Powiadano
nawet, ze sa one szczegolnymi wnioskami z jedne]
wielkiej] matematycznej metateorii znajdujacej sie

w Jego umysle, z ktérej istnienia nawet On, by¢ moze,
nie zdaje sobie sprawy.

Swoje przemys$lenia traktowal podobnie jak dobra
materialne: udzielal ich szczodrze innym, zawsze
gotowy opowiedzieé¢ o frapujacych go pytaniach,
wyczerpujaco przedstawiajac wszystkie udane

1 nieudane préby ich rozwiazania i opisujac uzyskane
czeSciowe wyniki. Za problemy, z ktérymi szczegdlnie
dlugo nie mégl sie uporaé, z wlasciwym sobie
poczuciem humoru wyznaczal nagrody, wynoszace
od 5 do 3000 $. Nic dziwnego zatem, ze wiele prac
plsal wspolme Z _]ednym czasami dwoma lub wiecej
nie znajacymi sie wzajemnie autorami, z ktérych
kazdy wnosil swoja czastke do rozwiazywanego

1

zagadnienia. Z czasem owa wspolpraca osiagnela

takie rozmiary, ze zaczeto przypisywaé matematykom
tzw. liczbe Erdésa: dla wspétautoréw Erdésa wynosila
ona jeden, dla wspélautoréw jego wspdlautordw
przyjmowala ona warto$é dwa, dla wspélautoréw
wspolautoréw jego wspdlautoréw trzy itd. W chwili
smierci Pdla Erdosa liczba jego wspétautoréw siegala
pieciuset, rzecz nie spotykana w historii matematyki;
matematykow o liczbie Erddsa réwnej dwa jest
zapewne okolo pieciu tysiecy.

Jednym z przejawow stosunku Péila Erdésa do
matematyki i matematykéw byt Jego jezyk, w ktérym
z pelna ciepla ironia opisywal swéj §wiat terminami
zaczerpnietymi z matematyki, filozofii i teologii. Dwa
pojecia z tego osobliwego dialektu mialy znaczenie
szczegolne. Pierwszym z nich byla Ksiega”, miejsce,
gdzie zgromadzone sa najprostsze i zarazem wnikajace
w samo sedno problemu dowody matematycznych
twierdzen; dowdd ,prosto z Ksiegi” oznaczal
rozumowanie zblizone do doskonalosci (,to prawda,
lecz warto by znalezé dowdd prosto z Ksiegi”

martwil sie nieraz Erdés zbyt skomplikowanym
rozumowaniem nie rzucajacym przy tym $wiatla

na istote zagadnienia). Drugim terminem, jakze
waznym w zyciu Erdésa, byt ,epsilon” oznaczajacy
mlodego czlowieka zainteresowanego matematyka.
Kontaktom z epsilonami przypisywal Erdds szezegdlne
znaczenie. Zawsze opiekowal si¢ troskliwie mlodymi
matematykami i uczniami szkél rednich, zach@ca_]a}c
ich do pracy naukowej i, co naJwaznlerze zasypu_]qc,
problemami, z ktérymi mieli szanse sie uporaé.

I na tym polu odnidst pelny sukces: wielu dawnych
epsilonéw zostalo wybitnymi matematykami,

a wegierska szkola kombinatoryczna nie ma sobie
réwnej. :

Wydawadé by sie moglo, ze w $wiecie wspélczesnej
wyspecjalizowanej nauki powinnoscia wybitnego
uczonego jest unikanie zbednego rozproszenia umystu
1 skupienie sie na jednym zagadnieniu, zbudowanie,
samemu lub wespét z gronem wspéipracownikéw
teorii pozwalajacej zrozumieé, wyjasnié czy udowodnié
jedno zjawisko, praw;dlowosc twierdzenie. Przyktady
takiego postepowania mozna by wymieniaé bez konca:
wspomnijmy tylko fizykéw, usitujacych (jak dotad
bezskutecznie) polaczyé w jednej teorii wszystkie
znane nam cztery rodzaje oddzialywan, i Andrew
Wilesa, ktdrego lata samotnej pracy przyniosty nam
dowéd Wielkiego Twierdzenia Fermata. Zycie Péla
Erdésa pokazuje, ze nie jest to droga jedyna. Nigdy
nie staral sie budowaé monumentalnych teorii (choé
Jego prace przyczynily sie do powstania wielu z nich).
Pozostawil po sobie ponad 1400 artykuléw, wiecej

niz ktokolwiek przed nim, poswieconych problemom,
ktérymi zajmowal sie li tylko dlatego, ze uwazal je za
ciekawe 1 interesujace. Byl jednym z tych nielicznych,
ktorzy zawsze przypominali, Zze 1 w nauce, i w zyciu
wazne sa nie tylko sita i poprawnoéé rozumowania, ale
réwniez jego glebia i piekno.



Konwekcja
Grzegorz DERFEL

Konwekcja cieplna w cieczach i gazach jest zjawiskiem
bardzo powszechnym. Wystepuje w wielu skalach.

Na co dzieri towarzyszy nam przy podgrzewaniu

wody w czajniku, ale takze ksztaltuje klimat na
Ziemi, przyczynia sie do ruchu kontynentéw i odgrywa
wielka role w procesach zachodzacych we wnetrzu
gwiazd. Konwekcyjne przemieszczanie masy wywolane
jest sita wyporu wynikla z réznicy gestosei cieptych

i chtodnych obszaréw plynu.

Na istnienie konwekeji zwrdcil uwage Benjamin
Rumford w 1797 r. Numeryczne symulacje konwekeji
w atmosferze, przeprowadzone przez Edwarda Lorenza
w roku 1963, uéwiadomity nieprzewidywalnosé

zjawisk opisanych deterministycznymi réwnaniami.
Wspdlezesne zainteresowanie konwekeja wiaze sie
wlaénie z badaniami nad chaosem deterministycznym.

U 7rédel konwekeji lezy przekazywanie ciepla,

a wiec proces dysypatywny, czyli proces, w ktérym
energia mechaniczna jest rozpraszana. Jego
konsekwencja jest zaburzenie spoczywajacej cieczy

i samorzutne zorganizowanie sie przestrzenne osrodka.
Komorki konwekcyjne, tworzace okresowy wzor, sa
przykladem tak zwanych struktur dysypatywnych.
Rozwdj tych struktur, ich komplikowanie sie,
prowadzi do zachowania chaotycznego — turbulencji.
Charakteryzuja ja przeplywy o wielkiej rozmaitoéci
skal diugosci i czasu. W zalezno$ci od parametrow
cieczy 1 geometrii eksperymentu obserwuje sie rézne
scenariusze przejscia od najprostszych struktur
laminarnych do chaosu. Te frapujace zjawiska sa
spopularyzowane w wielu opracowaniach.

Tu cheiatbym skupié sie raczej na mechanizmach
wiodacych do niestabilnosci niz na ogdlnych prawach
rzadzacych jej rozwojem. Poswiece uwage konwekeji
zachodzacej w malej, laboratoryjnej skali, w ktérej
charakterystyczna dlugosé jest rzedu 0,001- 0,01 m.
Zaczne od opisu konwekeji w zwyklych plynach,

a nastepnie przedstawie zjawiska wystepujace

w cieczach szczegdlnego rodzaju, ktorych cecha
wyrézniajaca jest anizotropia wielu wlasciwosci
fizycznych: w nematykach. Jest to jedna z klas licznej
grupy zwiazkow organicznych zwanych cieklymi
krysztatami. (Substancje te znane sa juz Czytelnikom
Delty.) Pokaze, jak na przebieg ogdlnie pojetych
niestabilnosci o charakterze konwekeyjnym wplywa
wlasciwa cieklym krysztalom anizotropia lepkosci

1 przewodnictwa cieplnego. Nalezy tez podkreslié,

ze dzicki dwéjlomnosei cieklych krysztaléw zjawisko

to jest w nich szczegdlnie dobrze widoczne 1 efektowne.

Ciecze zwykle

Warunki powstania konwekeji zaleza od ksztaltu
objetosci zajmowanej przez ciecz, rozktadu
temperatur i przyspieszenia grawitacyjnego. Wszelkie
niejednorodnosci sprzyjaja wystapieniu przeplywu.
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Rozpatrzmy pozioma warstwe cieczy ogrzewana od
dotu. W ogdlnym przypadku temperatura moze byé
funkcja wszystkich trzech wspélrzednych. Réwnowaga
mechaniczna jest wtedy niemozliwa. Ciecz cieplejsza
— o mniejsze] gestoscl — wznosi sie 1 po oddaniu

ciepta przy gornej, chlodzonej powierzchni, opada.
Dostatecznie duze przewodzenie ciepla wzdhuz
warstwy utrudnia powstanie konwekcji.

7 najprostszym przypadkiem konwekeji mamy

do czynienia w tak zwanym problemie Bénarda,

w ktérym pozioma warstwa cieczy ograniczona

jest z gory i z dolu plaszezyznami o ustalonych,
wszedzie jednakowych temperaturach 77 1 Th. Wladnie
dla takiego uktadu Henri Bénard przeprowadzil

w 1900 roku pierwsze systematyczne doswiadczenia
demonstrujace powstawanie niestabilnosci. Ich
interpretacje teoretyczna dal w fundamentalnej pracy
z roku 1916 lord John W.S. Rayleigh, rozpatrujac
wyidealizowany przypadek warstwy nieskonczenie
rozleglej o grubosei d.

W opisie teoretycznym stan cieczy zadany jest przez
pola predkosci i temperatury. Wielkoéci te okreélone
sa trzema réwnaniami: réwnaniem Naviera—Stokesa,
bedacym réwnaniem ruchu cieczy, réwnaniem
ciaglodei, wyrazajacym zachowanie masy i réwnaniem
przewodnictwa cieplnego. Warunki brzegowe ustalaja
wartoécl temperatur oraz nakladaja ograniczenia na
predkosé przy Scianach naczynia (lub na powierzchni
swobodnej, jesli taka istnieje). W tak zwanym
przyblizeniu Boussinesqa zaklada sie, ze sposréd
parametréw cieczy jedynie jej gestoéé zalezy od
temperatury.

W problemie Bénarda temperatura cieczy zalezy
tylko od wspolrzedne] pionowej. Stanowi to warunek
konieczny réwnowagi. Transport ciepla odbywa sie
wowezas tylko dzieki przewodnictwu. Jednak nawet
wtedy, gdy gradient temperatury jest pionowy,
réwnowaga cleczy moze zosta¢ zaburzona. Nastepuje
to, gdy male fluktuacje temperatury, cidnienia
i predkosci cieczy moga wzrasta¢ nieograniczenie.
Warunki po temu pojawiaja sie, gdy wartoéé gradientu
(lub inaczej réznica temperatur AT = T — 1)
przewyzsza wielko$é krytyczna. Elementy cieczy
zostaja wtedy wprawione w ruch. Stan cieczy
okreélony jest bezwymiarowa liczba Rayleigha
gozATds ‘

Rl
gdzie: g — przyspieszenie ziemskie, o — wspdlezynnik
rozszerzalnosci objetosciowej cieczy, & — wspdétezynnik
przewodnictwa cieplnego, v — wspélezynnik lepkosei
kinematycznej. Warunkom krytycznym na powstanie
niestabilnoéci odpowiada krytyczna wartoé liczby
Rayleigha R.. Dla przypadku warstwy ograniczonej
sztywnymi powierzchniami obliczenia daja R, = 1707,
co pozostaje w dobrej zgodnosci z wynikiem

R



doéwiadczalnym 1700 £ 50. Wartos¢ ta wyznacza
krytyczna réznice temperatur
KV

AT 1707g0d3 ;
Roénie ona silnie przy zmniejszaniu grubosci i,
na przyklad, dla wody przy d = 1 mm siega ponad
100 K. Do zaobserwowania konwekcji konieczne sa
wiec grubsze warstwy, zwlaszcza w przypadku cieczy
bardziej lepkich niz woda. Poniewaz zaden kierunek
w plaszezyinie warstwy nie jest uprzywilejowany,
przepltyw odbywa sie w komérkach, ktérych podstawy
musza przybraé ksztalt wielokatéw wypelniajacych
cala warstwe bez luk. W praktyce spotyka sie komdrki
szedciokatne. Rysunek 1 pokazuje charakter przeplywu
laminarnego w stanie stacjonarnym, gdy krytyczny
gradient przekroczony jest nieznacznie. Zaznaczone sg
linie pradu cieczy w dwdch prostopadlych przekrojach
komérki. Dostatecznie duzy gradient wywoluje ruch
turbulentny, do ktérego dochodzi po przejsciu przez
kilka stanéw posrednich.

Rys. 1. Przeplyw cieczy izotropowej w szesciokatnych komdrkach
konwekcyjnych.

Nematyki

Niestabilnosci konwekcyjne w cieklych krysztatach
nematycznych zostaly szczegdtowo zbadane na
poczatku lat siedemdziesiatych. Sformutowany

zostal takze wtedy ich opis teoretyczny, w pelni
zgodny z doswiadczeniem. Dzieki anizotropii cieklych
krysztaldw progowy gradient temperatury jest

o trzy rzedy wielkosci mniejszy niz w zwyklej cieczy
o zblizonych parametrach. Mozna wiec obserwowadé
konwekecje w prébkach nematyka znacznie cieniszych
niz warstwy, w ktorych moze pojawié sie konwekeyjny
przeplyw zwyklych cieczy. Anizotropia powoduje,

ze proces powstawania niestabilnosci jest takze
bardziej ztozony. Odgrywaja w nim role trzy czynniki:
anizotropia przewodnictwa cieplnego, orientacja
direktora i anizotropia lepkosci nematykéw.
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Molekuly cieklych krysztaléw sa znacznie wydluzone;

w typowym przypadku stosunek dlugodci do szerokodci
molekuly wynosi okolo 6. Maja one tendencje do réwnoleglego
ustawiania sig. Opisuje sie to tzw. direktorem, tj. wektorem n

o jednostkowej dlugosci skierowanym wzdluz usrednionego
kierunku dlugich osi molekul; wektor ten okreslony jest

z dokladnoscia do znaku. Usrednienie przeprowadza sie lokalnie,
totez n = n(x,t) jest w istocie polem wektorowym na ogél
zaleznym od czasu. (Red.)

Przewodnictwo cieplne x| w kierunku direktora n jest
wieksze niz przewodnictwa cieplne k; w kierunkach
do niego prostopadlych. Anizotropie tego rodzaju
mierzy si¢ réznica Ak = k)| — k. Jest ona dodatnia,
a stosunek k) /# 1 nieznacznie przewyzsza jednoéé

i wynosi np. 1,6.

Pierwotna orientacja direktora jest zwykle wymuszona
oddzialywaniem $cian na molekuly cieklego krysztaltu
1 rozprzestrzenia sie na cala jego objetosc.

Kazdemu przeplywowi, a wige takze konwekeji,
towarzyszy wplyw momentéw sit lepkosci na orintacje
direktora (patrz Delta 10/1994). Zwrot wypadkowego
momentu sit I' zalezy od ustawienia direktora n

w polu predkoéci v, jak réwniez od relacji miedzy
réznymi wspélezynnikami lepkosei nematyka. Moment
ten moze dzialac stabilizujaco lub destabilizujaco na
direktor, to znaczy moze ttumié lub wzmagaé jego
odchylenie od pierwotnej orientacji. Obie mozliwoéci
przedstawia schematycznie rysunek 2.

E
T ——
n
N
h.—
(®)

Rys. 2. Moment sil lepkich I" wzmaga (a) lub tlumi (b)
odchylenie direktora od pierwotnej pionowej orientacji.
(Direktor n, ktérego oba zwroty sa fizycznie réwnowazne,
przedstawiony jest w postaci zacieniowanego prostokata.)

Bardzo waznym czynnikiem, ktéry — oprécz fluktuacji
wymienionych dla przypadku zwyklych cieczy

— decyduje o powstaniu niestabilnogci, staja sie
fluktuacje uporzadkowania direktora. W celu -
rozpatrzenia ich konsekwencji w sposéb jakoéciowy
wezmiemy pod uwage najprostszy, podstawowy typ
fluktuacji, przy ktorym kat okreélajacy odchylenie
direktora od pierwotnej orientacji zmienia sie
sinusoidalnie wzdluz pewnego kierunku w warstwie.
Zaburzenie takie sprawia, ze wektory strumienia
ciepla j nie sa réwnolegte do gradientu temperatury,
lecz nachylone w kierunku direktora. Pojawiajg sie
wiec skladowe wektora strumienia ciepta majace
przeciwne zwroty w sasiadujacych ze sobg obszarach.
Daja one tak zwany efekt ogniskowania ciepta,

w wyniku ktérego tworza sie rozlokowane na przemian
masy cieczy cieplejszej i chlodniejszej. Sita wyporu
sprawia, ze masy te daza do géry lub do dotu.



Rozwazmy dwie podstawowe orientacje warstwy
cieklokrystalicznej. W pierwszej z nich direktor

jest wstepnie ustawiony w jednakowym wszedzie
kierunku réwnolegle do §cian. (Jest to tak zwana
orientacja planarna.) Dolna $cianka ma temperature
o AT wyzsza od gérnej. W stanie réwnowagi wektor
strumienia ciepta jest prostopadly do warstwy.
Rysunek 3 przedstawia sytuacje panujaca w warstwie
o lekko zaburzonym rozktadzie direktora. Kierunek
direktora zmienia sie sinusoidalnie. Mozna w niej
znalezé obszary, w ktérych direktor bedzie w takich
samych warunkach, jak pokazane na rysunku 2a.
Tutaj oznacza to, ze zaburzenie bedzie si¢ wzmacniaé,
co doprowadzi do konwekcji.

Przy ogrzewaniu od dolu wystapienie konwekecji

jest mozliwe tylko w bardzo grubych warstwach
homeotropowych. Wéwezas wplyw anizotropii moze
by¢ pokonany zastosowaniem dostatecznie duzego
gradientu temperatury dzieki efektowi whtasciwemu dla
cieczy zwyklych.

Inacze] jednak rozwinie sie zjawisko, gdy
homeotropowa warstwa nematyka bedzie ogrzewana
od goéry (rys. b). Wéwezas dzialanie momentéw

sil lepkich bedzie destabilizujace. Mamy tu wiec

do czynienia z konwekeja, ale ,do géry nogami”.
Zwykla ciecz bytaby w takiej sytuacji, oczywiscie,
w stanie réwnowagi trwalej.

Rys. 3. Powstawanie konwekcji w planarnej warstwie nematyka
ogrzewanej od dolu. Zaznaczono obszary cieczy cieplejszej (C)

i zimniejszej (Z).

Przyjrzyjmy sie z kolei lekko zaburzonej warstwie
nematyka, w ktérej direktor jest poczatkowo
prostopadly do §cian. (Orientacja ta nosi nazwe
homeotropowej.) Sytuacje wystepujaca przy
ogrzewaniu od dotu przedstawia rysunek 4.

Rys. 4. Tlumienie konwekcji w homeotropowej warstwie
nematyka ogrzewanej od dolu.

Direktor jest tu pod dzialaniem takich momentéw sit
lepkosci, jak na rysunku 2b. Oznacza to, ze nawet
gdyby wystapil konwekcyjny przeplyw (dzieki
ogniskowaniu ciepta wyniklemu z fluktuacji direktora),
to sttumi on przyczyne, dzieki ktdrej powstal.
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Rys. 5. Powstawanie konwekeji w homeotropowej warstwie
nematyka ogrzewanej od gory.

Ogrzewanie od géry w orientacji planarnej nie sprzyja
wzrostowi fluktuacji i nie prowadzi do konwekcji.
Wymienione cztery mozliwoéci wzajemnej relacji
zwrotu gradientu temperatury i orientacji direktora
zebrane sa w tabelce.

anizotropia |orientacja ogrzewanie |wynik

A >0 planarna od dolu konwekcja
Ak >0 homeotropowa |od géry konwekcja
Ak >0 planarna od gory stabilizacja
Ar >0 homeotropowa |od dotu stabilizacja

Rys. 6. Rolki konwekcyjne w planarnej warstwie nematyka.

Przeplyw rodzi sie zwykle jako para komodrek
konwekeyjnych w poblizu jakiego$ defektu struktury.
Rozwdj konwekcji jest bardzo powolny: trwa
kilkadziesiat minut. W warstwie planarnej dobrze
rozwinieta konwekcja ma postaé réwnoleglych

rolek krazace] cieczy. Ich osie sa prostopadle do
poczatkowego kierunku direktora (rys. 6).



Struktura ta widoczna jest w postaci
jasniejszych i ciemniejszych réwnolegltych
prazkéw. W warstwie homeotropowej
wszystkie kierunki poziome sa
réwnouprawnione. Nalezy wigc
spodziewaé sie wielokatnych komdérek
konwekeyjnych. W doswiadczeniach
obserwuje sie komérki kwadratowe jako
wynik superpozycji skrzyzowanych
rolek. Przeptyw, jaki odbywa sie

w nich, przedstawiony jest na

rysunku 7. Natomiast gdy przewaza
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izotropowy mechanizm utraty stabilnosci 5 ! /

(na przyklad przy duzym AT), e R

obserwuje sie heksagonalna sie¢ komorek

konwekeyjnych. Rys. 7. Kwadratowa sie¢ komdrek konwekeyjnych. Przedstawiono, widziana z gory,

sytuacje w plaszezyénie odleglej o 1/4 grubosci od dolnej plyty. Po lewej — rzut
linii pradu cieczy na plaszczyzne warstwy, po prawej — orientacja direktora.

. Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ -
= Zadal]ld M 798. Funkcje ciagle f,9: R — R spelniaja réwnanie f(g(z)) = g(f(z)) dla

wszystkich z. Udowodnié, ze jesli réwnanie f(f(z)) = g(g(z)) ma rozwiazanie, to takze
réwnanie f(z) = g(¢) ma rozwiazanie.
Rozwiazanie na str. 6

M 799. Wykazaé, ze w poprzednim zadaniu nie mozna pominaé zalozenia cigglosci
funkcji f1ig.
Rozwiazanie na str. 16

M 800. Wiasdciciel duzego sklepu sktadajacego sie z dziesiecin sektoréw chce w nim
umieécié¢ 8 ukrytych kamer. Kazda z nich pozwala z prawdopodobiefistwem %
zarejestrowaé dokonywana w jej sektorze kradziez, przy czym kamery dzialaja
niezaleznie (w sektorze, w ktérym dziala n kamer, kradziez pozostanie nie
zarejestrowana z prawdopodobiefistwem 2%,) Jakie rozmieszczenie kamer bedzie
najskuteczniejsze przy zalozeniu, ze we wszystkich sektorach sklepu czegstotliwosé
i dotkliwosé kradziezy jest taka sama?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Krzysziof REJMER

F 445. Znale?é¢ tempo wydluzania sie roku na skutek wypromieniowywania energii
przez Slofice. Aktualna masa Stofica wynosi Mg = 2 - 10°° kg, aktualna dlugosé
roku T = 3,16 - 107 s. Moc wypromieniowywana obecnie przez Slofice ma wartosé
P =3,904 - 10°® W, Zakladamy, ze orbita Ziemi nie ulega zmianie.

Rozwiazanie na str. 16

F 446. Zgodnie z zasada Fermata promien $wietlny przechodzacy przez dwa punkty
A1 B porusza si¢ po trajektorii, wzdluz ktdrej jego droga optyczna jest ekstremalna
badZ stacjonarna. Rozwazmy promienie ulegajace odbiciu od zwierciadla sferycznego
wklestego o promieniu R. Niech A lezy na osi optycznej zwierciadla w ksztalcie
pélsfery w odlegloéci [ od jej drodka, a B znajduje sie¢ w srodku sfery, z ktérej
wycieto zwierciadlo. Znaleié¢ takie wartoéci [, dla kidrych droga optyczna promienia
spelniajacego zasade Fermata, jest:

a) minimalna,

b) maksymalna,

c) stacjonarna.

Rozwiazanie na str. 14




..} Minima i maksima z innej strony

Rozwigzanie zadania M T98.

Zalézmy, 2e réwnanie f(z) = g(z) nie Pa'wef STRZELECKI

ma rozwiazan rzeczywistych. Wéwczas

funkcja h(z) = f(x) — g(x) jest ciagla

i nie ma zer, wiec albo przyjmuje tylko ; . . . . .

wartoéei dodatnie, albo tylko ujemne. Do czego moga stuzy¢ minima i maksima? Wiekszos¢ polskich maturzystow

Zatem uwaza zapewne, ze do gnebienia uczniéw za pomoca zadan zaczynajacych sie od

P ML AR =  stéw znajd? najmniejszq (najwieksza) wartosé. . .. Przykladéw dostarczy dowolny
= UGN =g EDNHI =0t = phisr zadan dla uczniéw starszych klas liceum. Kazdy maturzysta doda tez,

ze rozwiazuje sie takie zadania niemal mechanicznie, bez glebszego namystu,

a problemy moga sie pojawi¢ tylko w rachunkach. Ot, bierze sie odpowiednia

funkcje, przyréwnuje sie do zera jej pochodna, sprawdza, ze w znalezionym

punkcie rozpatrywana funkcja rzeczywiscie ma maksimum ezy minimum, i po

zabawie,

= f(f(=)) — glg(z)),
wiec i rédwnanie f(f(2)) = g(g(x)) nie ma
rozwigzat reeczywistych.

Stali Czytelnicy Delly, w szezegdlnosei milosnicy Kqcika olimpijskiego, wiedza
Prayklady nieoczekiwanego i skutecznego J€dnak, ze minima i maksima moga si¢ zupelnie nieoczekiwanie przydaé do
wykorzystania metody wariacyjnej ~ rozwiazania réwniez takich zadan i probleméw, w ktérych — ani na pierwszy,
E{Oigzzxagff:epi1“};;’;;??;:':, z:::::: ani nawet na drugi rzut oka - nie chodzi weale o znajdowanie miniméw czy
olimpijskimz Delty 8/1996. maksiméw. Matematyka (i ta szkolna, i ta bardzo powazna) nie polega bowiem
wcale na tym, by zna¢ tysiace definicji i twierdzen; wystarczy zamiast tego
nauczy¢ sie kilku (no, moze kilkunastu) stosunkowo ogdlnych i prostych metod,
a nastepnie przyzwyczaié sie do ich stosowania w najrozmaitszych sytuacjach.
Jedna z takich uniwersalnych metod jest wtasnie metoda wariacyjna; polega ona,
mowiac niezbyt Scisle, na znajdowaniu miniméw lub maksiméw odpowiednio
dobranych funkeji. Zademonstrujemy nizej dwa — by¢é moze Czytelnikom do tej
pory nie znane — ladne zastosowania tej metody.

Oto przyklad pierwszy. Zapytajmy, czy mozna tak pomalowaé wierzcholtki
dowolnego skoriczonego grafu kolorem czarnym i bialym tak, by kazdy
wierzcholek mial wéréd swoich sasiadéw przynajmniej polowe innego koloru niz
A A on sam? Odpowiedz jest (o dziwo) twierdzaca; ten fakt zartownisie nazywaja

twierdzeniem o unikaniu segregacji rasowej. Metoda wariacyjna pozwala
podaé uzasadnienie w pieciu slowach: trzeba zmaksymalizowac liczbe par
roznokolorowych sqsiadow. Dla leniwych wyltézmy cala kawe na tawe: gdy
graf ma n wierzchotkéw, to réznych jego czarno-bialych pomalowar jest 27.

Rys. 1. Gdy przemalujemy wieracholek Ay 54 nich istnieje oczywiscie takie, ze liczba par sasiednich wierzchotkéw

na kolor czarny, to wzrosnie liczba par g 3 4 il .

réznokolorowych sasiadéw. grafu pomalowanych réznymi kolorami jest najwieksza z mozliwych. Gdyby dla
takiego pomalowania np. pewien bialy wierzcholek grafu mial ponad polowe
sasiadéw bialtych, to przemalowujac ten wierzcholek na czarno zwiekszylibysmy
liczbe par réznokolorowych sasiadéw (patrz rys. 1).

Méwimy, ze zbiér D jest wypukly, Drugi przyktad bedzie nieco powazniejszy. Podamy szkic dowodu twierdzenia
Jesli dla wszystkich punktéw P,Q € D Birkhoffa o bilardach. Role stolu bilardowego odegra wypukly podzbiér D

deinek PQ jest t D. Gladkosé . i i i
Zr:;gz Zniszn::::;;;:pmme; plaszczyzny R? z gladkim brzegiem dD. Bila to po prostu punkt, poruszajacy

tyle: dla dowolnego punktu A € 8D sie po stole po linii prostej az do momentu dojscia do brzegu stolu — wéwczas

istnieje takie kolo otwarte K o srodku s = x x = s =
i gabniilas ol odbija si¢ tak, by kat padania byt réwny katowi odbicia (patrz rys. 2). Zachodzi

(z dokladnoécia do izometrii) wykresem wowczas nastepujace OgC']ne 1 szepl‘%kne
pewnej rézniczkowalnej w sposéb ciagly

funkgji jednej zmiennej rzeczywistej. Twierdzenie (Birkhoff). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje w D
zamknieta trajektoria bilardowa zlozona z doktadnie n réinych odcinkéw
fl o korcach nalezqcych do brzegu 3D obszaru D.

Innymi stowy, dla kazdego n mozna polozy¢ bile w pewnym punkcie
stolu i uderzy¢ tak, by dokladnie po n odbiciach od brzegu stolu wrécita
(z przeciwnego kierunku) do punktu wyjscia.

Rys. 2. Do dowodu potrzebny bedzie prosty
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Rys. 3
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M(ad) N(c,d)
5/ o@
z
Rys. 4
P

Rys. 5

Lemat. Niech M i N bedq (réznymi) ustalonymi punktam: brzeqgu 0D obszaru D
i niech K lezy na 8D miedzy M @ N. Jesli katy padania 1 odbicia utworzone

w punkcie K przez odcinkt MK « KN nie sq rdwne, to wéwczas blisko K istnieje
na brzegu obszaru D taki punkt K, (patrz rys. 3), ze

MK+ Ki1N >MK+ KN.

Odlézmy na chwile dowdd lematu 1 pokazmy, w jaki sposéb wynika z niego
twierdzenie Birkhoffa. Rozpatrzmy wszystkie n-katy wpisane w D. Istnieje
wérdd nich taki, ktéry ma najwiekszy obwdd. Nie jest to wprawdzie fakt
calkowicie oczywisty, ale zdola go uzasadni¢ kazdy, kto styszal przynajmniej
raz w zyciu, ze funkcja ciagta na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy. Ow n-kat
o najdluzszym z mozliwych obwodzie — nazwijmy go A1 Asz... A, — to whaénie
poszukiwana trajektoria bili. Istotnie, gdyby np. katy padania i odbicia
utworzone w punkcie A; przez odcinki A, A; 1 A; As byly rézne, to zgodnie

z lematem mozna by punkt A; tak nieco przesunaé po brzegu 9D obszaru D,
by wzrosta suma dlugodci odcinkéw A, A; i A; A5, Wowezas wzroénie jednak
takze obwdd wielokata A; A, ... A, a to jest sprzecznosé.

Pozostaje zatem udowodnié lemat. Dokonajmy najpierw niezbednych
przygotowan technicznych. Wprowadzmy w tym celu uktad wspélrzednych

na plaszezyznie tak, by K = (0,0), M = (a,b), N = (¢, d). Zalézmy tez, bez
zmniejszenia ogdlnosei, ze 08 OX pokrywa sie ze styczna do 9D w punkcie K.
Nastepnie sparametryzujmy brzeg obszaru D w otoczeniu punktu K. Wezmy
w tym celu niewielka liczbe dodatnia € 1 przyjmijmy, ze ¢ : (—g,e) — Ry,
©(0) = 0, jest funkeja gtadka, ktére] wykres zawiera sie w brzegu obszaru D.

To juz koniec przygotowan. Przechodzimy do rzeczy i definiujemy funkcje (patrz
rys. 4)

S(z) = V(—a+2)2+ (b — p(2))? + V(e — z)* + (d - o(2))?.
Jak wida¢, S(z) jest po prostu suma odleglosci punktéw M 1 N od
punktu (z, ¢(z)) lezacego na dD. Okazuje sie, ze pochodna S’(0) jest réwna
réznicy sinuséw katéw padania i odbicia. Rachunek jest prosty, trzeba tylko
pamietaé, ze ©’(0) = 0, bowiem styczna w punkcie K do wykresu ¢, czyli do
brzegu obszaru D, to 0§ OX. Oto szczegdly:
SI(U) A SR b(p’([]) S d(to;(o) I
Va? + b2 Ve + d?
a c . s
= _\/32-4-52 — N/ = sina —sin 3.
Poniewaz katy padania « i odbicia @ nie sa réwne, wiee S’(0) # 0. Zatem,
w malym otoczeniu zera istnieja wartosci z, dla ktérych mamy S(z) > S(0).
Na przyktad, w sytuacji przedstawionej na rysunku nieréwnosé ostra
S(z) > S(0) zachodzi dla wszystkich odpowiednio malych dodatnich wartosei .
Tym samym dowdd lematu jest zakoinczony. (Kto zauwazyt, gdzie skorzystalidmy
z wypuktosci D7)

Tym, ktorzy cierpliwie dobrneli niemal do konca artykulu, przypomnialo sie, byé
moze, szkolne zadanie z geometrii: na prostej p wskazaé taki punkt C, by suma
jego odlegtosci od dwdch zadanych, lezacych po jednej stronie p punktéow A

1 B byla najmniejsza z mozliwych (patrz rys. 5). Wiadomo dobrze, ze C' nalezy
wybra¢ tak, by katy padania i odbicia utworzone przez odcinki AC' i1 C'B byly
réwne. Fizyk powiedzialby moze, ze to przyktad stosowania metody wariacyjnej
w optyce, 1 ze mozna tez metoda wariacyjna udowodnié¢ prawo zalamania $wiatlta
(patrz Delta 9/1995, a takze zadanie F 446).

Metody wariacyjne mozna napotkac, gdy sie studiuje najrozmaitsze obiekty
matematyczne. Opisywanie wszystkich po kolei i z osobna przypominaloby
opisywanie po kolei pojedynczych drzew w lesie, nie bedziemy wiec tego robic.
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TYM, KTORZY W SZKOLNYCH KLASACH WALCZA, CIERPIA, PADAJA NAWET,

Orientacyjne czestotliwosci

(1Hz=s"1)
precesja punktu réwnonocy 1 pHz
pory roku 32 nHz
fazy Ksiezyca 392 nHz
pory dnia 12 uHz

okrazenie biegu na 10 km 15 mHz
ruch sekundnika

iciennego zegara elektronicznego 1 Hz
puls 1,2Hz
granica slyszalnosci baséw 16 Hz
klatki tasmy filmowe) 24 Hz
prad zmienny w Europie 50 Hz

Bariera dzwieku i bariera rozsadku

Kazdy wie — bez zdobywania jakiej badz wiedzy fizykalnej — jak stwierdzié
wnausznie”, ze jakis pojazd — powiedzmy, za Sciana — mija nas w pedzie.
Oczywiscie, jesli pojazd ten nie porusza sie bezglosnie. Stosowne wiZ%. .. dzieci
umieja wydawac z siebie, jeszcze zanim zaczna mowic.

Dowodzi to niezbicie (zeby zazartowaé z Kanta), iz czlowiek przynosi ze soba
na $wiat znajomos$¢ efektu Dopplera. Wie mianowicie, ze zblizajace sie do nas
zrédlo dzwieku (czy innych fal) odbieramy tak, jakby ten diwiek (ta fala) miat
czestotliwos¢ wieksza niz ma w istocie, jakby byl wyzszy. A oddalajace sie
7rédlo dzwieku (fal) robi wrazenie, iz jego czestotliwosé jest mniejsza.

Potem dowiadujemy sie jedynie, ze to, co znaliSmy od zawsze, ma wlaénie
nazwe efektu Dopplera. No, moze nie jedynie — dowiedzie¢ sie mozemy tego,
co w poprzednim akapicie bylo w nawiasie: ze efekt Dopplera ma miejsce przy
obserwowaniu kazdych fal. Co wiecej, okazuje sie, ze obserwacja odleglych
galaktyk wykazuje przesuniecie barwy ich $wiatla ku czerwieni, co swiadezy

podstawowy déwick a 440 Hz
granica styszalnoéci wiolinéw
fala nosna telefonii

fale radiowe 30 kHz - 6 GHz

20 kHz © tym, iz Wszech$wiat sie rozszerza. Przy okazji mozemy zapamietaé, ze barwa
100 kHz czerwona odpowiada nizszym czestotliwosciom niz inne.

dlugie 200 kHz Np. niz zielona. I tu anegdotka znana dzisiejszemu pokoleniu dziadkéw z ksiazki

krétkie 1 MHz

Jakuba Perelmana Zajmujgca fizyka. Otéz Perelman twierdzi, ze jakoby Robert

UKF dolny 70 MHz ) . i % .
UKF gérny 100 MHz Wood (wybitny optyk), gdy zostal zatrzymany za przejechanie skrzyzowania na
UHF 1 GHz czerwonym $wietle, przekonywal policjanta, iz przy jego predkosci zblizania si¢

lacza satelitarne 10 GHz

radar 1 THz

zegar atomowy Cs-133

podczerwien

swiatlo widzialne
czerwone

300 THz

do Swiatel barwa czerwona — wtasnie na skutek efektu Dopplera — byta przez
108 THz Niego obserwowana jako zielona.

400 - 750 THz Nie nalezy, rzecz jasna, nasladowac go (bo raz, ze mozna spowodowaé wypadek,
450 THz a dwa, ze mozna otrzymaé¢ mandat za obraze przedstawiciela wladzy). Zamiast

:f;llt:ne ::g 21;2 tego warto obliczyé, z jaka predkoscia musialby jecha¢ Wood, by to co méwil,
niebieskie 700 THz pokrywalo sie z prawda — powinno wyj$¢ okolo 135 mln km/godz. Gdyby wiec
nadfiolet 1 PHz jechal ulica z taka predkoscia i tak nalezalby sie mu mandat.
promieniowanie rentgenowskie 1 EHz

promieniowanie gamma

ponad 100 EHz Dla zwolennikéw nowszej fizyki inne zadanie: réwnanie Schrodingera dotyczy fal

prawdopodobienstwa — jak dla takich fal przejawia sie efekt Dopplera?

Nasza rodzima delta

Jak wiadomo, delta rowna si¢ be kwadrat mniej
cztery ace. Nie wiadomo tylko, po co to wiadomo?

Przede wszystkim warto zdaé sobie sprawe z tego,
iz delta (zwana naukowo wyrdznikiem) nie jest
potrzebna do rozwiazywania réwnan kwadratowych.
w wiekszoécei krajéw éwiata réwnanie kwadratowe
rozwiazuje sie bez jej uzycia. Np. aby rozwiazaé
réwnanie

z? -5z +6=0,
dodajemy i odejmujemy od jego lewej strony kwadrat
polowy wspélezynnika przy @, czyli piszemy

25 25
2
z°—br+———+6=0
+ 1 1 +

i grupujemy poczatkowe trzy wyrazy

(-3’ -1=0

Teraz stosujemy znany wzor na roznice kwadratow
(gdyby zamiast réznicy kwadratéw wyszla nam suma,
to stwierdziliby$my, ze rozwiazan nie ma) i réwnanie
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mamy juz przedstawione jako iloczyn dwdéch wyrazen
stopnia pierwszego:

-3-3)-(-3+0)=o

skad bezposrednio mozna wypisaé pierwiastki: 3 i 2
(czego i tak sie domyslaliSmy — chodzito jednak
o przyktad).

Oczywiscie, gdybyémy rozwiazywali réwnanie
postugujac sie wspdélezynnikami literowymi, delta

by sie tam pojawita. Ale przeciez procedura
znajdowania pierwiastkéw obywa sie bez niej
swobodnie. Po c¢6z wiec ona? Jedynym powodem jest
to, by rozwiazywanie rownan kwadratowych mialo
swoja teorie, z ktérej mozna by ucznidw odpytywadé.
A fe! W takim to paskudnym kontekscie pojawia sie
recytacja zdania z pierwszego akapitu.

Ciekawe, ze przy uzywaniu wyrdznika do
rozwigzywania rownan kwadratowych upiera sie
jedynie Europa Srodkowa i Wschodnia (Niemcy, Rosja
i to, co pomiedzy). Nie ma jednak nadziei, bysmy
zdotali przekonaé do tego innych (i cale szczeseie).



ALE SIE NIE PODDAJA

Rys. 2

Oczywiscie, jak ktos zna sinusy, kosinusy
itp., to moze zauwazyd, ze

a; =a-cos LBAC .

Pozytek z tego taki, 2e mozna rézne
zadania dotyczace réwni pochylej
rozwiazywac¢ bez rysowania takiego, jak
wyzej, okregu.

Ale to jest réwnoczesnie i strata: nie
mozna spozytkowa¢ do rozwiazywania
zadari o réwni swoje] wyobragni
geometrycznej. A przeciez wielu z nas ja
ma (czesto nawet nie wiedzac o tym).

Rys. 4

Réwnia bez sinusow

Pionowy spadek swobodny trwa krécej niz ukosny spadek swobodny z tej samej
wysokoéci. Pojecie pionowego spadku swobodnego jest dobrze znane — wiadomo
tez, ze niczego takiego wokol nas nie ma, bo zawsze w spadku co$ przeszkadza,
w skrajnym przypadku choéby opér powietrza. Swoboda ma oznacza¢ brak
oporéw.

Ukoény spadek swobodny ma te wlasnoéé co biegun wschodni i zachodni
— doroéli niechetnie o nim mdéwia. Rézni si¢ od nich jednak tym, ze istnieje.
Spadek bez oporéw po torze ukosnym to przeciez réwnia pochyla.

Nawet jednak w naszym §wiecie z oporami mozna latwo stwierdzi¢, ze pionowy
spadek swobodny trwa krécej niz ukosny spadek swobodny z tej samej
wysokosci. Ale

jak znalezé taka wysokoéé ukosnego spadku swobodnego, by trwal on
tyle samo czasu, co pionowy spadek swobodny z danej wysokoéci?

Odpowiedz jest prosta. Nalezy narysowac okrag, dla ktérego dana wysokosé
pionowego spadku swobodnego bedzie srednica. Wowezas ukosny spadek
swobodny po dowolnej cieciwie tego okregu, wychodzace) z gornego konca te)
srednicy (rys. 2), bedzie trwal tyle samo czasu, co pionowy.

Uzasadnienie jest bardzo proste. Przyspieszenie a spadku pionowego
w przypadku spadku uko$nego bedzie wykorzystywane nie w calej pelni — jego
czeéé prostopadla do toru nie bedzie ani przyspieszala, ani opdzniata ruchu,
nie bedzie miala znaczenia. Pozostala czesé, te, ktéra bedzie powodowaé spadek
ukoény, oznaczmy przez a;. Odpowiednio czas spadku po AB oznaczmy przez t,
a czas spadku po AC przez {;. Poniewaz oba spadki sa swobodne, wiec
a-t? ay -12
AB = : AC=—7+L
2 2
Teraz potrzebna jest znajomos¢ odrobiny geometrii. Poniewaz AB jest $rednica
okregu, na ktérym lezy C, wiec kat AC'B jest prosty i tréjkat zbudowany
z wektoréw okazuje sie podobny do tréjkata ABC'. Skoro tak, to
ay i AC == ay -i%
a AB  a-t?2’

co po skréceniu daje
2

t 3
1= t_'-l“ czyli =1

bo zaréwno 1, jak t to liczby dodatnie.

Uzyskane spostrzezenie mozna tez zastosowac do rozwiazania zadania
odwrotnego: na pytanie, jak dlugo bedzie trwat ruch po réwni pochylej, kazdy juz
bez trudu narysuje odpowiednia droge trwajacego tyle samo czasu pionowego
spadku swobodnego.

Dla sprawdzenia, czy ci, ktorym prébowaliby$my objasnié¢ to, co napisane wyzej,
cokolwiek zrozumieli, mozemy poleci¢ im, aby uzasadnili, ze swobodny spadek
po kazdym z tordw przedstawionych na rysunku 4 trwa tyle samo czasu, albo
daé zagadke: czy swobodny spadek z P do Q (rys. ) po torze prostoliniowym lrwa
dtuzej niz po torze tamanym?

Jest interesujace, ze tak, jak to zostalo wyzej opisane, wygladalo
pierwsze pojawienie si¢ réwni pochylej. Tak mianowicie opisal

Jjej wiasnosci Galileusz. Réwnia pochyta sluzyla mu do tego,

by uzyskaé powolny spadek swobodny. Zwykly, pionowy spadek
swobodny odbywa si¢ bowiem tak szybko, ze przy dwezesnych
mozliweéciach technicznych praktycznie mierzyé sie nie dawal.
Uzyskanie takich wynikéw kazalo nastepnie szukaé¢ mozliwosci
zrealizowania prawdziwej réwni pochylej, czyli ukodnego spadku
swobodnego. Kulka na desce, jak wiadomo, jest takiego spadku
(szczegdlnie przy bardzo malych katach) dosé lichym przyblizeniem
— wystepuja bowiem niezaniedbywalne opory tarcia, a i stopien
gladkosci realnej réwni sie liczy. I tu Galileusz postuzyl sie bardzo
dlugim wahadlem, ale to juz zupelnie inna historia.
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Liczby trodjkatne

Podstawowa zasada budowania stabilnej konstrukeji z klockéw polega na tym,
by klocek z kolejnej warstwy lezal na dwdch klockach z warstwy poprzedniej
(jak na rys. 1). Ile klockéw potrzeba, by zbudowaé taka stabilna $ciane stojaca
na dwéch klockach? Niewiele. Dwa klocki w podstawie, jeszcze jeden na nich

i to wszystko. Razem trzy. A jesli zaczniemy od trzech? Trzy, na nich dwa,

a na nich jeszcze jeden, razem sze$é. Widaé, ze w trakcie obliczenia mozemy
wykorzystaé znany nam juz wynik poprzednich rachunkéw: okazalo sie, ze po

Rys. 1

ulozeniu podstawy mamy na niej postawié¢ Scianke o podstawie krétszej o jeden
klocek. Nietrudno zauwazyé, ze tak bedzie zawsze. Zaczynajac od podstawy z n
klockéw, w nastepnej warstwie musimy ulozy¢ ich n — 1. Wiedzac, ile klockéw
potrzeba dla (1 — 1)-klockowej podstawy, tatwo mozemy obliczy¢ liczbe klockéw
potrzebnych dla scianki o podstawie zlozonej z n klockéw.

Oznaczmy przez t, owa liczbe dla Scianki o podstawie n. Oczywiscie
ty=1,at, =t,_1 4+ ndlan > 1 (mozemy sie jeszcze dodatkowo umdwié,
ze 19 = 0, bo przeciez do icianki o podstawie 0 potrzeba 0 klockéw). Tak

wiectp =14+2=3,13=1+24+3+4 =10 (rys. 2) i tak dalej. Mozna si¢
domyslaé, ze i, jest zawsze suma liczb naturalnych od 1 do n (dla n > 0)

— 1 rzeczywiscie tak jest. Czytelnik znajacy indukcje moze ja wykorzystaé do
wykazania, ze dla kazdej liczby naturalnej n, 1, = ﬂ’;il (podobno ten wzér
wymyslit mlody Gauss, gdy nudzit sie na lekeji matematyki).

Pobawmy sie chwile takimi liczbami, zwanymi liczbami trojkginymi ze
wzgledu na ksztalt Scianki z klockéw. Oczywiscie, nie kazda liczba naturalna
jest tréjkatna (np. 4 1 5 nie sa), ale czy mozna kazda liczbe naturalna
wyrazi¢ za ich pomoca? Tez pytanie: przeciez widaé, ze n + 1 =1,4; — 1,

(1 oczywiscie, 0 = t3). Réznica dwdéch sasiednich liczb tréjkatnych jest
wiec wyjatkowo prosta. Z suma moze by¢ gorzej, ale sprébujmy. Wiemy

Rys. 2

juz, ge typg + 1, = (”+1)2(“+2) + “(“;1). Liczymy szybko (np. wyciagajac
2l przed nawias) i okazuje si¢, e tn41 + ¢, to po prostu (n + 1)2.
Uklada nam si¢ calkiem niezla arytmetyka liczb tréjkatnych, wiec idzmy
dalej. Z naszych rachunkéw wynika natychmiast, ze (n + 1)3 to po prostu
(the1 +20) - (Tng1 — tn), czyli tfH_l — t2. Bardzo sympatycznie. Czy mozna
to wykorzysta¢ w ,normalnej” matematyce? Mozna. Wiemy juz, czemu réwna
sie suma kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. A czemu réwna sie suma ich

[ { I [ ‘ ] trzecich poteg? Zaprzegnijmy do pracy nasze specjalne liczby:

AR P42+ e =(8-15) (3-8 +. . A (6~ ) (10 ).
! l l l ‘ —[ I | Widad, ze prawie wszystkie liczby tréjkatne po prawej stronie zredukuja sie
| l ‘ ‘ ‘ l | | | i zostanie tylko t2 — 2. Ale t2 = 0, wigc ostatecznie nasza suma jest réwna t2

LI LT LT T E T e

1 ’ J l 1 1 [ | | | | Gdyby kto§ Wam zaproponowal kiedys dowdd indukeyjny wzoru na sume
szeScianéw kolejnych liczb naturalnych, zapytajcie go, czy zna liczby tréjkatne.

Rys. 3 A jesli cheecie dowiedzieé sie o nich paru ciekawostek, zajrzyjcie do ksiazki
Sladami Pitagorasa Szczepana Jeleniskiego, ktora juz wiele pokolen mtodych

Odpowiedz bez liczenia Czytelniku: czy ludzi wprowadZﬂa do lnatematyki‘

liczba tréjkatna jest wyssza czy szersza? Matg Delte przygotowal Wiktor BARTOL
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Lista uczestnikéw
ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzar
zadan 323 (WT=1,44) i 324 (WT=2,50)
z numeru 6/1996

Leslaw Skraypek - 3-42,39
Tomasz Wietecha — 2-42,33
Adam Czornik - 2-41,29
Piotr Zmijewski - 39,15
Krzysztof Zapisek - 39,12
Tadeusz Jézefczyk - 2-38,10
Bartlomiej Dyda — 36,33
Tomasz Kulpa — 1-34,45
Jarostaw Eazuka = 33,94
Zbigniew Galias - 1-32,14
Konrad Patkowski - 29,18
Andrzej Dudek - 26,04
Jerzy Witkowski - 1-25,64
Wojciech Maciak - 25,46
Jan Ciach — 5-24,98
Janusz Olszewski - 3-24,18
Witold Bednorz = 24,13
Kazimierz Serbin - 3-23,34
Bogumila Piotrowska - 22,34
Michal Lewandowski = 21,69
Marcin Sawicki = 21,20
Mieczyslaw Jedrzejowski - 21,10

Legenda (przykladowo): stan konta

5-24 98 oznacza, ze uczestnik juz
pieciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (széstej) rundzie ma 24,98
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastgpujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmnie]
20 punktdw;

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1994, 1995
lub 1996.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg tray
lata temu (lub dawniej); oczywiscie, jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrécié
do naszych matematycznych lamigléwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

. Gatlecki (5), J. Uryga (4),

. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
Kumor, P. Gadzinski (5), K. Jedziniak,
J. Olszewski, L. Skrzypek, H. Kornacki
(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej nig trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurujacych na liscie powyzej):
wdwukrotni”: Z. Bartold, P. Jedrzejewicz,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pidro,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

pJjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratyriski, M. Czerniakowska,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Gasinski,

A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,
K. Jachacy, M. Kasperski, J. Kraszewski,
A. Krzysztofowicz, P. Kubit, A. Langer,
R. Latala, P. Lipiniski, P. Lizak,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,

A. Smolezyk, Z. Surduka, T. Szymezyk,
W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,
K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesigcznika Delta organizuja konkurs — ligg zadaniows
pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po cztery zadania w kazdym numerze:
dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesigczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu opracowanych
rozwiazan do redakeji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwigzania co najmniej jednego
zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznodci rozwigzywania zadan
z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsyla¢ do konca miesiaca n + 2 (dodawanie modulo
12; na przyklad termin nadsylania rozwigzan zadarn z numeru 11,/1996 uplynal 31 stycznia 1997).
W numerze n + 4 podane sg szkicowe rozwigzania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane
imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sg o podanie klasy, studenci — roku i uczelni. Rozwigzania
zadan z matematyki 1 z fizyki nalezy przysyla¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie:
Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmigce rozwigzania pisane przez rdznych uczestnikéw nie
beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od 0 do 1, z dokladnodcia do 0,1. Przy ocenie
brana jest pod uwage nie tylko poprawnosé¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowosé
metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspolczynnik trudnoéci ustalany po wystawieniu ocen. Wspélczynnik
ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczang wedlug nastgpujacej reguly: jesli N oznacza liczbe

o0séb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(matematyka lub fizyka), a § oznacza sumg ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikéw za dane
zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspdlczynnik trudnoéci WT = 4 — 35/N. Za nadestane rozwigzanie
uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbg punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez
wspdlezynnik trudnoéci (z zackragleniem do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadan mozna znalezé¢ (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w réznych ksigzkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymajg ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym 2zrdédle istotnie znajduje sie pelne rozwigzanie
(dowéd, obliczenie, konstrukeja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadarn; jesli zadanie nie jest wlasnego autorstwa,
nalezy podawaé grédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji uczestnika ligi
(tj. osoby, ktéra przysltala juz rozwiazanie jakiego$ zadania — por. p. 4), a dostarczone zostalo
wraz z rozwiazaniem (cho¢by szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie odsylaczem do literatury),
uczestnik otrzymuje oceng maksymalng.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwigzania poszczegdlnych zadari, obliczone wedlug
reguly podanej w p. 10, s sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiagniecia
sumy 44 punktéw w jednej z tych dwdch dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44 M lub
Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu braé
udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartosé 44 zostaje zaliczona na poczet
ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, nalezy przysta¢ do redakeji Delty kartke pocztows
(oddzielng dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie, ze sporzadzona
tabelka z umieszczonymi w Jej rubrykach numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen.
Zaleca si¢ przysylanie takich kartek nie czeéciej niz co kilka miesiecy, gdy uzbiera si¢ material
dotyczacy rozwiazai kilkunastu zadar.

17. Czoléwka listy ligowe]j jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika
moze byé wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw trzykrotnie; nastepny raz ukaze sig
wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu, prezentowane
sg w skrdcie ciekawsze rozwigzania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna czolédwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwos¢ zmian regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiagzan:

30 IV 1997

Zadania z fizyki nr 233, 234 Redaguje Jerzy B. BROJAN
233. Jeden koniec niewazkiej i nierozciagliwej nici o dlugoéci I jest unieruchomiony,

a do drugiego przymocowano punktowe cialo, odchylono od pionu o kat a < 90°

i puszczono. W odlegloéci r od punktu zawieszenia, pod katem 4 do pionu (rys. 1)
znajduje si¢ sztywna i cienka poprzeczka, tak ze gdy ni¢ si¢ o nia oparla, cialo
poruszalo sie dalej na nici skréconej. Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione
parametry, aby po wzniesieniu sie do géry cialo spadajac uderzylo w poprzeczke?

234. a) Do jednego korica metalowego prgta przyczepiono kuleczke wosku, a drugi
koniec umieszczono w plomieniu palnika. Kuleczka spadla po czasie t. Po jakim czasie
spadlaby ta kuleczka, gdyby pret byl dwukrotnie dluzszy?

b) Kuleczke wosku przyczepiono w wierzchotku metalowego wycinka kuli (,wycietego”

Rys. 1

np. przez powierzchnie stozkowa o wierzchotku w drodku kuli), a cala kulista
powierzchni¢ wycinka objgto plomieniem palnika. Kuleczka spadla po czasie t.

Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka, gdyby promieii kuli byl dwukrotnie wigkszy?
¢) Kuleczke wosku przyczepiono na osi metalowego wycinka walca (,wycigtego” przez
dwie pélplaszczyzny przechodzace przez o walca), a cala boczna (cylindryczna)
powierzchnie wycinka objeto ptomieniem palnika. Kuleczka spadla po czasie (.

Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka, gdyby promiefi walca byl dwukrotnie wigkszy?
Temperatura poczatkowa bryty nie ulega zmianie przy podwojeniu dlugosci lub
promienia. Dla uproszczenia nalezy pominaé odplyw ciepla do otoczenia.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1996

Rys. 2 Rys. 3 diugi

225. Predkoéé kulki w chwili pierwszego uderzenia o szalke byla
réwna v = /2gH . Stosujac zasady zachowania pedu i energii
znajdujemy predkosci szalki v i kulki vo natychmiast po
odbiciu:
2m M-m

v—_, pp=rv—,

M4+ m M4+ m
Aby po drugim odbiciu kulka podskoczyla na poczatkowa
wysokoéé, musi ono przebiegaé odwrotnie wzgledem pierwszego,
tzn. oba zajda na tej samej wysokosci i kulka przejmie
cala energie, pozostawiajac szalke nieruchoma w polozeniu
réwnowagi. Tak si¢ stanie pod warunkiem, ze od pierwszego do
drugiego odbicia uplynie 1/2 okresu drgan szalki (lub 3/2, lub
5/2... — ogdlnie (n + %) okresu). Z drugiej strony, czas ten musi
byé réwny czasowi lotu kulki:

1 _ 1 27r_‘2ﬂ
(R+Z)T~(n+2) ey g ’

gdzie w jest czestodcia drgan szalki. Poniewaz maksymalna
predkosé ruchu szalki jest zwigzana z amplituda 4
tozsamodcia 1 = wd, otrzymujemy

1
mvy = rgA (n-l— E) ;

Nalezy jeszcze podstawié¢ A = H /4 oraz wyliczone na poczatku
vy 1 v2. Dla n = 0 z réwnania

1
16m(M—-m) = (n + E) (M + m)?

m =

znajdujemy dwie mozliwe wartosci ulamka m /M: 0,155 i 0,577.
Dla n > 0 réwnanie nie ma rozwiazan.

Przypominamy treéé zadan

225. Kulke upuszczono z pewnej wysokosci [ na szalke wagl sprezyn

0 ™~
I sprezyécie, w wyniku o
kulka spadia ponownie i p
| 10 £2, a w kierunku zay

DOTOWYIN -

o szalka zaczel

drugim odbiciu wzni

go czasu? Pojemnos¢ kondensatora jest tak duza, ze to napigcie osiaga wartosd stalg

wej,

od ktérej odbila sie
13 (1/4)H. Odbita

(z ktorego zost:

1e Z amplit

e na poziom poczgtkow a

M takie zdarzenie jest mozliwe?

ie napiecie na kondensatorze po uplywie bardz

226. Oznaczmy opdr opornika przez R, opdr diody w kierunku
przewodzenia przez Ry, w kierunku zaporowym przez R,

a szukane napigcie na kondensatorze przez Uy . Ustalenie

sie napigcia U} oznacza, ze ladunek na kondensatorze

zmienia sie okresowo, powracajac do wartoéci poczatkowej

po uplywie czasu T’ (okresu zmian napiecia #rddla). Ladunek
przeplywajacy w tym czasie przez opornik jest réwny roznicy
miedzy ladunkami przeplywajacymi przez diode w kierunku
przewodzenia i zaporowym

) %T: Ripf(r.r(t) = F s RLZ/(UH - U(t))dt,

gdzie U(t) jest zmiennym napigciem Zrédla, a zakres calkowania
jest dla kazdej z calek (oznaczmy je symbolami [ i I5) ta
czedcia okresu, w ktdére] wyrazenie podcalkowe jest dodatnie.
Kladac U(t) = Up sin{wt) (lub Uy cos(wt)) nietrudno wyliczyé
calki analitycznie

2
B ;(\/{W— Uj arccos(Us /Ug)) ,

2 T
IQ - :( Ug_U12+UJE+U1 a.I‘CSiI][U],fU()]J.

Podstawiajac te wyrazenia do wzoru (*) nalezy wykorzystac
zwiazek % = % i skrécié okres T. Wyznaczenie wartosdci Uy
nastepuje w wyniku obliczeri numerycznych — przy podanych

wartosciach oporéw otrzymuje sig Uy = 0,627 Up 2 18,8 V.

W regulaminie Klubu 44 zostala wprowadzona zmiana polegajaca na wyrazniejszym rozdzieleniu klubu
matematycznego i fizycznego. Jest to usankcjonowaniem przyjetego od dawna zwyczaju, zgodnie z ktérym

podajemy oddzielne listy czltonkéw i weterandw obu klubdéw.

A oto najciekawsze rozwiazania i uwagi przystane przez naszych Czytelnikéw:
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Rozszerzona czoldwka ligi zadaniowe)
Klub 44 F

Zadanie 203. [Obrét ,spadajacego kota” skladajacego si¢ z dwéch walcéw] (wspdlezynnik

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan trudnogci WT = 3,03, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 1). Pan A. Gawryszczak

221 (WT = 2,50) i 222 (WT = 2,38)
z numeru 6/1996

oprécz bezblednego rozwiazania problemu zasadniczego podal tez prawidlowa odpowied? na
pytanie dodatkowe dotyczace walcdw obracajacych si¢ z przeciwnym zwrotem. Okazalo sig,

Jarostaw Lazuka - Warszawa 47,94 e w tym punkcie do rozwiazania zamieszczonego w Delcie 1/1996 wkradl sie blad polegajacy
Aleksander Surma - Myszkéw 2- 42,16 . eicnid i sod i) &

i 1 7Yy walcami.
e e AL Leiaddw itiloAsas DB nieuwzglednieniu odleglosci migdzy
Przemystaw Gworys — Czgstochowa 2- 37,06 5 i . . - . PR s
Ehigninw Salias R s6.7s Zadanie 204. [Ocenié maksymalny ladunek kulki stalowej, ktéry nie spowoduje jej rozerwanial
Przemyalaw Gadziniski— Sroda Slgska 31,28 (WT = 1,90, LPR = 4). Prawidlowy wynik @ = 10~* C otrzymali A. Nowogrodzki,
Andrzej Idaik - Boleslawiec 25,72 : T g % 7
SRS Wit 2557 A. Gawryszczak, A. Surma i J. Eazuka, przy czym do niektdrych rozwiazan mozna
Artur Gawryszezak -~ Dubeczno 1-16,69 mie¢ pewne drobne zastrzezenia. Pan Gawryszczak pisze, ze ,trudno byloby zgromadzié
Stanislaw Swigtek - Klodzko 11,12

Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 1- 10,88

taki ladunek na kulce, gdyz odpowiada on potencjalowi 1,5 - 10® V i elektrony mialyby

energie potencjalna wielokrotnie przewyzszajaca prace wyjicia”. Uwaga ta wydaje sig

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmnie] jedno rozwiazanie
zadania z rocznikdw 1994-1996 oraz
maja w biezace] rundzie na swoim koncie
co najmniej 10 punktéw. Cyfra przed

niesluszna, gdyz wyjécie elektronu z metalu wymaga uzyskania energii na samym poczatku
drogi, podczas gdy potencjal wzgledem nieskoniczonoécei jest zwiazany z praca wykonana
na znacznie wigkszej drodze. Bariera potencjalu zapobieglaby wigc ucieczce elektronéw

z kulki (chyba ze pokonywalyby ja na zasadzie przejécia tunelowego). W innych listach

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl Czytelnicy prébowali $cisle calkowadé sily wzajemnego oddzialywania ladunkéw na kulce, mimo
juz 44 punkty. Prowadzacy pan Eazuka  WyraZnej sugestii ,ocen orientacyjnie...”. Najbardziej ambitna pod tym wzgledem byla praca

wlaénie dolaczy!l do grona czlonkdw
Klubu 44 F powigkszajac ich liczbg

J. Bazuki, ktéry zaprzagl do obliczen pelny aparat teorii sprezystosci wraz z przywolaniem
wspdlczynnikéw Poissona i Lamégo (Lyzka dziegciu: dlaczego przyjal, ze ladunek jest

do 22. jednorodnie rozlozony w objetosci kulki?). Wreszcie w jednym z przyslanych rozwigzan zwraca

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnoéé przekroczenia
44 punktéw): Piotr Bala (3), Anna
Gluza (1), Wiestaw Kacprzak (1), Jerzy

uwage zdumiewajacy wynik @ & 10!! C! Skad moze pochodzié¢ blad az o 15 rzedéw wielkosei?
Otéz autor rozwiazania (lepiej nie wymieniajmy nazwiska. . . ) rozpatruje tylko oddzialywanie
naprzeciwleglych par elementarnych ladunkéw, zapominajac o tym, ze oddzialywanie wiaze
kazdy ladunek z kazdym innym. Ze tez mu pidro nie zadrzalo.. .

Lipkowski (2), Dzierzystaw Lipniacki (3), Zadanie 205. [Cialo naladowane krazy w polu magnetycznym zmieniajacym si¢ bardzo powoli]

Boguslaw Mikielewicz (1), Leszek
Motyka (1), Roman Musial (1), Pawel

(WT = 2,98; LPR = 1). Prawidlowe rozwiazanie nadeslal J. Lazuka, natomiast dwa inne
przyslane rozwiazania zawieraly identyczny blad: Autorzy korzystajac z prawa indukeji

Perkowski (2), Tomasz Rawlik (1), Robert  postaci § E.dl= —d® /dt uwzglednili w pochodnej strumienia po prawej stronie zmiane

Repucha (1), Adam Sikorski (3), Jacek
Stelmach (1), Leszek Szalast (1), Piotr
Wach (1), Tomasz Wietecha (2).

Zadanie 206. [Ile wynosi dokladnoéé kata uderzenia bili
niezbedna do zapewnienia jej dwukrotnego zderzenia z inna
bila?] (WT = 2,50; LPR = 3). Przebijajac si¢ przez gesto
zapisane wzorami strony w niektdrych listach chcialoby sie
westchnaé — niech uczestnicy maja litoéé dla prowadzacego Lige!
Niech rozloza rachunki na etapy, niech czytelnie przedstawia
wyniki czastkowe... Dobre rozwiazanie nadeslal P. Gadzinski,
a niezle(?) — A. Gawryszczak i J. LBazuka.

Zadanie 210. [Wyznaczyé¢ cieplo wladciwe substancji wrzuconej
do pojemnika zawierajacego element grzejny, gdy dany jest
przebieg czasowy temperatury] (WT = 2,20; LPR = 4).

Byé moze, niewielkie przesuniecie koloréw na wykresie
wydrukowanym w Delcie sprawilo, ze A. Gawryszczak,

P. Gworys i A. Idzik otrzymali liczbowa wartosé ¢ nieco
nizsza od podanej w rozwiazaniu ,wzorcowym”. Ciekawsza jest
rozbieznosé wyniku J. Eazuki, ktéry przyjal, ze o wymianie
ciepla z otoczeniem decyduje promieniowanie i w zwiazku

z tym tempo odplywu ciepla do otoczenia jest proporcjonalne
do réznicy czwartych poteg temperatury absolutnej. Trudno
rozstrzygnaé, czy w praktyce to zalozenie sprawdziloby sig lepiej
od najprostszego (w ktérym przyjmuje si¢ proporcjonalnosé

do réznicy temperatur), ale powinno ono daé wartoé¢ ¢ réwna
okolo 430 J/(kg-K), tzn. wicksza od podanej. Poniewaz

p. BFazuka otrzymal znacznie mniej, wigc prawdopodobnie
popelnil jakag pomylke rachunkowa.

Zadanie 214. [Zmienne pole magnetyczne przecinajace wnetrze
obwoddéw oporowych i nadprzewodzacych] (WT = 3,28;

LPR = 1). Nawet najbardziej wytrawni uczestnicy Ligi
popelniali tu elementarne bledy. W listach wystepuja

np. terminy ,potencjal” i ,réznica potencjaléw”, ktére

w wirowym polu elektrycznym nie maja zadnego sensu.
Niektérzy Czytelnicy koniecznie chea sile elektromotoryczna
indukcji jako$ ,umiejscowi¢” w obwodzie, albo nawet podzieli¢
na czesci, co nieuchronnie prowadzi do sprzecznosci. Pan

A. Surma podal trzy odpowiedzi prawidlowe, ale ich
uzasadnienie jest bardzo niekompletne.
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pola powierzchni objetej torem krazacego ciala. Jest to nieporozumienie, gdyz wirowe pole
elektryczne zalezy od zmian B, a nie od jakichkolwiek parametréw zwiazanych z ruchem ciala
(oczywiscie, przy zaloZeniu, ze jego wlasne pole mozna pominaé).

Zadanie 216. [Wielkosé¢ napisu na powierzchni Ziemi, ktdry
mozna odezytaé z satelity] (WT = 2,32; LPR = 3). Jak pisze
A. Idzik, ,zgodnie z zasadami pisma technicznego stosunek
szerokosci liter do ich wysokosci wynosi 4:7”, zatem celowe
byloby uzycie teleskopu o zwierciadle eliptycznym w celu
dopasowania zdolnosci rozdzielczej w pionie i w poziomie!
Ten niezwykle oryginalny pomysl nalezaloby niezwlocznie
opatentowad i za ciezkie pieniadze sprzeda¢ CIA. .. Pozostale
dwa prawidlowe rozwiazania (niestety, calkiem banalne)
nadeszly od P. Gworysa i J. Eazuki.

Zadanie 218. [Glosnik pod kloszem pompy prézniowej

— jakie powinno byé ciénienie, aby oslabié dZwiek o 20 dB7]
(WT = 2,50; LPR = 1). Pan A. Idzik wzial tu pod uwage
zaleznoéé od cidnienia wspdlezynnikéw transmisji i odbicia
fali na styku miedzy gazem a écianka. Ale diwiek odbity
pada ponownie na scianke klosza, wiec, jesli mozna pominac
absorpcje, efekt ten nie powinien mie¢ znaczenia.

Zadanie 220. [Zaprojektowaé ,czarne skrzynki”, na ktérych
napiecie sie zmienia w zadany sposéb przy polaczeniu
szeregowym) (WT = 2,80; LPR = 1). Schemat zaproponowany
w Delcie 9/1996 nie byl jedynym rozwiazaniem i nawet
poprzestajac tylko na elementach R i ¢ mozna bylo przyjac
inny, np. wedlug pomyslu A. Surmy (zob. rysunek, gdzie

R > r; pomylka zostala poprawiona). Jeszcze wiecej mozliwosci
otwieralo sie po dopuszczeniu elementdéw L — niestety, préby
niektérych Czytelnikdw nie zostaly dobrze opracowane.

‘SIC 1,5C c
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Zadanie 303. [Wieloécian wypukly, ktérego kazdy plaski
przekréj jest p-katem lub g-katem (p,g — dane liczby naturalne),
jest czworoscianem] (wspdlczynnik trudnosci WT = 3, 43;

liczba poprawnych rozwiazan LPR = 5). Dobre rozwiazania
(W. Bednorz, P. Gadzinski, J. Olszewski, L. Skrzypek,

J. Witkowski) nie sa prostsze od firmowego. Nonsensowna
pomylka w sformulowaniu (,katy dwuscienne ostre” — mialo
byé: mniejsze od pélpelnego) zostala na szczescie zignorowana
przez rozwiazujacych.

Zadanie 305. [Rzuty punktu P, lezacego na wysokosci C'D
tréjkata ostrokatnego ABC, na boki AC i BC sa wspdlliniowe
ze srodkami kél: opisanego i wpisanego; znaleié zwiazek
miedzy liczbami h = |CD|, R, r (promienie tych kél)

oraz obliczy¢ minimalna wartoéé |CP|: h] (WT = 2,84;

LPR = 8 (17)). L. Skrzypek zglasza — i slusznie! — zastrzezenia
do rozwiazania firmowego (lub do sformulowania tresci
zadania). Co to znaczy: ,znalei¢ zwiazek”? Jedli chodzi

o warunki konieczne i dostateczne istnienia punktu P

o podanych wlasnosciach, to nie wystarczy réwnos¢ h = R4 r,
wyprowadzona w rozwiazaniu firmowym, ale trzeba jeszcze
przeanalizowaé zakres dopuszczalnych wartosci badanych
parametréw. Autor zastrzezenia wykonal te mozolna prace

i doszedl do nastepujacego stwierdzenia: w tréjkacie o danych
parametrach R, r, h punkt P o podanych wlasnosciach

(i rézny od C) istnieje wiedy i tylko wtedy, gdy h= R+ r
oraz %h <R< %\/5 h. Moze nalezaloby uznac te prace za
jedyne poprawne rozwiazanie? Poniewaz jednak slowa ,znaleié
zwiazek” moga by¢ interpretowane jako pytanie o sama tylko
zaleznosé algebraiczna (réwnanie), uznaliémy wielkodusznie,

ze poprawnych rozwiazan bylo osiem (przy okazji ,zalapuje si¢”
tez rozwiazanie firmowe).

Zadanie 306. [p > 2 — liczba pierwsza; rj — reszta z dzielenia
kP przez p?; S F_) rx =7) (WT = 1,00; LPR = 21).

M. Lewandowski rozwaza analogiczne zagadnienie dla
dowolnej liczby nieparzystej p > 2 i dowodzi, ze jezeli w zbiorze
{1,...,p—1} jest s liczb podzielnych przez wszystkie dzielniki
pierwsze liczby p, to » rj = %pz(p —1-3).

Zadanie 308. [f,g: R — R; f rézniczkowalna;

f'=go f = fmonotonicznal (WT = 3,22; LPR = 5).
Tylko S. Gal, J. Olszewski, M. Sawicki, L. Skrzypek
oraz P. Gadzinski, ktory zadanie zaproponowal. Wszystkie
rozwigzania podobne do firmowego.

Zadanie 316. [f:R — R; zf(z) — yf(y) = (z - y)f(z +v);
f =7 (WT = 2,08; LPR = 7). Bardzo zgrabnie rozwiazal to
réwnanie P. Gadzinski: trzy kolejne podstawienia

T=u, y=v; r=u, y=-—-u r=v, y=-—v
daja trzy réwnania, ktére dodane stronami (srodkowe ze
znakiem minus) pokazuja, ze

(u+v)f(u—v) = (v—v)f(u+v)+ 20f(0);
teraz wystaczy podstawié u = %(t +1),v= %(t — 1), aby
otrzymadc wniosek, ze f jest funkcja liniowa (oraz sprawdzié,
ze kazda funkcja liniowa jest ,,dobra”).

Zadanie 320. [Maksymalne i minimalne pole tréjkata przy
zadanych promieniach R i r kél: opisanego i wpisanego)

(WT = 3,03; LPR = 4). Pan J. Ciach znalaz! to zagadnienie
w ksiazce: D. S. Mitrinovié, J. E. Pecarié¢, V. Volonec, Recent
Advances in Geometric Inequalities, Dordrecht-Boston-London
1989, Ch. I, Sec. 1.1-1.2, Th. O1; wbrew temu, co sugeruje tytul
ksiazki, przytoczone w tym rozdziale wyniki pochodza jeszcze

z ubieglego stulecia.

Rozwiazanie firmowe, przez sprowadzenie do réwnania
szesciennego i badanie znaku wyréznika, bylo zdecydowanie
uciazliwe. Rozwiazanie proponowane przez autora zadania
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(L. Skrzypek) — raczej tez nie lepsze (mnozniki Lagrange’a).
Pozostale dwa rozwiagzania (P. Gadzinski, J. Witkowski)

— zgrabniejsze i ,bardziej geometryczne”. Zreferujemy w skrécie
rozwiazanie J. Witkowskiego:

Jesli okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do boku AC
w punkcie i, to

pole(AABC) = (|AK| + |BC|)r = r’ctg («/2)+ 2Rrsina;
kraricowe dopuszczalne wartoéci kata o odpowiadaja
sytuacjom, gdy tréjkat jest réwnoramienny (dokladniej, gdy
|AB| = |AC|); dowéd nietrudny. Po wprowadzeniu zmiennej
x = sin(a/2) przebiegajacej przedzial (z1;22) o kraricach
T2 = %—(1 ++/1 - 2r/R), odpowiadajacych tym dwdém
sytuacjom, rutynowe badanie znaku pochodnej otrzymanej
funkcji prowadzi do wyniku:

Smax,min = %\/ER_IIZ(R —ed)(R+7r+ cd)alz 1
gdzie

d=+/R?—-2Rr, e=+41 dla Smax, €= -1 dla Smin.

Ciekawostka: otrzymane w poszczegdlnych pracach

ekstremalne wartosci pola sa wyrazeniami ,optycznie” calkiem
niepodobnymi, a sprawdzenie, ze sa to w istocie te same liczby,
wymaga nieco wysilku (program DERIVE samodzielnie tego nie
potrafil rozpoznac).

Tréjkat o zadanych promieniach R, r i o maksymalnym

polu zawsze jest ostrokatny. Tréjkat o minimalnym polu

jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy r > d, czyli gdy

Rir < \/5 + 1. Jesli natomiast r < d, wowczas — jak oblicza
L. Skrzypek — kres dolny pdl tréjkatdw ostrokginych wynosi
2Rr + r2.

Warto w tym miejscu przypomnieé dawniejsze

zadanie 231 (Delta 12/1991) [w tréjkacie ostrokatnym

(Z cos cnr,')2 < %\/@z sine; | (trudne! WT = 3,82; ani

jedno z nadeslanych wéwczas rozwiazan nie bylo w pelni
zadowalajace; dobre rozwiazanie, rézne od firmowego, ale

tez mocno rachunkowe, przyslal dwa lata pééniej, juz poza
konkursem, P. Gadzinski). Otéz nieréwnosé z zadania 231
jest réwnowazna nastepujacej: (=) S > % 3.7(R+7)%/R
(wzdr Herona oraz twierdzenie sinuséw plus proste tozsamodci
trygonometryczne). Majac teraz dolne oszacowanie pola S dla
tréjkatéw ostrokatnych pan Skrzypek dostaje bez wigkszego
trudu dowéd nieréwnosci (), a co za tym idzie, rozwiazanie
zadania 231, ktdre zreszta — jak sam wyznaje — bylo dlan
inspiracja do zaproponowania zadania 320. To ostatnie zadanie
mozna wigc uwazad za wzmocnienie zadania 231,

Zadanie 321. [Charakteryzacja par liczb naturalnych

(m,n), dla ktérych ,(m,n)-koi” jest w stanie osiagnaé

kazde pole nieskoniczonej szachownicy ZQ] (WT = 1,90;

LPR = 10). Uogdlnienie (L. Skrzypek) — uklady liczb
naturalnych (ni,...,ng), dla ktérych analogicznie okreslony
w(n1,...,nk)-kon” jest w stanie osiagnaé kazda komdérke
k-wymiarowe]j szachownicy Z*, sa scharakteryzowane przez
koniunkcje warunkéw: NWD(n1,...,nx) = 1; suma liczb n; jest
nieparzysta, ale co najmniej jedna z tych liczb jest parzysta.

Zadanie 324. [G — érodek ciezkosdci czworodcianu Ay Az Az Ay
wpisanego w sfere o srodku O i promieniu R; A;K; - cieciwa
przechodzaca przez G = z IGK;|~2 > 4/R?] (WT = 2, 50;
LPR = 9). Ogdlniej, dla ukladu n punktéw A; na sferze

w przestrzeni k-wymiarowej zachodzi (przy oznaczeniach jak
w zadaniu) réwnosé Z |GK:|72 = n/(R? — |OG|?); wystarczy
bardzo nieznaczna modyfikacja rozwiazania firmowego. Na to

proste uogdlnienie zwrécili uwage P. Gadzinski i L. Skrzypek
oraz autor zadania J. Ciach.
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Termin nadsylania rozwigzar:
30 1V 1997

L. .

Rozwigzanie zadania F 446.
Przyjmijmy konwencje dotyczaca znaku [:
I >0, gdy punkt A znajduje si¢ wewnatrz
potsfery tworzacej awierciadlo, i 1 < 0,
gdy punkt A znajduje si¢ na zewnatrz tej
polsfery.

A
I

B!

Dlugosé drogi optyczne] APB jest rdwna
D=AP 4+ BP =

=+/1?4+ R? - 2IRcosd + R.

Dla ustalonej wartoécei [ jest to funkcja
jednej zmiennej #. Rozniczkujac
otrzymujemy

dD(8) IR sin 8
HRr T VIZ+ R? — 2lRcos6

Przyréwnujgce te pochodna do zera
otrzymujemy # = 0. Druga pochodna
obliczona w punkcie # = 0 ma wartosé
d4?D(8) IR
dez T R-1
Wynika stad, ze jest ona dodatnia dla
1> 0, ujemna dlal < 0i zeroawa dla ! = 0.

&=0

Punkty lezace na osi optycznej wewnatrz

pdlsfery odpowiadajg minimum drogi

optycznej, na zewnatrz pélsfery
maksimum drogi optycznej. Punkt

A = B odpowiada stacjonarnej drodze

optycznej. W tym ostatnim przypadku

(¢)

dD
pochodna znika nie tylko dla

d
8 = 0, ale dla wszystkich wartoéci kata 6.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

335. Na bokach AB i AC tréjkata ABC o polu S i obwodzie 2p odlozono
(odpowiednio) odcinki ALK, AL o dlugosciach k,I. Pole tréjkata AK L wynosi S’.
Udowodni¢, ze prosta 'L przechodzi przez srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC
wtedy i tylko wtedy, gdy 2pS’ = (k+1)S.

Zadania z matematyki nr 335, 336

336. Ciag (a.) jest okre$lony wzorami: a1 = 3, any1 = a2 — 2 dla n > 1. Dowieéé,
ze kazdy jego wyraz jest réwny ilorazowi pewnych dwéch wyrazéw ciagu Fibonacciego
(okreslonego wzorami: w1 = 2 = 1, tny2 = tn + Un41 dla n > 1).

Rozwiazania zadann z numeru 10/1996
Przypominamy tresé zadan:
327. Rozwazamy wielomiany postaci #* + az® + bz + ¢, majace cztery pierwiastki rzeczywiste.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoscl iloczynu ab.
328, Zbior Z zawarty w plaszczyinie ma nastepujacsg wlasnosé: dla kazdego punktu P € Z liczba
punktéw @ € Z spelniajacych warunek |PQ| = r wynosi:

2 gdy 0<r <1,

Czy zbiér Z musi byé okregiem?

1 gdy r=1; 0D gdy »>1.

327. Przyjmijmy, ze wielomian F(z) = 2* 4+ az® 4 bz + ¢ ma cztery pierwiastki

rzeczywiste i przypusémy, ze a > 0. Na mocy twierdzenia Rolle'a wielomian pochodny

F'(x) = 42® 4 3a2? + b ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Badajac znak F" stwierdzamy, ze F'
jest funkcja rosnaca w przedzialach (—oo; —a/2) i (0;00), a malejaca w przedziale {(—a/2;0);
wartoéé F'(0) = b nie moze wiec byé dodatnia. Zatem jeéli a > 0, to b < 0. Analogicznie
wykazujemy, ze jesli a < 0, to b > 0. Wniosek: ab < 0.

Przyklad wielomianu F(r) = z(z — r)(z — 2r)(3z + 2r) = 32* — 7Trz® + 4%z (gdzie r jest
dowolnie ustalona liczba rzeczywista) pokazuje, ze wartosé iloczynu ab, w tym przypadku
réwna —28r*, moze byé dowolna liczba niedodatnia.

328. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym o boku dlugodcei 1/2. Kreélimy luk

okregu o érodku A i promieniu 3/4, wyznaczony przez pélproste AB™ i AC ™, oraz luk
okregu o srodku 4 i promieniu 1/4, wyznaczony przez polproste BA™ i CA™ . Kredlimy

tez analogicznie okredlone luki okregdw o srodkach w punktach B i €' (rysunek). Suma

tych szesciu lukéw jest zbiorem majacym wymagana wlasnosé; proste sprawdzenie (ktdrego
szczegdly pominiemy) wymaga rozpatrzenia trzech przypadkéw: gdy P jest punktem
wewnetrznym jednego z trzech wiekszych lukdw, jednego z trzech mniejszych tukéw, oraz gdy
jest jednym z szedcin punktdw ,klejenia”.

Czytelnicy pamigtaja czasy, nie tak znéw odlegle, kiedy to trzeci w danym roku numer
Delty — a wigc nominalnie numer marcowy — pojawial sie w sprzedazy w polowie maja.
Uczestnicy ligi mieli na rozwiazywanie zadan czas do koiica czerwca (formuta n + 3);
Hlirmowe” za$ rozwiazania mogli obejrze¢ w numerze lipcowym (n + 4), ktéry do
kioskéw trafial gdzies we wrzedniu.

Tempora mutantur, teraz numer wrzesniowy kupuje sie we wrzeéniu, a bywa,

ze 1 w ostatnich dniach sierpnmia; stad tez zmiana terminu przysylania rozwiazan

z n+ 3 na n+ 2 wszéstym punkcie Regulaminu. Ale, jak to ze zmiana byé musi,

od momentu zauwazenia jej potrzeby do jej efektywnego pojawienia sie w drukowanym
Skrécie regulaminu minelo pare miesiecy (cykl produkeyjny Delty). I oto stala sie rzecz
zabawna: zamiast whasnych rozwigzaii mozna bylo przez te kilka miesiccy przysylaé
odsylacze do literatury (por. Regulamin, p. 11), mianowicie do czasopisma Delta,

do rozwiazania firmowego w numerze, ktéry pojawial si¢ w sprzedazy jeszcze przed
uplywem terminu wysytki.

Gdyby ktos tak uczynil, otrzymalby maksymalna ocene (jedli tylko rozwiazanie
firmowe nie mialo bledéw); byloby to zagranie pelne wdzieku. Jak natomiast
wygladalo zagranie kompletnie wdzieku pozbawione? Mlody uczestnik ligi z duzego
miasta wojewddzkiego na pélnocy Polski po prostu przepisal rozwiazania zadan

z numeru 12/1995 (przedstawil sie jako uczeri trzeciej klasy liceum — czy nie mialo byé:
podstawéwki?). Miesiac pdiniej podobnie postapil z kolejna seria zadafi mieszkaniec
malej miejscowodci z Dolnego Slaska. Dzieci kochane! przeciez mozna bylo uzyé
kserokopiarki, wysilek mniejszy, a pelne punkty i tak leca.

A swoja droga, dobrze, ze Delta ukazuje sie terminowo; oby tak bylo nadal. ..

W dorocznym oméwieniu, jak zwykle, przedstawiamy znalezione przez Czytelnikéw
rozwiazania zgrabniejsze od firmowych, a takze interesujace komentarze i vogdélnienia,
oraz odnotowujemy te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byly bardzo nieliczne. Raz
i drugi bijemy sig¢ w pieré z powodu usterek w sformulowaniach.
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Patrz w niebo

Wiadomo powszechnie, ze najblizszymi sasiadami
naszej Galaktyki sa Obloki Magellana. Wielki Obtok
lezy w odlegtosci okolo 50 kpc, a Maty 60 kpe. Dla
przypomnienia — promien naszej Galaktyki wynosi
15 kpe. Otéz Wielki Oblok Magellana nie jest juz
najblizsza galaktyka. Az dziwne, ze w dzisiejszych
czasach mozna bylo przeoczyé najblizsza sasiadke,
jednak jest na to usprawiedliwienie. Znaleziono ja
mianowicie wlasciwie w Drodze Mlecznej, gdzie zalega
materia miedzygwiazdowa skutecznie utrudniajaca
obserwacje centralnych obszardw naszej Galaktyki
(do dzié przeciez nie wiadomo, co naprawde dzieje
sie w jej jadrze), a co dopiero dalszych obiektéw
pozagalaktycznych. Pas o szerokosci co najmniej 20°,
lezacy wzdluz réwnika galaktycznego i pokrywajacy
sie praktycznie z Droga Mleczna, zyskal nawet
kiedyé nazwe strefy unikania, poniewaz z obserwacji
wynikalo, ze galaktyki jej ,unikaja”. Méwiac po
prostu, przez gruba warstwe materii miedzygwiazdowej
galaktyk nie widaé, a poszukiwanie ich tam kazdy
uznalby za sprawe z gory przegrana.

Nic dziwnego, ze zaskoczeniem bylo odkrycie przez
wloskiego astronoma, Paolo Maffei, w 1968 r. dwéch
galaktyk w Kasjopei, a dokladniej — polozonych o 055
od réwnika galaktycznego. Galaktyka Maffei 1 jest
eliptyczna, a Maffei 2 spiralna. Leza one w odleglodci
odpowiednio 4 i 5 Mpc, wiec dalej nawet niz Wielka
Mglawica Andromedy, ale odkrycie galaktyk w Drodze
Mlecznej bylo samo w sobie niezwykle.

Ale to jeszcze nic. Na podstawie atlasu nieba latwo
zorientowaé sie, ze Kasjopeja lezy wprawdzie na

tle Drogi Mlecznej, ale daleko — bo o 120° — od
Strzelca, gdzie znajduje sie centrum Galaktyki. Mozna
wiec przypuszczaé, ze w kierunku Kasjopeil materii
miedzygwiazdowej nie jest specjalnie duzo, a najwiecej
mozna jej sie spodziewaé w Strzelcu 1 okolicach.

w

Rozwiazanie zadania F 445. Na mocy

&

irugiego prawa Keplera mamy

funkcje f, g : R

dla

s a8
)= ,.-.—lv_f._,

17 T M
t  2M dt
Poniewaz P = — ':"‘I'l otrzymujemy
dT T
. - . P

‘toscl liczbowe
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Rozwiazanie zadania M 799. Rozpatrzmy
f + R dane v

rami

dla = niewy

dla z wymierny

¢, ze dla wszyst

To prawda i tym bardziej sensacyjne jest odkrycie
trzy lata temu galaktyki wlasnie w Strzelcu,
ktora w dodatku jest znacznie blizsza niz Obtloki
Magellana. Trzej angielsey astronomowie, Rodrigo
Ibata, Gerry Gilmore i Mike Irwin, badajac widma
gwiazd centralnych obszaréw Galaktyki znalezli
grupe czerwonych olbrzyméw o bardzo zblizonych
predkosciach radialnych, ktéra przy blizszym zbadaniu
okazala sie zbiorowiskiem gwiazd zastugujacym na
nazwe karlowatej galaktyki eliptycznej. Astronomowie
c¢i otrzymali jej zarys na niebie i ocenili odleglosé
na 15 kpe od jadra Galaktyki, ezyli 25 kpe od nas.
Bylaby to wiec galaktyka lezaca na krawedzi naszej
Galaktyki. Co prawda jej szeroko$¢ galaktyczna
wynosi —14°, niemniej jednak lezy ona w Drodze
Mlecznej, ktéra w tych okolicach jest wyjatkowo
szeroka 1 wyjatkowo zanieczyszczona materia
rozproszona. Ta nasza najblizsza sasiadka podlega
najprawdopodobniej tak silnemu dziataniu ptywowemu
ze strony jadra Galaktyki, ze przed uplywem
100 mln lat ulegnie rozproszeniu w naszej Galaktyce.
Uwaza sie, ze taki  kanibalizm” jest w &wiecie
galaktyk zjawiskiem wcale nie wyjatkowym.

* Tomasz KWAST

Storice

Wielki
@ oviok
Magellana

Maty

Oblok nowﬁodkryta
Magellana galaktyka
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Kétko, krzyzyk i Nagroda Nobla

Niewiele jest chyba osdb, zwlaszcza wirod zwiazanych

z naukami gcislymi, ktére nie grywaly w kdlko ¢ krzyzyk.
Reguly gry sa bardzo proste: na nieograniczonej,
kratkowanej kartce gracze stawiaja na przemian swoje
znaki. Wygrywa ten, ktory pierwszy ulozy pieé¢ w jednym
rzedzie — pionowym, poziomym lub ukodnym.

Gira moze sie nicktorym wydawad banalna, ale tak nie jest
Martin Gardner pisze o niej, ze jest far from trivial”

Niewatpliwie nie wszyscy sposrdd grajacych w kélko

i krzyzyk wiedza, ze jest to starozyina gra pochodzaca ze
Wschodu. Japonska nazwa to go-moku, co oznacza pied
kamieni. Jej wariant to go-bang, gra odbywa sie na karice
ograniczonej {19 x 19), czyli po prostn na planszy do gry
w go. W Buropie gra znana jest juz od ponad wieku.

Wielu graczy, a zwlaszcza matematykdw, postawi

pytanie: czy istnieje wygrywajaca strategia dla ktéregos

z graczy? Latwo zanwazy¢, ze jezeli dla ktdregos, to dla
rozpoczynajacego. Istotnie, nietrudno wykazad, ze dla
nicgo istnieje strategia prowadzaca co najmniej do remisu.
Gdyby bowiem dla drugiego gracza istniala strategia
wygrywajaca, to rozpoczynajacy maoglby postawié swoj
pierwszy znak gdziekolwiek i potem gra¢ jak ten drugi. ..

Takie rozumowanie, bardzo proste, jako pierwszy
przedstawil John Nash (ur. 1928). Dotyczylo ono gry
nazwanej her. Rozmaite prace Nasha sa dzis juz klasyczne,
cho¢ opublikowal ich jedynie kilkanasdcie. Zwlaszcza jego
rezultaty w rozmaitych dzialach geometrii maja duze
znaczenie. Do terminologii matematyczne) weszly zbiory
Nasha, funkeje Nasha. ..

Nash w latach 1950-1958 opublikowal dwanascie

prac. Z powodu powaznej choroby przerwal badania
matematyczne, do ktorych jednak potem kilkakrotnie
wracal na krétkie okresy. W roku 1994 Nash stal

sie stawny w Swiecie naukowym; wspdlnie z Johnem
Harsanyi 1 Reinhardem Seltenem otrzymal Nagrode Nobla
z ekonomii — za wprowadzenie do ekonomii metod teorii
gier.

Wéréd prac Nasha bylo 5 z teorii gier (z lat 1950-1954;
cztery samodzielne i jedna wspdlna, m.in. z Johnem
Milnorem}). Ta, za kiéra dostal Nagrode Nobla, jest jego
pierwsza praca, napisana w wicku 21 lat. Praca ta dla
wielu na pierwszy rzut oka mogla si¢ wydawaé znacznie
muiej znaczaca od wielu innych rezultatéw Nasha. ..

A problem istnienia strategii wygrywajace] w kdlko
t krzyzyk jest, o ile mi wiadomo, wciaz otwarty.

(KC)

W EPSILONIE 5/1996 informowaliSmy o konkursie Kola
Matematykéw Studentéw Ul na

CYTAT ROKU

i zaprezentowaliSmy laureata za rok akademicki 1994 /95
Niektérym Czytelnikom ten cytat tak si¢ spodobal,

ze poprosili nas o przedstawienie innych cytatéw,
konkurujacych ze zwycigzca. Oto zatem wybdr niektérych
sposréd 214 cytatéw, zanotowanych przez studentow

na wykladach i éwiczeniach w roku 1994/95 (autorami
niektdrych maja zaszczyt by¢ redaktorzy EPSILONA!)

& Zrébmy to na boczku. Najlepiej na skrzydelku (chodzi

© miejsce zapisania rozwiazania na tablicy).

e Oddam dobry komputer za dobrq tablice.

e ZJaldzmy, ze mamy nastepujace réwnanie i krede, kidra
pisze. ..

e Jak si¢ ubrudzg¢ wodq, to nie mam problemu ze zmyciem.
e Chodzi o to, aby Paristwo mieli pewien intymny konlakt
z funkcjami prébnym:.

e Przeprowadzam czysty, chamski rachunek.

e Strasznie nie lubig dowoddw nie wprost, bo polegayg one
na tym, ze czlowick opowiada caly czas jakies bzdury,

az dojdzie do takiej bzdury, Ze wszyscy juz sie zgadzajq,

ze tak dalej byé nie moze.

o Musielibysmy rozwazaé przypadki, zeby zapisad to

w sposdb koszerny.

e [ jedli to przeing, to wyjdzie mi takie bydle.

e Druga czedd robe si¢ wdeologicznie analogicznie.

e Siedzi takie mruczace bractwo palrzgce bykiem. . .

(o studentach}.

o Panstwo juz wiedza dobrze, jak to si¢ robi: albo sie kiwa
glowg, albo pokazuje pokerowq twarz. A wykladowca caly
glupi stoi pod tablicq i nie wie ~ dotarlo czy nie.

e Alez co ja wam wmawialem. .. Alez nie wierzcie mi.

o Nie wymaga to zbyt duiego wysilku umystowego, wiee
moze uda mi sie to zrobid.

e Ta przestrzen nie jest taka porzadna, wige ma papiery na
to, zeby byé uniwersalng.

e Nwadral zjada modul.

e Moge te macierz nakarmié dowolnym wektorem.

s Nie istnieje funkcja odwrotna do funkcyi nie bedgcej
injekcjq. Jest to matematyczny dowdd na nierozerwalnosé
malzeristwa.

o Wymiar spadl, a przestrzer nie drgnela.

e Jestesmy w sytuacyi dyskretney, tutag taki punkt to kawal
zhioru.

e Funkcja v ma w punkcie p silne globalne minimum. Ale co
nas lo obchodzi?

e Banach to jest Banach, lo jest ten od Hahna.

e Ten robaczek obok to jest g = ptaszkiem.

o Proponuje zrdzniczkowac wzgledem m, to nam ten
skladnik szlag trafi.

o Caly trdjkacik zapadnic si¢ do odcinka, albo do czegos
Jeszeze bardzief nieprazyzwoilego.

o Ta krzywa jest wklesla, bo jest wypukia.

e Jak jest ston, to jest stori. Nie mozna zalozyé, ze nie ma
traby. Ale w matematyce mozna.

¢ Mamy dwa rodzaje jeleni: golebie i sokoly.

e Ja si¢ wyrdziniam oryginalnym sposobem eqzarminowania,
bo nie stad mnie na nic wiecej.

o Prosze uwazaé, abym kogos nie oblal jeszeze przed
egzaminem (profesor idacy na wyklad ze szklanka

z herbata).

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski,
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdéw, z dopiskiem ¢.
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